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Sub wavelength structures for the

generation of general phase functions

Optical technologies are important to modern society in many ways. Data transmission through
optical fibers, lithographic production of semiconductor components, and sensors for autonomous
driving are just a few examples. The general trend toward miniaturization also includes optical
components, e.g. for smartphone cameras. The usage of diffractive optical elements (DOEs)
offers possibilities for almost arbitrary manipulation of light within small available spaces. One
popular approach is the use of metamaterials. Their operating principle is often based on sub-
wavelength structures, which cannot be resolved by the light, and can therefore have properties
that are impossible for classical materials. Here, mainly effective-index structures of dielectric
materials have been considered. Depending on the geometry, light propagation through them can

be described by an effective index of refraction.

A DOE can be characterized by its reflection and transmission function describing how amplitude
and phase of the incident light are locally influenced. Computer-generated holograms (CGHs), a
special type of DOESs, can be used to generate almost arbitrary intensity distributions by their
diffraction pattern. Ideally, phase elements are used to maximize the efficiency. A CGH phase
profile is typically calculated by an iterative Fourier transform algorithm (IFTA). A promising
approach for the realization of a general phase function is the use of effective-index structures
with a binary geometric profile, but the capability to generate arbitrary phase steps. This allows

the design of high-efficient CGHs with comparatively low manufacturing effort.

The simulation of light propagation through DOEs can be quite challenging. Typically, small
regions of individual structures are calculated using rigorous solvers of Maxwell’s equations
under periodic boundary conditions. The obtained results are then applied to the entire element,
assuming that the local structure is periodically continued. For a general manipulation of light
propagation, the use of different structures is unavoidable and thus the violation of local periodicity.
For small deflection angles, the resulting inaccuracy of the calculated field is often acceptable. At
larger deflection angles, the deviations increase and prevent a precise prediction of the optical
function. A rigorous simulation of the entire element is often too difficult due to the enormous

computational requirements. Existing approaches include the simulation of subdomains using
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rigorous methods or the usage of neural networks, but refer so far only to problems with limited
complexity, e. g. due to rotational symmetry. The aim of this work is to overcome the limitations of
established algorithms. For this purpose, new methods for the optical simulation of general DOEs
have been developed: On the one hand, the use of suitable approximations allows a significant
reduction of the computational effort to solve Maxwell’s equations. On the other hand, physical
simulations can be bypassed by machine learning to predict the optical function. In addition, the
application of the new methods to design and optimization tasks is demonstrated.

For the approximate calculation of light propagation in general microstructures, a further
developed version of the beam propagation method (BPM) is presented, which is several orders
of magnitude faster than rigorous methods, while achieving a high agreement to their results.
The accuracy of the method decreases with increasing index contrast of the materials and larger
propagation angles. However, reliable results can be produced for glass surfaces in air at moderate
angles. Due to its speed, it allows the investigation of large simulation areas, for example to
perform high resolution scattering simulations. Another new approach, called polynomial field
approximation (PFA), has been developed to predict the optical behavior even more efficiently,
particularly for regularly arranged microstructures like CGHs. Instead of the actual element, a
limited set of training data with similar structures but random distribution is simulated. Based on
this data, a model can be formed which assigns the expected transmission to the structures and
their local environment. The resulting model can quickly predict the optical function of arbitrary
distributions of the respective structures, especially for very large elements.

For the design of CGHs, the polynomial structure approximation (PSA) is introduced to solve
the inverse problem of computing a structure generating a given field distribution. Reliable results
could be achieved for binary elements, while the generalization to effective-index structures was
not successful, because an arbitrary field does not necessarily have an exact counterpart among the
available structures. The design results of established methods could be improved by simulating
the farfield, e.g. by the PFA | identifying systematic deviations from the target distribution,
and correcting them in a subsequent calculation. Furthermore, the IFTA was directly combined
with the PFA, for binary elements also with the PSA. In this way, an improvement over the
pre-corrected design could be observed, especially for effective-index CGHs. A binary beamsplitter
was fabricated and experimentally investigated. The results confirm that the assumption of local
periodicity is unsuitable for accurate predictions of the optical function at large deflection angles,
while the PFA showed good agreement up to angles of about 50°. With vectorial training data,
based on rigorous methods, even larger deflection angles can be reliably calculated by the PFA.

The presented methods can be used to optimize a variety of DOESs, for example metalenses or
beamsplitters with high NA. In particular, the design of pattern generators for three-dimensional

measurement of objects, face recognition, or camera calibration are promising application areas.
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1 Einleitung

Optische Technologien durchdringen die moderne Gesellschaft auf vielfaltige Weise. Die Daten-
iibertragung durch Glasfasern, lithografische Herstellung von Halbleiterbauteilen und Sensorik
fiir autonomes Fahren sind nur einige Beispiele. Der allgemeine Trend zur Miniaturisierung von
Komponenten umfasst dabei auch die optischen Bauteile, wofiir die leistungsfihigen Kameras
in Smartphones ein pragnantes Beispiel sind. Die Verwendung diffraktiver optischer Elemente
(DOEs), deren Funktionsweise auf Beugungseffekten beruht, verspricht Moglichkeiten zur nahezu
beliebigen Manipulation des Lichtes innerhalb kleinster Bauraume [1, 2]. Ein vielbeachteter Ansatz
ist dabei die Nutzung von Metamaterialien oder -oberflichen. Deren Funktionsprinzip beruht
haufig auf Subwellenldangenstrukturen, also Strukturen die kleiner als die Wellenldnge des Lichtes
sind und deshalb durch dieses nicht aufgelost werden. Sie konnen daher Eigenschaften besitzen,
die fiir klassische Materialien unmoglich sind [3, 4]. Im Rahmen dieser Arbeit werden vor allem
Effektiv-Index-Strukturen aus dielektrischen Materialien betrachtet. Abhéangig von der Geometrie
lasst sich die Lichtausbreitung durch diese Strukturen mit einem effektiven Brechungsindex
zwischen dem des Dielektrikums und dem des umgebenden Mediums beschreiben [5].

Die Funktionsweise eines DOEs kann durch seine Reflexions- bzw. Transmissionsfunktion
charakterisiert werden. Diese beschreibt, wie Amplitude und Phase des einfallenden Lichtes durch
das Element lokal beeinflusst werden. Da die Amplitude ohne aktive Verstarkung nur abnehmen
kann, ist eine Manipulation der Phase bei geringer Abschwachung der Amplitude von Interesse, um
Elemente mit hoher Effizienz zu realisieren. Eine typische Anwendung fiir Metastrukturen ist die
Erzeugung eines DOEs mit der Funktionsweise einer Linse, welches dann als Metalinse bezeichnet
wird [6, 7]. Inzwischen existiert eine grofie Vielfalt derartiger Elemente mit beispielsweise einer
hohen numerischen Apertur [8], schaltbarer Fokuslédnge [9] oder korrigierter Dispersion [10, 11].

Eine spezielle Kategorie von DOEs sind computergenerierte Hologramme (CGHs) [12]. Deren
Funktionsweise ist von klassischen Hologrammen inspiriert, welche die Amplitude und Phase eines
realen Objektes fotografisch aufzeichnen und so eine Rekonstruktion dessen dreidimensionaler
Beschaffenheit erlauben [13]. Die Berechnung der Transmissionsfunktion eines entsprechenden
Hologramms ist allerdings nicht auf reale Objekte beschriankt. Vielmehr kann durch das Beu-
gungsbild eines CGHs eine nahezu beliebige Intensitétsverteilung des Lichtes erzeugt werden.
Voraussetzung ist die moglichst exakte Nachbildung der berechneten Transmission durch ein DOE,

wobei zur Maximierung der Effizienz idealerweise auf Phasenelemente zuriickgegriffen wird. CGHs



1 Einleitung

werden in vielen Bereichen angewendet, z. B. zur optischen Verifikation [14, 15], Vermessung von

Freiform-Elementen [16] oder Musterprojektion fir Gesichts- und Gestenerkennung [17].

Es existieren vielfaltige Moglichkeiten zur Realisierung einer allgemeinen Phasenfunktion. Eine
weite Verbreitung haben binédre Elemente, bei denen zwei Hohenstufen in einer Substratoberfliche
erzeugt werden, die zwei verschiedenen Phasenwerten entsprechen. Derartige Strukturen lassen
sich vergleichsweise einfach herstellen und durch Abformung gilinstig vervielfaltigen. Sie sind
aber in ihrer Effizienz beschrankt und erzeugen prinzipiell ein punktsymmetrisches Beugungsbild,
was fiir viele Anwendungen unerwiinscht ist. Zur Vermeidung dieser Effekte sind Elemente mit
mehr als zwei Phasenstufen notwendig. Die Herstellung von Profilen mit mehreren Hohenstu-
fen ist allerdings deutlich schwieriger [18]. Ein vielversprechender Ansatz ist die Nutzung von
Effektiv-Index-Strukturen, welche zwar geméafl ihrer Geometrie ein binares Profil haben, durch
die Subwellenlangengrofie der Strukturen aber beliebige Phasenstufen erzeugen konnen [19, 20].
Diese Vorgehensweise erlaubt das Design von CGHs mit hoher Effizienz, ohne dass die Herstellung

wesentlich aufwendiger wird.

Die Simulation der Lichtausbreitung durch CGHs bzw. DOEs im Allgemeinen kann grofle
Herausforderungen mit sich bringen. Typischerweise werden kleine Gebiete mit einzelnen Struk-
turen mithilfe von rigorosen Losungsverfahren der Maxwell-Gleichungen berechnet, wobei man
periodische Randbedingungen nutzt. Die gewonnenen Resultate werden dann auf das gesamte
Element iibertragen, unter der Annahme, dass die Struktur lokal periodisch fortgesetzt wird
[21]. Fir eine allgemeine Manipulation der Lichtausbreitung ist die Verwendung verschiedener
Strukturen unvermeidlich und damit auch deren Aufeinandertreffen sowie die Verletzung der loka-
len Periodizitét. Bei kleinen Ablenkwinkeln ist die resultierende Ungenauigkeit der berechneten
Feldverteilungen haufig akzeptabel und die Vorgehensweise kann erfolgreich zum Design verwendet
werden. Degegen nehmen bei grofleren Ablenkwinkeln die Abweichungen zu, sodass auf diese
Weise keine prazise Vorhersage der optischen Funktion moglich ist. Eine rigorose Simulation des
gesamten Elementes ist aufgrund des enormen Rechenbedarfs oft nur schwer moglich. Bestehende
Losungsansétze umfassen die Simulation einzelner Teilbereiche durch rigorose Verfahren [16, 22—
24] oder die Nutzung neuronaler Netze [25, 26]. Diese beziehen sich bislang aber nur auf Probleme
mit eingeschréankter Komplexitat z. B. aufgrund von Rotationssymmetrie. Ziel dieser Arbeit ist die
Uberwindung der Limitationen etablierter Methoden. Dazu wurden neue Verfahren fiir die optische
Simulation allgemeiner DOEs entwickelt: Zum Einen erlaubt die Nutzung geeigneter Approxima-
tionen eine erhebliche Reduktion des Rechenaufwandes zur Losung der Maxwell-Gleichungen bei
linearer Skalierung mit der Elementgréfie, zum Anderen kann die physikalische Simulation durch
maschinelles Lernen zur Vorhersage der optischen Funktion umgangen werden. Dariiber hinaus

wird die Anwendung der neuen Methoden fiir Design- und Optimierungsaufgaben demonstriert.

In Kap. 2 werden zunachst die theoretischen Grundlagen der Lichtausbreitung geschildert,



bevor ein Uberblick iiber die hier verwendeten Simulationsverfahren gegeben wird. Auflerdem
werden Methoden zum allgemeinen Design von diffraktiven Elementen und speziell fiir CGHs
dargelegt. Im folgenden Kap. 3 wird eine Weiterentwicklung der Beam Propagation Method
(Strahlpropagationsmethode, BPM) vorgestellt, welche eine deutlich héhere Geschwindigkeit
im Vergleich zu rigorosen Verfahren aufweist und gleichzeitig eine hohe Genauigkeit besitzt.
Sie wird zur Analyse verschiedener diffraktiver Elemente genutzt, um die Ergebnisse mit den
Resultaten rigoroser Berechnungen zu vergleichen. Ein weiterer neuer Ansatz, die Polynomial
Field Approzimation (polynomielle Approximation des Feldes, PFA), wird in Kap. 4 erldutert.
Anstatt das eigentliche Element zu simulieren, werden Trainingsdaten mit gleichartigen Strukturen,
aber zufalliger Verteilung erzeugt und deren Transmissionsverhalten simuliert, z. B. mittels der
BPM. Auf Basis dieser Daten kann ein Modell gebildet werden, welches den Strukturen und
ihrer lokalen Umgebung das zu erwartende Lichtfeld zuordnet. Das entstehende Modell kann
die optische Funktion von beliebigen Verteilungen der Strukturen und insbesondere von sehr
groflen Elementen schnell vorhersagen. Die Anwendung der Methode wird fiir die Simulation
verschiedener CGHs demonstriert. Aufgrund ihrer hohen Geschwindigkeit ldsst sich die PFA auch
fiir das Design von CGHs nutzen, sieche die Beschreibung in Kap. 5. Dabei werden zunéchst
bindre Elemente betrachtet und die Simulationsergebnisse mit der experimentellen Untersuchung
eines hergestellten CGHs verglichen. Schliellich werden Moglichkeiten zum Design von CGHs aus
Effektiv-Index-Strukturen unter Verwendung der geschilderten Simulationsverfahren vorgestellt.
Abschliefend werden die vorgestellten Inhalte in Kap. 6 zusammengefasst und es wird ein Ausblick

auf mogliche Erweiterungen und Anwendungen gegeben.






2 Grundlagen

Das Verhalten elektromagnetischer Strahlung lasst sich grundsatzlich mithilfe der Theorie des
Elektromagnetismus vorhersagen. Die Anwendung auf reale Probleme kann aber erhebliche Schwie-
rigkeiten verursachen, sodass je nach Anwendungsfall verschiedene Herangehensweisen notig sind,
um Aussagen iiber die tatsichliche Ausbreitung des Lichtes treffen zu konnen. Hier werden zunéchst
die physikalischen Grundlagen elektromagnetischer Felder und deren Ausbreitung geschildert.
Danach werden verschiedene Verfahren zur numerischen Berechnung derselben vorgestellt, bevor

ein Uberblick iiber existierende Verfahren zum Design von diffraktiven Elementen gegeben wird.

2.1 Propagation von Licht

Innerhalb der Theorie des Elektromagnetismus wird die Ausbreitung von Licht durch das Verhalten
der Vektorfelder des elektrischen und magnetischen Feldes beschrieben [27, 28]. Die allgemeine
Grundlage dafiir bilden die Mazwell-Gleichungen, welche im Folgenden mit ihrer Anpassung
auf die Anwendung in der Optik dargelegt werden. Weiterhin werden verschiedene Aspekte der

Lichtausbreitung vorgestellt, die zur Untersuchung von DOEs relevant sind.

2.1.1 Maxwell-Gleichungen in optischen Materialien

In quellenfreien Medien erfolgt die Ausbreitung der Felder in Abhingigkeit von Ort r = (z,y, 2)"
und Zeit ¢ gemafl den Maxwell-Gleichungen:

VxE(r,t) = —;B(r,t) : V-D(r,t) =0, (2.1)

9
ot
Darin bezeichnen £ und D die elektrische Feldstiarke und Flussdichte sowie H und B die entspre-

VxH(r,t) = =D(r,t) , V-B(r,t)=0. (2.2)

chenden magnetischen Groflen. Fettgedruckte Variablen kennzeichnen dreikomponentige Vektoren,
z.B. € = (&:,&,,E.)". Die Differentialoperatoren werden durch den Nabla-Operator V aus-
gedriickt. Eine explizite Darstellung ist im Anhang, Abschnitt A.1.1, zu finden. Mithilfe der
Fourier-Transformation (FT) lassen sich die zeitabhingigen Grofien in winkelfrequenzabhéngige
Grofen tiberfiihren, fiir Details sieche Abschnitt A.1.4.1 im Anhang. Dabei werden aus den reellwer-

tigen, zeitabhdngigen Grofien, wie €(r,t), komplexwertige Grofien, wie E(r,w), in Abhangigkeit
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von der Kreisfrequenz w. Man bezeichnet den Betrag auch als Amplitude bzw. das Argument als
Phase der komplexen Feldkomponenten. Die Maxwell-Gleichungen nehmen dann folgende Gestalt

Vx E(r,w) = iwB(r,w) , V-D(r,w)=0, (2.3)
VxH(r,w) = —iwD(r,w) , V-B(r,w) =0. (2.4)

Betrachtet man nur ein festes w, so beschreiben diese Gleichungen ein monochromatisches Feld

und die zeitabhéngigen Groéflen ergeben sich beispielsweise als
E(r,t) = R{E(r,w) exp (—iwt)} (2.5)

fiir das elektrische Feld. Das Feld schwingt demnach harmonisch und erreicht nach jeweils einer
Periodendauer T' = 27 /w wieder denselben Zustand.

In isotropen und linearen Materialien sind E und D tiber die elektrische Feldkonstante ¢ und
die relative Permittivitit ¢ direkt miteinander verkniipft. Analog gilt das durch die magnetische

Feldkonstante g und die relative Permeabilitat p fiir H und B:
D(r,w) = gpe(r,w)E(r,w) , B(r,w) = pop(r,w)H(r,w) . (2.6)

Fiir viele optische Materialien ist p ~ 1 und kann daher vernachléssigt werden. Damit ergibt sich

die in der Optik tbliche Formulierung der Maxwell-Gleichungen:

Vx E(r,w) = iwuH(r,w) , V- (e(r,w)E(r,w)) =0, (2.7)
Vx H(r,w) = —iwepe(r, w)E(r,w) , V-H(r,w)=0.
Durch Anwendung eines weiteren Rotationsoperators Vx auf den ersten Teil von Gl. (2.7) und

Ausnutzung der Identitit Vx Vx E = V(V-E) — AE erhélt man die Wellengleichung fiir das
elektrische Feld:

AE(r,w)+ c;jga(r,w)E(r,w) =V (V-E(r,w)) =—-V <WE(r,w)> : (2.9)

Dabei bezeichnet A den komponentenweise angewendeten Laplace-Operator. Es ist ¢y = 1/,/Eofio
die Vakuumlichtgeschwindigkeit. Die wahrend einer Schwingungsperiode bei dieser Geschwin-
digkeit zuriickgelegte Wegstrecke definiert die Vakuumwellenlange Ao = ¢ = 27mco/w. Die
Wellengleichung fiir das Magnetfeld,

AH(r,w) + %e(r, W)H(r,w) = _M

2 W) x (VxH(r,w)) , (2.10)

kann auf analoge Weise gewonnen werden. Da E und H unmittelbar voneinander abhéangen, ist

es hinreichend, eine der beiden Grofien zu bestimmen.



2.1 Propagation von Licht

Aus den Maxwell-Gleichungen ergeben sich Ubergangs- oder Kontinuitétsbedingungen elek-
tromagnetischer Felder zwischen verschiedenen Medien, z. B. fiir eine Grenzfliche in der Ebene
z = 0. Unabhéngig von den auftretenden Materialien sind die tangentialen Komponenten des
E- und H-Feldes sowie die normalen Komponenten des D- und B-Feldes stetig [28]. Fiir einen

infinitesimalen Abstand 0z gilt also z. B.

E.(z,y,—0z,w) = Ey(z,y,0z,w) , H,(z,y,—dz,w) = Hy(x,y,0z,w) ,
E,(x,y,—dz,w) = Ey(z,y,0z,w) , Hy(x,y,—dz,w) = Hy(z,y,0z,w) ,
D.(x,y,—0z,w) = D,(z,y,dz,w) , B.(z,y,—0z,w) = B,(z,y,0z,w) . (2.11)

2.1.2 Propagation im homogenen Raum

Im homogenen Raum ist die Permittivitat nicht langer ortsabhéngig, sodass die rechte Seite der
Wellengleichung aufgrund des Divergenzgesetzes in Gl. (2.7) verschwindet. Damit erhilt man die
Wellengleichung fiir den homogenen Raum

w2

AE(r,w) + ge(w)E(r,w) =0. (2.12)

Darin sind die Vektorkomponenten des Feldes unabhéngig voneinander und lassen sich ebenso
durch die skalare Wellengleichung ( Helmholtz-Gleichung)
w2
Au(r,w) + —e(w)u(r,w) =0 (2.13)
€
vollstandig beschreiben, worin u eine beliebige Feldkomponente reprasentiert. Die allgemeine

Losung dieser Gleichung lisst sich als Uberlagerung von ebenen Wellen der Gestalt
u(r,w) = ugexp (ikr) , mit |k|> = e(w)ks , (2.14)

darstellen. Dabei nennt man k den Wellenvektor der ebenen Welle und ky = w/cy = 27/ die
Vakuumwellenzahl. Weiterhin ist n(w) = /¢ der Brechungsindex des Mediums und definiert die
Wellenzahl k(w) = nko = |k| sowie die Lichtgeschwindigkeit in einem Medium c¢(w) = ¢y/n. Zur
Erfiilllung der Divergenzgleichungen miissen elektrisches und magnetisches Feld einer ebenen Welle

E(r,w) = Egexp(ikr) orthogonal zum Wellenvektor stehen:

Elektrisches und magnetisches Feld sind dabei mittels

1
Egz—ikXHg, H(]:

kxE 2.16
Cg€0€<W)]€0 C(),U{)k?o 0 ( )

direkt durch den Wellenvektor verkntipft.



2 Grundlagen

Ist eine monochromatische Feldverteilung u(r,w) = u(r) in einer Ebene z = z, bekannt, so
kann die Zerlegung in ebene Wellen genutzt werden, um die Verteilung im gesamten Raum zu
ermitteln. Zunéchst verwendet man eine zweidimensionale (2D-) FT um das Winkelspektrum der

Feldverteilung zu erhalten:
Uz, ky; 20) = F{ulz,y,20)} (2.17)
wie in Gl. (A.33) im Anhang definiert. Die FT der Helmholtz-Gleichung (2.13) ist

2
(;Zz"fi—kiJFEkS) Uk, ky;2) =0 . (2.18)

Die Losungen dieser Gleichung lassen sich mittels der Ubertragungsfunktion G als

Ulky, ky; 2) = Ulky, ky; 20)G (kg ky; 2 — 20) (2.19)
Glkg ky; 2 — 20) = exp (ik.(z — 20)) , mit kZ =k — k2 — k), (2.20)

darstellen. Fiir k£, > 0 wird dabei eine in positiver z-Richtung propagierende Welle beschrieben,
fir k, < 0 propagiert sie in entgegengesetzter Richtung. Ist k2 + k; > k2, so wird k, eine
imagindre Grofle und beschreibt eine evaneszente Welle, deren Amplitude in Propagationsrichtung
exponentiell abklingt. Aus dem Winkelspektrum in einer beliebigen Ebene ergibt sich durch

inverse F'T mit
u(z,y, 2) = F U (k,, ky; 2)} = F HG(k,, ky; z — z0) F {u(z,y, 20) } } (2.21)

wieder das Feld im Ortsraum. Diese Zerlegung wird als Angular Spectrum of Plane Waves
(Winkelspektrum ebener Wellen, ASPW) bezeichnet. Sie erméglicht die exakte Losung der
Wellengleichung im homogenen Raum. Im Allgemeinen sind unendlich viele Werte zur exakten
Charakterisierung von U notig. Im Falle einer periodischen Feldverteilung w ist U jedoch nur
an diskreten Punkten von 0 verschieden. Zudem konnen evaneszente Ordnungen vernachléssigt
werden, wenn die Distanz |z — zg| hinreichend grofl ist. Dann gentigt eine endliche Anzahl an

Werten zur exakten Beschreibung des Feldes.

2.1.3 Berechnung des Fernfeldes

Fiir die Analyse von diffraktiven optischen Elementen (DOEs) ist haufig folgende Konfiguration
von Bedeutung: Aus Richtung z < 0 trifft Licht auf ein Element, das sich an der Position
z = 0 befindet. Von Interesse ist dann die Ausbreitung des transmittierten Lichtes im Halbraum
z > 0 bzw. des reflektierten bei z < 0 insbesondere in Entfernungen, die deutlich grofler als die
Abmessungen des Elementes bzw. die Wellenlange des Lichtes sind. Man spricht vom Fernfeld,
falls die Fresnel-Zahl,

a? B a’k

T\ 271z

: (2.22)
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deutlich kleiner als eins ist: Ny < 1. Dabei bezeichnet a die charakteristische Grofie des Elementes.
In nicht-paraxialer Fraunhofer-Ndiherung lasst sich das Fernfeld als

ikz
27r?
berechnen [27]. Eine Herleitung ist in Abschnitt A.2.1.1 im Anhang dargestellt. Die Feldverteilung

u(z,y,2) ~ — exp (ikr)U (ki, k%; 0) (2.23)

im Fernfeld ist demnach direkt proportional zur FT des Feldes unmittelbar am Element, weshalb es

in vielen Féllen gentigt, die reine F'T zu betrachten und vereinfachend als Fernfeld zu bezeichnen.

2.1.4 Periodische Strukturen

Eine periodische Struktur mit Perioden von w, und w, in 2- bzw. y-Richtung ist durch eine

Brechungsindexverteilung der Form
n(z,y, z) = n(r + Kyw,,y + Kyw,,2) , K, K, €N (2.24)

gekennzeichnet, siehe Abb. 2.1(a). Trifft eine ebene Welle mit dem Wellenvektor k = (k,, ky, k.) "
aus einem Bereich mit Brechungsindex ng auf eine solche Struktur, so entstehen durch Interferenz
neue Wellen, die sich sowohl in Propagationsrichtung, ins Medium mit Brechungsindex n¢, als
auch in entgegengesetzter Richtung ausbreiten. Die entstehenden Beugungsordnungen (m,, m,)

haben Wellenvektoren von

+ _ _ 2mm
kmzmy - k%my - ky + wyy ' <225>
kimzmy i\/n%/skg - k%mx B k;,my

Das obere Vorzeichen steht dabei fiir transmittierte, das untere fiir reflektierte Wellen. Ist die
Struktur invariant in y-Richtung n(z,y, z) = n(x, z) und der Einfall erfolgt in der xz-Ebene, siehe

Abb. 2.1(b,c), ergibt sich die Gittergleichung [28]

mx/\g

” (2.26)

neys sinVessm, = ngsind +

fir k., = nkgsind. Der Index S ist dabei fiir die transmittierten, der Index C' fiir die reflektierten
Anteile zu beachten.
Nur die Ordnungen, fiir die |k, 5, | < ne/sko gilt, konnen im homogenen Raum propagieren.

Wenn die Periode w, hinreichend klein ist,
Ao

) 2.27
neys + ng|sind| (2.27)

Wy <

trifft das nur fir die Ordnung m, = 0 zu. In diesem Fall findet keine Beugung mehr statt. Das
Licht propagiert durch die periodische Struktur wie durch ein homogenes Medium mit einem
Brechungsindex neg, dem sogenannten effektiven Brechungsindex [5, 29]. Dieser héngt von der
genauen Form der periodischen Struktur ab und liegt in der Regel zwischen den Brechungsindizes
der vorkommenden Materialien. Derartige Strukturen werden als Effektiv-Index-Strukturen bzw.

Effektiv-Medium bezeichnet.
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Abb. 2.1: Periodische Struktur mit Hervorhebung einer Elementarzelle (a), in y-Richtung inva-
riante Struktur mit Zerlegung der Felder in TE- (b) und TM-Polarisation (c¢) und
Darstellung der Einfallsebene in hellblau.

2.1.5 Polarisation

Bei Invarianz der betrachteten Felder und Materialeigenschaften in einer Raumrichtung, hier der
y-Richtung, vereinfachen sich die Gleichungen zur Beschreibung der Propagation und die Felder
lassen sich durch zwei unabhéngige Komponenten darstellen, z. B. mit der Wellengleichung (2.9)

bzw. (2.10):

2

A E,(r,w) + %s(r, W)E,(r,w) =0, (2.28)
AH,(r,w)+ i—ge(r,w)Hy(r,w) = Ve(r,wg(;vujffy(r,w). (2.29)

Die anderen Feldkomponenten ergeben sich tiber die Maxwell-Gleichungen direkt aus £, und H,,.
Man bezeichnet den Anteil des Feldes, fir den das elektrische Feld senkrecht zur Einfallsebene
steht, als TE- (transversal elektrisch) polarisiert und denjenigen, fiir den das magnetische Feld
senkrecht zur Einfallsebene steht, als TM- (transversal magnetisch) polarisiert, was hier gerade
den Komponenten E, bzw. H, entspricht, siche Abb. 2.1(b,c). Diese Zerlegung einer ebenen
Welle kann im homogenen Raum in Bezug auf eine Einfallsebene stets durchgefiihrt werden. Bei
Invarianz in einer Raumrichtung verhalten sich beide Polarisationen auch an einer Grenzflache

unabhéngig voneinander. Im Allgemeinen findet aber eine Kopplung der Komponenten statt.

2.1.6 Energie elektromagnetischer Felder

Der Poynting-Vektor S beschreibt die Leistungsdichte des elektromagnetischen Feldes [28] und

ist definiert als
S(r,t) = E(r,t) x H(r,t) . (2.30)

Diese Grofle kann aufgrund der hohen Frequenz von optischen Feldern typischerweise nicht direkt

detektiert werden, sodass man stattdessen deren zeitliches Mittel z. B. iber eine Periode als Maf3

10



2.2 Optische Simulation von Mikrostrukturen
verwendet. Fiir ein monochromatisches Feld ergibt sich:
17 1
(S(r,t); = T /S(r,t) dt = §§R{E(r,w) x H*(r,w)} . (2.31)
0

Darin bezeichnet H* die komplexe Konjugation von H. Der Betrag des zeitlichen Mittelwertes
wird als Bestrahlungsstirke oder Intensitit I = |(S),| bezeichnet. Fiir eine propagierende ebene
Welle E(r,w) = Eq exp(ikr), vereinfacht sich die Intensitat zu

EopCoNn
2

I

HoCo 2
Eo|* = ——|Ho|* . 2.32
Eof = L2, (232
Die Leistung, die auf eine Fliche trifft und damit eine mogliche Messgrofle darstellt, lésst sich als

p= / I(r)e-n(r)dA (2.33)

berechnen. Darin ist e der Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung und n der Normalenvektor der
Oberflache A.
Als Beugungseflizienz 7 einer Beugungsordnung (m,, m,) wird das Verhéltnis aus eingestrahlter

und in diese Ordnung gebeugter Leistung bezeichnet:

szmy

Fiir ein diffraktives Element in der Ebene z = 0 entspricht das dem Verhéltnis der Intensitéten,

2

. |€Z7mzmy|1(l{;x,mzaky,my) . |]€z,mmmy| Eo(kmvmm,ky,my)

nmxmy B |€z,in|]in a |kz,in‘ ’Ein|2

, (2.35)

unter Beachtung der jeweiligen Ausbreitungsrichtung.

2.2 Optische Simulation von Mikrostrukturen

Fiir die Berechnung der Ausbreitung von Licht gibt es eine Vielzahl von Varianten. Diejenigen,
welche die Maxwell-Gleichungen ohne weitere Naherungen 16sen, werden als rigorose Verfahren
bezeichnet. Sie sind typischerweise durch einen hohen numerischen Aufwand gekennzeichnet.
Andere Verfahren nutzen in unterschiedlichem Maf} verschiedene Naherungen, um die Rechenzeit
zu reduzieren. Unter diesen sollen die semi-rigorosen Verfahren hervorgehoben werden, welche

insbesondere die Beugungseffekte an Subwellenldngenstrukturen noch gut modellieren kénnen.

2.2.1 Rigorose Simulationsverfahren

Zwei naherungsfreie Verfahren, die im Rahmen dieser Arbeit zum Vergleich der Simulationen
genutzt wurden, sind die Finite Difference Time Domain Method (Finite-Differenzen-Methode
im Zeitbereich, FDTD) und die Rigorous Coupled Wave Analysis (rigorose Analyse gekoppelter
Wellen, RCWA). Beide zeichnen sich durch eine hohe Genauigkeit der simulierten Felder aus.

11



2 Grundlagen

2.2.1.1 Finite Difference Time Domain Method

In der FDTD verwendet man die Maxwell-Gleichungen im Zeitbereich (2.1), (2.2) fiir optische

Materialien:
I tet) = — L s g (2.36)
8t r, - ,UO r, ’ .
0 1 .
&S(r, t) = (@) VX H(r,t) — jmar (T, 1) - (2.37)

Die Stromdichte juake dient dabei zur Erzeugung der Felder. Die Berechnung erfolgt mittels
der direkten Diskretisierung von Ort und Zeit. So wird aus der Differentialgleichung fiir die

‘H.-Komponente,

0 1 (0

0
at;’_[x(xayaz7t) n <ay52(xayaz7t) azgy(‘r7y7z7t)> ) ( 38)

die diskretisierte Form

Hﬂ?(x7yazvt + (St) = Hw(x7y7 Z7t) B ﬁ (gZ(x’y * 5y7z’t) - 5Z($7y’z7t)
Ho oy
. Ey(x,y,z + 527t) - 5y($,y,z,t)>

5 (2.39)

Somit konnen aus den bekannten Feldern zu einem Zeitpunkt ¢ die Felder in einem néachsten
Zeitschritt errechnet werden. Durch die Anwendung von symmetrischen Differenzenquotienten
werden Diskretisierungsfehler minimiert [30]. Ublicherweise setzt man zu Beginn einer Simulation
samtliche Felder auf null und gibt eine Stromdichte zur Anregung vor. Dann lauft die Simulation
entweder bis zu einem eingeschwungenen Zustand oder man ermittelt mit einer F'T' das Verhalten
bei einer bestimmten Frequenz. Die zeitliche Diskretisierung muss dabei klein genug gewéhlt

werden, um die Ausbreitung des Lichtes vollstandig zu erfassen. Dazu muss

-1
1 1 1 1

W< =4+ =+ = 2.40

e ((53:2 + 0y? + (522> (240)

gelten. Bei einer Verfeinerung der rdumlichen Diskretisierung miissen also auch die Zeitschritte
entsprechend verkleinert werden. Zudem hat die Methode einen groflen Speicherbedarf, denn
die Feldkomponenten aller Raumpunkte werden in jedem Schritt benétigt. Fiir die einzelnen
Raumrichtungen kénnen verschiedene Randbedingungen gewéahlt werden, welche die Behandlung
der Felder an den Grenzen des Simulationsgebietes festlegen. Im Rahmen dieser Arbeit handelt es
sich dabei in der Regel um periodische Randbedingungen oder sogenannte perfectly matched layer
(perfekt angepasste Schichten, PML); das sind kiinstliche Materialien, die durch die Wahl ihres

Brechungsindexes eine perfekt absorbierende Grenzschicht nachbilden.

12



2.2 Optische Simulation von Mikrostrukturen

2.2.1.2 Rigorous Coupled Wave Analysis

Die RCWA 16st die Maxwell-Gleichungen im Frequenzraum, (2.7) und (2.8), fiir periodische
Strukturen. Dadurch konnen alle auftretenden Felder und Materialeigenschaften in Fourier-
Reihen dargestellt werden [31-34]. So wird z. B. das elektrische Feld im homogenen Raum mit
Brechungsindex n als

Er)= ) E., ., €XD (ik;mmyr) + > E,, m, XD (ikfnmmyr) (2.41)

Mg, My Mg,y

dargestellt. Dabei ist k= , der Wellenvektor gemafl GL. (2.25) fiir eine Strukturperiode von w,

MgMm

bzw. w,, wobei

YRR, 3 .. 2 2 21.2
ki _ :l:\/n kO kszI ky,my , fur kz,mz + ky,my S n ko 5 (242>

Mit diesem Ansatz wird die Uberlagerung aus allen fiir diese Periode méglichen vorwirts (+4)
und riickwérts (—) propagierenden Feldern beschrieben, wobei sowohl propagierende Anteile (&,
reell), als auch evaneszente Anteile (k, imaginar) berticksichtigt werden. Bei einem inhomogenen

Brechungsindex lasst sich das Feld im Allgemeinen als Summe von Fourier-Komponenten Emwmy,

E(r)= Y E,,m,(z)exp (i (l’kxmm + yky,myD : (2.43)

Mg, My

darstellen und auf analoge Weise gleichfalls das Magnetfeld auf Basis von ﬁmzmy (z). Ebenso
lasst sich die Permeabilitat als Fourier-Reihe ausdriicken. Dabei nimmt man typischerweise deren
Invarianz in z-Richtung an: e(r) = ¢(z, y). Um beliebige Strukturen beschreiben zu kénnen, zerlegt
man den Simulationsbereich gegebenenfalls in Schichten, in denen diese Annahme niaherungsweise

erfillt ist und erhalt damit

e(z,y) = Z Emym, €XP (i (kamx + yky,my)) ) (2.44)

Mg ,My

Die Maxwell-Gleichungen (2.7) und (2.8) gelten dann fir jeden der Fourier-Terme, z. B. fir die

x-Komponente der Gleichungen:

_ o ~ .
1ky,myEz7mzmy — &Ey,mlmy = 1w,u0Hx,mzmy , (2.45)
: = 0 ~ ' -
lkyvmszymzmy - %Hy,mxmy = —lwgy Z 5m1—m;,my—m’y T mpmy - (246>

/ /
my,my,

Es entsteht ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem fiir dessen Losung zunéchst die Eigenwerte
der Koeffizientenmatrix bestimmt werden miissen. Daraus erhilt man die Fundamentalmoden
der inhomogenen Schicht, analog zu den ebenen Wellen im homogenen Raum. Die zugehorigen

Amplituden ergeben sich aus den Ubergangsbedingungen (2.11) an den Grenzflichen zwischen den

13



2 Grundlagen

jeweiligen Schichten. Diese miissen wiederum fiir jeden der Fourier-Terme separat erfiillt werden.

Als Losung des entstehenden Gleichungssystems erhalt man insbesondere direkt die Amplituden
+

der transmittierten bzw. reflektierten Ordnungen im homogenen Raum, EZ . .

Der Vorteil der RCWA besteht darin, dass sie die Maxwell-Gleichungen bereits mit einer kleinen
Anzahl an Ordnungen anndhernd exakt 16sen kann: Dazu miissen alle propagierenden und einige
evaneszente Ordnungen beriicksichtigt werden. Alle weiteren Ordnungen fallen in ihrer Amplitude
zu schnell ab, um einen Beitrag zum Ergebnis zu liefern. Das macht die RCWA insbesondere fiir
die Berechnung von eindimensionalen (1D-) Gittern mit Perioden von hochstens einigen Wellen-
langen zu einem sehr effizienten Werkzeug. Andererseits werden fiir groflere Simulationsgebiete
zunehmend mehr Ordnungen benotigt, was die Losung des Eigenwertproblems sehr aufwendig
macht. Insbesondere fiir 2D-Strukturen bleibt die praktische Anwendbarkeit daher auf kleine

Simulationsgebiete beschrankt.

2.2.2 Semi-rigorose Simulationsverfahren

Unter bestimmten Voraussetzungen lassen sich die Maxwell-Gleichungen vereinfachen, sodass
sie mit geringerem Zeitaufwand dennoch exakt oder naherungsweise gelost werden kénnen. Eine
typische Annahme ist dabei die Invarianz des Brechungsindexes in Ausbreitungsrichtung des
Lichtes, was hier die z-Richtung sei. Fiir ein endliches optisches Element lasst sich diese Bedingung
zumindest stiickweise erfiillen, indem man die Betrachtung in Schichten zerlegt, in denen die
Bedingung jeweils erfiillt ist. Dann kann die Ausbreitung des Lichtes zumindest innerhalb der
Schichten gut beschrieben werden, wobei auch die Uberginge zwischen den Schichten durch
geeignete Verfahren einbezogen werden konnen. In diesem Abschnitt sollen beispielhaft die BPM

und die Wave Propagation Method (Wellenpropagationsmethode, WPM) vorgestellt werden.

2.2.2.1 Beam Propagation Method (BPM)

Die BPM nutzt eine Diskretisierung der Wellengleichung, um die Propagation in Ausbreitungs-
richtung zu beschreiben. Die gezeigte Herleitung folgt der vektoriellen Darstellung in Ref. [35].
Ausgehend von der Wellengleichung (2.9) betrachtet man zunéchst nur die transversalen Kompo-

nenten, B, = (E,, E,)", zur genauen Notation siehe Gl. (A.7) im Anhang:

1 2
AEL+H2]€SEL:—VL<2<VJ_712'EJ_+87LEZ>> s (247)
n 0z

worin On?/0z allerdings aufgrund der Invarianz in z-Richtung verschwindet. Wihlt man nun einen
Referenzindex 7 zur Einfiihrung einer langsam verdnderlichen Amplitude E; = E | exp (imkoz),

so ergibt sich

0? - 0 ~ . . 1 .
@EL—FZWI{O%EL—}-ALEL+(n2—ﬁ2)k§EL+VL (nQVLTLZ'EJ_> =0. (248)
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2.2 Optische Simulation von Mikrostrukturen

Im Rahmen dieser Arbeit wird der Referenzindex 7 stets als arithmetisches Mittel des hochsten
bzw. niedrigsten Brechungsindexes im aktuellen Simulationsbereich gewéahlt. Die obige Gleichung

ldsst sich als System gekoppelter Differentialgleichungen schreiben:

? (E, o (E. Ao Asy\ [ Es
—— | 2| +2mko=— | 7| + 2%k I =0. (2.49)
82 Ey az Ey Ayz Ayy Ey

Darin sind die Komponenten von A Differentialoperatoren 2. Ordnung, die in Abschnitt A.2.2.1 im
Anhang detailliert angegeben werden. In Umgebungen mit homogenem Brechungsindex handelt
es sich bei A, und A,, im Wesentlichen um Laplace-Operatoren, andernfalls garantieren sie die
Erfiillung der Ubergangsbedingungen (2.11). Fiir eine semi-vektorielle Betrachtung vernachlissigt
man die Komponenten A,,, A,,. Damit entstehen zwei unabhangige Gleichungen fiir die -
und y-Komponente, die deren unterschiedliches Verhalten beschreiben kénnen, wahrend jegliche
Kopplung vernachlassigt wird. Eine ahnliche Gleichung kann fiir das magnetische Feld gewonnen

werden, siche ebenfalls Abschnitt A.2.2.1.

Zur Losung der Gleichung kann diese formal separiert werden, wie hier fiir Ey:

(aaz — imko (/1 +24,, — 1)) <§Z + ko (/1 + 24, + 1)) E, =0, (2.50)

worin der erste Faktor ein vorwéarts (in z-Richtung) propagierendes Feld und der zweite ein
rickwérts propagierendes Feld beschreibt. In paraxialer Naherung setzt man /1 + 24, ~ 1+ A,,,
was der urspriinglichen Formulierung der BPM entspricht [36]. Damit ergibt sich fir den vorwérts

propagierenden Fall:

;ZEy = inko Ay, B, - (2.51)
Diese Gleichung lésst sich durch Diskretisierung iterativ 16sen, indem auf der rechten Seite das Feld
an der Position z eingesetzt wird, um das Feld an einer Position z+4dz zu berechnen. Im Unterschied
zur FDTD muss man dabei in jedem Schritt nur die Felder in einer Ebene betrachten und speichern,
was den Rechenaufwand deutlich reduziert. Zudem ist durch die Verwendung einer langsam
veranderlichen Amplitude eine grobere Diskretisierung in Propagationsrichtung bei gleicher
Genauigkeit moglich. Limitiert wird die Methode durch die Giiltigkeit der paraxialen Naherung
[37]: Einerseits sind nur begrenzte transversale Anderungen des Feldes erlaubt, andererseits
miussen die Indexkontraste gering sein, damit der Ausdruck n —7 fiir alle auftretenden Materialien
hinreichend klein ist. Diese Naherung kann zur Erweiterung des Einsatzbereiches der Methode

durch genauere Approximationen ersetzt werden, was in Kap. 3 ausfithrlich beschrieben wird.
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2.2.2.2 Wave Propagation Method

In der WPM wird die ASPW fiir inhomogene Indexverteilungen erweitert. Man betrachtet die

inhomogene Wellengleichung (2.9), allerdings unter Vernachlassigung der rechten Seite,
Au+kin*u=0, (2.52)

und erhdlt so auch hier eine skalare Form. Betrachtet man n(z,y) lokal als konstant, ldsst
sich die Gleichung analog zur ASPW l6sen, wobei allerdings im Vergleich zu Gl. (2.21) die
Ubertragungsfunktion G von x und y abhéngt [38]:

u(z,y, z +02) = FH{G(ky, ky; 2,9, 62)F {u(z,y,2)}} , (2.53)

mit

G(ky, ky;x,y,02) = exp <i5z\/n2(x, y)kd — k2 — kzg) : (2.54)

Wahlt man 0z hinreichend klein, wird damit die Wellengleichung in Umgebungen, in denen n sich
nicht dndert, quasi exakt gelost. Abweichungen ergeben sich, wenn Bereiche mit verschiedenem n
aufeinandertreffen. In einer vektoriellen Formulierung kénnen Grenzfléchen zwischen einzelnen
Schichten beriicksichtigt werden, inklusive des unterschiedlichen Verhaltens der Polarisations-
komponenten [39]. Allerdings wird auch dabei fiir die Propagation innerhalb einer Schicht nur
die skalare Wellengleichung gelost. Es ist moglich, die WPM in einer effizienten Variante zu
implementieren, welche die Anwendung der inversen FT nur einmal fiir jedes Material anstatt fiir
jeden Raumpunkt erfordert [40, 41].

Die Methode ist durch die Verwendung der F'T deutlich schneller als rigorose Verfahren. Sie
ist besonders zur wellenoptischen Analyse von Strukturen geeignet, die grofler als die Wellen-
lange sind, wie z. B. Mikrolinsen. Bei Subwellenlangenstrukturen spielen die vernachlassigten

polarisationsabhéangigen Effekte eine zu grofie Rolle und fiithren zu Abweichungen.

2.2.3 Analyse von optischen Elementen durch Naherungen

Um die Funktionsweise von DOEs auf einfache Weise zu beschreiben, kann auf verschiedene
Néherungen zuriickgegriffen werden. Die Beschreibung erfolgt hier fiir skalare Felder, da unter
Vernachlassigung von Kopplungseffekten die jeweiligen Vektor- bzw. Polarisationskomponenten
unabhéngig voneinander sind. Ein simpler Ansatz ist die Thin Element Approzimation (Dinne-
Elemente-Approximation, TEA). Dabei nimmt man an, dass sich eine Struktur mit der lokalen
Dicke d lokal genauso verhélt, wie eine unendlich ausgedehnte Schicht derselben Dicke, die zudem
diinn genug ist, dass Beugungseffekte innerhalb der Schicht keine Rolle spielen. Dann kann das

Feld nach der Schicht als Multiplikation des Eingangsfeldes mit einer Transmissionsfunktion

16



2.2 Optische Simulation von Mikrostrukturen

td(l’,y),
U({L‘7y,d) = td(a:,y)u(x,y,O) ) (255)

beschrieben werden. Im einfachsten Fall, unter Vernachlassigung von Absorption, ergibt sich die

Transmissionsfunktion fiir die senkrechte Propagation einer ebenen Welle durch die Schicht als

td(x7 y) = exp (m(x, y>k0d) (256)

und beschreibt die akkumulierte Phase aufgrund der Propagationsliange. Es lassen sich eben-
falls Aussagen iiber die Effizienz treffen, indem obige Formel um die entsprechenden Fresnel-
Koeffizienten ¢ erweitert wird, z. B. im Falle einer einfachen Transmission:

2711

ta(z,y) = tr (ng,n(x,y)) tr (n(z,y),nc) exp (in(x,y)kod) , mit tp(ng,ny) = . (2.57)

ni + no
Hierbei sei ng der Brechungsindex im Bereich z < 0 und n¢ der Brechungsindex fiir z > d, analog
zu Abschnitt 2.1.4. Die Fresnel-Koeffizienten ¢ bzw. rr bestimmen den Anteil des transmittierten
bzw. reflektierten Lichtes beim Auftreffen auf eine ebene Grenzfliche zwischen Medien mit
verschiedenem Brechungsindex. Die Gleichung lésst sich fiir Mehrfachreflexionen erweitern und
erlaubt die Berticksichtigung eines nicht-senkrechten Einfallswinkels. Ein typischer Anwendungsfall
sind Hohenprofile: Eine Schicht habe fiir z < d(z,y) einen Index ng und fir z > d(z,y) dann ne,

wobei 0 < d(z,y) < d. Setzt man beide Bereiche zusammen, erhélt man die Transmissionsfunktion
ty(x,y) = tp(ng, ne) exp (inckogi +i(ng — ne)kod(z, y)) : (2.58)

Die Anwendbarkeit der TEA ist allerdings immer durch die Annahme der beugungsfreien Propa-
gation durch die Schicht limitiert. Damit diese erfiillt ist, muss die Fresnel-Zahl aus Gl. (2.22)
deutlich gréBer als eins sein: Np = a2/(Ad) > 1. Dabei ist a die charakteristische GroBe der
Bereiche gleicher Struktureigenschaften und A die Wellenlange.

Um Elemente mit kleineren Strukturen zu analysieren, werden diese in Basiszellen mit einer
bestimmten Grofle zerlegt. Diese Basiszellen, typischerweise mit Ausdehnungen im Bereich der
Wellenlénge, kénnen mithilfe von rigorosen Verfahren wie RCWA oder FDTD exakt simuliert
werden. Dabei nimmt man typischerweise periodische Randbedingungen in transversaler Richtung
an. Aus dem so erhaltenen Feld nach der Struktur der Dicke d bestimmt man die Transmis-
sionsfunktion t¢, die von den Parametern der betrachteten Struktur abhéngt, wie z. B. vom
geometrischen Fillfaktor f, siehe Abb. 2.2(a-c). Insbesondere wenn die Basiszellen kleiner als die

Wellenldnge des Lichtes sind, geniigt es dabei, die Mittelwerte der Felder zu betrachten:

ty =ug(z,y,d)/u(z,y,0) . (2.59)

Dabei bezeichnet @ die Mittelwertbildung in x- und y-Richtung. Dieses Vorgehen ist dabei
gleichbedeutend mit der Beschrankung auf die 0. Beugungsordnung im Sinne eines effektiven Bre-

chungsindexes. Zur Ermittlung der Transmissionsfunktion eines gesamten Elementes werden nun
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2 Grundlagen

die Transmissionsfunktionen der jeweiligen Basiszellen entsprechend ihrer Verteilung im Element
zusammengesetzt, siche Abb. 2.2(d-f). Dieses Vorgehen wird als Local Periodic Approzimation

(Naherung lokaler Periodizitat, LPA) bezeichnet [21] und héaufig zur Beschreibung von DOEs
-2 0 2
0 2

verwendet [19, 42, 43].
0 1 2
e — T —
-2 0 2 =2

Abb. 2.2: Basiszellen mit Saulen verschiedener Grofie (a), zugehorige Amplitude (b) und Phase (c)

01 2 —-202

0,2

0,2

0,2

0 .
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des berechneten Feldes nach dem Element; Struktur eines DOEs (d) und zugeordnete
Transmissionsfunktion geméf der LPA mit Amplitude (e) und Phase (f). Die Achsenbe-
schriftung kennzeichnet die Groéfle in pm, die Amplitude des einfallenden Feldes ist auf

eins normiert und die Phase jeweils in rad angegeben.

Die LPA beschreibt das Feld an einer spezifischen Position quasi exakt, solange sich in einer
hinreichend groflen Umgebung, typischerweise einige Wellenlangen, nur Basiszellen mit den gleichen
Strukturen befinden. Haben die benachbarten Basiszellen dagegen abweichende Strukturen, kommt
es mitunter zu deutlichen Abweichungen, wie in Abb. 2.3 gezeigt: Im unteren Bereich sind die
Strukturen tiber groflere Bereiche gleich und verhalten sich weitestgehend gemafl der LPA, mit
Ausnahme der Strukturgrenze im Zentrum. Nach oben hin dndern sich die Strukturen haufiger und
die Abweichungen nehmen zu. Das gezeigte Element nutzt Effektiv-Index-Strukturen vergleichbar
zu denen in Abschnitt 3.2.2.

Die Abweichungen der LPA sind typischerweise umso starker, je geringer die Indexkontraste
der beteiligten Materialien sind [25]. Selbiges gilt fir die TEA, die als Spezialfall der LPA mit
homogenen Schichten in den Basiszellen betrachtet werden kann. Beide Néherungen sind daher bei
moderaten Indexkontrasten auf Anwendungsfille mit kleinen Ablenkungswinkeln beschréankt, da
dann die Bereiche gleicher bzw. dhnlicher Strukturen hinreichend grofl sein konnen. Fiir bestimmte
Anwendungen ist der Einfluss einer nicht-periodischen Umgebung erwiinscht [44, 45], 14sst sich

fir reale Elemente aber nur schwer numerisch beschreiben.
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-10 0 10 —-10 0 10 -10 0 10 —-10 0 10

Abb. 2.3: Struktur eines DOEs (a), berechnete Amplitude (b) und Phase (c¢) nach dem Element,
Betrag der Abweichung des Mittelwertes der Simulation von der LPA fiir jede Zelle (d).

Die Langenangaben sind in pm.

2.2.4 Vergleich des Rechenaufwandes

Tab. 2.1: Vergleich der Laufzeiten und des Speicherbedarfes fiir die Simulation eines DOEs mit
verschiedenen Simulationsalgorithmen. Die Definition der Parameter ist im Flietext
gegeben. Fiir eine fixierte Dicke des DOEs kann die Anzahl der Punkte in Propagations-
richtung N, gegebenenfalls als konstant betrachtet werden.

Verfahren Rechenzeit Speicherbedarf
FDTD | O(N,N,N.N;) bzw. O(N*) | O(N,N,N.) bzw. O(N?)
RCWA O(MZM}) bzw. O(N°) O(MZM}) bzw. O(N*)
BPM O(N,N,N,) bzw. O(N?) O(N,N,) bzw. O(N?)

WPM O(N,N, N, log N, N,) O(N,N,) baw. O(N?)
bzw. O(N3log N)

TEA O(N,N,) bzw. O(N?) O(N,N,) bzw. O(N?)

LPA O(N,N,) bzw. O(N?) O(N,N,) bzw. O(N?)

Zum Vergleich des Rechenzeit- und Speicherbedarfes verschiedener Simulationsverfahren wird
die Landau-Notation O verwendet. Die Laufzeit T'(/N) eines Algorithmus angewendet auf N
Werte ist in der Laufzeitklasse f(N), also T'(N) € O(f(N)), wenn eine Konstante C' und ein Ny

existieren, sodass fiir alle N > N,

T(N) < Cf(N) (2.60)
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2 Grundlagen

gilt. Es seien N,, N,, N,, N; die Anzahl der rdumlichen und zeitlichen Diskretisierungspunkte,
zudem M, und M, die Anzahl der berticksichtigten Ordnungen in der RCWA. Zur besseren
Vergleichbarkeit werden alle diese Grofien auf einen Parameter N zuriickgefiihrt, was sich durch
eine geeignete Wahl der Konstante C' ergibt. Dabei ist zu beachten, dass fiir die FDTD die zeitliche
Diskretisierung an die rdaumliche gekoppelt ist und in der RCWA die Zahl der propagierenden
Ordnungen linear von der Grofle des Simulationsgebietes abhangt und damit indirekt bei festen
Diskretisierungsschritten auch von der Zahl der Diskretisierungspunkte in anderen Verfahren.
In Tab. 2.1 sind die Rechenzeiten und Speicheranforderungen der verschiedenen Algorithmen
zusammengefasst. Bei der FDTD muss das Feld an jedem Raumpunkt fiir jeden Zeitschritt
berechnet werden und das Feld fiir alle Raumpunkte gespeichert werden. In der BPM wird in
jedem Iterationsschritt nur das Feld in einer Ebene betrachtet, sodass sich Laufzeit und Speicher
entsprechend reduzieren. Analog ist dies bei der WPM der Fall, wobei sich der logarithmische
Faktor aus der Verwendung der Fast Fourier Transformation (schnelle Fourier-Transformation,
FFT) ergibt [46]. Bei TEA und LPA werden die Felder lediglich an den entsprechenden Punkten
nach dem Element ausgewertet. Eine Sonderstellung nimmt die RCWA ein, deren Aufwand
im Wesentlichen in der Lésung des auftretenden Eigenwertproblems begriindet ist [32]. Es wird
deutlich, dass die RCWA fiir grofere Simulationsgebiete ungeeignet ist, da die Laufzeit sehr schnell
anwéchst. Fiir eine fixierte Dicke des DOEs kann die Anzahl der Punkte in Propagationsrichtung
N, als konstant betrachtet werden, ebenso wie die zeitliche Diskretisierung N, fiir fixierte Diskreti-
sierungsschritte. Dann haben sowohl BPM als auch FDTD eine Laufzeit bzw. einen Speicherbedarf
von O(N?), skalieren also linear mit der Gesamtgrofie des Elementes. Hervorzuheben ist aber,
dass die tatsachliche Laufzeit der BPM um mehrere Grofenordnungen geringer als die der FDTD
ist, siehe Abschnitt 3.2.

2.3 Design von diffraktiven optischen Elementen (DOEs)

Mithilfe von Mikrostrukturen kann das einfallende Licht auf vielfaltige Weise beeinflusst werden.
Die Betrachtung beschréinkt sich im Folgenden auf die Transmission durch ein DOE. Reflektive
Elemente lassen sich auf analoge Weise behandeln. Aulerdem werden nur skalare Felder betrachtet,
denn auch ein vektorielles Feld lisst sich durch Uberlagerung der skalaren Komponenten darstellen.
Die Funktionsweise des gesamten Elementes wird im Rahmen der TEA durch eine komplexe
Transmissionsfunktion ¢ beschrieben, die das einfallende Feld u™ in das ausgehende Feld u°"

uberfiihrt:

™ (2, y) = t(x, y)u™(x,y) . (2.61)

Sowohl Amplitude als auch Phase von t konnen zur Manipulation des Lichtes genutzt werden.

Beispiele fiir reine Amplitudenelemente, die durch ein reelles ¢ beschrieben werden koénnen, sind
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2.3 Design von diffraktiven optischen Elementen (DOEs)

Fresnel-Zonenplatten oder Amplitudenhologramme [47]. Aufgrund der Energieerhaltung bedeutet
eine Manipulation der Amplitude aber stets eine Verringerung der Transmission, sodass die mit
Amplitudenelementen erreichbaren Effizienzen im Allgemeinen geringer als bei Phasenelementen
sind. Insofern werden hier nur Phasenelemente betrachtet, fiir die idealerweise stets |t| = 1 gilt.
In der Realitat beeinflussen jedoch auch derartige DOEs die Amplitude, sodass es sinnvoll ist,

diese im Design zu beriicksichtigen, wie in Kap. 5 demonstriert wird.

2.3.1 Varianten der Berechnung

Grundsétzlich lassen sich zwei verschiedene Herangehensweisen fiir das Design von DOEs unter-
scheiden: Entweder sucht man zunéchst eine Transmissionsfunktion, die eine bestimmte Funktio-
nalitdt gewéhrleistet und dann nach Strukturen, die eben diese Transmission besitzen, oder man
optimiert direkt die Strukturen, bis das Element eine gewollte Funktionsweise aufweist.

Je nach Anwendung lasst sich im ersten Fall die Transmissionsfunktion mitunter auf analytische
Weise bestimmen, wie beispielsweise fiir die in Abschnitt 3.2.2 beschriebene Metalinse. In anderen
Féllen muss die Transmissionsfunktion zunéchst numerisch berechnet werden, wie bei computerge-
nerierten Hologrammen (CGHs), siehe die folgenden Abschnitte. Fiir die Umsetzung in ein DOE
wahlt man nun zunachst eine Gruppe von Strukturen, die als Kandidaten in Betracht kommen
und ermittelt deren Transmissionsfunktion durch ein geeignetes Simulationsverfahren, siche z. B.
Abschnitt 3.2.1. Anschlielend ordnet man jedem Punkt der diskretisierten Transmissionsfunktion
diejenige Struktur zu, welche dieser am nachsten kommt und nimmt dabei implizit an, dass sich
die Struktur dort wie in der vorherigen Simulation verhalt (LPA). Der Erfolg dieses Vorgehens
hangt davon ab, ob die verfiigharen Strukturen die benotigten Werte abdecken und wie gut die
LPA erfiillt ist. In Abb. 2.4 werden beispielhaft verschiedene Realisierungsvarianten eines CGHs
(a) gezeigt [1, 48, 49]. Die Hohenprofile (b,c) basieren auf der Anwendung der TEA [50, 51|, wobei
durch das binédre Profil (b) die Phase nur in zwei Stufen erzeugt wird. Durch Ausnutzung des
effektiven Brechungsindexes erhélt man das Profil (d) [19, 52], wiahrend in (e) die doppelbre-
chenden Strukturen fir zirkular polarisiertes Licht eine geometrische Phase in Abhéngigkeit des
Rotationswinkels erzeugen [42, 43, 53-55].

Im zweiten Fall simuliert man die optische Funktion eines gesamten Elements. Ausgehend
von einer Startlosung werden die Parameter einzelner Strukturen variiert, um das Ergebnis zu
verbessern. Diese Vorgehensweise ist typischerweise numerisch aufwandiger, da stets das gesamte
Element betrachtet werden muss, fithrt aber zu besseren Ergebnissen, da sie nicht auf der Giiltigkeit
der LPA basiert. Eine derartige Methode wurde zum Design eines Polarisations-Strahlteilers
verwendet, siche Abschnitt 3.2.3.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Moglichkeiten zum Design von DOEs zu erweitern. Dabei

wurden insbesondere solche Félle betrachtet, in denen die erste Variante aufgrund der Verletzung
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e ek

Abb. 2.4: Verschiedene Realisierungsvarianten eines DOEs zur Erzeugung jeweils derselben Trans-

missionsfunktion: ideales Phasenprofil als diinnes Element (a), bindres Hohenprofil (b),
Hohenprofil mit stetigen Hohenstufen (c), Effektiv-Index-Profil (d), doppelbrechendes

Profil mit Ausnutzung der geometrischen Phase (e).

der LPA keine qualitativ guten Ergebnisse liefert, wohingegen eine prézise Simulation des gesamten
DOE:s fiir die praktische Anwendung zu aufwendig ist. Dazu wurden einerseits schnelle, aber
moglichst exakte Simulationsverfahren entwickelt, siehe Kap. 3 und 4, andererseits wurde speziell
fiir die Berechnung von CGHs die Bestimmung der Transmissionsfunktion so angepasst, dass die
Ergebnisse dieser Verfahren bertiicksichtigt werden, sieche Kap. 5.

In der Literatur gibt es verschiedene Ansatze, um den wechselseitigen Einfluss benachbarter
Strukturen zu berticksichtigen, z. B. rigorose Simulationen des gesamten Elements in Kombination
mit entsprechenden Optimierungsverfahren [22, 56-60], genetische Algorithmen zur Optimierung
der Strukturen [61, 62], Zerlegungen des Simulationsgebietes [16, 23, 63] oder neuronale Netze
zur Vorhersage der optischen Funktion aus der Strukturgeometrie [25, 64-66]. Diese Verfahren
sind aber bislang auf 1D-Elemente beschriankt oder wiirden einen enormen Rechenaufwand fiir

reale Anwendungen benotigen.

2.3.2 Computergenerierte Hologramme (CGHs)

Unter einem klassischen Hologramm versteht man die analog-fotografische Aufnahme eines
Objektes, bei der durch Interferenz mit einer Referenzwelle nicht nur Amplituden- sondern auch
Phaseninformationen im Film gespeichert werden. Bei Beleuchtung des Hologramms mit dieser
Referenzwelle wird die urspriingliche Feldverteilung rekonstruiert, sodass ein dreidimensionales
Bild des Objektes beobachtet werden kann [13, 67]. Das vom Objekt ausgehende Feld in der Ebene
des Hologramms kann auch mittels Computersimulationen berechnet werden. Ein DOE, welches
diese Feldverteilung aus einer einfallenden Referenzwelle erzeugt, wird dann als CGH bezeichnet
[12, 68, 69]. Dabei ist die Berechnung eines CGHs nicht an real existierende Objekte gebunden.
Stattdessen lassen sich nahezu beliebige Feldverteilungen erzeugen. So konnen beispielsweise
Freiformflachen interferometrisch vermessen werden [70, 71]: Durch einen Strahlteiler wird das
cinfallende Licht aufgespalten, siche Abb. 2.5(a). Ein Teil 14uft durch das CGH und wird so
abgelenkt, dass es idealerweise stets senkrecht auf das Priifobjekt trifft. Das reflektierte Licht
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wird am Strahlteiler mit dem Reflex des Referenzspiegels zusammengefiihrt. Die Uberlagerung
beider Signale wird vom Interferometer aufgezeichnet. Abweichungen der Priifobjektes von seiner
idealen Form werden dann als Interferenzmuster sichtbar. Eine weitere typische Anwendung ist
die Erzeugung einer beliebigen Intensitatsverteilung bei der Projektion ins Fernfeld (b), worauf

im Folgenden naher eingegangen wird.

a [ ] Referenz- b
spiegel

Laser

Strahl- —
teiler CGH
Pruf-

|Kamera| objekt

Abb. 2.5: Prinzip der interferometrischen Priifung von Freiformflachen unter Nutzung eines CGHs

(a), Erzeugung einer Intensitétsverteilung im Fernfeld (b).

Im Rahmen dieser Arbeit werden die Felder und Strukturen in diskretisierter Weise beschrieben.
Unter einem CGH wird ein DOE verstanden, das aus einer regelméfligen Anordnung von Mi-
krostrukturen in einem Gitter besteht. Als ein Pixel wird der einem Wert des berechneten Feldes
zugeordnete Teil des Elementes mit der Grofie p, x p, bezeichnet. Das gesamte CGH bestehend
aus M, x M, Pixeln hat dann eine Gesamtgrofle von M,p, x M,p,. Alle CGHs werden bei der
Berechnung als periodisch fortgesetzt angenommen, siche Abb. 2.6(a). Dafiir gibt es zwei wesentli-
che Griinde: Einerseits ist diese Annahme in der Verwendung der FT in den Berechnungen bereits
immanent enthalten. Andererseits ist die Handhabung von periodischen Elementen einfacher,
da keine bestimmte Positionierung zur Beleuchtung erforderlich ist. Zur genaueren numerischen
Analyse der Strukturen werden feinere Abtastungen innerhalb eines Pixels gewahlt, die hier als
Subpixel der Grofie dx x dy bezeichnet werden (b).

Im Folgenden soll der Zusammenhang zwischen Nah- und Fernfeld fiir solche periodischen
Elemente naher erldutert werden. Zur Vereinfachung der Notation wird dabei zunéachst ein
eindimensionales Element aus M Pixeln der Grofle p betrachtet, das mit einem konstanten Feld
der Amplitude eins beleuchtet wird. Unter der Annahme eines invarianten Feldes innerhalb eines

jeden Pixels ist

1 1
w(z) = up, , fir <m—2>p§x§ (m—|—2)p, (2.62)

wobei m =0, ..., M — 1. Die periodische Fortsetzung lasst sich gemafi Ref. [50] als

u(z) = [le o — mp)} + rect (;) « f: So(x — K Mp) (2.63)

m=0 K=—00
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Abb. 2.6: Periodisch fortgesetztes CGH (a), Diskretisierung der Strukturen zur numerischen
Berechnung (b).

ausdriicken. Dabei bezeichnet * eine Faltung, d¢ ist die Dirac‘sche Delta-Distribution und rect die
Rechteckfunktion. Die jeweiligen Definitionen sind im Anhang zu finden, Abschnitt A.1.2. Der
linke Faktor beschreibt die Feldverteilung innerhalb eines Elements, der mittlere Faktor erweitert
den Funktionswert auf die Breite der Pixel und der rechte Faktor beschreibt die periodische
Fortsetzung mit einer Periode Mp. Die zur Bestimmung des Fernfeldes nutzbare FT dieses Feldes
ist

Ul(k,) = 2—7Tsinc <@>

M-1 [e'e) 2 K
- : ZUMM@—@M*E:%@f—W>

m=0 K=o p

. (2.64)

wie in Abschnitt A.2.1.2 hergeleitet wird, wobei U, die diskrete F'T von w,, ist. Deren Definition
sowie die der sinc-Funktion werden in den Abschnitten A.1.4.1 und A.1.2 gegeben. Der sinc-Faktor
beschreibt eine Modulation durch die Beugung an den einzelnen Pixeln. Die linke Summe beschreibt
die Zuordnung von Uy, zur m-ten Beugungsordnung mit einer Wellenzahl von k, ,,, = 2rm/(Mp),
wahrend die rechte Summe eine periodische Fortsetzung im Frequenzraum beschreibt. In Abb.
2.7(a) ist beispielhaft die periodische Fortsetzung unter Beachtung der Modulation dargestellt. Die
einzelnen, diskreten Beugungsordnungen sind in Abb. 2.7(b) zu erkennen. Fiir viele Anwendungen
ist k,p < 1 (paraxiale Ndherung) und es gentigt, die diskrete FT zu betrachten. Andernfalls kann
der sinc-Term als Korrekturfaktor beriicksichtigt werden, siehe Abschnitt 5.1.2. Die periodische
Fortsetzung spielt hdufig keine Rolle, da einerseits die hoheren Ordnungen durch den sinc-Faktor
deutlich unterdriickt werden, andererseits hohe Ordnungen bei kleinen Pixelgrofien evaneszent
sind und nicht zum Fernfeld beitragen. Zur anschaulicheren Darstellung werden im Rahmen
dieser Arbeit die Ordnungen typischerweise von —| M /2] bis [(M — 1)/2] statt von 0 bis M — 1
dargestellt. Dabei ist U_,,, = Up;_,,,. Fiir zweidimensionale Elemente ergibt sich das Fernfeld auf
ahnliche Weise, siehe Gl. (A.64) im Anhang.

Ist das einfallende Feld nicht konstant, so kann das Feld nach dem Element im Sinne der
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Abb. 2.7: Simulierte Fernfeldintensitét eines CGHs zur Erzeugung eines Logos bei Beleuchtung
mit einem gaufformigen Eingangsfeld in verschiedenen Vergrofierungen. Die Skalen der
Achsen verdeutlichen die Beugungsordnung. Es wurde eine logarithmische Farbskala

verwendet, geméfl dem visuellen Eindruck des menschlichen Auges.

Transmissionsfunktion als Produkt

a2, ) = u(r, y)u(z, y) (2.65)

dargestellt werden. Die FT zur Beschreibung des Fernfeldes ergibt sich gemafl dem Faltungssatz

als
1 .
UOUt(kx, k,) = %U(kx, ky) « U™ (ky, ky) (2.66)

siche Gl. (A.43) im Anhang. Wenn sich das einfallende Feld nur auf Skalen &ndert, die deutlich
grofer als eine Periode des CGHs sind, so ist das Winkelspektrum des Eingangsfeldes U™ schmaler
als der Abstand zwischen zwei Ordnungen des CGHs. Dann beeinflusst das Eingangsfeld die
Intensitéatsverteilung auf die einzelnen Ordnungen nicht, sondern bestimmt lediglich das Profil der
Beugungsordnungen, z. B. im Falle eines gau}formigen Intensitétsprofils wie in Abb. 2.7(c). Die
im Weiteren untersuchten Elemente sind stets fiir einen derartigen Anwendungsfall konzipiert,

weshalb nur das Verhalten beim Einfall einer ebenen Welle betrachtet wird.

2.3.3 Iterativer Fourier-Transformations-Algorithmus (IFTA)
2.3.3.1 Grundform von Gerchberg und Saxton

Der [terative Fourier Transform Algorithm (Iterativer Fourier-Transformations-Algorithmus,
IFTA) dient zur Ermittlung eines Phasenprofils, welches ein einfallendes Feld so modifiziert,
dass sich nach der weiteren Propagation eine bestimmte Intensitatsverteilung einstellt. In seiner
urspriinglichen Formulierung wurde er von Gerchberg und Saxton entwickelt [72], weshalb er
auch als Gerchberg-Sazton-Algorithmus bezeichnet wird. Im Vergleich zu anderen Algorithmen

zeichnet er sich durch eine schnelle Konvergenz aufgrund der gleichzeitigen Optimierung des
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gesamten Profils und die allgemeine Anwendbarkeit aus [73]. Zu einem einfallenden skalaren Feld,
das in diskretisierter Form uiﬁézmy gegeben ist, sucht man eine normierte Transmissionsfunktion
timgm, = €Xp(idm,m, ), sodass man nach Anwendung eines Propagationsoperators P eine bestimmte

Intensitat I,,,m, erhélt:
P (U by ) = C/ T, D (1o, ) - (2.67)

Darin bezeichnet C' einen beliebigen skalaren Faktor und ®,,,,, eine beliebige Phase, welche fiir
die Intensitéitsverteilung unerheblich ist. Der Propagationsoperator konnte z. B. auf der ASPW
basieren und so die Propagation iiber eine endliche Distanz im homogenen Raum beschreiben,
typischerweise wird aber die Propagation ins Fernfeld oder in die Fourier-Ebene einer Linse nach
dem Element betrachtet. In beiden Féllen kann der zugehorige Operator bis auf einen Faktor
durch eine FT beschrieben werden: P ~ F, siche Gl. (2.64). Darauf wird die Betrachtung im
Folgenden beschrankt. Zur Vereinfachung der Notation werden Indizes weggelassen, wenn nicht
explizit Bezug darauf genommen wird, wobei alle Gréfen in diskretisierter Form zu verstehen sind.
In seiner Grundform lésst sich der IFTA wie folgt formulieren: Ausgehend von einer zufalligen
Phasenfunktion ¢(*) ermittelt man zunichst ein Startfeld u(®) = u™ exp(i¢(®)). Dann fiihrt man

iterativ die folgenden Schritte aus:
1. Propagation ins Fernfeld: UV) = Fu\).
2. Ersetzen der Amplitude mithilfe der gewiinschten Intensitat: U'0) = /T exp (i arg U (j)).
3. Riickpropagation ins Nahfeld: «/0) = F~1y'0),
4. Ersetzen der Amplitude gemiB des Eingangsfeldes: uV+1) = |u!| exp (i arg u’ (j)).

Wenn die Abweichung zwischen ‘U (j)‘ und /T klein genug ist, gegebenenfalls nach einer geeig-
neten Skalierung, erhélt man die gesuchte Phase als ¢ = arg(uU+Y /u™). In der gezeigten Form
konvergiert der IFTA stets gegen ein lokales Minimum [74]. Im Allgemeinen handelt es sich
dabei allerdings nicht um ein globales Minimum und die gefundene Losung héngt stark von der
gewihlten Startphase ¢ ab. Typischerweise wendet man den Algorithmus auf verschiedene
Ausgangswerte an, um ein moglichst gutes Ergebnis zu erzielen. Die Zahl der nétigen Iterationen
wird deutlich von der konkreten Zielfunktion bzw. Diskretisierung beeinflusst. Die im Rahmen
dieser Arbeit gezeigten Beispiele haben typischerweise 30 bis 60 Iterationen durchlaufen. Im
Folgenden werden verschiedene Modifikationen des IFTA vorgestellt, welche die Konvergenz
beschleunigen oder bestimmte Eigenschaften der gefundenen Losung verbessern. Die gesicherte

Konvergenz ist dafiir in der Regel nicht mehr gegeben.
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2.3 Design von diffraktiven optischen Elementen (DOEs)

2.3.3.2 Amplitudenfreiheit

Fir viele Anwendungen ist die Intensitatsverteilung in einem gewissen Bereich des Fernfeldes von

groferem Interesse als in den umliegenden Bereichen. Es sei

1, fir (mgy,my) €S,
XSmgmy = (2.68)
0, fur (mgy,my) ¢S,
die Indikatorfunktion dieses Signalbereiches S. Ein typisches Beispiel ist die gleichméfige Auftei-
lung des Eingangsfeldes in eine gewisse Anzahl Ordnungen, sodass I = yg ist. Eine gleichméfBigere
Verteilung innerhalb von S kann durch eine Reduktion der Anforderungen an die umliegenden
Bereiche erreicht werden. Dazu erlaubt man aulerhalb von S Amplitudenfreiheit, d. h. die Fern-
feldamplitude wird nur im Bereich von S ersetzt [75, 76]. Der Bereich der Amplitudenfreiheit hat
die Indikatorfunktion y4 = 1 — xg. Schritt 2 der Iteration dndert sich damit zu

2a. Ersetzen fiir Signalregion: U'V) = (OéXsﬁ +(1—a)xa ’U(j)D exp (i arg U(j)> :

Uber den Faktor o kann dabei der Leistungsanteil im Signalbereich beeinflusst werden. Um die
Wirksamkeit dieser Ersetzung zu verbessern, ist eine Skalierung der Zielfunktion I notig, sodass

diese die gleiche Gesamtenergie wie das errechnete Fernfeld UU) besitzt. Dazu setzt man

MzMy Zm;,m; ’uin ’ |2

St Ity
my,m mxmy

Yy

denn aufgrund des Satzes von Plancherel ist 3 Uy , 2= M, M,>

Mg, My ‘ mgm |U%lmy|2, siehe GI.

(A.45) im Anhang, wobei M, und M, die Gesamtzahl der Punkte je Richtung sind.

Mgy

Amplitudenfreiheit kann auch eingesetzt werden, um eine gleichméfiigere Konvergenz des
Algorithmus zu erméglichen. Grofie Anderungen zwischen zwei Iterationen lassen sich vermeiden,
wenn das Fernfeld nur sukzessive an die Zielverteilung angepasst wird. Auf diese Weise kann
z. B. eine kontinuierliche Phasenfunktion erzeugt werden [77]. Der entsprechende Iterationsschritt

lautet dann
2b. Ersetzen mit Amplitudenfreiheit: U'0) = (ozj\/f + (1 —«y) ‘U(j)D exp (i arg U(j)) :

Mit dem Parameter 0 < o; < 1 kann so der Anteil der Amplitudenfreiheit innerhalb der
Signalregion reguliert werden. Im Laufe der Iterationen wéchst «; von 0 auf 1. Hier wird ebenfalls
die normierte Zielfunktion I’ verwendet.

Die Skalierung der Zielfunktion kann ebenfalls so gewihlt werden, dass die Anderung des

Fernfeldes bei der Ersetzung minimiert wird [78], indem «; als

Yo my Uiy |\ T,
_ d v (2.70)

Zmz My Imzmy

Qj
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2 Grundlagen

berechnet wird. AuBerhalb des Signalbereiches ist die Skalierung davon unabhéngig wiahlbar und

kann dort gezielt die Intensitit unterdriicken. Dieser Bereich hat einen Anteil von

v — Sy X | U, (2.71)

J /
Zmz My [mzmy

an der gesamten Intensitat. Den 2. Schritt der Iteration wahlt man nun z. B. als

2c. Ersetzen mit separater Skalierung:

U = (Xgaj\/f+XA min {1, /azf } ‘U(J')D exp (iarg U(J')) .
j

Dann erhoht man einerseits die Korrelation zwischen aktuellem Signal und Zielfunktion und stellt

andererseits sicher, dass der Anteil der Energie aulerhalb des Signalbereiches hochstens appax

betragt.

2.3.3.3 Verbesserung der Konvergenz

Die bisher genannten Modifikationen verwendeten eine globale Variation der fiir die Ersetzung in
Schritt 2 genutzten Amplitude. Daneben ist auch ein Eingriff auf der Ebene einzelner Ordnungen
denkbar. Dafiir wird die Zielfunktion im Signalbereich so angepasst, dass Ordnungen die momentan
noch eine zu geringe Amplitude haben, bewusst angehoben bzw. bei zu hoher Amplitude abgesenkt
werden [79, 80]. Dann erhalt man beispielsweise folgenden Iterationsschritt:

J'8/2
U@

2d. Ersetzen mit Uberanpassung: U'V) = <XS NI ‘U(j)D exp (i arg U(j)> .

Darin ist 8 eine Konstante. Auf diese Weise kann eine gleichméfligere Anndherung an die
Zielfunktion erreicht werden. Mit groBerem 3 nimmt die Ubereinstimmung zu, aber der Algorithmus

neigt zunehmend zu Instabilitdt und konvergiert gegebenenfalls nicht.

2.3.3.4 Diskretisierung der Phasenfunktion

In den bislang geschilderten Varianten erzeugt der IFTA stets eine Verteilung von kontinuierlichen
Phasenwerten. Die Herstellung eines Elementes ist jedoch in der Regel auf einige diskrete Phasen-
werte = {¢1,...,0n,}, ¢; € [0,27], beschrankt. Um diskrete Werte zu erhalten, konnen die
stetigen Werte auf den jeweils ndchstgelegenen der moglichen diskreten Werte projiziert werden,

was sich durch einen Projektionsoperator D¢ ausdriicken lésst:

D¢ := argmin|é — ¢'| , (2.72)

¢ € BUD

mit ® = {¢y & 27, ..., ¢y, £ 27}. Diese Schreibweise dient zur korrekten Beriicksichtigung der

2m-Periodizitat.
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a el i b -
- a7 “\\ o
’." G2 P18 0 ¢1
o
f o} | ;)
/ /
..". ¢3 f  P3
N\, P4 _./ P4
‘\"‘*._.-%jcr‘ < ’ \“.—..- ’

Abb. 2.8: Veranschaulichung der Projektion durch den Operator Dg.: Phasenwerte vor der
Projektion (a) und diskrete Phasenpunkte ¢y, ..., ¢4; Phasenwerte nach der Projektion
aller Punkte (b) innerhalb eines Abstandes von 7 zu den diskreten Werten (orange

Bereiche).

Wendet man eine derartige Diskretisierung direkt im IFTA an, kommt es zur Stagnation
des Algorithmus, d.h. die Abweichung zwischen A®) und /T bleibt deutlich grofer als ohne
Diskretisierung, vgl. Ref. [78]. In Verallgemeinerung der dort geschilderten Vorgehensweise ist es
sinnvoller, diese harte Projektion erst am Ende der Iterationen anzuwenden und sie vorher durch
eine abgemilderte Variante zu ersetzen. Dafiir wird der Projektionsoperator Dg ., als

Dso¢ , fir |¢p —D < v oder |p — Do £ 21| <,
Do) = 130 |p — Dod| < |¢ — Do | <~ (2.73)

o, sonst
definiert. Fiir v = 0 belésst dieser Operator den Phasenwinkel bei seinem Wert und falls
hinreichend grof} ist, wird er identisch zu D, siche Abb. 2.8. Dabei wird wiederum die Periodizitat
berticksichtigt. Im Laufe der Iterationen des IFTA wird der Wert von ~ schrittweise erhoht,
sodass anfanglich nur Phasenwerte, die ohnehin nahe bei den vorgegebenen Werten sind, projiziert
werden und erst am Ende Projektionen stattfinden, die mit stirkeren Anderungen einhergehen.
So kénnen die Einfliissse der Projektion im Laufe der Iterationen noch ausgeglichen werden. Der 4.

Schritt der Iterationen dndert sich damit zu:

: . 1(5)
4a. Ersetzen der Amplitude bei diskreter Phase: uU+Y) = u™ exp (iquj arg ¢ : >
uln
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3 Effiziente Simulation von optischen

Mikrostrukturen

Zur effizienten Simulation von Mikrostrukturen wurde die in Abschnitt 2.2.2.1 eingefithrte BPM an-
gepasst. Insbesondere wurde der verwendete Differentialoperator akkurater approximiert, was die
Berechnung gréflerer Ablenkwinkel und Indexkontraste ermdoglicht. In diesem Kapitel werden zu-
nachst die durchgefiithrten Modifikationen des Simulationsverfahrens geschildert und anschlieSend
Anwendungsbeispiele vorgestellt. Die Inhalte wurden im Wesentlichen in Ref. [81] verdffentlicht

und werden hier in iberarbeiteter und erweiterter Form wiedergegeben.

3.1 Moaodifikation der Beam Propagation Method

Um die BPM fiir die Simulation von beispielsweise Effektiv-Index-Strukturen nutzbar zu machen,
wurde die Berechnung an mehreren Punkten modifiziert. Der wesentliche Vorteil der BPM
gegeniiber der FDTD liegt in der geringeren Laufzeit, die vor allem darauf basiert, dass nur
das stationare Feld bei einer festen Frequenz berechnet wird, anstatt den zeitlichen Verlauf
zu simulieren. Bei sdmtlichen Anpassungen muss daher sichergestellt werden, dass sich die

Laufzeitklasse der BPM nicht andert.

3.1.1 Anpassung an groBe Offnungswinkel

In Anlehnung an die entsprechende Notation im vorigen Kapitel wird die Propagation eines
elektromagnetischen Feldes in z-Richtung durch eine in dieser Richtung invariante Indexverteilung
betrachtet. Aus dem an einer Position z bekannten Feld soll dabei das Feld an einer neuen Position
z + 0z berechnet werden. Im Folgenden wird beispielhaft die Berechnung der y-Komponente der

langsam verdnderlichen Amplitude des elektrischen Feldes beschrieben. Gemafl Gl. (2.50) gilt

E

9 B, iy (/1 + 24, ~ 1) E, (31)

fiir den vorwarts propagierenden Teil des Feldes. In der bislang vorgestellten Version der BPM wird
der Differentialoperator /1 + 2.A4,, linear gendhert, sieche Gl. (2.51). Diese Naherung fithrt nur

bei kleinen Propagationswinkeln und Indexdifferenzen zu nutzbaren Ergebnissen. Zur Gewinnung
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3 Effiziente Simulation von optischen Mikrostrukturen

einer allgemeinen Losung kann eine Padé-Approximation des Grades (Np, Ng) genutzt werden

[82]. Dabei nihert man den Differentialoperator als rationalen Ausdruck

_ P(Ay)
J1+42A,, ~ o (3.2)

worin P und @) Polynome vom Grad Np bzw. Ng sind, fiir Details siche Abschnitt A.1.3.3 im

Anhang. Der vorwérts propagierende Teil des Feldes ergibt sich damit als

0~ . _ -

5. £y = ko (Q7'(Ay)P(Ay) —1) E, . (3.3)
Bei A,, handelt es sich um einen Differentialoperator zweiter Ordnung, der durch die Anwendung
finiter Differenzen numerisch berechnet werden kann. Hohere Potenzen innerhalb der Polynome
P,(Q entsprechen der wiederholten Anwendung dieses Operators, wihrend @' den inversen
Operator zu @) kennzeichnet. Die Padé-Approximation der Ordnung (1, 0) ergibt gerade die lineare
Néherung wie in Gl. (2.51).

Um das bekannte Feld an einer Position, E?SS) = Ey(z), zu einer neuen Position zu propagieren,

E’?SS“) — E,(z 4 0z), wird ein Crank-Nicolson-Schema angewendet [82]:

((1 +R)Q(A,) — ﬁp(Ayy)>Egs+l> _ ((1 ~ QA + HP(Ayy)>E§S) , (3.4)

worin Kk = %iﬁkoéz ist, siche auch Abschnitt A.2.2.3 im Anhang. Stellt man A, als Matrix zur
Berechnung der finiten Differenzen dar, so entspricht dieser Iterationsschritt der Losung eines
linearen Gleichungssystems. Die Polynome in A, auf beiden Seiten der Gleichung lassen sich

gemiB des Fundamentalsatzes der Algebra als Produkt von linearen Faktoren darstellen [83]:

Np R Np R
lo (H(l + leyy)) EFH = (H(l + rjAyy)> ED (3.5)

j=1 j=1
Dabei sei ohne Beschrénkung der Allgemeinheit Np = Ng, wahrend [;, r; die negativen Reziproken
der Polynomnullstellen bezeichnen. In dieser Darstellung kann Gl. (3.4) durch die Np-malige
Loésung von Gleichungssystemen, welche 4, nur in linearer Form enthalten, gelost werden. Auf
diese Weise konnen die Koeffizientenmatrizen in tridiagonaler Form dargestellt werden, was eine
wesentlich schnellere Losung der Gleichungssysteme als fiir allgemeine Matrizen ermoglicht, siehe
den folgenden Abschnitt.

In der bisher geschilderten Form kann diese Iteration zu numerischen Instabilititen fithren, da
durch die Néherung in Gl. (3.2) Polynome mit reellen Koeffizienten entstehen, welche einerseits in
der Néhe der Nullstellen von ) divergieren und andererseits den exponentiellen Abfall evaneszenter
Wellen nicht modellieren kénnen. Beides léasst sich beheben, indem vor Anwendung der Padé-

Approximation eine komplexwertige Transformation durchgefiihrt wird [84, 85]. Fiir ein beliebiges
Y gilt

\V1+2A, =exp (1?) V14 ZAyy , fir ﬁyy = exp(—iy) <; + Ayy) — ; . (3.6)
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Nun kann Ayy als Argument der Padé-Approximation genutzt werden:

1+ 2A,, ~ exp (1?) M , (3.7)

Q (4y)
sodass die Wahl eines 1) > 0 einer Verschiebung des Entwicklungspunktes der Padé-Approximation
gleichkommt. Im Vergleich zu Gl. (3.5) dndern sich dabei die Koeffizienten I;,r; sowie das Argument
A,,, wihrend die Grundstruktur erhalten bleibt. Sinnvollerweise wird ¢ aus [0, 7/2] gewéhlt,
wobei groflere Werte tendenziell zu mehr Stabilitat, aber verminderter Genauigkeit fithren. Bei
den im Rahmen dieser Arbeit typischerweise verwendeten Polynomgraden von Np = 3,4 hat sich
ein Wert von ¢ = 0,257 bzw. 0,357 als guter Kompromiss herausgestellt, wobei die Ergebnisse
nur schwach von der exakten Wahl von 1 abhéngen. Zur Vereinfachung der Notation werden im
Folgenden die auftretenden Groflen in ihrer bisherigen Form notiert, sind jedoch inklusive der
geschilderten Transformation zu verstehen. Fiir die Berechnung der anderen Feldkomponenten

E,, f:f\x, ﬁy ist die Vorgehensweise vollstandig analog.

3.1.2 Effiziente Berechnung

Wie im vorherigen Abschnitt geschildert, bildet die iterative Losung von Gleichungen der Form

(1+ leyy)Eg(;SH) =(1+ rjAyy)E(S) (3.8)

Y

das Kernstiick der BPM. In diesem Abschnitt soll die numerische Losung dieser Gleichungen
geschildert werden, wiederum am Beispiel der Komponente Ey. Der Differentialoperator A,, hat

dabei folgende Gestalt:

~ 1 0? - 0 (10 /454 n? —mn? .
Ay B, = I (WEy + 3 (Way (n Ey)>> + 5By (3.9)
Zunachst wird der 1D-Fall betrachtet. Dazu seien alle Strukturen und Felder in y-Richtung

invariant, d. h. alle Ableitungen 0/0y verschwinden, sodass sich der Operator zu

~ 1 9% - n?2 —m? -
Ay By = om2k2 0z Y T Ey

(3.10)
vereinfacht. Zur numerischen Losung werden Operator, Feld und Brechungsindex diskretisiert,
d.h. aus E,(z, z) wird EZSS,)H und A, wird mithilfe zentraler finiter Differenzen als

A BN = L (B0 9pe 4 B Min — T B 311
( vy y)m — 2ﬁ2k85x2 ( y,m+1 y,m+ y,mfl) + 2ﬁ2 y,m ( . )

berechnet [35]. Eine vollstandige Beschreibung der Diskretisierung wird in den Abschnitten A.2.2.3
und A.2.2.4 im Anhang gegeben. Die Anwendung des Operators entspricht der Multiplikation
des Vektors Ez(f) mit einer tridiagonalen Matrix. Die Losung von Gl. (3.8) erfordert also neben

einer solchen Matrix-Vektor-Multiplikation nur die Losung eines linearen Gleichungssystems mit
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3 Effiziente Simulation von optischen Mikrostrukturen

tridiagonaler Koeffizientenmatrix. Mithilfe des Thomas-Algorithmus [86] kann ein solches System
fir einen Vektor der Lange N und eine N x N-Matrix in linearer Laufzeit O(N) gelést werden.
Ein vollstandiger Iterationsschritt gemaf Gl. (3.5) erfordert die Np-malige Anwendung dieses
Algorithmus. Das ist dennoch erheblich schneller als die Losung eines allgemeinen Gleichungs-
systems, wie es aus der direkten Losung von Gl. (3.4) resultieren wiirde. Deren Laufzeit skaliert
gemdfl O(N?). Zudem ist Np eine typischerweise einstellige, von der Anzahl der Stiitzstellen
unabhéngige Konstante.

Fir den 2D-Fall, wenn der Brechungsindex sowohl in z- als auch in y-Richtung variiert,
konnen die Differentialoperatoren nicht mehr in Form einer Tridiagonalmatrix diskretisiert werden,
siche z. B. Gl. (A.99) im Anhang. Die Losung eines Gleichungssystems mit einer allgemeinen
Koeffizientenmatrix ist allerdings erheblich aufwendiger. Deshalb wird ein sogenanntes alternating
direction implicit scheme (implizites Schema alternierender Richtungen, ADI) zur Berechnung
verwendet [87]. Dabei werden multidimensionale Operatoren als Produkt von 1D-Operatoren
dargestellt, welche dann nacheinander angewendet werden kénnen. So schreibt man z. B. den
Operator A,, aus Gl. (3.9) als A,, = T, + T, + To, wobei

1 02 1 0 (10 /, n? —n?

Fir die Anwendung in Gl. (3.5) ist dann

l; l; 1 1
L;=1+1;A, = <1 + T, + 2{%) (1 + T, + 2JT0> — 13 <7; + 2%) (7; + 275) (3.13)

Produkt von 1D-Operatoren Zj Fehlerterm L;

eine klassische Faktorisierung [85]. Das fiir die Berechnung genutzte Produkt £; weicht also um
einen Fehlerterm Ej vom eigentlichen Operator ab. Ohne Padé-Approximation ist /; proportional
zu 0z [88] und wird folglich durch eine geringere Schrittweite reduziert. Bei Verwendung der
Padé-Approximation erhalt [; jedoch einen von dz unabhangigen Anteil, wihrend 7, fiir einen
inhomogenen Brechungsindex ebenso von 0 verschieden ist. Somit ist der Fehlerterm vom Index-
kontrast abhangig und kann nicht vermieden werden. Zur Reduzierung des Fehlers wurde in Ref.

[81] eine alternative Faktorisierung vorgeschlagen:

L;=[0+4T0)2 + LT+ 4T) 2| (14 4T0)2 + L0+ LT0) 2 T] - BT, + ;T0) ' Ta -
(3.14)

Der Operator 1 + [;7, entspricht einer reinen Diagonalmatrix, sodass sich die Wurzel und
die Inversen trivial berechnen lassen. In dieser Darstellung ist 7y im Fehlerterm nicht separat
enthalten, sondern nur in Kombination mit 7, und 7,. Demzufolge hat dieser nur dort einen
grofleren Einfluss, wo sich Feld bzw. Brechungsindex in beiden Richtungen éndern. Insbesondere

ergibt diese Faktorisierung den exakten 1D-Operator, falls 7, oder 7, verschwinden.
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3.1 Modifikation der Beam Propagation Method

Ein anderer Ansatz zur Vermeidung des Fehlerterms ist die iterative Verbesserung der Losung,
wie in Ref. [85] vorgestellt. Ein dhnlicher Ansatz in Form von Nachiterationen wurde hier genutzt.

Die Losung von Gl. (3.5) erfordert die wiederholte Losung von Gleichungen der Form
(C;+ L) Ey= (R +R)) E, . (3.15)

Zur Vereinfachung der Notation sei Ey das Ausgangsfeld und E; das Ergebnis eines solchen
Zwischenschritts. Die Operatoren auf beiden Seiten wurden geméf8 Gl. (3.13) zerlegt. Dann wird
die Gleichung zunachst mit den 1D-Operatoren gelost, anschlieBend wird das Residuum bestimmt
und durch iterative Losung der Gleichung reduziert:
~ — ~ o~ ~ j/ ~
L,E, 1) =R,E, , LiE, j+1) = R;E, — L; '”Zl Eyn, 7 =1,...,N —1. (3.16)
=

Das Ergebnis ergibt sich als Summe E; = E;Y’:l Ey,(j’)a fiir eine Gesamtzahl an Nachiterationen
von Nj. Bei dieser Verfahrensweise stehen auf der rechten Seite der Gleichung stets Matrix-
Vektor-Multiplikationen, auf der linken Seite nur Produkte von 1D-Operatoren, die zunéchst
fiir die y-Richtung und dann auf die z-Richtung angewendet werden. Mit einer entsprechenden
Umsortierung der Eintrage kénnen beide Operationen mithilfe von Tridiagonalmatrizen dargestellt
werden, vgl. Abschnitt A.2.2.3 im Anhang, sodass der effiziente Thomas-Algorithmus zur Losung
der Gleichungssysteme genutzt werden kann.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden beide Varianten zur Verringerung des Fehlerterms genutzt. Es
ist ebenso moglich, Nachiterationen fiir die alternative Faktorisierung anzuwenden, aber hierbei
treten verstarkt numerische Instabilitdten auf. Die Anwendung der Nachiterationen erhéht die
Rechenzeit um einen Faktor von N; 4 1, wohingegen bei der alternativen Faktorisierung kein
zusatzlicher Rechenaufwand entsteht, denn die Berechnung der modifizierten Matrizen erfolgt

einmalig und ist daher fiir die Gesamtlaufzeit unerheblich.

3.1.3 Randbedingungen

Die Propagation der BPM bertcksichtigt keine Randbedingungen in z-Richtung, verwendet
dort also inhédrent offene Randbedingungen, wahrend in transversaler Richtung verschiedene
Moéglichkeiten bestehen. Im Rahmen dieser Arbeit wurden Bloch-periodische Randbedingungen
[89] genutzt. Damit kénnen die haufig ohnehin periodisch angeordneten Strukturen auch bei
schriagem Lichteinfall simuliert werden. Bei der Diskretisierung der Operatoren hat dies zusétzliche
Eintrdge in den Matrizen zufolge, siehe Gl. (A.94) und (A.95) im Anhang, welche dadurch ihre
rein tridiagonale Gestalt verlieren. Unter Nutzung der Sherman-Morrison-Formel [90] kénnen die
entstehenden Gleichungssysteme jedoch weiterhin effizient mit dem Thomas-Algorithmus gelost

werden, siehe die Erklarung in Abschnitt A.2.2.3 im Anhang.

35



3 Effiziente Simulation von optischen Mikrostrukturen

3.1.4 Grenzflachen zwischen Schichten

Bislang wurde die BPM fiir eine in z-Richtung invariante Struktur beschrieben. Diese Anforderung
wird jetzt reduziert und stattdessen ein in z-Richtung stiickweise konstantes System betrachtet,
d. h. es wird angenommen, dass sich der Brechungsindex durch eine endliche Zahl von Schichten
mit jeweils z-invariantem Indexprofil beschreiben lisst. Durch geeignete Ubergangsbedingungen
an den Grenzflichen dieser Schichten konnen diese miteinander verbunden werden [91, 92]. Da
dabei stets Reflexionen stattfinden, miissen Felder mit entgegengesetzter Propagationsrichtung
ebenfalls beriicksichtigt werden.

Zunachst soll wiederum der 1D-Fall, d.h. Invarianz in y-Richtung, betrachtet werden. An
den Grenzflichen zweier Dielektrika sind die Komponenten E,, E,, 1/n* E., H,, H, und H,
gemiB Gl. (2.11) stetig. Diese Bedingungen miissen fiir alle Komponenten in der Uberlagerung
von vorwérts (+) und riickwérts (—) propagierenden Feldern erfiillt sein. Im 1D-Fall folgt aus
den Maxwell-Gleichungen (2.7) die Stetigkeit von 0F, /0z aus der Stetigkeit von H,. Die Felder
an der Grenzfliche zwischen zwei Schichten ergeben sich unter Beriicksichtigung der langsam

veranderlichen Amplitude als

. . 0 0 A . - o
E;E,I/Z = Egjt,l/Z exXp (:l:lﬁl/zkoZ) y %Eil/Q = (%Ejl/Z + lnl/gkoE;iﬂ) exp (:|:1n1/2k02) .
(3.17)
Mithilfe der Padé-Approximation, Gl. (3.3), kann die z-Ableitung als
0 P(Ay1/2)
EE, = dim ko P B exp (Fimy ko2 3.18
0 v:1/2 1/2 OQ(Anyﬂ) y,1/2 p( 1/2F0 ) ( )
ausgedriickt werden. Aufgrund der Ubergangsbedingungen gilt also:
P(A . = _ P(A ~ P~
o ( yy,l) (E;:1 B Ey,l) = Ti ( yy,2) (E;:2 _ Ey,Q) ' (3.20)

Q(Ayy,2)

Wenn vorwéarts und riickwarts propagierende Felder in einer Schicht bekannt sind, lassen sie sich
damit jeweils auch in der anderen Schicht berechnen. Die E,-Komponente entspricht dabei der
TE-Polarisation. Gl. (3.20) erfordert neben einer Faktorisierung der Polynome analog zu Gl. (3.5)
nur die wiederholte Losung linearer Gleichungssysteme mit tridiagonaler Koeffizientenmatrix,
wie fir die Propagation. Auf dhnliche Weise lédsst sich das magnetische Feld berechnen, wie in
Abschnitt A.2.2.2 im Anhang dargestellt, um den TM-polarisierten Anteil zu bestimmen.

Im 2D-Fall ist die Erfiillung der Ubergangsbedingungen komplizierter, beispielsweise lautet die
Maxwell-Gleichung (2.7) fiir die 2-Komponente:

0 0 .
a—yEZ - &Ey = —iwpeH, , (3.21)
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3.1 Modifikation der Beam Propagation Method

sodass OF,/0y — OE,/0z an einer Grenzflache stetig ist und nicht 0FE,/0z selbst, wie im 1D-
Fall. Im Rahmen des verwendeten semi-vektoriellen Ansatzes wird die Kopplung zwischen den
Feldkomponenten vernachléssigt. Daher ist es hier naheliegend, OF. /0y zu vernachlassigen.
Obwohl dabei nicht unmittelbar E, unberiicksichtigt bleibt, sondern lediglich die Anderung
in y-Richtung, ist diese Ndherung vor allem sinnvoll, wenn F, klein ist. Das bedeutet fiir die
E,-Komponente, dass sich die Propagationsrichtung etwa in der zz-Ebene befindet. Dieser Fall
kann als Quasi-TE-Polarisation bezeichnet werden. Fiir die orthogonale Quasi-TM-Polarisation ist
es sinnvoller, anstelle der deutlich fehlerbehafteten Komponente E, die magnetische Komponente
H, 7u betrachten, wie in Abschnitt 4.3.4. Fiir diese gelten die Uberlegungen analog und die
Néherung ist wiederum gut erfiillt.

Mit der semi-vektoriellen Niaherung kénnen die Gleichungen fiir den Ubergang zwischen beiden
Schichten auch hier verwendet werden. Der Operator A,, wird dabei wie fiir die Propagation in
1D-Operatoren zerlegt, um eine effiziente Losung zu ermoglichen. Der entstehende Fehlerterm
konnte ebenso mit den oben beschriebenen Verfahren reduziert werden, die durchgefiithrten
Berechnungen zeigten jedoch mit der klassischen Faktorisierung die grofite Stabilitéat, welche daher

fiir die Grenzflachen genutzt wurde.

3.1.5 Bidirektionalitat

Die BPM ist an sich ein unidirektionales Verfahren. Reflexionen an den Ubergingen verschiedener
Schichten kénnen jedoch auf die oben beschriebene Weise einbezogen werden. Fiir die bidirektionale
Propagation mittels der BPM durch ein gesamtes Element gibt es verschiedene Ansétze [84, 93, 94].
Hier werden Ideen aus den Ref. [95, 96] genutzt, allerdings in modifizierter Weise, um eine effiziente
Berechnung zu ermoglichen. Dafiir ergibt sich folgende iterative Verfahrensweise, beispielhaft fiir

das elektrische Feld:

1. Das vorwirts laufende Feld E+ wird in der ersten Schicht, z. B. dem Substrat, definiert und

das riickwirtslaufende Feld E~ auf null gesetzt.

2. BT wird durch alle Schichten propagiert, wobei an den Grenzflichen jeweils E- =0

angenommen wird.
3. E~ wird in der letzten Schicht, z. B. dem Superstrat, auf null gesetzt.

4. E~ wird bis zuriick zur ersten Schicht propagiert, wobei an den Grenzflichen jeweils E*

aus der vorherigen Iteration genutzt wird.
5. ET wird in der ersten Schicht auf das Eingangsfeld gesetzt.

6. B+ wird bis zur letzten Schicht propagiert, wobei an den Grenzflachen jeweils E~ aus der

vorherigen Iteration genutzt wird. Danach wird mit Schritt 3 fortgefahren.
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3 Effiziente Simulation von optischen Mikrostrukturen

Die separate Behandlung von E* und E~ ist notwendig, damit evaneszente Anteile korrekt
berechnet werden, d. h. in der jeweiligen Propagationsrichtung abfallen. Mit dieser Iteration kann
die effiziente Berechnung mittels Tridiagonalmatrizen in allen Schritten verwendet werden. Schritt
2 wurde im Vergleich zu Ref. [81] zur Verbesserung der Konvergenz modifiziert und fiir Schritt 5 die
Beschreibung korrigiert. Wie viele Iterationen notwendig sind, hdngt von der Stérke der reflektierten
Felder ab. Bei schwacher Reflektivitét, z. B. an einer einfachen Grenzflache zwischen Quarzglas
und Luft, bringt hdufig schon ein einfacher Durchlauf der obigen Schritte plausible Ergebnisse,
siehe Abschnitt 3.2.1. Bei héherem Indexkontrast sind oft wenige Wiederholungen ausreichend.
Ist die Reflektivitit allerdings sehr hoch, z. B. bei Resonatoren, kénnen viele Iterationen zur

Verstéarkung von Abweichungen fithren und das Verfahren instabil machen.

3.2 Anwendungsbeispiele

Im Folgenden werden Simulationsergebnisse der BPM fiir verschiedene Anwendungsfélle vorgestellt.
Zunachst werden einzelne Zellen mit Effektiv-Index-Strukturen betrachtet. Diese sind klein
genug, um sie mit rigorosen Verfahren effizient berechnen zu kénnen und ermoglichen einen
einfachen Vergleich der erhaltenen Transmissionsfunktionen. Anschlieend wird eine aus derartigen
Strukturen zusammengesetzte Metalinse analysiert. Auf diese Weise wird demonstriert, dass
die BPM zu rigorosen Verfahren vergleichbare Ergebnisse liefert, dabei aber deutlich schneller
berechnet werden kann. Das nachfolgende Beispiel eines Polarisations-Strahlteilers zeigt, dass
die BPM die vektoriellen Eigenschaften des elektromagnetischen Feldes und die Dispersion
beriicksichtigt. Ein derartiges Element kann mit Verfahren, die lediglich die skalare Wellengleichung
l16sen, nicht beschrieben werden. Schliellich wird die BPM zur Simulation von Streulicht an einem
Beugungsgitter verwendet. Dafiir sind grofle Simulationsgebiete notwendig, die mit rigorosen
Methoden kaum berechnet werden kénnen. Die Modifikation der BPM hat im Rahmen dieser
Arbeit insbesondere die Analyse von CGHs zum Ziel. Entsprechende Anwendungsfille werden in

Kap. 4 vorgestellt.

3.2.1 Basiszellen von Effektiv-Index-Strukturen

Zur Realisierung von DOEs ist die gezielte Manipulation der lokalen Reflexion bzw. Transmission
von entscheidender Bedeutung. Das kann iiber die Nutzung von Effektiv-Index-Strukturen erreicht
werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurden tiberwiegend regelméaflig angeordnete Saulen bzw. Locher
in Dielektrika betrachtet. Deren effektiver Brechungsindex liegt abhéngig von der Strukturgrofie
zwischen dem des Dielektrikums und dem der Umgebung [5, 52].

Als Beispiel dient hier die Bestimmung der Transmissionsfunktion einer Effektiv-Index-Struktur

aus quadratischen Saulen bzw. Lochern auf bzw. in einem Substrat aus Quarzglas (SiO2). Die
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3.2 Anwendungsbeispiele

Beleuchtung erfolgt senkrecht aus Richtung des Substrates mit einer ebenen Welle der Wellenlédnge
Ao = 632,8nm. Die Tiefe der Strukturen d ist so gewéhlt, dass der Phasenunterschied der
Propagation durch das Substrat bzw. durch die umgebende Luft etwa 27 betragt, d. h. es ist

Ao

d —

1 ~ 1385nm . (3.22)

Der Brechungsindex des Substrates ist dabei n = 1,457 und der von Luft ist n = 1. Es werden
quadratische Basiszellen mit Groflen von p = 300,500,800 nm betrachtet. Gemafi Gl. (2.27)
handelt es sich nur im ersten Fall um ein tatsdchliches Effektiv-Medium, wahrend im zweiten Fall
nur weitere Beugungsordnungen in Luft, aber nicht als Reflexion ins Substrat ausgeschlossen sind.
Im dritten Fall findet auch in Transmission Beugung statt. Die Breite der Strukturen wird mit
dem Fiillfaktor f variiert, der hier den Anteil des hochbrechenden Mediums in einer xz- oder
yz-Ebene bezeichnet. Die Breite der Sdulen ist demnach fp, die der Locher p — fp, siehe Abb.
3.1(a,b). Der Fliachenfiillfaktor, der den Anteil des Mediums in einer zy-Ebene kennzeichnet,

ergibt sich fiir Sdulen bzw. Locher als
fo =17, baw. fr=1—(1— /). (3.23)

Das Simulationsgebiet umfasst jeweils eine Basiszelle der Grofie p x p x d, wie in Abb. 3.1(c-h)
gekennzeichnet. In z- und y-Richtung werden periodische Randbedingungen angenommen, in z-
Richtung offene. Das Eingangsfeld wird als ebene Welle an der Grenzfliche zwischen Substrat und

Struktur definiert. Die Transmissionsfunktion fiir die 0. Ordnung ergibt sich aus dem Mittelwert

des Feldes in der Ebene unmittelbar oberhalb der Struktur.

f=03 f=05 f=07

z
U pee

Saulen Locher f=07 f=05 f=03

b

Abb. 3.1: Effektiv-Index-Struktur aus Saulen (a) bzw. Lochern (b) mit einer Strukturtiefe d, einer
Periode von p und einem Fillfaktor von f; Basiszellen mit Saulen (c-e¢) und Loéchern

(f-h). Der schwarz umrandete Bereich kennzeichnet das Simulationsgebiet.

Die fiir die Simulation genutzten Parameter sind in Tab. 3.1 zusammengefasst. Dabei bezeichnen
N, und N, die Anzahl der Diskretisierungspunkte in der jeweiligen Richtung, es ist also z. B.
dx = p/N,. Die Anzahl der Iterationen bezeichnet die Zahl der zuséitzlichen Durchldufe zur

Einbeziehung der Reflexionen. Die Zahl 1 bedeutet dabei genau einen Durchlauf durch das Schema
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3 Effiziente Simulation von optischen Mikrostrukturen

in Abschnitt 3.1.5. Fiir die WPM wurde ein dhnliches Iterationsschema angewendet. Fiir die BPM
wurden die beiden Ansédtze mit der klassischen und alternativen Faktorisierung geméafi Gl. (3.13)
bzw. (3.14) unterschieden. Die Bedeutung der tibrigen Parameter wird in den Abschnitten 3.1.1
und 3.1.2 geschildert. Als Referenz dient eine RCWA-Simulation mit 8 x 8 Ordnungen.

Fir die WPM wurde eine eigene Implementierung in vektorieller Formulierung geméafl des in
den Ref. [39, 40] geschilderten Algorithmus genutzt. Die BPM wurde in der oben geschilderten
Weise in Python implementiert. Zum Vergleich mit rigorosen Verfahren wurde die kommerzielle

Software Lumerical FDTD Solutions bzw. die hausinterne Software Moose fiir die RCWA genutzt.

Tab. 3.1: Parameter der verwendeten Simulationsverfahren.

Parameter WPM  BPM1 BPM2 FDTD

N, = N, 40 40 40 40
0z 25 nm 25nm 25 nm 10 nm
Iterationen 1 1 1
Np 3 3
Faktorisierung alternativ  klassisch
(& 0,257 0,357
Ny 0 3

Die Ergebnisse der Simulation sind in Abb. 3.2 und 3.3 dargestellt. In den Amplitudenverlaufen
wird sichtbar, dass die semi-rigorosen Verfahren, WPM und BPM, teilweise vom Verlauf der rigoro-
sen Ergebnisse, FDTD und RCWA, abweichen. Dabei sind die Abweichungen der WPM teils stark
und die berechneten Amplituden mitunter bedeutend grofier als eins, was einerseits unphysikalisch
ist und andererseits durch exponentielles Wachstum die Stabilitiat der Berechnung gefdhrdet. Die
Abweichungen der BPM sind deutlich geringer, wobei im Allgemeinen die Variante BPM 2 dichter
an den rigoros berechneten Werten liegt als BPM 1. Die Ergebnisse von FDTD und RCWA sind
dabei fast identisch. Fiir Perioden von 300 und 500 nm ist die Amplitude nahezu homogen und
weicht nur aufgrund der Fresnel-Reflexion an den Grenzflachen von eins ab. Bei 800 nm lasst sich
dagegen eine grofiere Variabilitdt bemerken: Hier treten weitere Beugungsordnungen auf und das
Feld wird nicht nur in der 0. Ordnung transmittiert.

Die ermittelten Phasenwerte wurden jeweils als Differenz zur einfachen Grenzfliche mit f =0
dargestellt. Unterschiede zwischen den Simulationsverfahren sind in dieser Darstellung kaum zu
erkennen. Es fillt aber auf, dass der Verlauf fiir kleine Perioden, also 300 nm, fast proportional zum
Flachenfillfaktor fs bzw. f; ist, wihrend fiir groflere Perioden Abweichungen davon auftreten.
Zur besseren Vergleichbarkeit wurden zudem die Phasenwerte als Differenz zu den RCWA-
Ergebnissen dargestellt. Dabei zeigt sich ein dhnliches Bild wie fiir die Amplituden: Teils deutliche
Abweichungen fiir die WPM, geringere fiir die BPM und zur Referenz quasi identische Werte bei
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3.2 Anwendungsbeispiele

der FDTD. Dabei ist die Version BPM 2 wiederum meist etwas akkurater als die BPM 1.
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Abb. 3.2: Transmissionsfunktion fiir Saulenstrukturen mit Perioden von 300 (a,d,g), 500 (b,e,h)
und 800nm (c,f,i). Dargestellt sind jeweils Amplitude (a-c), Phase (d-f), sowie die
Differenz zur Phase der RCWA-Simulation (g-i).

Insgesamt ist die WPM fiir die Simulation derartiger Strukturgrofien eher ungeeignet. Urséachlich
dafir dirfte vor allem die skalare Naherung der Wellengleichung (2.52) sein. Die vektorielle Formu-
lierung dndert daran nichts, sie beachtet lediglich die richtungsabhéngigen Ubergangsbedingungen
an den Grenzflichen. Die BPM liefert dagegen plausible Ergebnisse, wobei die Abweichungen in
Variante 2 geringer sind. Da diese aufgrund der Nachiterationen aber einen hoheren Rechenauf-
wand hat, kann hier eine Abwéigung zwischen Genauigkeit und Rechendauer getroffen werden. Die
Ergebnisse der beiden rigorosen Verfahren unterscheiden sich fast nicht. Daher ist es ausreichend,
fiir weitere Beispiele die bei grofleren Simulationsgebieten schnellere FDTD zu verwenden. In
Abschnitt 4.3.4 wird die Genauigkeit der BPM in Abhéngigkeit der auftretenden Ablenkwinkel
eines CGHs diskutiert. Ahnliche Limitationen sind beziiglich der modellierbaren Einfallswinkel zu

erwarten.

3.2.2 Effektiv-Index-Metalinse

Das betrachtete Element soll einfallendes kollimiertes Licht im Abstand der Brennweite F
fokussieren. Es fungiert demnach als Linse, erreicht diese Wirkung aber nicht durch die Form,

sondern durch die Anordnung der Mikrostrukturen, weshalb es als Metalinse bezeichnet wird.
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Abb. 3.3: Transmissionsfunktion fiir Lochstrukturen mit Perioden von 300 (a,d,g), 500 (b,e,h) und
800 nm (c,f,i). Dargestellt sind jeweils Amplitude (a-c), Phase (d-f), sowie die Differenz

zur Phase der RCWA-Simulation (g-i).

3.2.2.1 Design

Die Fokussierung erfordert eine Transmissionsfunktion von

tr(z,y) = exp (iop(x,y)) = exp (—ii:wlm + 22 + yz) (3.24)

fir das DOE auf der Riickseite eines planen Substrates [6, 10]. Dabei ist Ay = 632,8 nm die Design-
wellenldnge. Die Realisierung dieser Transmission erfolgt mithilfe der im vorherigen Abschnitt
geschilderten Effektiv-Index-Strukturen aus Quarzglas. Es wurden 6 Strukturen ausgewahlt, die
moglichst dquidistante Phasenschritte ermoglichen, sieche Abb. 3.4(a-f). Zur Bestimmung der
Transmissionsfunktionen wurde eine FDTD-Simulation verwendet. Die Parameter der einzelnen
Strukturen sind in Tab. 3.2 zusammengefasst. Die Basiszellen sind quadratisch mit einer Seitenlénge
von p = 400 nm und einer Strukturtiefe von d = 1155nm, was einer Reduktion um 1/6 geméf Gl.
(3.22) darstellt, sodass der maximale Phasenunterschied 57/3 betragt.

Fiir die Zuordnung der Strukturen zu einzelnen Positionen werden die idealen Phasenwerte
¢r(x,y) tber die jeweilige Zelle gemittelt und die Basiszelle mit dem néchstgelegenen Phasenwert
ausgewdahlt, siehe Abb. 3.4(g). Dieses Vorgehen entspricht der Anwendung der LPA. Das gesamte
Element umfasst 48 x 48 Zellen und hat eine Fliche von 19.2 x 19,2 um? bei einer Fokuslinge
von F'=9,6 bzw. 19,2 pm. Die numerische Apertur (NA) der Metalinse betragt 0,71 bzw. 0,45,

sodass eine paraxiale Beschreibung unzulédnglich ware.
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a b c : :
M1 M2 M3 :
d e f 4 S
— 8 e kg, , = gl - =0 25

M4 M5 M6 -8—-6-4-20 2 4 6 8

Abb. 3.4: Basiszellen mit verschiedenen Subwellenléngenstrukturen (a-f), Geometrie der simulier-

ten Metalinse mit F' = 19,2 pm (g), Léngenangaben sind in pm.

Tab. 3.2: Seitenldngen der quadratischen Strukturen fiir die verschiedenen Phasenschritte der
Metalinse. Amplitude und Phase sind in Relation zum Feld im Substrat vor der Grenz-

flache angegeben.

Bezeichnung Typ Seitenlinge Amplitude Phase
M1 keine Struktur - 1,184 —1,098
M2 Séule 180 nm 1,185 —0,003
M3 Saule 240 nm 1,197 0,883
M4 Loch 280 nm 1,203 1,782
M5 Loch 200 nm 1,185 3,008
M6 volle Schicht — 1,184 —2,131

3.2.2.2 Simulationsparameter

Die Funktionsweise des DOEs wurde mithilfe der konventionellen LPA, der oben geschilderten BPM
und der rigorosen FDTD simuliert. Innerhalb des Substrates wurde die Amplitude auf eins normiert.
In allen Berechnungen wurden periodische Randbedingungen in transversaler Richtung angewandt.
Fiir die LPA wurde die mittels FDTD berechnete, polarisationsunabhéangige Transmissionsfunktion
der Basiszellen genutzt. Deren leicht verschiedene Amplituden wurden beriicksichtigt. Die BPM
wurde in der Formulierung fiir das elektrische Feld verwendet, mit einer Diskretisierung von
dr = 0y = 20nm bzw. N, = N, = 20 und ¢z = 50nm, Padé-Approximationen der Ordnung
Np = 4 und ansonsten den in Tab. 3.1 aufgefiihrten Parametern fiir die beiden BPM-Varianten.
Bei diesen Werten fiihrt eine weitere Verfeinerung der Parameter zu keiner signifikanten Variation
der Ergebnisse. Die FDTD-Simulation wurde mit einer Diskretisierung von dz = dy = 20 nm und
0z = 10nm durchgefithrt. Durch die Nutzung (anti-)symmetrischer Randbedingungen konnte das

Simulationsgebiet auf einen Quadranten der zy-Ebene beschrinkt werden. In z-Richtung wurden
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3 Effiziente Simulation von optischen Mikrostrukturen

PML-Randbedingungen genutzt, welche den offenen Randbedingungen der BPM entsprechen.

3.2.2.3 Ergebnisse der Berechnung

In allen Simulationen wurde das elektrische Feld in der Ebene unmittelbar nach dem DOE
ermittelt und fiir die weitere Auswertung genutzt. Die erhaltenen Resultate sind in Abb. 3.5
dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Amplitude in der LPA nahezu homogen ist
(a), wohingegen bei BPM und FDTD Kopplungseffekte auftreten (b,c), insbesondere an den
Ubergingen von Zellen ohne und mit vollem Fiillfaktor (M1 bzw. M6). Der Verlauf der Phase
wird durch die LPA im Allgemeinen korrekt wiedergegeben, doch im Detail sind Abweichungen
zu den anderen Verfahren vorhanden (d-f). Im direkten Vergleich von BPM und FDTD kénnen
nur geringfiigige Abweichungen beobachtet werden, welche hauptsichlich an den Ecken der
Strukturen auftreten. Dort kommt es in einer rigorosen Simulation zur Kopplung verschiedener

Polarisationskomponenten, was in der BPM nicht modelliert wird.

[t

Abb. 3.5: Amplitude (a-c) und Phase (d-f) des elektrischen Feldes nach dem Metalinsen-DOE
mit £ = 19,2 pm geméB der Simulation mit LPA (a,d), BPM (b,e) und FDTD (c,f).

Langen sind in pm angegeben.

Die Qualitat der Simulationen kann durch den Vergleich des Fernfeldes von LPA und BPM
zu dem der FDTD quantifiziert werden. Das Fernfeld U(k,, k,) wird geméf Gl. (2.23) als F'T
des Nahfeldes u(z,y) direkt nach dem DOE berechnet. Dann wurde der Korrelationskoeffizient

(corr) zwischen zwei Feldern betrachtet, unter Beschrankung auf die im Freiraum propagierenden
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Ordnungen:

S (Uilkaiky) = T) (U3 (ke k) = T5)

2 2 2
cort (U, Uy) = ——t2tko=ho _ . (3.25)
S ik k) =T X [Ualka k) — T
k2+k2<kZ k24k2<k?

Hierbei bezeichnet U* die komplexe Konjugation und U das arithmetische Mittel der propagieren-
den Ordnungen. Die Korrelation zwischen BPM und FDTD ist dabei in allen Fallen hoch, wie aus
Tab. 3.3 ersichtlich wird. Die LPA zeigt dagegen eine deutliche Abweichung, die bei einer kiirzeren
Brennweite bzw. hoheren NA stéirker ist. In diesem Fall wechseln die Strukturen haufiger und
Kopplungseffekte spielen eine gréfere Rolle. Die BPM-Simulation wurde unter Verwendung des
magnetischen Feldes wiederholt, wobei sich dhnliche Resultate mit etwas geringerer Korrelation

ergaben. Mithilfe der ASPW wurde das Strahlprofil im Fokus der Linse berechnet, basierend

Tab. 3.3: Betrag der Korrelationskoeffizienten der Fernfelder des jeweiligen Verfahrens und der

FDTD, fur die BPM jeweils basierend auf dem elektrischen (el.) und magnetischen

(mag.) Feld.
Brennweite LPA BPM1el. BPM2el. BPM1 mag. BPM2 mag.
9,6 pm 0,567 0,995 0,996 0,987 0,988
192pm 0,797 0,996 0,997 0,991 0,991

auf dem Nahfeld der verschiedenen Verfahren, sieche Abb. 3.6. Wiederum zeigt sich eine hohe
Ubereinstimmung von BPM und FDTD, wihrend die LPA signifikant abweicht. Insbesondere die
zentrale Amplitude ist deutlich gréfer, sodass die Effizienz der Linse durch die LPA tiberschéatzt

wird.
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Abb. 3.6: Strahlprofil im Fokus der Metalinse (a) mit Brennweite F' = 9,6 um gemifl BPM-
Simulation, Querschnitt des Strahlprofils zum Vergleich der Verfahren (b).
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3 Effiziente Simulation von optischen Mikrostrukturen

3.2.2.4 Vergleich der Laufzeiten

Zum Vergleich der Laufzeiten von BPM und FDTD wurde ein DOE mit verringerter Grofie
von 16 x 16 Zellen berechnet. Die Laufzeiten von BPM 1 und BPM 2 betrugen mit obigen
Parametern 13s bzw. 46s bei einer Prozessorgeschwindigkeit von 3,3 GHz. Eine entsprechende
FDTD-Simulation benétigte auf demselben Computer 2,5 Stunden. Um einen fairen Vergleich
durchzufithren, wurde dabei jeweils nur ein einzelner Prozess genutzt und in der FDTD auf die
Ausnutzung von (anti-)symmetrischen Randbedingungen verzichtet, die man auch in der BPM
verwenden konnte. Demzufolge war die BPM fiir dieses Beispiel 700- bzw. 200-mal schneller. Fir
eine weitere Reduktion der Laufzeit konnen in der BPM etwas grobere Parameter genutzt werden,
ohne dass die Genauigkeit deutlich abnimmt. Aufgrund der vollstdndigen Diskretisierung mithilfe
von Tridiagonalmatrizen skaliert die Laufzeit linear mit der Anzahl der verwendeten Gitterpunkte.

Die geschilderten Ergebnisse zeigen, dass die BPM die wellenoptische Simulation gesamter DOEs
ermoglicht. Dabei wird eine mit rigorosen Verfahren vergleichbare Genauigkeit erzielt, wéihrend die
Laufzeit um mehrere Groflenordnungen geringer ist. Inshesondere werden lokale Variationen der
Amplitude beschrieben, die aus der Wechselwirkung benachbarter verschiedenartiger Basiszellen
herrithren. Im Gegensatz zu einer skalaren BPM [36, 61] werden dabei polarisationsabhangige

Ubergangsbedingungen beriicksichtigt.

3.2.3 Polarisations-Strahlteiler

Das betrachtete Strahlteiler-DOE soll einfallendes, unpolarisiertes Licht in zwei orthogonale, linear
polarisierte Polarisationszustédnde aufspalten. Das Element wird zunéchst auf herkommliche Weise,
basierend auf der LPA, entwickelt. Dafiir werden wiederum Effektiv-Index-Strukturen genutzt,
die aber im Gegensatz zum vorherigen Beispiel im Allgemeinen eine rechteckige Grundfliche
besitzen. Bei der wellenoptischen Analyse fallen Abweichungen zum erwarteten Verhalten auf.
Anschliefend wurden die Parameter der Strukturen unter Nutzung der BPM optimiert, um ein

Design zu erhalten, das auch bei einer rigorosen Simulation die gewtinschte Funktionalitat liefert.

3.2.3.1 Design

Idealerweise sollte die Phase der Transmissionsfunktion ein lineares Profil entlang der z-Koordinate
aufweisen, allerdings mit umgekehrten Vorzeichen je nach Polarisationszustand:

T

x
dre(T,Y) = +27Tm , drm(,y) = —QWm : (3.26)

Dabei ist p die Grofle der quadratischen Basiszellen und M die Anzahl derartiger Zellen, aus
denen eine 27-Periode gebildet wird. Die Polarisationszustinde TE und TM werden durch die
Komponenten E, und H, reprasentiert. Mit einem derartigen Phasenprofil wird TE-polarisiertes

Licht vollstandig in die +1. und TM-polarisiertes in die —1. Ordnung gebeugt. Fiir das Design
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3.2 Anwendungsbeispiele

werden rechteckige Séulen gleicher Hohe aus Aluminiumoxid auf einem Quarzsubstrat verwendet.
Ihre Transmissionsfunktion wurde geméfl der LPA fiir die einzelnen Zellen mit periodischen Rand-
bedingungen berechnet, um Abmessungen zu finden, die sechs Phasenschritte in entgegengesetzter
Richtung fiir TE- und TM-Polarisation erméglichen (M = 6, einfaches Design) [97-101]. Zum
Vergleich wurde jede Zelle zweimal platziert (M = 12, doppeltes Design), da dann die LPA besser
erfiillt ist. Unter Nutzung der BPM zur Berechnung der Beugungseffizienz fand eine Optimierung
der Strukturabmessungen statt (M = 6, optimiertes Design). Dazu wurde iterativ die Auswirkung
kleiner Anderungen der Parameter berechnet und das Design jeweils gemifl der Richtung mit der

grofiten Verbesserung variiert. Die erhaltenen Elemente sind in Abb. 3.7 dargestellt.

a einfach b doppelt C optimiert

Seb

Sc6 2
. T™M
SelSe2 801802
Sel TE

Abb. 3.7: Einheitszellen der verschiedenen Designvarianten des Strahlteilers: einfach (a), doppelt
(b) und optimiert (c). Das einfallende Licht propagiert in z-Richtung, wobei das elektri-

sche Feld je nach Polarisation entsprechend ausgerichtet ist.

Wie fiir die Metalinse wurde eine Wellenldnge von Ay = 632,8nm und eine quadratische
ZellgroBle von p = 400 nm verwendet. Eine Elementarzelle besteht aus 6 x 1 (12 x 1) Zellen mit
einer Fliche von 2,4 x 0,4 pm? (4,8 x 0,4 pnm?). Die Abmessungen der einzelnen Siulen sind in Tab.
3.4 zusammengefasst. Die Strukturtiefe betragt d = 1,65 pm. Wiederum wird eine periodische
Fortsetzung der Strukturen in z- und y-Richtung angenommen. Der Brechungsindex bei A
betragt 1,457 fiir das Quarzsubstrat und 1,766 fir das Aluminiumoxid. Der Ablenkwinkel der
transmittierten +1. Ordnung betragt +15,3° (+7,6°).

3.2.3.2 Simulationsparameter

Das Fernfeld des Strahlteilers wurde jeweils aus dem Feld hinter dem Element berechnet, um
die Intensitaten der —1., 0. und +1. Ordnung fiir TE- und TM-Polarisation bei Wellenldngen
von 500 nm bis 800 nm zu vergleichen. Die Materialdispersion wurde dabei berticksichtigt. Fiir
die LPA wurde eine polarisationsabhéngige Transmissionsfunktion mithilfe der FDTD bestimmt.
In den BPM-Simulationen wurden die in Tab. 3.1 angegebenen Parameter verwendet bis auf
eine Diskretisierung von dz = 50 nm in Propagationsrichtung. Die Simulation wurde fir jede der

betrachteten Wellenlangen wiederholt. Fiir die rigorose Berechnung mittels FDTD wurde eine
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3 Effiziente Simulation von optischen Mikrostrukturen

Tab. 3.4: Strukturgréfien der rechteckigen Saulen aus Abb. 3.7 fiir den Polarisations-Strahlteiler.

Bezeichnung Breite x Breite y Bezeichnung Breite x Breite y
Sel 260nm 260 nm Sol 240nm 260 nm
Se2 180nm 360 nm So2 180nm 380 nm
Se3 320nm 100 nm So3 220nm 160 nm
Sed 180nm 180 nm So4 180nm  180nm
Seb 100nm  320nm So05 100nm  320nm
Seb 360nm 180 nm S06 380nm 200 nm

Diskretisierung von dx = dy = 0z = 20 nm verwendet. Diese gentigt hier, da auch Materialgrenzen

in halbem Diskretisierungsabstand korrekt beriicksichtigt werden.

3.2.3.3 Ergebnisse der Berechnung

1.0
- a oooos,_€infach | | b § doppelt || ¢ & optimiert
@ e X s ’
< 0.8 4 X 2 7 1 X QX( %
X X; X
g |1 x %f | ©o+ —LLPA )X o 0 ><>0oooo<xx><><)(""><><><x><
S 067 x& + —1BPM1 [] x *
) x X XX —
0] | +  —1FDTD || 2
g gg X x +1 LPA
2 0.2 1 x  4+1BPM1 |
e " x  +1FDTD
e, s || 0 pre e
0.0 LRI || e || P T
1.0
d e f e
E ++++-H++++ by, +*tﬁﬂiii++ s *1"-!:1:*
= 0.8 1 ¢+¢+I-H+++ + " . + +++11¢++ - 1:* ***
E *f*‘ T +++I¢ +. ++++ X + +II$$ +++ 1:* o~ ++++-|+H+++I¢+ .
206 T, il N
&GE) ;¥ 1—-& 12* +*¢ +++
5 +
g0 +
G
M
600 700 800 50 600

Wellenlénge [nm)]

Abb. 3.8: Beugungseffizienz der —1. und +1. Ordnung fir einfallendes Licht in TE- (a-c) bzw.
TM-Polarisation (d-f) und die verschiedenen Designvarianten einfach (a,d), doppelt (b,e)
und optimiert (c,f). Verglichen werden jeweils die Ergebnisse der Simulation mittels
LPA, BPM 1 und FDTD. Die Effizienzen sind auf die gesamte transmittierte Leistung

normiert.

Aus Abb. 3.8 lasst sich entnehmen, dass das betrachte DOE seine Funktionalitiat im We-
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3.2 Anwendungsbeispiele

sentlichen erfiillt: TE-polarisiertes Licht wird groBitenteils in die +1. Ordnung gebeugt (a-c),
TM-polarisiertes in die —1. (d-f). Das jeweilige Maximum bzw. Minimum ist meist in der Ndhe
der Designwellenldnge von 632,8 nm. Die fiir das einfache Design aus der LPA erwartete Qualitat
kann durch die FDTD allerdings nicht bestétigt werden. Insbesondere ist die maximale Effizienz
in den jeweiligen Ordnungen geringer als durch die LPA vorhergesagt. Andererseits gibt es eine
gute Ubereinstimmung zwischen BPM und FDTD. Daran zeigt sich, dass der herkémmliche
Designprozess fehlerbehaftet ist, da er die Wechselwirkung verschiedenartiger Strukturen nicht
korrekt berticksichtigt. Im Fall des doppelten Designs fiihrt die LPA zu praktisch den gleichen
Ergebnissen, die jetzt aber deutlich besser mit BPM und FDTD iibereinstimmen. Hier treten
bereits weniger Strukturdnderungen zwischen benachbarten Zellen auf, sodass die Anwendung
der LPA eher gerechtfertigt ist. Schliellich zeigt das optimierte Design eine hohe Effizienz in den
BPM- und FDTD-Simulationen, wihrend die LPA abweichende Resultate hervorbringt. Die in der
Optimierung mithilfe der BPM erwartete Leistungsfahigkeit wird so bestatigt. Bei etwa 600 nm
kann in den FDTD-Daten ein Abfall beobachtet werden, im Gegensatz zur BPM. Die Ursache
dafiir konnte ein resonantes Verhalten sein, das sich in der BPM nur schwer abbilden léasst.

Aus den erhaltenen Beugungseffizienzen n lasst sich die Polarisationseffizienz np berechnen,
z.B. als
i — 0!
it + 0!

np+1 = (3.27)

fiir die +1. Ordnung. Die Ergebnisse sind in Tab. 3.5 dargestellt. Sie unterstiitzen die bereits
geschilderten Beobachtungen: Mit der LPA wird die Leistungsfahigkeit des einfachen Designs
iiberschéatzt, ebenso in geringerem Ausmafl die des doppelten, wahrend das optimierte Design
unterschatzt wird. Dagegen stimmen die Resultate von BPM und FDTD deutlich besser tiberein,
wobei die Abweichung fiir die Variante BPM 1 etwas geringer als fiir die BPM 2 ist. Damit wird

die gegentiber dem einfachen Design verbesserte Effizienz des optimierten Designs bestatigt.

Tab. 3.5: Polarisationseffizienz der verschiedenen Designs bei einer Wellenldnge von 630 nm.
+1. Ordnung (TE) —1. Ordnung (TM)
Design LPA BPM1 BPM2 FDTD LPA BPM1 BPM2 FDTD
einfach 0,99 0,83 0,75 0,80 0,99 0,86 0,81 0,88
doppelt 0,99 0,97 0,92 0,95 099 097 0,91 0,96
optimiert 0,91 0,98 0,94 0,96 0,80 0,99 0,99 0,98

Die Simulation eines derartigen polarisationsabhéngigen DOEs ist mit skalaren Methoden nicht
moglich. Das gezeigte Beispiel ist relativ klein und kann auch mit rigorosen Verfahren analysiert

werden, allerdings bietet die reduzierte Laufzeit der BPM fiir die durchgefiithrte Optimierung
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3 Effiziente Simulation von optischen Mikrostrukturen

bereits einen deutlichen Vorteil. Zudem lasst sich die BPM auf deutlich groflere Simulationsgebiete

anwenden.

3.2.4 Streulichtanalyse fiir Beugungsgitter

Fiir die Berechnung und insbesondere Optimierung von Beugungsgittern ist nur ein 1D-Simulations-
gebiet mit einer Ausdehnung in der Groflenordnung der Wellenldnge erforderlich. Diese Aufgabe
kann mit rigorosen Methoden, wie der RCWA,| mit hoher Prézision gelost werden. Bei der Her-
stellung der Gitter kommt es aber zu Abweichungen vom Design, die entsprechend mit einer
Anderung der optischen Eigenschaften einhergehen. So fiihrt die Kantenrauheit zur Entstehung
von Streulicht [102, 103], welches z. B. bei Anwendungen in der Spektroskopie fehlerhafte Signale
hervorrufen kann. Um diesen Effekt numerisch zu untersuchen und die Auswirkung von verschie-
denen Ausprigungen der Rauheit zu vergleichen, ist eine 2D-Simulation notwendig, da die lokalen
Abweichungen iiber die gesamte Fliache eines Elementes variieren. Die Grofie der zu betrachtenden
Gebiete erlaubt die rigorose Simulation nur unter Einsatz von massiven Rechenkapazitaten [104].

Aufgrund ihrer geringeren Rechenzeit ist die BPM fiir derartige Untersuchungen allerdings gut

geeignet.
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Abb. 3.9: Einheitszelle mit kiinstlicher Kantenrauheit und Abmessungen in pm (a,b), schematische
Darstellung des Gitters und der Lage der Beugungsordnungen (c). Die Hauptbeugungs-
ordnungen des Gitters sind beschriftet, ein Teil der weiteren Ordnungen wird durch die

kiirzeren Pfeile angedeutet.

Da die genaue Form der Kanten eines Gitters das Ergebnis eines stochastischen Prozesses
ist, weisen die Strukturen keine Periodizitat auf, sodass eine Beschreibung der gesamten be-
leuchteten Flache notig wéire, um den Einfluss der Kantenrauheit vollstdandig zu simulieren. Um
die numerische Berechnung zu ermoglichen, wird ein Modellsystem betrachtet: Eine endliche
Einheitszelle der Grofle w, x w, wird definiert, die einige Gitterperioden in z-Richtung und eine
ahnliche Ausdehnung in y-Richtung umfasst, wobei periodische Randbedingungen angenommen

werden. Eine gewisse Rauheit der Gitterkanten wird zufallsbasiert vorgegeben, siehe Abb. 3.9.
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3.2 Anwendungsbeispiele

Unabhéangig vom Simulationsverfahren erzeugt dieses Modellsystem ein periodisches Nahfeld,
aus dem sich z. B. gemafl Gl. (2.23) das Fernfeld berechnen lésst. Fur ein ideales Gitter haben
dabei nur die Hauptbeugungsordnungen der Gittergleichung (2.26) eine von null verschiedene
Amplitude. Mit der kiinstlichen Kantenrauheit wird ein gewisser Teil des Lichtes auch in die
anderen Beugungsordnungen gebeugt. Aufgrund der Periodizitdt des Modellsystems erlangt man
auf diese Weise nur an diskreten Punkten eine Information tiber das Streulicht. Bei einer Vergro-
Berung des Simulationsgebietes erhoht sich die Anzahl der Ordnungen, deren Fernfeld beschrieben
wird, sodass sich genauere Erkenntnisse iiber die Verteilung des Streulichtes gewinnen lassen. Die
genaue Lage der Ordnungen m,, m, wird dabei nur durch die kiinstlich eingefiihrte Grofle der
Einheitszelle bestimmt und hat keine physikalische Bedeutung. Stattdessen erwartet man eine
kontinuierliche Verteilung des Streulichtes. Um einen realistischen Eindruck zu erhalten, rechnet
man daher die Effizienz der einzelnen Ordnungen 7,,,,, in eine auf den Raumwinkel bezogene

Grofle um, das sogenannte Angular Resolved Scattering (winkelaufgeloste Streuung, ARS):

n2w,w,

ARS,,m, =

08 Urnymy Nmamy, - (3.28)

Darin ist n der Brechungsindex des umgebenden Mediums, Ay die Vakuumwellenlédnge und 9, ,m,

der Polarwinkel der jeweiligen Beugungsordnung.
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Abb. 3.10: Fernfeld (ARS) mit Kantenrauheit fiir kleine Einheitszelle gemafi Simulation mittels
FDTD (a), RCWA (b) und BPM (c).

Eine beispielhafte Berechnung des Streulichtes wurde fiir ein Quarzglasgitter mit einer Periode
von p, = 0,99 pym durchgefiithrt. Es besitzt eine Gittertiefe von d = 2 pm und wird riickseitig
mit Licht der Wellenldnge A\g = 0,633 pm in TE-Polarisation unter einem Einfallswinkel von
Yin = 26° bestrahlt. Dabei ergeben sich 3 Hauptbeugungsordnungen, siehe Abb. 3.9(c). Zunéchst
wurde eine vergleichsweise kleine Einheitszelle mit Abmessungen von w, = 4p, = 3,96 pm und
w, = 41m betrachtet. Diese lasst sich mit den rigorosen Methoden FDTD und RCWA simulieren,
was einen Vergleich mit den Ergebnissen der BPM erméglicht. Die Simulation wurde jeweils fiir
40 Einheitszellen mit zuféllig erzeugter Kantenrauheit durchgefiithrt und das gemittelte Fernfeld
in Abb. 3.10 dargestellt. Die Hauptbeugungsordnungen des Gitters sind dabei ausgeblendet, da
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3 Effiziente Simulation von optischen Mikrostrukturen

sie um einige Groflenordnungen starker sind. Es ist gut zu erkennen, dass die grundsétzliche
Verteilung fiir alle Verfahren dhnlich ist. Im Detail unterscheiden sich die Ergebnisse, wobei die
rigorosen Verfahren aufgrund der Diskretisierung bzw. Anzahl der beriicksichtigten Ordnungen
ebenfalls nicht exakt iibereinstimmen. Die Abweichungen der BPM sind dabei nicht wesentlich
grofer als die zwischen FDTD und RCWA. Fiir die FDTD-Simulation wurde eine Diskretisierung
von dx = oy = 0z = 20nm genutzt und fiir die BPM dx = dy = 10 nm, 0z = 20 nm und ansonsten
die in Tab. 3.1 gegebenen Parameter fiir die Variante BPM 1.
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Abb. 3.11: Fernfeld (ARS) mit Kantenrauheit gemafl BPM-Simulation fiir Einheitszellen mit
GroBen von 7,92 x 8 pm? (a), 15,84 x 16 um? (b), 29,7 x 30 pm? (c) und 59,4 x 60 pm?
(d).

Die BPM-Simulation wurde fiir groflere Einheitszellen wiederholt, siche Abb. 3.11, wobei jeweils
die Parameter zur Erzeugung der Kantenrauheit identisch sind. Damit lésst sich die Streulicht-
Verteilung mit zunehmend hoherer Auflosung darstellen, wodurch erst ein realistischer Eindruck
der tatsachlichen Verteilung entsteht. Die Diskretisierung wurde hier mit dz = 20 nm, éy = 40 nm,

0z = 80nm etwas grober gewéhlt, was die Ergebnisse aber nur geringfiigig beeinflusst.
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Abb. 3.12: Laufzeit der gesamten Simulation (a) und Speicherbedarf der einzelnen Prozesse (b) der
BPM-Simulation von je 40 Elementen in Abhéngigkeit von der Gréfe der Einheitszelle.
Die ungefiillten Kreise kennzeichnen die extrapolierte Laufzeit fiir ausreichenden
Arbeitsspeicher. Die Geraden beschreiben eine quadratische Abhéngigkeit von der

Grofle.
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Wiederum erfolgte eine Simulation von jeweils 40 verschiedene Einheitszellen, wobei jeweils
zehn Berechnungen parallel durchgefithrt wurden. Die bendtigte Laufzeit und der jeweilige
Speicherbedarf sind in Abb. 3.12 dargestellt. Fiir die grofiten Einheitszellen musste die Zahl
der Prozesse aufgrund des begrenzten Arbeitsspeichers reduziert werden, weshalb im Diagramm
zusétzlich die fir einen ausreichenden Arbeitsspeicher extrapolierte Laufzeit angegeben ist. Aus
der doppelt logarithmischen Darstellung lasst sich entnehmen, dass der genutzte Algorithmus in
Bezug auf die transversale Ausdehnung tatséchlich einen Laufzeit- und Speicherbedarf von O(N?)

besitzt. Damit wird der effiziente Einsatz der BPM fiir grofie Simulationsgebiete ermoglicht.
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4 Analyse der optischen Funktion durch

Polynomapproximation

In diesem Kapitel werden die optischen Eigenschaften von DOEs untersucht, die aus Mikrostruktu-
ren in einem regelméfigen Gitter zusammengesetzt sind, wie beispielsweise CGHs oder Metalinsen.
Zur Vereinfachung beschriankt sich die Betrachtung dabei auf Elemente, die aus rechteckigen
Pixeln bestehen, deren Struktur sich mittels eines einzigen Parameters beschreiben lasst. Das
konnte die angestrebte Phase der Transmissionsfunktion sein, aber auch eine geometrische Gro-
Be wie die Atztiefe fiir ein Hohenprofil, der Fiillfaktor fiir eine Effektiv-Index-Struktur oder
der Rotationswinkel bei Nutzung der geometrischen Phase, vgl. Abb. 2.4. Beim Design eines
solchen Elementes entstehen oft gleiche oder zumindest dhnliche Anordnungen der Strukturen
an verschiedenen Stellen des gesamten Elementes. Ziel der folgenden Betrachtungen ist es, das
Feld hinter solchen Anordnungen einmalig physikalisch zu berechnen und es dann auf geeignete
Weise mit den Parametern der umgebenden Pixel zu verkniipfen, sodass eine Zuordnung zu allen
gleichen oder ahnlichen Konstellationen innerhalb des Elementes moglich wird. Voraussetzung
dafiir ist eine Lokalitat der optischen Funktion, ndmlich dass das Feld nur von den Strukturen in
einer begrenzten Umgebung abhéngig ist. Der vorgestellte Ansatz, die PFA, wurde in Ref. [105]

verdffentlicht und wird hier in modifizierter Weise wiedergegeben.

4.1 Approximation des Fernfeldes

Fiir die Simulation von Subwellenléngenstrukturen ist typischerweise eine feine Diskretisierung,
deutlich unterhalb der Wellenldnge, notwendig. Damit geht eine entsprechend feine Darstellung des
Feldes einher. Variationen auf Skalen unterhalb der Wellenldnge entsprechen aber Raumfrequenzen,
die sich bei einer weiteren Propagation im Freiraum evaneszent verhalten, sind also fiir die
Berechnung des Fernfeldes bedeutungslos. In diesem Abschnitt wird betrachtet, wie die grofie
Informationsmenge der hochaufgelosten Darstellung des Nahfeldes reduziert werden kann, ohne
dass fiir das Fernfeld relevante Informationen verloren gehen. Zur Vereinfachung der Notation
wird hier der 1D-Fall analysiert. Fiir die entsprechenden 2D-Formeln wird jeweils auf den Anhang

verwiesen.
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4.1.1 Polynomielle Beschreibung des Nahfeldes

Es wird ein 1D-Element betrachtet, das invariant in y-Richtung ist und durch eine Brechungsin-
dexverteilung n(z, z) im Bereich 0 < z < d beschrieben werden kann, wéhrend der Raum fiir z < 0
und z > d homogen ist. Unter Einfall einer ebenen Welle aus dem Bereich z < 0 ergibt sich ein
bestimmtes Feld an der Position z = d. Jede Komponente dieses elektrischen bzw. magnetischen
Feldes lasst sich als skalares Feld u(x) beschreiben, welches fir jeden Pixel m der GroBe p durch

Legendre-Polynome [106] bis zum Grad N approximiert werden kann:

u(z) ~ ilmij (W) : fir <m - ;) p<z< (m + ;) D, (4.1)

vergleiche Abschnitt A.1.3.1 im Anhang. Dabei werden die jeweiligen Koeffizienten durch

lmj = 2‘7;_ 1/1u ((m + Z) p) L;(z") da (4.2)

bestimmt. Da die Legendre-Polynome auf dem Intervall [-1,1] ein Orthogonalsystem bilden, hangen

die Koeffizienten [,,; nicht vom maximalen Grad ab. So kann durch das Hinzufiigen weiterer
Polynome eine bessere Approximation erlangt werden, ohne die bisherigen Koeffizienten neu
berechnen zu miussen. Indem die Approximation fir alle Pixel des Elementes separat durchgefiihrt
wird, lasst sich das Feld stiickweise als Polynom beschreiben, sodass das gesamte Feld mithilfe

weniger Koeffizienten je Pixel dargestellt werden kann.
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Abb. 4.1: Realteil (a) und Imaginarteil (b) des simulierten Feldes hinter einem 1D-Element und

zugehorige Polynomapproximationen fir N, = 0,1, 2.

Wie Abb. 4.1(a) zeigt, wird der Verlauf des Feldes mit steigendem Polynomgrad zunehmend
besser approximiert. Hier lasst sich bereits fir N;, = 2 kaum noch ein Unterschied zum nicht
approximierten Feld feststellen. Im Allgemeinen hiangt die Anzahl der notwendigen Polynome
vom Verhéltnis zwischen Pixelgrofie und Wellenldange p/Ag ab, siehe Abschnitt 4.1.2. In Abb. 4.2
wird ein direkter Vergleich des berechneten und approximierten Feldes eines 2D-Elementes fiir

N, = 2 dargestellt. Es ist gut zu erkennen, dass das Feld allgemein gut approximiert wird und
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4.1 Approximation des Fernfeldes

nur in den Bereichen, wo aufgrund von Materialgrenzen starke Amplitudenvariationen auftreten,
groffere Abweichungen vorkommen. Diese sind jedoch meist kleinrdumig und verhalten sich bei

der weiteren Propagation evaneszent.

-2-10 1 2

Abb. 4.2: Struktur eines Effektiv-Index-CGHs (a), Amplitude des Feldes hinter dem Element
gemafl BPM-Simulation (b), Amplitude und Phase der zugehorigen Polynomapproxi-

mation fir N, = 2 (¢,d), Betrag der Differenz zwischen Simulation und Approximation

(e).

Fir die im néchsten Abschnitt geschilderte Projektion ins Fernfeld wird die Approximation

mithilfe von Standardpolynomen,

ks —mp\’ 1 1
zzcmj<x mp) , fur (m—2>p§x§(m+2)p, (4.3)

j=0 p

ausgedriickt, um eine einfachere Darstellung zu erreichen. Die Koeffizienten [,,; und c,,; konnen

auf eindeutige Weise ineinander umgerechnet werden, siehe Abschnitt A.1.3.2 im Anhang.

4.1.2 Superposition des Fernfeldes

In Abschnitt 2.3.2 wurde die Ausbildung des Fernfeldes nach einem CGH erldutert. Dabei wurde
von einem konstanten Feld hinter jedem Pixel ausgegangen. In Verallgemeinerung von Gl. (2.63)

wird das Feld hinter jedem Pixel hier als Polynomapproximation

u(z) = ]Ngo “]g Cmjol@ — mp)] x (;)j rect (i)] * Kzfjoo So(x — KMp),  (4.4)

beschrieben, wobei das gesamte Element aus M Pixeln wiederum periodisch fortgesetzt wird. Zur

Bestimmung des Fernfeldes wird die F'T dieses Ausdrucks verwendet:

=50 e ()

Dafiir nutzt man aus, dass Monome wie 2/ durch die FT in j-te Ableitungen der sinc-Funktion,

K=—00

ii:cmﬂo(kx— Z 0o (k —M>] . (4.5)

sinc | {ibergehen. Die Koeffizienten C,; ergeben sich durch die diskrete F'T der ¢, fir j =
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4 Analyse der optischen Funktion durch Polynomapproximation

0,...,Ny. Eine detaillierte Herleitung und die Darstellung fiir den 2D-Fall werden im Anhang,
Abschnitt A.2.1.3, wiedergegeben.

Die resultierende Abweichung des mittels Legendre-Polynomen approximierten Nahfeldes eines
2D-Elementes ist in Abb. 4.3(a) in Abhéngigkeit von Ny, fiir verschiedene Werte des Verhéltnisses
p/ Ao dargestellt, hier jedoch fiir 2D-Elemente, basierend auf dem in Abschnitt 4.2.3 geschilderten
Datensatz. Als Maf§ wird dabei die Standardabweichung (sd) der Differenz up = u — ug aus

approximiertem und simuliertem Feld ug genutzt:

sd(up) = J}Vz ju(a.y) — 5l (4.6

m7y

wobei N die Gesamtzahl der Feldpunkte und wp das arithmetische Mittel iiber das gesamte
Element darstellt. Es ist klar zu erkennen, dass mit einem kleinen Polynomgrad Felder hinter
kleineren Pixeln besser approximiert werden, da das Feld hier innerhalb eines Pixels weniger
variiert. In allen Fallen nimmt die Abweichung mit zunehmendem Polynomgrad deutlich ab. Vor
allem bei dem kleinen Verhéaltnis von 1/4 wird diese Abnahme zunehmend schwécher, da hier

Diskontinuitaten an Materialgrenzen das Feld dominieren.

Fir die Analyse von CGHs ist insbesondere das Fernfeld von Interesse. Propagiert man
die berechneten Koeffizienten der Elemente des Datensatzes ins Fernfeld, kann ebenfalls die
Standardabweichung zum Ergebnis der Simulationsdaten bestimmt werden, sieche Abb. 4.3(b).
Es zeigt sich, verglichen mit dem Nahfeld, eine deutlich schnellere Abnahme der Abweichung
mit zunehmendem Polynomgrad, was den evaneszenten Charakter der Abweichungen im Nahfeld

bestéatigt. Fiir geringere Pixelgrofien ist die Abweichung wiederum tendenziell geringer.
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Abb. 4.3: Konvergenz der Approximation bei verschiedenen Verhéltnissen von p/\, (siehe Legende)

fir ein 2D-Element im Nahfeld (a) bzw. Fernfeld (b).
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4.2 Bestimmung der Polynomkoeffizienten
4.2 Bestimmung der Polynomkoeffizienten

Mit der im vorherigen Abschnitt geschilderten Vorgehensweise kann das Fernfeld eines Elements
auf Basis von Polynomkoeffizienten fiir das Feld nach den einzelnen Pixeln dargestellt werden. Diese
Koeffizienten lassen sich auf effiziente Weise direkt aus den entsprechenden Strukturparametern

der Pixel berechnen, wie in diesem Abschnitt dargelegt wird.

4.2.1 Idee der Approximation

Beispielhaft soll hier das Feld hinter einem auf Effektiv-Index-Strukturen basierenden CGH bei
homogener Beleuchtung betrachtet werden. Dieses besteht aus einer regelméfiigen Anordnung
von Subwellenléngenstrukturen. Die Struktur in jedem Pixel lasse sich durch einen einzelnen
Parameter beschreiben, beispielsweise den Fullfaktor f € [0, 1]. Dabei bietet es sich an, den in GI.
(3.23) eingefiihrten Flichenfullfaktor zu verwenden. Dann kann das Feld hinter dem gesamten
Element als Funktion dieser Fiillfaktoren dargestellt werden. Es ist naheliegend, dass das Feld
bei einem gewissen Pixel nicht von der Struktur des gesamten Elementes abhéngig ist, sondern
nur von einer gewissen Umgebung. In Abb. 4.4 ist dargestellt, dass dhnliche lokale Strukturen zu
ahnlichen Feldern fithren. Anstatt die genaue Feldverteilung hinter einem Pixel zu betrachten,
wird die Bestimmung der entsprechenden Legendre-Koeffizienten der Polynomapproximation
angestrebt. Da die Legendre-Polynome orthogonal sind, kénnen die Koeffizienten fiir jede Ordnung
separat bestimmt werden. Fiir ein 1D-CGH entspricht das der Suche nach einer Funktion Fj,
sodass sich der Koeffizient /,,,; eines Pixels m aus den Fiillfaktoren (fy,—p, fim—p+1s-- - fm+p) i

dessen Umgebung approximieren lésst:

lmj = F; (f—pDs -+, fm+D) - (4.7)

Darin enthalten ist die Annahme, dass die Fiillfaktoren der Pixel, die weiter als D Positionen
entfernt sind, keinen Einfluss auf den Koeffizienten haben. Als Ansatz zur Bestimmung von Fj
wird ein lineares Modell gewahlt, d.h. es wird versucht, F; als Polynom in Abhéngigkeit der
Fillfaktoren darzustellen. Neben den einfachen Fiillfaktoren erlauben dabei héhere Ordnungen,
also Terme wie f3 die detaillierte Nachbildung der Zusammenhinge, wihrend Produkte, wie
fmfm+1 die Modellierung der Wechselwirkung zwischen benachbarten Pixeln ermoglichen. Die
Koeffizienten der einzelnen Terme werden mittels linearer Regression aus einem Trainingsdatensatz
bestimmt. Dadurch erhélt man jene Koeffizienten, die zur geringsten quadratischen Abweichung
zwischen simuliertem und vorhergesagtem Feld fiir die Trainingsdaten fiihren. Ob mit dem Modell
sinnvolle Vorhersagen moglich sind, hangt vor allem davon ab, welche Terme in der Regression
beriicksichtigt werden, siche den folgenden Abschnitt. Die Giite des Modells kann mithilfe eines

von den Trainingsdaten unabhangigen Testdatensatzes tiberpriift werden.
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4 Analyse der optischen Funktion durch Polynomapproximation
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Abb. 4.4: Struktur (a), Amplitude (b) und Phase (c) eines Effektiv-Index-Elements. Bereiche mit
dhnlichen Strukturen in den umgebenden Pixeln sind jeweils mit gleichfarbigen Kreisen

gekennzeichnet. Die Achsen zeigen die Grofie in pm.

4.2.2 Auswahl von Regressionsparametern

Die zur Beschreibung des Nahfeldes genutzten Legendre-Polynome besitzen eine definierte Paritét,

d. h. sie sind entweder gerade oder ungerade:
Lj(—z) = (=1)L;() . (4.8)

Diese Eigenschaft nutzt man aus, um die fiir die Regression niitzlichen Terme auszuwéahlen.
Angenommen, man invertiert die Verteilung der Fiillfaktoren am Zentrum des Pixels m, so werden

sich die jeweiligen Koeffizienten gemafl ihrer Paritat verhalten:

Fy (fmsns -+ fm-p) = (=1 F; (fm-D, -+ fmnsD) - (4.9)

In dieser Form ist die Gl. fiir die jeweilige transversale Komponente in TE- und TM-Polarisation
glltig. Betrachtet man die anderen Komponenten, éndert sich der Faktor der rechten Seite
gegebenenfalls zu (—1)7T! siche Abschnitt 4.3.4. Zur Erfiillung der Paritét in der angegebenen
Form miissen die Parameter f,,_4 und f,,.q4 bei geradem j stets auf gleiche Weise beriicksichtigt
werden, bei ungeradem j dagegen stets mit umgekehrtem Vorzeichen. Das sollte bei der Erstellung

des Modells inhérent beriicksichtigt werden, indem man die (anti-)symmetrisierten Parameter

’sl,d = fim—a+ fmra—1, r(rlz,d = fmt+d = fm—d ; fird=0,...,D, (4.10)

verwendet. Dabei kennzeichnet s die symmetrischen, a die antisymmetrischen Terme. Die Aus-

driicke sind dabei so konstruiert, dass f?

s fa € [—1,1]. Dadurch verringert sich die Korrelation

zwischen den einzelnen Parametern, was die Berechnung der Regression numerisch stabiler macht.
Produkte und Potenzen dieser Parameter konnen in Multi-Index-Schreibweise ausgedriickt werden:

(.ffn,D)e = H ( ;,d)ed ) (ffiq,,p)e = H ( gm,d)ed J (4.11)
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4.2 Bestimmung der Polynomkoeffizienten

wobel fr p = (frmo - Jop) Fop = (frmas-- - o) € = (€5, .. ep) und e = (ef, ... ep)
fir eg/ > € N. Es ist stets f2, = 0, weshalb dieser Term ausgelassen wird. Ein Produkt aus
symmetrischen Termen ist wiederum symmetrisch, wahrend die Paritat eines Produktes aus
asymmetrischen Termen von den Exponenten e® abhéngt. Zur Unterscheidung wird eine Paritats-
funktion p festgelegt:

D a

p(e?) i= T (~1) = (—1)Za=i €a . (4.12)

Mo

d=1

Trotz Beachtung der Paritdt und mit der Beschrankung auf einen begrenzten Abstand gibt
es noch unendlich viele Terme, die im Modell beriicksichtigt werden konnten. Um deren Zahl
zu begrenzen, wird ein Termgewicht eingefiithrt, welches einem Term in Abhéngigkeit seiner
Exponenten eine Zahl zuordnet. Fir das lineare Modell werden dann alle Terme mit einem
Termgewicht unterhalb einer festzulegenden Schranke W verwendet. Fiir die Definition des
Termgewichtes wird angenommen, dass der Einfluss der Fiillfaktoren in der Umgebung mit
steigendem Abstand abnimmt. Daher erhalten der zentrale Pixel und direkte Nachbarn geringere
Gewichte und koénnen infolgedessen mit hoheren Potenzen berticksichtigt werden als weiter

entfernte. Das Termgewicht wird in Abhéngigkeit der Exponenten als

D
w(e®) =Y ei(1+d), Z e4(1+d) (4.13)

d=0 d=1
definiert. Die Wahl dieser Definition ist heuristisch und ohne Anspruch, optimal zu sein. Im
Rahmen der Untersuchungen zur Entwicklung der PFA, erwies sie sich allerdings im Allgemeinen
als sinnvolle Wahl. Damit kann nun das lineare Modell formuliert werden: Darin werden alle
Terme aus Kombinationen der benachbarten Fiillfaktoren bis zu einem Abstand D berticksichtigt,

deren Termgewicht hochstens W betragt:

S a

F(fopfon)= X Ber e (Fun)” (Fon)” (4.14)
e e

Dabei sind e® € NPT e® € NP, Das Vorzeichen fiir die Paritit muss dabei zur Paritat von F}
gewahlt werden. Die Summe ist endlich, da aufgrund der Definition der Gewichtungsfunktion stets
0< ef/ * < W gilt. Die Koeffizienten [3¢s ca lassen sich mithilfe linearer Regression bestimmen. Die
Verallgemeinerung auf zwei Dimensionen ist in Abschnitt A.2.3.1 im Anhang angegeben, neben

einigen Beispielen fiir die auf diese Weise konstruierten Terme in Abschnitt A.2.3.2.
Wenn das zu analysierende Element eine rein bindre Struktur hat, d.h. f,, € {0,1} und
fsl/ 5 = +1, reduziert sich die Zahl der in der Summe von Gl. (4.14) zu beriicksichtigenden Terme

weiter, da bestimmte Terme nicht linger unabhéngig sind, z. B. ist stets ( fa/ 2 =1
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4 Analyse der optischen Funktion durch Polynomapproximation

4.2.3 Berechnung der Modell-Parameter

Um ein lineares Modell in der geschilderten Weise erstellen zu konnen, miissen Trainingsdaten
generiert werden. Dazu werden zuféllige Verteilungen erzeugt, die aus den gleichen Strukturen
zusammengesetzt sind, wie die spéater zu analysierenden Elemente. Beispielsweise werden fiir
die Analyse eines Effektiv-Index-CGHs bestehend aus Npg verschiedenen Basiszellen mit den
zugehorigen Fillfaktoren zuféllige Verteilungen dieser Ng verschiedenen Fiillfaktoren erzeugt,
wahrend Wellenlédnge, Strukturtiefe und Grofle der Zellen fest sind. Dabei kénnen mehrere
einzelne Elemente anstelle eines grofien genutzt werden, solange jedes grof§ genug ist, um die
volle Reichweite der Wechselwirkungen zu berticksichtigen, d. h. in den transversalen Dimensionen
mind. 2D + 1 Pixel enthalt. Damit das Modell spater sinnvolle Vorhersagen treffen kann, miissen
die Trainingsdaten ahnliche Verteilungen wie das zu analysierende Element enthalten. Dazu
konnen z. B. Teile der Verteilungen in den Trainingsdaten geglattet werden, damit Bereiche mit
nur gleichen oder ahnlichen Fiillfaktoren in der Nachbarschaft enthalten sind, was bei einer rein
zufalligen Auswahl unwahrscheinlich ist. Mit welchem Verfahren die Strukturen der Trainingsdaten
simuliert werden, ist unerheblich. Fiir die vorgestellten Anwendungen wurde meist die BPM
aufgrund der geringen Rechenzeit genutzt, wihrend in den Abschnitten 4.3.3 und 4.3.4 die FDTD
zur Analyse hochbrechender Strukturen bzw. zum Vergleich der Genauigkeit verwendet wurde. Das
simulierte Feld hinter jedem Pixel wird gemafl Gl. (4.1) durch Legendre-Polynome approximiert.

Als Ergebnis der Simulation seien die Legendre-Koeffizienten als jeweils ein Vektor I; =
(lijy -, larj) T zu den Filllfaktoren f = (fi,..., far)" gegeben, wobei M die Gesamtzahl aller
simulierten Pixel ist und separate Elemente gegebenenfalls nacheinander aufgefithrt werden. Dazu
konstruiert man eine M x Ng-Matrix f aus den Fillfaktoren, die in jeder Zeile alle Nk fiir einen
Pixel m konstruierten Terme gemafl Gl. (4.14) enthélt, z. B. fur gerade Paritét

Uh e (F) (F0)S
f=1: : : : (4.15)

e’ e’
U (Fun) (Fiun)
Dann lasst sich das lineare Modell als Matrixgleichung

L,=FfB+e (4.16)

schreiben, mit den Modellkoeffizienten 8 = (..., fBes ea,...) und einem Residuum €. Bestimmt

man die Modellkoeffizienten geméfl einer linearen Regression als
AT\ L AT
B=(17) ', (417

so wird das Residuum, genauer die Summe seiner Quadrate S-%_, |¢,,|?, minimiert, d. h. man erhlt

die bestmogliche Approximation von I; durch FB im Sinne der quadratischen Abweichung [107].
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4.2 Bestimmung der Polynomkoeffizienten

Dabei ist ]”T}’ nur invertierbar, wenn die gemafl Gl. (4.14) gebildeten Terme linear unabhéngig
sind. Im 2D-Fall ist die Vorgehensweise analog, indem die Fiillfaktoren und Legendre-Koeffizienten
der untersuchten Elemente jeweils als eindimensionale Vektoren geschrieben werden und bei der

Konstruktion der Matrix }‘ auf eine korrekte Sortierung der entsprechenden Terme geachtet wird.

Das auf diese Weise berechnete Modell ist zwar optimal fiir den spezifischen Datensatz und
die ausgewéhlten Terme, aber damit ist nicht garantiert, dass es sich auf unbekannte Elemente
sinnvoll anwenden lésst. Insbesondere besteht die Gefahr einer Uberanpassung, d.h. das Modell
kann tatsachlich die in den Trainingsdaten enthalten Elemente hervorragend approximieren, liefert
aber im Allgemeinen keine guten Ergebnisse, weil die ermittelten Koeffizienten eher spezielle
Strukturen der Trainingsdaten als physikalische Abhédngigkeiten widerspiegeln. Das geschieht
typischerweise, wenn sich die Anzahl der Modellkoeffizienten der Anzahl der in den Trainingsdaten
enthaltenen Pixel nahert. Dementsprechend sind fiir die Erzeugung eines Modells mit vielen
Koeffizienten mehr Trainingsdaten erforderlich. Zur Abschétzung der Qualitat des Modells wird
zusatzlich zum Trainingsdatensatz ein Testdatensatz erzeugt, der eine ahnliche Verteilung der
Strukturen aufweist. Als Maf fiir die Bewertung des Modells wird die Standardabweichung des
Residuums € genutzt. Berechnet man diese in Abhéngigkeit des maximalen Termgewichtes W
und der maximalen Distanz D, so nimmt sd(e) fiir wachsendes W bzw. D immer weiter ab,
da immer mehr Koeffizienten fiir das Modell angepasst werden kénnen. Dagegen beobachtet
man fiir das Residuum der Testdaten € = l;- — f’ﬂ zunachst ebenfalls eine Abnahme, bis ein
Minimum erreicht ist. Dariiber hinaus fithren weitere Terme nicht zu einer Verbesserung des
Modells, sondern approximieren nur den Trainingsdatensatz besser. Um ein moglichst genaues
Modell zu erhalten, sind die Parameter D und W nahe an diesem Optimum zu wéhlen. Legt man
sie dagegen auf geringere Werte fest, so verringert sich die Rechenzeit, gegebenenfalls ohne die

Genauigkeit deutlich zu verschlechtern.

Zur Ilustration der geschilderten Abhéngigkeit wurden ein Trainingsdatensatz mit 64 Elementen
aus 20 x 20 Pixeln, sowie ein Testdatensatz mit 64 Elementen aus 10 x 10 Pixeln erstellt. Die
Elemente enthalten jeweils zehn Arten von Effektiv-Index-Strukturen in Quarzglas, vgl. Abschnitt
3.2.1. Diese wurden zufallig auf die quadratischen Pixel verteilt. Neben voll und nicht abgetragenen
Pixeln sind dies quadratische Sdulen bzw. Locher mit Seitenlangen von 1/3,1/2,7/12 oder 2/3 der
Pixelgrofle p bei einer Hohe von 975 nm. Fiir verschiedene Pixelgrofien wurden separate Datensatze
angelegt, wiahrend die Wellenldnge von Ay = 500nm festgehalten wurde. Zur Simulation der
Elemente wurde die BPM unter Nutzung der in Tab. A.9 im Anhang angegebenen Parameter
verwendet. In Abb. 4.5(a) ist zu erkennen, dass der Verlauf der Standardabweichung fiir Trainings-
und Testdaten zundchst nahezu identisch ist, bis fiir die Testdaten etwa bei W = 10 ein Optimum
erreicht ist und sie im weiteren Verlauf wieder ansteigt. Das erreichte Minimum sinkt fiir gréere

Distanzen D, sodass man davon ausgehen kann, dass hier auch Pixel in einem Abstand von 4 noch
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Abb. 4.5: Standardabweichung des Residuums der Testdaten sd(€’) (durchgezogen) und Trainings-
daten sd(e) (gestrichelt) fur den Koeffizienten 1oy in Abhéngigkeit des Termgewichtes
W und maximalen Abstandes D fiir verschiedene Verhéltnisse p/)¢ (a,d-f), Verhalten
der Standardabweichung bei Reduktion des Datensatzes auf die Hélfte bzw. ein Viertel
der Eintréage (b,c).

einen merklichen Einfluss auf das Nahfeld haben. Reduziert man die Menge der Trainingsdaten
auf die Halfte bzw. ein Viertel (b,c), so ist das Minimum gréBer und wird fiir ein kleineres W und
damit eine geringere Zahl an Koeffizienten erreicht. Fiir grofiere Pixelgrofien (d-f) fallt auf, dass die
Unterschiede beziiglich der Distanz abnehmen, d. h. innerhalb der Reichweite der Wechselwirkungen
liegen weniger Pixel. Zudem wird das erreichte Minimum an sich kleiner. Demzufolge lassen sich
die Koeflizienten mit weniger Parametern und genauer abschétzen, allerdings muss in diesem Fall
der maximale Polynomgrad N eventuell erhoht werden, vgl. Abb. 4.3.

Aus den approximierten Koeffizienten der Testdaten wurden das Nah- und Fernfeld der jeweiligen
Elemente berechnet und mit den jeweiligen Simulationsergebnissen verglichen, sieche Abb. 4.6.
Dabei wurden die Parameter der PFA fiir die verschiedenen Pixelgroflen stets im Bereich des
Optimums gewéhlt und zwar als D =4,4,2,1 bzw. W = 9,10, 13, 20 fiir aufsteigende Pixelgrofie.
Mit Ny = 0 zeigt sich wie in Abb. 4.3 eine geringere Abweichung bei kleineren Pixelgrofien. Mit
steigendem Ny, verbessert sich zwar die Approximation, allerdings nur geringfiigig und umso
weniger, je kleiner die Pixel sind. Die Ursache hierfiir sind die Abweichungen des Modells bei
Koeffizienten geringer Ordnung, v.a. lgg. Diese konnen durch andere Ordnungen nicht ausgeglichen

werden. Bei grofieren Pixeln sind die Abweichungen der einzelnen Ordnungen tendenziell geringer
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Abb. 4.6: Abweichung des mittels der PFA bestimmten Nahfeldes (a) bzw. Fernfeldes (b) in
Abhéangigkeit des verwendeten Polynomgrades Ny, fir verschiedene Verhéltnisse p/Ao.

und hohere Ordnungen spielen eine starkere Rolle, sodass sich hier am ehesten eine Reduktion der
Abweichung fiir ein hoheres Ny, ergibt. Im Fernfeld tritt dieses Zusammenspiel noch deutlicher
zutage: Es wird mafigeblich durch die 0. Ordnung beeinflusst, sodass sich jenseits von N = 2
kaum noch eine Verbesserung erzielen lasst. Das Fernfeld von Elementen mit grofleren Pixeln

kann tendenziell besser approximiert werden.

4.3 Anwendungsbeispiele

Die PFA wurde in Python implementiert. Die folgenden Beispiele demonstrieren ihre Anwen-
dung zur Analyse von CGHs basierend auf Effektiv-Index-Strukturen. Zur Berechnung der
2D-Phasenprofile wurde ein gewohnlicher IFTA verwendet. Diesem wurde geméfl der LPA eine
Struktur zugeordnet, wobei der Fiillfaktor jedes Pixels so gewdhlt wurde, dass er eine gute Appro-
ximation der gewiinschten Phase erzielt. Zur Simulation der Trainingsdaten wurde die in Kap. 3
beschriebene BPM benutzt und fiir den Vergleich zu rigorosen Ergebnissen die kommerzielle

Software Lumerical FDTD.

Mit dem ersten Beispiel, einem aufleraxialen Strahlteiler, soll demonstriert werden, wie die
Wechselwirkung benachbarter Pixel mit zunehmendem Ablenkwinkel stérker wird. Dieser Effekt
lésst sich mit der PFA beschreiben, im Gegensatz zur LPA. Das zweite Beispiel, ein CGH
zur Projektion eines Gittermusters, soll vor allem die Anwendbarkeit der PFA auf sehr grofie
Simulationsgebiete deutlich machen. Im dritten Beispiel werden Trainingsdaten mittels der FDTD
erzeugt, sodass die Simulation eines Elementes mit hochbrechenden Strukturen erméglicht wird.
Abschlieend wird ein Strahlteiler mit grofien Ablenkwinkeln mithilfe verschiedener Methoden

analysiert, um Aussagen tiber deren Genauigkeit zu gewinnen.
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4 Analyse der optischen Funktion durch Polynomapproximation

4.3.1 AuBeraxialer Strahlteiler

Fir das Design eines Strahlteiler-CGHs wurde zunéchst durch einen Standard-IFTA mit Am-
plitudenfreiheit, siehe Iterationsschritt 2a aus Abschnitt 2.3.3, ein Phasenprofil mit 100 x 100
Pixeln fiir einen 11 x 11-Strahlteiler errechnet, welcher das einfallende Licht gleichméfig in die
Ordnungen m,,, = —5,...,5 beugen soll. Dabei wurde Amplitudenfreiheit fiir alle Beugungs-
ordnungen auflerhalb eines zentralen Bereiches von 17 x 17 Ordnungen genutzt. Anschliefend
wurde ein lineares Profil zu der ermittelten Phase addiert. Dieses fithrt zu einer Verschiebung der
Fourier-Transformierten, d. h. im Fernfeld lésst sich eine zuséatzliche Ablenkung aller Ordnungen
beobachten. Im Rahmen der LPA ergibt sich damit fiir beliebige Ablenkwinkel ein geeignetes
Phasenprofil. Tatsédchlich fihrt die zusétzliche Ablenkung aber zu stirkeren Unterschieden in
der Phase benachbarter Pixel, wodurch der Einfluss von Kopplungseffekten zunimmt und die
optische Funktion des Elementes gestort wird. Durch Variation des Ablenkwinkels konnen die

Auswirkungen der Kopplung gezielt verdndert und untersucht werden.

Das CGH wurde fiir eine Wellenlédnge von 633 nm ausgelegt. Es besteht aus 100 x 100 Pixeln
mit einer Grofe von 400 x 400 nm?, hat also eine Gesamtgrofie von 40 x 40 pm?. Verschiedene
Phasenstufen werden mithilfe von effektiven Medien erzeugt, wie in Abschnitt 3.2.2 beschrie-
ben. Die Quarzglasstrukturen haben eine Hohe von 1,385 pm, entsprechend einem maximalen
Phasenunterschied von 27. Zwischenwerte werden durch quadratische Sdulen bzw. Locher mit
Seitenldngen von 80, 120, 160, 180, 200, 220, 240, 260 bzw. 280 nm erreicht. Auf diese Weise kénnen
20 naherungsweise dquidistante Phasenstufen erzeugt werden, die mithilfe der BPM berechnet

wurden.

Fir die Berechnung der PFA-Trainingsdaten wurden 64 zufillige CGHs mit 20 x 20 Pixeln
erzeugt, wobei die Verteilungen unterschiedlich stark geglattet wurden. Deren Nahfeld wurde
mittels der BPM unter Verwendung der in Tab. A.9 im Anhang angegebenen Parameter berechnet.
Fir die Auswahl der Terme wurde eine maximale Distanz von D = 4 und ein maximales
Termgewicht von W = 11 genutzt. Dann enthélt das lineare Modell fiir 2D, s. Gl. (A.110) im
Anhang, fiir jeden Legendre-Koeffizienten 4386, 3878 bzw. 3490 Terme, je nach dessen Paritét in
x- bzw. y-Richtung.

Mit zunehmendem Ablenkwinkel konnen verschiedene Effekte beobachtet werden, siehe Abb.
4.7: Das Fernfeld eines idealen IFTA-Phasenprofils wird durch eine lineare Phase ausschlief3lich
verschoben. In Abhéngigkeit des Ablenkwinkels &ndert sich zwar die Zuordnung der Strukturen
zu den Pixeln, aber im Wesentlichen bleibt die gewiinschte Intensitétsverteilung erhalten. Somit
beobachtet man im Rahmen der LPA ebenfalls hauptsichlich eine Verschiebung im Fernfeld (a-c).
Unter Beachtung der sinc-Modulation aus Gl. (2.64) wird das Fernfeld von einer zunehmenden
Abschwichung der hoheren Ordnungen tiberlagert. Dieser Effekt kann im Rahmen des IFTA durch

eine Vorkorrektur der Zielverteilung beriicksichtigt werden und stellt keinen spezifischen Nachteil
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Ablenkwinkel 0° Ablenkwinkel 25,1° Ablenkwinkel 45,0°
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PFA
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0,000 0,002 0,004 0,006

Abb. 4.7: Intensitatsverteilung im Fernfeld fiir ein Strahlteiler-CGH mit verschiedenen Ablenkwin-
keln fir die zentrale Beugungsordnung (von links nach rechts), gemafl der Berechnung
mittels LPA (a-c), PFA (d-f) bzw. BPM (g-i). Die Achsenbeschriftungen kennzeichnen
die Beugungsordnungen. Die eingefiigten Diagramme zeigen jeweils einen Ausschnitt
von 10 x 10 Pixel aus dem Phasenprofil (oben links) und der Struktur (unten rechts)

mit Liangenangaben in pm. Die Zahlenwerte geben die Intensitat in der 0. Ordnung an.

der LPA dar. Unter Verwendung der PFA konnen allerdings weitere Effekte bei zunehmendem
Ablenkwinkel beobachtet werden: die 0. Ordnung wird verstirkt und die Homogenitit der
Nutzordnungen reduziert, wiahrend die Intensitat in den dazu punktsymmetrischen Ordnungen
steigt (d-f). Alle diese Effekte weisen eine hohe Ubereinstimmung zu einer entsprechenden BPM-
Simulation auf (g-1).

Als Ma#B fiir einen quantitativen Vergleich der simulierten Fernfelder wird die Korrelation geméf

Gl. (3.25) genutzt, allerdings unter Berticksichtigung aller Ordnungen. Die Ergebnisse sind in Tab.

67



4 Analyse der optischen Funktion durch Polynomapproximation

4.1 zusammengefasst. Sie zeigen, dass die Genauigkeit der LPA mit zunehmendem Ablenkwinkel
deutlich abnimmt, wahrend es fiir die PFA lediglich zu einer leichten Verschlechterung kommt.
Vergleicht man die Abhéngigkeit der PFA vom maximalen Grad der Polynome Ny, so sieht man
eine deutliche Verbesserung fiir Ny = 1 gegeniiber N, = 0. Die Erweiterung auf N; = 2 erhoht
die Genauigkeit dagegen nur geringfiigig. In Abb. 4.7 sind die Ergebnisse fiir N, = 2 dargestellt.

Tab. 4.1: Betrag der Korrelationskoeffizienten fiir die Simulationsergebnissen von LPA und BPM
bzw. PFA und BPM. Die Resultate der PFA werden nach dem maximalen Grad der
Polynomapproximation N unterschieden. Der angegebene Ablenkwinkel bezieht sich

jeweils auf die zentrale Beugungsordnung.

Ablenkung LPA PFA N, =0 PFAN,=1 PFA N, =2

0,0° 0,923 0,989 0,995 0,995
8,1° 0,879 0,981 0,994 0,995
16,4° 0,800 0,969 0,991 0,993
25,1° 0,700 0,951 0,986 0,988
34,5° 0,590 0,946 0,986 0,988
45,0° 0,414 0,948 0,986 0,988

Beziiglich der Winkelabhéangigkeit zeigen die Ergebnisse das erwartete Verhalten: fiir kleine
Ablenkwinkel kann das Fernfeld durch die LPA mit einer gewissen Genauigkeit ermittelt werden,
siche Abb. 4.7(a,d,g). Daher ist sie in diesem Fall zur Berechnung von CGHs geeignet. Mit
zunehmendem Ablenkwinkel sind jedoch lokal stirkere Anderungen der Phase notwendig und die
Giiltigkeit der LPA nimmt ab, sodass genauere Verfahren zur Bestimmung des Fernfeldes notig

werden. Die PFA kann dabei die Ergebnisse der BPM nahezu reproduzieren.

4.3.2 Gitterprojektion

Die hier untersuchten CGHs projizieren jeweils ein quadratisches Gitter ins Fernfeld. Sie unter-
scheiden sich in der Anzahl der Pixel bzw. der Gesamtgrofie einer Einheitszelle. Bei einer grofleren
Anzahl der Beugungsordnungen kénnen die Gitterlinien mehr einzelne Punkte enthalten, sodass
sie gleichméfBiger erscheinen. Ein derartiges Element kann mithilfe eines klassischen IFTA unter
Nutzung der LPA berechnet werden, allerdings unter Vernachlassigung der Kopplungseffekte
benachbarter Pixel. Zu deren Analyse sind (semi-)rigorose Verfahren notwendig, die entsprechend
enorme Rechenkapazitaten benotigen. Dieses Problem kann durch die schnellen und prézisen
Fernfeldprojektionen der LPA umgangen werden.

Fiir das Fernfeld des CGHs wurde eine symmetrische Intensitdtsverteilung gemafi Abb. 4.8(k,1)

angestrebt, wobei dort nur der erste Quadrant abgebildet ist. Das Design ist fiir eine Wellenldnge
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von H32nm ausgelegt. Die sinc-Modulation wurde in der Zielverteilung berticksichtigt, siehe
Gl. (5.4). Zur Berechnung der Phasenfunktion wurde wie im vorherigen Beispiel ein klassischer
IFTA genutzt, wobei Amplitudenfreiheit aulerhalb des Gitterbereiches verwendet wurde. Der
Ablenkwinkel der hochsten genutzten Beugungsordnungen betragt 39,7° in horizontaler und
vertikaler sowie 64,5° in diagonaler Richtung. Die betrachteten Elemente haben eine Pixelgrofie
von 300 x 300 nm? und nutzen, wie im vorigen Abschnitt, eine Kombination von quadratischen
Saulen und Lochern auf einem Quarzglassubstrat zur Realisierung verschiedener Phasenstufen.
Die Seitenlangen der Strukturen sind 100, 140, 180 bzw. 200 nm. Thre Hohe betragt jeweils 1,04 pm.
Im Folgenden werden Ergebnisse fiir Elemente mit Grofien von 25 x 25 Pixeln (7.5 x 7,5 pm?) bis
zu 1600 x 1600 Pixeln (480 x 480 pm?) prisentiert, wobei diese Einheitszellen stets periodisch

fortgesetzt werden.

Zur Berechnung der PFA wurde die gleiche Menge an Trainingsdaten wie im vorherigen Abschnitt
genutzt. Ebenso wurde die maximale Distanz D = 4 beibehalten, aber das zulassige Termgewicht
auf W =9 verringert. Dadurch reduziert sich Zahl der unabhangigen Terme des linearen Modells
auf 1093, 894 bzw. 751 in Abhéngigkeit von der Paritit der Koeffizienten. Mit dieser Festlegung
erlangt man eine héhere Geschwindigkeit der Berechnungen, wahrend die Genauigkeit leicht
abnimmt. Die Simulation der Trainingsdaten mittels BPM, siehe die Parameter in Tab. A.9 im
Anhang, bendtigte 360s und die Erstellung des Modells 8 s. Die angegebenen Laufzeiten beziehen
sich jeweils auf dasselbe System mit einer Taktung von 3,3 GHz und 16 Prozessoren, welche die

parallele Berechnung von jeweils 16 Elementen ermoglichten.

Das CGH mit der kleinsten Einheitszelle erzeugt zwar geméafl der LPA die gewiinschte Fern-
feldverteilung, siehe Abb. 4.8(a). Bei der Simulation mit praziseren Verfahren zeigen sich jedoch
deutliche Abweichungen vom angestrebten Verhalten (d,g,j), hier lasst sich das Gitter kaum er-
kennen. Die Simulationsparameter sind in Tab. A.9 im Anhang angegeben. Andererseits stimmen
die Ergebnisse von PFA, BPM und FDTD gut tberein, auch beziiglich der Intensitit in den
unerwiinschten Nebenordnungen. Mit einer grofleren Einheitszelle wird das Gitter im Fernfeld
deutlich besser erzeugt (b), aber in der Simulation mittels PFA bzw. BPM (e,h) ist die Intensitat
der Gitterlinien deutlich inhomogener als geméafl der LPA. An den Ecken des Gitters lasst sich
zudem eine Abschwichung beobachten. Diese wird nicht durch die sinc-Modulation bedingt,
welche im Design korrigiert wurde, sondern ist auf den stérkeren Einfluss benachbarter Strukturen
bei groBeren Ablenkwinkeln zuriickzufiihren. Hier zeigt sich ebenso eine hohe Ubereinstimmung
zwischen PFA und BPM. Ein Vergleich mit der FDTD wiirde zu viel Rechenzeit bendtigen. Bei
einer weiteren Erhohung der Pixelzahl (c,f,i) zeigen die Beugungsordnungen des Gitters fiir alle
Verfahren meist eine hohere Intensitéit als die Nebenordnungen. Zu beachten sind aber deutliche

Unterschiede zwischen einzelnen Nutzordnungen und Abschwéchungen an den Ecken.

Die Ergebnisse der PFA weisen eine hohe Korrelation von 0,987 zu denen der BPM auf, nahezu
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Abb. 4.8: Fernfeldintensitatsverteilung von CGHs zur Gitterprojektion mit Einheitszellen verschie-
dener Grofe (von links nach rechts), geméB einer Berechnung mittels LPA (a-c), PFA
(d-f), BPM (g-i) und FDTD (j); Zielverteilung (k,1), mit Amplitudenfreiheitsbereich
in hellblau. Die Achsenbeschriftungen kennzeichnen die Beugungsordnungen, bezogen
auf ein Element mit einer Auflésung von 400 x 400 Pixeln. Die eingefiigten Diagramme

zeigen einen Ausschnitt der Struktur von 10 x 10 Pixeln, mit Langenangaben in pm.
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unabhéangig von der Zahl der Pixel des CGH-Designs. Mit Werten von 0,50 ... 0,55 ist diese fiir die
LPA deutlich geringer. Fiir das kleinste Beispiel betrigt die Korrelation von PFA und BPM zur
FDTD 0,983 bzw. 0,991. Hiermit zeigt sich wiederum die hohe Genauigkeit der PFA, wahrend
die LPA starke Abweichungen mit sich bringt.

Tab. 4.2: Vergleich der Laufzeit verschiedener Algorithmen fiir unterschiedliche Gréien der CGH-
Einheitszellen. Fiir die FDTD wurden acht parallele Prozesse verwendet, ansonsten
jeweils ein einzelner. Zudem wird eine Abschéatzung des genutzten Arbeitsspeichers

angegeben. Die Werte in Klammern beziehen sich auf unterteilte Simulationsgebiete.

Grofle CGH Grofle Laufzeit Arbeitsspeicher Laufzeit Arbeitsspeicher Laufzeit
[Pixel] CGH [um] PFA [ PFA [GB] BPM [s] BPM [GB]| FDTD [s]

25%x25  T5XT5 0,2 <0,2 9.8 0,7 4019
50 x 50 15 x 15 0,6 <0,2 40,3 2,5
100 x 100 30 x 30 1,9 0,4 149 9,7
200 x 200 60 x 60 6,5 1,4 660 38,3
400 x 400 120 x 120 27,3 (1,8) 2870 (41,5)
800 x 800 240 x 240 109 (1,9)
1600 x 1600 480 x 480 440 (2,7)

Die Laufzeit der verschiedenen Berechnungsmethoden wird in Tab. 4.2 fiir verschiedene Gréfen
der Einheitszelle verglichen. Dabei wurde ausschliefllich fiir die FDTD eine Parallelisierung
genutzt. Bei der PFA und BPM wurde das Simulationsgebiet grofler Elemente zerlegt, um den
Speicherbedarf zu reduzieren. Falls ausreichend Arbeitsspeicher vorhanden ist, konnte das ebenso
zur parallelen Berechnung der Teilbereiche genutzt werden, sodass sich die Rechendauer reduziert.
Die Laufzeit der PFA héngt nahezu linear von der CGH-Grofle ab und ist deutlich geringer als
die der BPM, welche wiederum wesentlich schneller als die FDTD ist.

Die vorgestellten Resultate zeigen, dass ein LPA-basiertes Design, insbesondere bei einer kleinen
Elementgrofle, fiir die vorgegebene Intensitéitsverteilung nicht zielfithrend ist. Andererseits wird die
Anwendung existierender Berechnungsmethoden fiir grofflichige Elemente durch den numerischen
Aufwand beschrankt. Dagegen konnen mit der vorgestellten PFA sogar grofiflichige Elemente in
einer akzeptablen Zeit mit hoher Genauigkeit analysiert werden. Fiir kleinere Beispiele konnte

eine hohe Ubereinstimmung mit den Ergebnissen anderer Verfahren nachgewiesen werden.

4.3.3 Simulation von Siliziumstrukturen fiir Strahlteiler

Mithilfe der in den vorherigen Beispielen betrachteten Effektiv-Index-Strukturen lassen sich

prinzipiell beliebige Phasenprofile erzeugen. Die Herstellung ist allerdings herausfordernd, da
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4 Analyse der optischen Funktion durch Polynomapproximation

typischerweise ein hohes Aspektverhéaltnis, das Verhéaltnis zwischen Hohe und Breite der Struk-
turen, notig ist. Da zur Erzielung eines effektiven Index die Ausdehnung der Basiszellen auf
Subwellenléngengroe festgelegt ist und andererseits die Strukturhohe durch Gl. (3.22), lasst sich
dieses Verhaltnis durch die Auswahl der Strukturen fiir ein gegebenes Material nicht grundle-
gend verringern. Ein naheliegender Ansatz ist die Nutzung von hochbrechenden Materialien. Als
Beispiel werden hier Sdulen aus Silizium auf einem Quarzglassubstrat betrachtet [57, 108-110].
Fiir eine Wellenlédnge von 1064 nm betragen die Brechungsindizes 3,553 fiir die Sédulen und 1,450
fiir das Substrat. Fiir einen Phasenhub von 27 ist eine Strukturhéhe von nur 417 nm notwendig.
Damit sich das elektromagnetische Feld innerhalb des DOEs streng geméf einem effektiven Index
ausbreitet, muss Gl. (2.27) fiir den Brechungsindex der Séulen erfillt sein. Daraus ergeben sich
ZellgroBen deutlich unterhalb der Wellenlédnge, was dem Vorteil der reduzierten Hohe entgegen-
steht. Tatsédchlich beobachtet man z. B. fiir eine ZellgroBe von 600 x 600 nm? bei quadratischen
Saulen bis zu einer gewissen Breite einen gleichmafligen Zusammenhang zwischen Fiillfaktor und
Phase der Transmissionsfunktion. Dartiber hinaus kommt es aber zu Resonanzeffekten. Innerhalb
der Saulen breiten sich die Felder wie in einem Wellenleiter aus: Solange die S&ulen schmal
genug sind, existiert nur eine transversale Eigenmode und der effektive Index hangt monoton von
der Breite der Sdulen bzw. dem Fillfaktor ab. Treten dagegen weitere transversale Moden auf,
fithrt die Kopplung zwischen den Moden zu einer starken Abhéngigkeit der Transmission von
der geometrischen Struktur. Dieser Effekt sollte vermieden werden, da er einerseits die in der
Herstellung akzeptablen Formabweichungen deutlich reduziert und andererseits die Erstellung
eines linearen Modells fiir die PFA erschwert. Als Ausweg bietet sich eine Vergroflerung der
Strukturhohe an, damit trotz limitierter Sdulenbreite die notigen Phasenwerte realisiert werden

konnen.

Die Anwendung der PFA auf hochbrechende Strukturen wird hier am Beispiel eines CGHs
zur Strahlteilung demonstriert. Es nutzt die im vorigen Abschnitt geschilderten Parameter, mit
einer auf 600 nm vergroBerten Strukturhohe. Zur Realisierung verschiedener Phasenstufen werden
quadratische Siliziumsaulen mit Breiten von 192,6; 204,0 bzw. 219,6 nm verwendet. Zusammen mit
Zellen ohne Saule ergeben sich Phasenschritte von etwa 7/2, siche Abb. 4.9(a-d). Die Gesamtgrofie
des CGHs betrigt 100 x 100 Pixel (60 x 60 pm?). Als Zielfunktion wird eine gleichméBige Verteilung
auf alle Ordnungen mit einem Ablenkwinkel von héchstens 30° vorgegeben. Die Bestimmung der
Phasenfunktion erfolgte mit dem originalen IFTA gemafl Abschnitt 5.2.3. Ein Ausschnitt des
berechneten Elementes wird in Abb. 4.9(e) gezeigt.

Fiir die Simulation der Strukturen mittels FDTD wurde die im Anhang, Abschnitt A.2.4,
angegebene Diskretisierung verwendet, sowohl fiir die Trainingsdaten als auch fiir das gesamte
Element. In Abb. 4.9(f,g) ist das simulierte Nahfeld beispielhaft dargestellt. Die vier verschiedenen

Phasenwerte sind deutlich erkennbar. An den Ubergingen zwischen verschiedenen Strukturen
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a b
| g d g
Abb. 4.9: Basiszellen mit Siliziumsédulen (a-d), Ausschnitt der Struktur (e), sowie von Amplitude

(f) und Phase (g) des Nahfeldes eines darauf basierenden Strahlteiler-CGHs. Die Ach-

senbeschriftung verdeutlicht die Grofie in pm.

treten wie in vorherigen Beispielen deutliche Variationen in der Amplitude auf. Aufgrund des hohen
Brechungsindexes kommt es im Vergleich zu Quarzglasstrukturen, wie z. B. in Abb. 4.4, zu einer
stiarkeren Lokalisation der Amplitude in den Sdulen bzw. im Zentrum der Pixel. Eine Simulation
mittels BPM ist aufgrund des hohen Indexkontrastes nicht moglich. Fiir die Auswertung wurde
ausschliefllich die y-Komponente des elektrischen Feldes verwendet, was aufgrund der moderaten
Ablenkwinkel eine plausible Néherung darstellt. Der Umfang des PFA-Trainingsdatensatzes
entspricht dem der vorherigen Beispiele. Das Modell wurde mit einer maximalen Distanz von

D = 4 und einem Termgewicht von W = 10 erstellt.

0 2,5-107% 5,0-1074

—-40 =20 O 20 40 —-40 -20 O 20 40 —-40 -20 O 20 40

Abb. 4.10: Intensitétsverteilung im Fernfeld fiir das Strahlteiler-CGH basierend auf Siliziumsaulen.
Die Berechnung erfolgte mittels LPA (a), PFA (b) bzw. FDTD (c). Die Achsen

kennzeichnen die Beugungsordnungen.

Zum Vergleich der Simulationsverfahren sind die berechneten Fernfelder in Abb. 4.10 dargestellt.

Die Ergebnisse der LPA (a) zeigen erwartungsgeméaf eine weitestgehend gleichméflige Verteilung
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der Intensitat innerhalb des Kreises, der dem vorgegebenen Ablenkwinkel von 30° entspricht.
In der PFA-Simulation (b) ist eine deutliche Abschwéichung der Nutzordnungen in vertikaler
Richtung erkennbar. Die Brechung der Symmetrie wird durch eine Polarisationsabhangigkeit
verursacht, welche in der LPA nicht beriicksichtigt werden kann. Das Resultat der FDTD (c)
zeigt eine hohe Ubereinstimmung mit dem der PFA. Der Betrag der Korrelation gemafi Gl. (3.25)
betragt zwischen LPA und FDTD 0,957 und zwischen PFA und FDTD 0,991. Dieses Beispiel
verdeutlicht die Vielfiltigkeit der Anwendungsmoglichkeiten der PFA| fiir die lediglich geeignete
Trainingsdaten benotigt werden. Insbesondere konnen hochbrechende Materialien simuliert werden,
welche eine Reduzierung des Aspektverhéltnisses der Strukturen erlauben und so vorteilhaft fiir

die Herstellung sein koénnen.

4.3.4 Analyse eines Weitwinkel-Strahlteilers

Im Gegensatz zur BPM erhélt man bei der Simulation mittels der FDTD Ergebnisse fiir alle
Feldkomponenten des elektrischen und magnetischen Feldes. Daher kann auch ein separates
PFA-Modell fiir jede der Komponenten erstellt werden. Dabei ist die korrekte Beachtung der
Symmetriebedingungen zu gewéhrleisten. Fiir eine einfallende ebene Welle mit in y-Richtung
polarisiertem elektrischem Feld verhalten sich die Komponenten £, E, und H, des transmittierten
Feldes symmetrisch bzgl. der Inversion der Strukturen in z-Richtung, d.h. Gl. (4.9) gilt in der
angegebenen Weise. Die Komponenten E,, H, und H, verhalten sich antisymmetrisch, d.h. der
enthaltene Faktor ist als (—1)’*! zu wéhlen. Fiir eine Inversion in y-Richtung sind entsprechend
E,, H, und H, symmetrisch bzw. F,, E, und H, antisymmetrisch.

Zur Berechnung der Beugungseffizienz gemafi Gl. (2.35) ist die Kenntnis der Amplitude |Ep|

der ebenen Welle in Beugungsrichtung notwendig. Es sei
k = nko (cos psin ¥, sin psin 9, cos ) " (4.18)

der Wellenvektor einer Beugungsordnung mit Polarwinkel ¢ und Azimutwinkel ¢, sieche Abb.

4.11(a). Dann gilt fiir das Quadrat der Amplitude:
|Bol” = |Bo* + |E,[* + |E|? (4.19)
bzw. unter Nutzung der Divergenzgleichung (2.7) zur Bestimmung von FE,:

|Eo|” = |EL|? + |E,|* + tan? 9| cos 9 F, + sin pF,|? . (4.20)

In der BPM wird die Kopplung zwischen Komponenten vernachlassigt und fiir einfallendes

y-polarisiertes Licht gilt entsprechend:

| Eo|? ~ (1 + sin? ¢ tan? 19) |E,|? . (4.21)
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Die Amplitude des magnetischen Feldes besitzt eine analoge Darstellung. Fiir eine hohe Genauigkeit
bietet es sich an, zur Berechnung der Beugungseffizienz jeweils die Feldkomponente zu nutzen,
welche den groferen Winkel zur Propagationsrichtung hat, z. B. hier fiir senkrechten Einfall aus
Luft

cos ¥ (1 + sin? p tan? V) |§i|; :
| Ha|*
’H in|2 ’

fiir [sing| < 1,

N~ (4.22)

|
ncos¥ (1 + cos? p tan? o) sonst.

Anhand eines weiteren Strahlteiler-CGHs soll im Folgenden die Genauigkeit der verschiedenen
Simulationsverfahren verglichen werden. Dieses ist als binéres Element realisiert, d. h. es gibt nur
die Fillfaktoren null und eins. Bei der Auswahl der Terme fiir das lineare Modell muss daher
beachtet werden, dass f und f? identisch sind, wodurch sich die Anzahl der unabhéngigen Terme

reduziert. Die Verteilung der Nutzordnungen bildet eine Spirale mit

m—1/2 ™m
Oy = Do et = —1.....M, 423
Ty om =g m (4.23)

nach, wobei ®; = (1 +/5)/2, Umax = 75° und M = 1414. Auf diese Weise wird eine gleichméBige
Verteilung der Ordnungen bis zum maximalen Ablenkwinkel erreicht. Die Gesamtzahl der Nutz-
ordnungen ist 2M aufgrund der Punktsymmetrie fiir binére Elemente. Fiir die Berechnung des
CGHs sei auf die Vorgehensweise in Abschnitt 5.2.3 fiir den originalen IFTA und eine gleichméfige
Verteilung auf einer Sphére verwiesen. Der Fokus soll hier auf der Analyse der Beugungseffizienz
fiir ein gegebenes CGH liegen. Das CGH besteht aus 256 x 256 quadratischen Pixeln mit einer
Seitenldnge von 325nm und wird als periodisch fortgesetzt betrachtet. Die Tiefe der in das
Quarzglassubstrat gedtzten Strukturen betrdagt 692 nm, entsprechend einem Phasenunterschied
von 7. Die Beleuchtung erfolgt senkrecht mit einer ebenen Welle der Wellenldnge 632,8 nm.

Fiir die Modellerstellung wurden 64 zufallige CGHs mit 20 x 20 Pixeln mittels FDTD und BPM
simuliert. Zur Auswertung wurden PFA-Modelle mit den Parametern D = 4, W = 10 aus den
FDTD-Trainingsdaten und mit den Parametern D = 4, W = 11 aus den BPM-Trainingsdaten
erzeugt, fiir die Simulationsparameter siche Tab. A.9 im Anhang. Als Vergleichsmaf fur die
Ergebnisse wird die Korrelation gemafi Gl. (3.25) berechnet, wobei die Summen ausschliellich
iiber die Nutzordnungen gebildet werden.

Auf Basis des elektrischen Feldes der FDTD-Simulation wurde die Beugungseffizienz des CGHs
mithilfe von Gl (4.19) und (4.20) berechnet (ng1,ng2) und ebenso auf Basis des magnetischen
Feldes (ng1,nu2). Idealerweise liefern diese Vorgehensweisen identische Ergebnisse, tatséchlich
zeigen sich aber Abweichungen, sieche Abb. 4.11. Aufféllig ist dabei, dass ngs und ngo gut tiberein-
stimmen (b), dhnliches gilt fiir ng;. Die Korrelation ist jeweils grofer als 0,9997. Andererseits
weicht ng; merklich von ngs ab (¢) und erreicht nur eine Korrelation von ca. 0,998 zu den iibri-

gen. Die Abweichungen von E, werden moglicherweise durch die Diskretisierung in der FDTD

75
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Abb. 4.11: Definition der sphérischen Koordinaten (a), relative Abweichung der berechneten
Beugungseftizienz (ngs — ng2) /ne2 (b) bzw. (ng1 — nE2)/ME2 (¢). Die Nutzordnungen

werden gemafl der Projektion auf eine Sphére dargestellt.

verursacht. Im Folgenden wird stets die geméfl Gl. (4.22) aus g und 7y zusammengesetzte

Beugungseffizienz n,. als Referenz verwendet, .

Tab. 4.3: Betrag der Korrelationskoeffizienten fiir die mit verschiedenen Methoden berechnete
Beugungseffizienz. Die Ergebnisse von E- und H-Feld wurden analog zu Gl. (4.22)

zusammengesetzt. Als Referenz dient jeweils das Ergebnis der FDTD-Simulation gemaf

GL. (4.20).
Methode ~FDTD-Poly FDTD-PFA FDTD-Appr BPM BPM-PFA TEA
GL (4.20) (4.20) (4.21) (4.21)  (421)  (4.21)
Korrelation 0,999 98 0,9969 0,965 0,982 0,987 0,942

In Tab. 4.3 wird die Korrelation der Resultate verschiedener Methoden zur Referenz dargestellt.
Zunéachst wird nur die in Abschnitt 4.1 beschriebene polynomielle Naherung auf die FDTD-
Ergebnisse angewendet (FDTD-Poly). Die Ergebnisse sind quasi identisch. Fiir die PFA basierend
auf FDTD-Daten (FDTD-PFA) ergibt sich eine vergleichsweise hohe Korrelation. Die Qualitat der
Trainingsdaten kann also in einem gewissen Rahmen verlasslich abgebildet werden. Vernachléssigt
man die jeweils kleinere Feldkomponente (FDTD-Appr), nutzt also Gl. (4.21) statt (4.20), so
verschlechtert sich erwartungsgeméfl die Korrelation. Diese Naherung ist in der BPM inhéarent
enthalten, weshalb keine deutlich besseren Resultate zu erwarten sind. Tatsachlich liegt die
beobachtete Korrelation hier sogar etwas hoher, weil sich entgegengesetzte Abweichungen aufheben
kénnen. Die auf BPM-Daten basierende PFA (BPM-PFA) erreicht eine dhnlich hohe Korrelation.
Deren Abweichungen werden folglich hauptsachlich durch die Vernachlassigung der Kopplung
innerhalb der BPM verursacht und nicht durch das Fitmodell an sich. Die TEA weist im
betrachteten Fall eine deutlich groflere Abweichung auf.

Ergéinzend zum globalen Vergleich der berechneten Beugungseffizienz wird nun die Abhédngigkeit
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4.3 Anwendungsbeispiele

der Genauigkeit der einzelnen Verfahren vom Ablenkwinkel der jeweiligen Beugungsordnung
betrachtet. Dazu wurde die relative Abweichung (1 — ner) /Met der Nutzordnungen berechnet
und in Abhéngigkeit des Polarwinkels ¢ als gleitender Mittelwert aufgetragen, siehe Abb. 4.12.
Aufgrund der spiralférmigen Zielverteilung entspricht das gleichzeitig einer Mittelung iiber den
Azimutwinkel ¢. Die polynomielle Naherung (FDTD-Poly) verursacht eine geringe Abweichung, die
erst bei grofien Ablenkwinkeln ansteigt. Bei der FDTD-PFA gibt es gewisse Abweichungen, die mit
zunehmendem Winkel ansteigen, aber auch fiir grofe Winkel noch verléssliche Aussagen erlauben.
Der Verlauf dieser Kurve héangt von den verwendeten Trainingsdaten und den Parametern der PFA
ab. Unter Vernachldssigung der Kopplung (FDTD-Appr) nimmt die Abweichung in Abhéngigkeit
des Winkels deutlich zu. Fir die BPM steigt die Abweichung zundchst nur langsam an, bis sie die
Linie des vorigen Graphen erreicht und diesem dann folgt. Fiir grole Winkel limitiert demnach die
Vernachléassigung der Kopplung die Genauigkeit der BPM, bei kleineren Winkeln andere Effekte
wie die Padé-Approximation. Die BPM-PFA zeigt einen dhnlichen Verlauf wie die BPM selbst.
Die Abweichungen werden hier also im Wesentlichen durch die Trainingsdaten, weniger durch das
lineare Modell der PFA verursacht. Die TEA weist iiber den gesamten Verlauf deutlich grofiere

Abweichungen auf.

100 4. —— FDTD-Poly —— BPM —— TEA
i —— FDTD-PFA BPM-PFA - BPM
FDTD-Appr
o0
= 0
=10
O
= _
= :
ey
<
.g 1072
+~
<
)
o=
1073
0 10 20 30 40 50 60 70

Polarwinkel 9

Abb. 4.12: Betrag der relativen Abweichung der berechneten Beugungseffizienz der Nutzordnungen
gemafl den Methoden aus Tab. 4.3 in Abhéngigkeit des Ablenkwinkels 9. Die Graphen
zeigen einen gleitenden Mittelwert. Fiir die BPM werden zusatzlich die Werte der

einzelnen Ordnungen dargestellt.

Die Abhéngigkeit der Abweichung von ¢ und 9 wird in Abb. 4.13 fiir die einzelnen Ordnungen
dargestellt. In der FDTD-PFA erkennt man im Zentrum eine groe Ubereinstimmung, nach

auflen kommt es zunichst zu positiven, bei grofleren Winkeln zu negativen Abweichungen. Die
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4 Analyse der optischen Funktion durch Polynomapproximation

Abhéngigkeit von ¢ ist eher schwach ausgepriagt. Bei FDTD-Appr sind die Abweichungen entlang
der Achsen klein, da es dort kaum Kopplung zwischen den Komponenten gibt. In diagonaler
Richtung gibt es, nach aulen zunehmend, dagegen deutlich positive Abweichungen. Fiir die BPM
kommt es bei groflen Winkeln zu negativen Abweichungen entlang der Achsen, die sich mit dem
vorher beschriebenen Effekt teilweise autheben. Die Abweichung der BPM-PFA wird mafigeblich

durch die Trainingsdaten beeinflusst und weist daher eine dhnliche Verteilung auf.

a SHETPFDTD-PFA | | b % FDT
o 2N ot s9nE ¢ 7 .:'.'.'.!.t ,'.-'. sogs
R o 0.4
0,2
T T | 0,0
...,w" !
L i'-;;.,.{;é’i' BPM-PFA
L e
—0,2
—0,4

Abb. 4.13: Relative Abweichung der berechneten Beugungseffizienz in den Nutzordnungen geméf
der Projektion auf eine Sphére fiir die Methoden FDTD-PFA (a), FDTD-Appr (b),
BPM (c) und BPM-PFA (d).

Die vorgestellten Ergebnisse beziehen sich zwar auf ein einzelnes DOE und dessen Zielverteilung,
dieses ist aber so gewéhlt, dass sich moglichst allgemein giiltige Aussagen treffen lassen. Tatséachlich
erhdlt man fiir andere DOEs dhnliche Resultate, insbesondere unabhingig vom maximalen
Ablenkwinkel. Insgesamt lésst sich feststellen, dass die BPM bis zu Ablenkwinkeln von etwa 30°
sehr gute Resultate liefert und die Ergebnisse bis etwa 50° noch akzeptabel erscheinen. Bei groeren
Winkeln fiithrt allein die Vernachliassigung der Kopplung schon zu deutlichen Abweichungen.
Mithilfe der PFA lassen sich ebenfalls prézise Ergebnisse erzielen. Die Giite der Approximation
wird dabei mafigeblich durch die Auswahl der Trainingsdaten und die Anzahl der Modellparameter
beeinflusst. Im gezeigten Fall erzeugt die BPM-PFA dhnlich gute Resultate wie die BPM selbst,
mit der FDTD-PFA kénnen sogar bei Winkeln bis etwa 65° gute Ergebnisse erzielt werden.
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5 Semi-rigoroses Design von CGHs

In den vorigen Kapiteln wurden effiziente Algorithmen zur Analyse von DOEs vorgestellt, welche
insbesondere die Wechselwirkung benachbarter Subwellenlangenstrukturen beriicksichtigen. Im
Folgenden wird die Anwendung dieser Verfahren auf das Design von CGHs beschrieben. Dazu wird
die schnelle Fernfeldberechnung der PFA mit einem IFTA verkntipft. Die BPM dient dabei zur
effizienten Erzeugung von Trainingsdaten fiir die Modelle. Ziel dieses Kapitels ist das Design eines
CGHs, dessen Berechnung mit herkdmmlichen Designverfahren nicht in gleicher Qualitat moglich
ist. Dazu werden zunéchst Variationen des IFTA eingefiihrt, die als Referenz fiir den Vergleich der
neu entwickelten Verfahren dienen. AnschlieBend wird die Verkniipfung von IFTA und PFA zum
Design von bindren CGHs beschrieben, wobei ein Verfahren zur direkten Berechnung der Struktur
fiir die Erzeugung eines bestimmten Nahfeldes verwendet wird. Die berechneten Elemente wurden
hergestellt und experimentell untersucht. Diese Ergebnisse sind in Ref. [111] verdffentlicht und
werden hier in tiberarbeiteter Form wiedergegeben. Schliellich wird eine Methode zum Design

nicht-bindrer CGHs mit diskreten Phasenstufen unter Nutzung der PFA geschildert.

5.1 Anpassung des IFTA

Fiir den experimentellen Nachweis der Vorteile des neuen Algorithmus ist es hilfreich, moglichst
gleichméflige Intensitétsverteilungen zu realisieren. Abweichungen von der gewtinschten Verteilung
lassen sich so direkt auf Unterschiede zwischen verschiedenen Design- bzw. Simulationsverfahren
zurtickfithren. Daher wurden die genutzten Berechnungsvarianten darauf optimiert, eine hohe
Ubereinstimmung mit der Vorgabe zu erreichen. Zunéichst werden hier Varianten vorgestellt, die

ohne eine physikalische Simulation des CGHs innerhalb der Iterationen auskommen.

5.1.1 Phasenprofile fiir gleichmaBige Fernfeldverteilungen

Aus den bereits vorgestellten Varianten und Modifikationen des IFTA wurde ein Iterationsschema
zusammengestellt, welches die Berechnung von CGHs mit diskreten Phasenstufen und moglichst
hoher Ubereinstimmung zwischen gewiinschter und realisierter Intensititsverteilung erméglicht.
Es &hnelt einer Kombination der in Ref. [112] empfohlenen Varianten. Ausgehend von einem

Startfeld u® = 4™ exp(ip(®) werden die in Abschnitt 2.3.3 angegebenen Schritte 1, 2c kombiniert
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5 Semi-rigoroses Design von CGHs

mit 2d, 3 und 4a verwendet:

1. Propagation ins Fernfeld: UV) = F {u(j)}.

2. Ersetzen der Amplitude mit Uberanpassung und separater Skalierung:

U6 — (XS @) |IBJ)|BJ\/_+XA04(] ‘U D exp(iargU(j))

3. Riickpropagation ins Nahfeld: v/() = F~1! {U’(j)}.
w' @)
4. Ersetzen der Amplitude bei diskreter Phase: uUtY) = u exp [ iDg Py arg .

Darin bezeichnen xg/4 die charakteristischen Funktionen des Signal- und Amplitudenfrei-
heitsbereiches, I" die gemaf Gl. (2.69) normierte Zielverteilung der Intensitit und Dg,, den
Projektionsoperator auf die diskreten Phasenwerte in ® aus Gl. (2.73). Die Faktoren fiir die

Ersetzung der Amplitude bestimmen sich als

(Bj+1)/2
) _ me,my Imz]my / | n%cmy|1 &
Qg = /5]4‘1 28, ’ (51)
me,my Imzmy| mzm | ’
gemif Gl. (2.70) unter Beriicksichtigung der Uberanpassung, bzw.
o) = min {1, O‘mf“‘} : (5.2)
&

mit a; wie in Gl. (2.71) und einem maximalen Intensitatsanteil von au,, aulerhalb des Signalbe-
reiches. Der Parameter 3; steigt im Lauf der Iterationen von 0 auf z. B. 2, wahrend ~; beginnend
von 0 solange erhoht wird, bis die Phasenwerte vollstdndig diskretisiert werden. Dadurch hat
die Iteration anfanglich keine Korrektur der Amplitude bei Nutzung einer stetigen Phase und
andert sich kontinuierlich hin zu einer starken Korrektur bei diskreten Phasenwerten. Das Pha-
senprofil des CGHs ergibt sich nach einigen Iterationen als ¢ = arg(u*Y /u™). Das vorgestellte
Iterationsschema ist fiir die Erzeugung gleichmafliger Verteilungen niitzlich und wird daher hier
als homogenisierender IFTA bezeichnet. Fir ein bindres Element, wie es im folgenden Abschnitt

betrachtet wird, ist ® = {—n/2,7/2} und die Projektion der Phase vereinfacht sich zu

—g, fiir ¢+72T‘<'y,
Dosé=12, fin ¢_g’<7, (5.3)
o, sonst,

wobei v maximal auf /2 erhoht wird.
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5.1 Anpassung des IFTA

5.1.2 Modifikation der Zielverteilung

Fiir die moglichst genaue Realisierung der Intensitatsverteilung ist die sinc-Modulation aus Gl.

(2.64) zu beachten. Dazu kann eine modifizierte Zielverteilung genutzt werden:

I, ™m ™

e zmy L . xT . Yy

Ismum, = 55—, 500,mgm, ‘= SiNC ( ) sinc , (5.4)
SOO,mzmy lwx My

wobei M, und M, die Gesamtzahl der Pixel in der jeweiligen Dimension sind. Das auf Basis von
Is berechnete Phasenprofil korrigiert dann die Modulation im Fernfeld.

Ein solches Profil wird beispielsweise von einer Effektiv-Index-Struktur erzeugt und kann
unter Nutzung der LPA berechnet werden, wie in Abschnitt 3.2.2. Analysiert man die optische
Funktion eines solchen CGHs, z. B. mittels der PFA, lassen sich systematische Abweichungen
zur gewiinschten Zielverteilung beobachten, vgl. Abschnitt 4.3.2. Beispielsweise kann es zu einer
weiteren Abschwachung hoherer Ordnungen kommen. Dieser Effekt ldsst sich durch eine weitere
Modifikation der Zielverteilung korrigieren. Dazu berechnet man zunéchst einige CGHs und ana-

lysiert deren Fernfelder mittels der PFA. Das Verhéltnis der resultierenden Intensitétsverteilungen

L’nzmy zur Zielverteilung kann durch Legendre-Polynome approximiert werden:
I Ng Npzgo ™ >\> (Wm A
M%[szm = l; i Lj. L. Y ) . (5.5)
IS,mzmy ’ Y jzzz:o jyzz:[) Jedy=d <Mxpx Ty Mypy

Dabei sind p,, p, die Gréfen eines Pixels und A die Wellenlénge. Es finden nur die Beugungsordnun-
gen innerhalb des Signalbereiches, (m,,m,) € S, Berticksichtigung. Details zu den orthogonalen
Legendre-Polynomen sind im Anhang, Abschnitt A.1.3.1 angegeben. Der maximale Grad der
Polynome Ny, wird so gewéhlt, dass eine weitere Erhohung die resultierende Abweichung nur wenig
verringert. Die Verwendung verschiedener CGHs stellt sicher, dass der approximierte Verlauf nicht
von einem konkreten Phasenprofil, sondern durch die verwendeten Strukturen und die geforderte
Verteilung an sich bestimmt wird. Das geschilderte Prinzip ist in Abb. 5.1 dargestellt.

Nutzt man die Zielverteilung

Ism,
]C,mxmy = P7m - (56)
Mg My

fiir den IFTA, so wird die Abschwéchung der hoheren Ordnungen zusétzlich zur sinc-Modulation
kompensiert. Abweichungen des simulierten Fernfeldes, die nur einzelne Ordnungen betreffen,
konnen auf diese Weise dagegen nicht beriicksichtigt werden.

Die Beugungseffizienz einer Ordnung (m,, m,) ist proportional zur Intensitét bzw. zum Quadrat

der Fernfeldamplitude multipliziert mit dem Kosinus des Polarwinkels, siche Gl. (2.35):
Nimgmy O €08 Urm Inomy, o€ €08 Uy U, |2 (5.7)

Wenn sich die Zielverteilung auf die Leistung anstatt auf die Intensitat in den Beugungsordnungen

beziehen soll, so ist der Kosinus-Faktor zusétzlich zur sinc-Modulation fiir die Zielverteilung zu
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Abb. 5.1: Simulierte Intensitat I’ im Fernfeld eines Strahlteiler-CGHs und zugehorige Polynomap-
proximation [plg fiir N = 3. Die kleinen Kreise zeigen die Intensitiat der Nutzordnun-
gen, der Hintergrund stellt den Verlauf der Approximation dar. Die gezeigten Beispiele

entsprechen den in Tab. 5.1 beschriebenen Elementen Al (a) und Bl (b).

beriicksichtigen:

[Sm m
Ipmom = ——"2— 9.8
Pmgmy COSﬁmzmy ( )

5.2 Design und experimentelle Untersuchung von binaren

CGHs

Die Nutzung von semi-rigorosen Simulationen fiir die Iterationsschritte erfordert weitere Anpas-
sungen des IFTA. Bei den hier betrachteten bindren Elementen hat jeder Pixel entweder ein
vollstandig hohes (f = 1) oder tiefes Profil (f = 0). Der Héhenunterschied zwischen beiden ist so

gewdhlt, dass die Phasendifferenz fiir die Designwellenldnge 7 betréagt.

5.2.1 Bestimmung der Struktur zu einem Phasenprofil

Mit der PFA wurde ein effizientes Verfahren zur Berechnung des Feldes nach einer Struktur unter
Beachtung der umgebenden Pixel vorgestellt. Die Zuordnung einer Struktur zu einer berechneten
Phase basiert aber in den bislang vorgestellten IFTA-Varianten stets auf der LPA. Um in dieser
Zuordnung ebenfalls den Einfluss der Umgebung einzubeziehen, wurde ein Berechnungsverfahren
entwickelt, das in Anlehnung an die PFA als Polynomial Structure Approzimation (polynomielle
Approximation der Struktur, PSA) bezeichnet wird. Wie in Gl. (4.14) fir die PFA wird hier ein
lineares Modell erstellt, um die Geometrieparameter der Pixel mit den Legendre-Koeffizienten
des Feldes zu verkniipfen. Allerdings dienen die Koeffizienten des Feldes diesmal als Argumente

zur Berechnung der Fiillfaktoren. Dabei werden ausschlieflich die Koeffizienten 0. Ordnung
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5.2 Design und experimentelle Untersuchung von bindren CGHs

genutzt, welche den Mittelwerten der Felder innerhalb eines Pixels entsprechen. Die Verwendung
hoherer Ordnungen ist denkbar, hat aber keine Vorteile in den durchgefithrten Untersuchungen
gebracht. Da es sich um komplexe Groflen handelt, wurden Real- und Imaginérteil separat in der
Modellerstellung berticksichtigt. Im Allgemeinen ergibt sich auf diese Weise eine reelle Zahl f, die
fir f > 1/2 als hohes, andernfalls als tiefes Profil interpretiert wird.

w0 10° ] E E ] 10° %D
% ] E ] 3 L 1071 :5
g = _ S
=3 [

;—c% 10—1 : "1"*‘.},++.+.+ :‘1‘:.'{_ E_ i L L 10—2 'é)
FC% —— D=1 3 i,;’
E D=2 3 100 =
& —~ b= = 1 I

10—2 T T T T ++T T ++| T — 10~* <%
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max. Termgewicht W

Abb. 5.2: Standardabweichung des Residuums der Testdaten (durchgezogen, linke Skala) und
Trainingsdaten (gestrichelt, linke Skala) fiir den Fillfaktor in Abhédngigkeit des Termge-
wichtes W und maximalen Abstandes D fiir verschiedene Verhéltnisse p/\g, Anteil der

falsch zugeordneten Pixel der Testdaten (gepunktet, rechte Skala), insofern grofier als 0.

Fir die PSA ist, wie fiir die PFA, eine geeignete Auswahl der im Modell beriicksichtigten
Terme notwendig, insbesondere durch die Parameter Wechselwirkungsreichweite D und maximales
Termgewicht . Im Vergleich zur PFA, Gl. (4.13), wurde die Berechnung des Termgewichtes in

Abhéngigkeit der jeweiligen Exponenten leicht variiert:

D

w(e®) =Y ei(2+d), w(e?) = dz_: es(2+4d) . (5.9)

d=0
Auf diese Weise werden bei dhnlicher Termanzahl weiter entfernte Koeffizienten anstelle hoherer
Potenzen einbezogen. Zur Bewertung des Verfahrens kann wiederum die Standardabweichung
des Residuums aus der linearen Regression herangezogen werden. Fiir einen Trainings- und
Testdatensatz, analog zu dem in Abschnitt 4.2.3, allerdings mit einer rein bindren Struktur, sind die
Ergebnisse in Abb. 5.2 dargestellt. Erkennbar ist eine deutliche Abnahme der Standardabweichung
mit steigendem Termgewicht W, also hoherer Anzahl der Terme. Der Kurvenverlauf ist dabei
fiir Trainings- und Testdaten weitestgehend #dhnlich und eine deutliche Uberanpassung erst im
weiteren Verlauf zu erwarten. Die Abweichung sinkt bei einem gréferen Verhéltnis p/Ag deutlich
schneller. In den gezeigten Féllen ist D = 2 eine plausible Wahl fiir den maximalen Abstand, eine
weitere Erhohung bringt nur geringfiigige Verbesserungen. Der Anteil der durch die Approximation
korrekt zu den Hohenstufen zugeordneten Pixel ist ein weiteres Qualitéatskriterium. Bei kleiner

Pixelgrofie (a) werden fur grofieres W ca. 1% der Pixel falsch zugeordnet, im Fall (b) werden
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5 Semi-rigoroses Design von CGHs

schon ab etwa W = 10 alle Pixel der Testdaten korrekt erkannt, fiir noch gréflere Pixel bereits ab
W = 3, also mit Modellen mit nur wenigen Koeffizienten. Bemerkenswert ist, dass die Giite der
Modelle hier sehr deutlich von der PixelgroBe abhéngt: Fiir Verhéltnisse von p/A\g < 0,4 wird die
Zuordnung zunehmend schwierig, wihrend sie fiir p/Ag > 0,6 quasi perfekt funktioniert.
Mithilfe der PSA kann auf zuverliassige Weise die bindre Struktur bestimmt werden, die eine
bestimmte Feldverteilung transmittiert. Allerdings enthalten die Trainingsdaten nur Felder hinter
realen Strukturen. Wendet man die PSA auf eine beliebige Feldverteilung an, ergeben sich nicht
unbedingt sinnvolle Ergebnisse, da im Allgemeinen keine binédre Struktur existiert, die diese
Verteilung gut approximiert. Deutlich wird dies an Ergebnissen fiir den Fillfaktor, die stark von

0 oder 1 abweichen.

5.2.2 Verwendung von Polynomapproximationen im IFTA

Um semi-rigorose Simulationsverfahren direkt in den Designprozess einzubeziehen, wurden die
Propagationsschritte variiert. Das Nahfeld eines bindren Elementes wird mittels der PFA berechnet,
unter Beachtung der notigen Reduktion der Termanzahl fiir binare Elemente. Die Propagation
ins Fernfeld erfolgt, wie in Abschnitt 4.1.2, als separate F'T der Polynomkoeffizienten c;,;, der
jeweiligen Ordnung (j, j,) unter Beachtung der zugehérigen Modulation s;,;, , siche Gl. (4.5) bzw.
(A.72) im Anhang, wobei so identisch zu dem in Gl. (5.4) angegebenen Faktor ist. Die Amplitude
zur Ersetzung wird aus der Superposition der Ordnungen im Fernfeld ermittelt. Dann wird die
Amplitude der 0. Polynomordnung Cj ersetzt und durch inverse F'T ins Nahfeld zuriick propagiert.
Zu diesem Feld wird nun mittels der PSA eine Struktur errechnet, zunichst reprasentiert durch
einen Wert f fiir jeden Pixel. Eine harte Projektion auf bindre Werte f’ € {0, 1} wiirde zu einer
Stagnation der Iteration fithren, wie fiir binire Phasenwerte. Ahnlich wie im herkdmmlichen IFTA
wird stattdessen eine vom Parameter v abhéangige Projektion genutzt, die nur fir |f — 1/2| > v
zu bindren Werten fiihrt, wobei v zu Beginn der Iteration z. B. auf 1 gesetzt wird und in deren
Verlauf bis auf 0 reduziert wird, im Gegensatz zum Vorgehen in Abschnitt 5.1.1. Nur fiir diejenigen
Pixel mit klarer Zuordnung, d. h. bindrem f, wird das Nahfeld direkt mittels der PFA bestimmt.
Andernfalls wird die Phase des Koeffizienten der 0. Ordnung coy durch die Phase des zuriick
propagierten Feldes ersetzt, wie im urspriinglichen IFTA. Die Koeffizienten héherer Ordnung
bleiben unverdndert. Auf diese Weise erhoht sich die Zahl der Freiheitsgrade, insbesondere fiir die
anfanglichen Iterationsschritte.

Als Ausgangspunkt des Designs dient eine zuféllige bindre Struktur f’ bzw. die mittels PFA

berechneten Koeffizienten des zugehorigen Nahfeldes 0

iy = u™ - PFA (f). Zusammengefasst

ergibt sich das folgende Iterationsschema fiir den modifizierten binéren IFTA:

1. Propagation ins Fernfeld und Superposition: C’](izy =F {cﬁi )jy}, Ub) = 2 iariy Siedy Cj(i;y,
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: 1572
2. Berechnung der neuen Fernfeldamplitude: |U'0)| = Xgozg T : oIE VI + x4 U0);

S| U)
3. Ersetzen der Amplitude der 0. Ordnung: c'W 60 = C'(()é) ||U (j)|‘ ;

4. Riickpropagation ins Nahfeld: ¢ (%) =F! {C’ (()%)};

v

1(j
5. Approximation der Struktur: f¢) = PSA (C 00 )’

ul’l

. 1, fir fO>1/2,
6. bindre Projektion: f'0) =
0, sonst;

7. Berechnung des Nahfeldes: ¢” )] = 4™ . PFA ( f’(j)>;

'Dlexp (larg V) | fir [F9) —1/2| <, |
8. Ersetzen der Phase in 0. Ordnung: c[() It — <00 ( o ) ‘ / ‘ ’
') sonst;

bzw. c( ;r )

g = c”g-i)jy, falls j, > 0 oder j, > 0.

Fiir die multiplikative Verkniipfung von Eingangsfeld und PFA bzw. PSA wurde dabei vor-
ausgesetzt, dass sich das Eingangsfeld innerhalb eines Pixels hochstens geringfiigig dndert, wie
beispielsweise bei der Beleuchtung des CGHs mit einem kollimierten Gaufistrahl, der einen

Durchmesser deutlich oberhalb der Pixelgrofie aufweist.

5.2.3 Berechnung eines Weitwinkel-Strahlteilers

Um die Uberlegenheit des modifizierten IFTA-Algorithmus zu demonstrieren, wurden CGHs unter-
sucht, die als Strahlteiler mit grofien Offnungswinkeln fungieren. Die experimentelle Untersuchung
kann so auf die Messung der Beugungseffizienz einiger weniger Ordnungen beschrankt werden,
anstatt die gesamte Fernfeldverteilung préazise analysieren zu miissen. Als Zielverteilung wurde
eine hexagonale Anordnung von 516 Beugungsordnungen gewéhlt, in welche das einfallende Licht
moglichst gleichméBig aufgeteilt werden soll. Diese Anforderung ist fiir potentielle Anwendungen
entscheidend, damit in einer fotografischen Aufnahme der Intensititsverteilung die gewollten
Nutzordnungen sicher von anderen Beugungsordnungen, die zwangslaufig ebenfalls eine gewisse
Intensitéit aufweisen, unterschieden werden konnen. Erwartungsgemaf sollten die mit einem her-
kommlichen IFTA entworfenen CGHs bei einer semi-rigorosen Simulation deutliche Abweichungen
von der Zielverteilung zeigen, insbesondere bei groflen Ablenkwinkeln. Die CGHs wurden mit
Offnungswinkeln von 100° (A) bzw. 140° (B) entworfen. Bei diesen Winkeln tritt eine deutliche

Verzeichnung der Position der Beugungsordnungen auf. Die Auswahl der Beugungsordnungen in
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Abb. 5.3: Nutzordnungen der Zielverteilung fiir die Designvariante E (a), Projektion auf eine Ebene
(b), Nutzordnungen fiir Variante S (c), radial dquidistante Darstellung der Projektion
auf eine Sphére (d). Die Kreise zeigen die Lage der angegebenen Ablenkwinkel.

der Zielverteilung erfolgte dergestalt, dass sich ein gleichméfiges Muster bei der Projektion auf

eine Ebene (E) bzw. Sphére (S) ergibt, siche Abb. 5.3.

Die hier vorgestellten CGHs wurden fiir eine Wellenldnge von 632,8 nm berechnet und bestehen
aus 256 x 256 quadratischen Pixeln in periodischer Fortsetzung zur Vereinfachung der experimen-
tellen Untersuchung. Die Seitenldnge der Pixel betrdgt 325 nm, sodass sich eine Gesamtgrofie der
Einheitszellen von 83,2 x 83,2 nm? ergibt. Die Strukturen sollen mit einer Tiefe von 692nm in
Quarzglas gedtzt werden, was geméafl der TEA genau einem Phasenunterschied von 7 zwischen
gedtzten und nicht gedtzten Pixeln entspricht. Die geschilderten Algorithmen wurden genutzt, um
verschiedene CGHs zu entwerfen: Als Referenz basierend auf herkémmlichen Verfahren wurden
zwolf Iterationen des originalen IFTA (10), siche Abschnitt 2.3.3.1, mit 48 Iterationen des homo-
genisierenden IFTA (IH), Abschnitt 5.1.1, kombiniert. Auf diese Weise wird zunéchst eine hohe
Effizienz in der Zielverteilung realisiert und dann eine gleichméfige Verteilung basierend auf einem
bindren Profil. Dabei wurden die enthaltenen Parameter folgendermaflen festgelegt: apax = 0,2,
f3; steigt linear von 0 auf 2 und ~; linear von 0 auf /2. Dieselbe Kombination der Algorithmen

diente auch zur Berechnung mit einer geméafl Gl. (5.6) korrigierten Zielverteilung (I0*/IH*). Der
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modifizierte bindre IFTA (IB) aus dem vorherigen Abschnitt wurde mit 30 Iterationen direkt auf
die Zielverteilung angewendet. Der Wert fiir ; wird dabei linear von 1 auf 0 gesenkt, die anderen
Parameter sind identisch zu vorher. Die getroffene Wahl von «; erzwingt stets die Konvergenz zu
einem bindren Element in der vorgegebenen Zahl von Schritten. In allen Féllen lief sich keine
signifikante Verbesserung der Resultate durch eine hohere Zahl an Iterationen erreichen. Durch
die Nutzung der effizienten PFA bzw. PSA kann in jedem Iterationsschritt des modifizierten IFTA
eine semi-rigorose Analyse des gesamten Elementes durchgefithrt werden, wihrend die Laufzeit
mit ca. 5min auf einem Desktop-PC gering bleibt. Die folgenden Mafie wurden zum Vergleich der

Ergebnisse berechnet:

: > xs|U?
Effizienz: e 5.10
SIELE 10
o ming{|U*}
Homogenitét: maxg{|U[?} ’ (5.11)
2
> xsVIIU
SNR [dB]: ~10logy, | 1 (2 xsvTIU) (5.12)

Y xs|UP S xsl

Dabei ist die Summation jeweils iiber alle Ordnungen (m,,m,) zu verstehen, Minimum und
Maximum beziehen sich auf den Signalbereich S und yg ist dessen Indikatorfunktion. Die
Abkiirzung SNR bezeichnet das Signal-Rausch-Verhdltnis (signal-to-noise ratio). Fiir jedes Design
wurden jeweils zehn verschiedene zuféallige Startphasen ausgewahlt und das CGH mit der hochsten

Homogenitédt geméafl der PFA-Simulation ausgewahlt.

Tab. 5.1: Parameter verschiedener CGH-Designs zur Erzeugung eines gleichméfigen Musters bei
Projektion auf eine Ebene (E) bzw. Sphére (S), bestimmt auf Grundlage von PFA-
Simulationen. Fiir die Berechnung wurden der originale IFTA (10), der homogenisierende

IFTA (IH), bzw. der modifizierte binére IFTA (IB) verwendet. Der Stern (*) kennzeichnet

eine vorkorrigierte Zielfunktion.

Name Offnungswinkel Projektion Algorithmus Homogenitit Effizienz SNR

Al 100° E 10+IH 0,410 0,443 224
A2 100° E IB 0,477 0434 245
A3 100° S [O*+TH* 0,487 0,461 25,1
A4 100° S IB 0,523 0,460 24,7
Bl 140° E 10+IH 0,185 0,260 15,6
B2 140° E IB 0,443 0,239 25,1
B3 140° S [O*+IH* 0,497 0,317 24,7
B4 140° S IB 0,507 0,301 24,7

Die Eigenschaften der berechneten CGHs sind in Tab. 5.1 zusammengefasst. Im Allgemeinen
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zeigen die Elemente fir die Projektion auf eine Ebene (E) schlechtere Resultate als solche fiir
die Projektion auf eine Sphére (S), denn dabei werden in der Zielfunktion tendenziell hohere
Ordnungen adressiert. Mit dem konventionellen Designansatz (A1/B1) kann insbesondere fiir
grofere Offnungswinkel keine hohe Homogenitét erzielt werden, weil die hoheren Ordnungen
geméafl der PFA-Simulation im Vergleich zur TEA abgeschwacht sind. Durch die vorkorrigierte
Zielfunktion (A3/B3) ist eine Kompensation dieses Effektes moglich. Mit dem modifizierten
bindren IFTA kann die Homogenitat weiter verbessert werden, wiahrend die Effizienz vergleichbar
bleibt. Grundsatzlich verringert sich die Effizienz der Elemente, je mehr Intensitit in hohe
Ordnungen abgelenkt werden soll. Das SNR verhélt sich &hnlich wie die Homogenitat, ist aber
weniger storanféllig durch einzelne Ordnungen. Es ist fiir das konventionelle Design (A1/B1)

geringer und erreicht ansonsten dhnliche Werte.

Design Bl 150 Design B2 150
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Abb. 5.4: Simuliertes Fernfeld der Designs Bl (a-d) und B2 (e-h) unter Nutzung von TEA bzw.
PFA. Die Unterabb. a, ¢, e und g zeigen die rdumliche Verteilung der Intensitdt im
Fernfeld. In den anderen wird ein Histogramm der Intensitat in den Nutzordnungen

dargestellt.

In Abb. 5.4 wird das Fernfeld der Designs B1 und B2 vergleichend fiir eine Simulation mittels
TEA bzw. PFA dargestellt. Fiir B1 zeigt das Ergebnis der TEA (a) eine recht homogene Ver-
teilung, deutlich erkennbar am schmalen Peak im Histogramm (b). Wird dasselbe Element mit
der genaueren PFA analysiert (c¢,d) werden Unterschiede in der Intensitdt der Nutzordnungen
sichtbar, insbesondere in Form einer Abschwéchung héherer Ordnungen. Umgekehrt zeigt sich

bei B2 zwar eine Uberhéhung der hoheren Ordnungen in der TEA-Simulation (e,f), im Rahmen
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der PFA wird damit aber eine gleichméfiige Verteilung erreicht (g,h), da die zu erwartenden
Abweichungen kompensiert werden. Dieses Beispiel verdeutlicht, wie durch die Nutzung der
PFA im Designalgorithmus die Leistungsfahigkeit der CGHs verbessert werden kann. Fir die
Designs B3 und B4 wiirden die entsprechenden Darstellungen dhnlich wie fiir B2 aussehen. Bei
kleineren Offnungswinkeln (A1 bis A4) sind die Unterschiede zwischen TEA und PFA geringer,

aber weiterhin erkennbar.

5.2.4 Herstellung der Strahlteiler

Zur Herstellung der bindren Strukturen auf einem Quarzglassubstrat wurden lithografische
Standardverfahren genutzt [113], siche Abb. 5.5. Zunéchst wurde das Substrat mit einer 80 nm
dicken Chromschicht und 300 nm eines Elektronenstrahllacks (FEP 171, Fuji Film) tiberschichtet
(a). Durch einen Elektronenstrahlschreiber (Vistec SB350 OS) wurden die Strukturen belichtet
(b) und durch die Entwicklung im Lack erzeugt (c). Danach wurden sie mittels Ionenstrahlétzen
in die Chromschicht tibertragen (d), damit diese als Maske fiir den folgenden Atzprozess wirkt.
Anschlielend erfolgte das Tiefatzen ins Quarzglas durch reaktives Ionenétzen auf Basis eines
induktiv gekoppelten Plasmas (e). Schliefllich wurden die Reste der Chrommaske nasschemisch
entfernt (f). Die verschiedenen Designs befinden sich auf demselben Substrat, sodass identische
Herstellungsbedingungen gewéhrleistet waren. Die berechneten Einheitszellen wurden periodisch

fortgesetzt, um eine Fliche von 5 x 5 mm? zu fiillen, was die optische Charakterisierung vereinfacht.
b
FEP 171

c
e f

Abb. 5.5: Schematische Darstellung des Herstellungsprozesses fiir bindre CGHs: Beschichtung
des Substrates (a), Elektronenstrahl-Belichtung (b), Entwicklung (c), Chroméatzen (d),

a
d

Quarzglasétzen (e), Ablésung von Chrom und Lack (f).

In Abb. 5.6 werden elektronenmikroskopische Aufnahmen der hergestellten Strukturen gezeigt.
Es ist gut erkennbar, dass die bindren Strukturen mit sehr hoher Qualitit reproduziert wurden
(a,b). Allerdings zeigt sich abweichend vom Design, verursacht durch den Atzprozess, eine Rundung
der Kanten (b-d). Dadurch wird die optische Funktion der Elemente beeinflusst. Um den Einfluss

dieser Formabweichung einschétzen zu kénnen, wurden Simulationen mit verschieden starker
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Auspriagung des Effektes durchgefiihrt, siehe den folgenden Abschnitt.

Abb. 5.6: Ausschnitt der berechneten Strukturen unter Beachtung der Kantenrundung (a), Auf-
nahme derselben Position eines hergestellten Elementes durch ein Raster-Elektronen-
Mikroskop (REM, b), weitere REM-Bilder hergestellter Elemente (c,d). Der abgebildete

Mafstab kennzeichnet jeweils eine Lange von 1pm.

5.2.5 Experimentelle Untersuchung

Beleuchtet man die hergestellten CGHs mit einer Laserdiode, in diesem Fall mit einer Wellenldange
von 635 nm, so lasst sich im Fernfeld eine Intensitatsverteilung wie in Abb. 5.7 beobachten. Nahe
der Bildmitte ist die 0. Ordnung als heller Punkt zu erkennen. In der rechten unteren Ecke sind
einige Reflexionen an der hergestellten Probe sichtbar, welche nicht Teil des Beugungsbildes sind.
Das Fernfeld zeigt im Allgemeinen die erwartete Verteilung. Die Beugungsordnungen zwischen den
Nutzordnungen lassen sich im Bild fast nicht erkennen, erscheinen aber bei der Betrachtung mit
bloSem Auge als deutlich schwéchere Punkte. Intensitatsunterschiede zwischen den Nutzordnungen

lassen sich in der Darstellung kaum ausmachen.

Abb. 5.7: Fotografische Aufnahme des Fernfeldes der Elemente A1l (a) und A3 (b). Der Bildaus-

schnitt zeigt lediglich einen Teil des vollstandigen Beugungsblldes.

Fiir die Vermessung der Intensitét in den Beugungsordnungen wurden zwei verschiedene Aufbau-
ten verwendet. Im Aufbau M1 wird die Probe unter senkrechtem Einfall durch einen kollimierten

Laser mit kontrollierter Polarisationsrichtung beleuchtet. Dieser hat einen Strahldurchmesser von
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2mm und eine Wellenldnge von 632,8 nm. Die Leistung in einer bestimmten Beugungsordnung
wird durch eine Ulbricht-Kugel gemessen, welche in einer goniometrischen Halterung montiert
ist. So kann der vermessene Ablenkwinkel variiert werden. Mithilfe eines Strahlteilers direkt
hinter der Quelle wird ein Referenzsignal gemessen, sodass Leistungsschwankungen der Quelle
beriicksichtigt werden kénnen. Zur Reduzierung des Rauschens wird der Laserstrahl durch ein
Chopper-Rad moduliert und ein Lock-in-Verstarker fiir die Aufzeichnung des Signals verwendet.
Beim Aufbau M2 handelt es sich um eine vereinfachte Version. Er besteht ebenfalls aus einer
Lichtquelle und einer Ulbricht-Kugel in einer goniometrischen Montage, verzichtet aber auf eine
Referenzmessung und die Lock-in-Verstéarkung und ist daher weniger genau. Er wurde insbesondere
fiir die Messungen bei hohen Ablenkwinkeln genutzt. Die Wellenlénge des Lasers betragt hier
635 nm. Vergleichende Simulationen zeigten, dass diese kleine Abweichung der Wellenldnge nur

geringfiigige Auswirkungen auf die Intensitdtsverteilung der Nutzordnungen hat.

Zur Untersuchung der Intensitatsvariationen wurde das Fernfeld entlang der horizontalen
Achse von Abb. 5.3 vermessen und die resultierende Leistung in den Nutzordnungen geméfl
Gl. (5.8) bestimmt. Im Designprozess wurde eine homogene Intensitit angestrebt, d.h. ohne
Berticksichtigung des Kosinus-Faktors. Beispielhaft zeigt Abb. 5.8 die Messergebnisse fiir einige der
CGHs. Zum Vergleich sind Simulationsergebnisse der PFA dargestellt, wobei das elektrische Feld
fiir die Analyse der TE-Polarisation und das magnetische fiir die TM-Polarisation genutzt wurde.
Der Hauptgrund fiir Unterschiede zwischen Messung und Simulation sind vermutlich Abweichungen
der realen Struktur der Elemente vom Design. Um den Einfluss gewisser Herstellungsfehler zu
untersuchen, wurden Simulationen mit verdnderten Parametern durchgefiihrt. Eine abweichende
Atztiefe bewirkt eine Umverteilung der Leistung zwischen 0. Ordnung und den Nutzordnungen, aber
beeinflusst kaum die relative Verteilung innerhalb der Nutzordnungen. Ein &hnliches Verhalten zeigt
sich, wenn die transversalen Strukturgrofien bei konstanter Pixelgrofle global skaliert werden. Diese
Abweichung kann auftreten, wenn der Groflenunterschied zwischen belichteten und tiefgedtzten
Bereichen nicht exakt berticksichtigt wird. Andererseits fithrt Kantenrundung zu hoherer Intensitat
in achsennahen Ordnungen, wéhrend die 0. Ordnung abgeschwacht wird und hohere Ordnungen

weitestgehend unbeeinflusst bleiben. Dieser Effekt lasst sich generell beobachten, wird aber in

Abb. 5.8(b,d) besonders deutlich.

Die im Fernfeld gemessenen Intensitatsverteilungen lassen sich im Allgemeinen durch die PFA
nachvollziehen. Bei kleineren Ablenkwinkeln (a,c) gibt es nur vergleichsweise geringe Unterschiede
zwischen TEA und PFA. Bei grofleren Winkeln (b,d) sind diese jedoch deutlicher und treten
ebenso fiir achsennahe Ordnungen auf. Aufgrund der starkeren lokalen Strukturédnderungen ist
die TEA hier insgesamt nicht in der Lage, das Fernfeld prézise zu beschreiben, nicht nur fiir
hohe Ordnungen. Geméafl der TEA sollte das Fernfeld eines bindren Elementes symmetrisch zur

0. Ordnung sein. In der Messung bestétigt sich diese Symmetrie nicht, wie es geméfl Ref. [114] fiir
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Abb. 5.8: Vergleich zwischen simulierter und berechneter Leistung im Fernfeld des Designs Al
fir TE- und TM-Polarisation (a,c), sowie fiir TM-Polarisation von B1 und B2 (b,d).
Die Simulation wurde mittels TEA und PFA fiir die idealen Strukturen durchgefiihrt,
bei PFA* mit gerundeten Kanten. Fiir die Messungen wurden die in Abschnitt 5.2.5
beschriebenen Aufbauten M1 bzw. M2 genutzt. Die Messergebnisse haben eine Unsi-

cherheit von ca. 5% fur M1 bzw. 10 % fiir M2.

StrukturgroBen unterhalb der Wellenlange zu erwarten ist. Die Brechung der Symmetrie deckt
sich allerdings mit den Resultaten der PFA. Zwischen den Messungen M1 und M2 lésst sich eine
gewisse systematische Abweichung beobachten, die vermutlich aus der Messung des Referenzsignals
resultiert. Im Aufbau M1 wurde dazu ein Graufilter verwendet, dessen tatsachliche Transmission
vom Nennwert abweichen kann, wahrend bei M2 dafiir der Messbereich gewechselt werden musste.
Andererseits konnen Formabweichungen Anderungen der Simulationsergebnisse bedingen, die
weitestgehend einer Skalierung entsprechen. Der Fokus des Vergleichs liegt daher nicht auf der

absoluten Hohe, sondern auf dem relativen Verlauf der Leistung in den Beugungsordnungen. Fiir
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beide Polarisationsrichtungen ergibt sich insgesamt eine dhnliche Verteilung. Einzelne Beugungs-
ordnungen zeigen dennoch Abweichungen, welche ebenso durch die PFA vorhergesagt werden
konnen (a,c). Bei hohen Ordnungen gibt es eine Abschwéichung aufgrund des Kosinus-Faktors,
insbesondere fiir die Elemente mit groen Ablenkwinkeln (b,d). Bis zu einem Winkel von etwa
50° folgen die Messwerte dabei in guter Ubereinstimmung dem erwarteten Verlauf. Bei groBeren
Winkeln ist die gemessene Leistung signifikant grofler als mit der PFA berechnet. Der Grund
fiir diese Abweichung liegt vermutlich in den Trainingsdaten: Die zu deren Erstellung genutzte
BPM ist aufgrund der inharenten Approximationen nur fir begrenzte Ablenkwinkel hinreichend
genau, vgl. Abschnitt 4.3.4. Weitere Fehlerquellen sind in der Simulation unberiicksichtigte Mehr-
fachreflexionen innerhalb des Substrates, der Einfall weiterer Beugungsordnungen aufler der zu
vermessenden Nutzordnung in die Ulbricht-Kugel und zuséatzliche Strukturabweichungen wie

geneigte Flanken oder die Rundung der oberen und unteren Kanten der hergestellten Strukturen.

5.3 Design von CGHs mit Effektiv-Index-Strukturen

Die bisher vorgestellte Verwendung von semi-rigorosen Simulationen fiir das iterative Design
lasst sich nicht trivial auf mehrstufige Elemente iibertragen. Im Folgenden wird eine alternative
Vorgehensweisen erlautert. AnschlieBend werden die geschilderten Varianten anhand des Designs

eines Strahlteiler-CGHs verglichen.

5.3.1 Nutzung von Polynomapproximationen bei mehrstufigen Elementen

Die Anwendung der PSA zur Berechnung einer Struktur mit mehr als zwei Phasenstufen ist
grundsétzlich moglich, auch wenn dafiir eine groffere Anzahl an Modelltermen als im bindren
Fall erforderlich ist. Die Projektion des resultierenden Strukturparameters, beispielsweise des
Fillfaktors f, auf diskrete Werte ist hierbei allerdings deutlich storungsanfalliger, vor allem bei
der Anwendung auf ein beliebiges Feld, welches im Allgemeinen keine genaue Entsprechung in
einer Struktur mit diskreten Phasenstufen hat. Eine direkte Verallgemeinerung des im vorigen
Abschnitt vorgestellten Ansatzes fiir nicht-binére Elemente erwies sich daher als nicht zielfithrend.
Stattdessen wurde ein Iterationsschema entwickelt, dass zwar die Nutzung der PFA zur Berechnung
der Felder, nicht aber die PSA beinhaltet. Dabei werden die prazise berechnete Amplitude aus
der PFA-Simulation und die wie in einem herkémmlichen IFTA berechnete Phase miteinander
kombiniert, wobei die Verkniipfung jeweils im Nah- und Fernfeld durchgefithrt wird. Auf diese
Weise profitiert man von der semi-rigorosen Simulation des Fernfeldes durch die PFA und bewahrt
gleichzeitig die Konvergenz des IFTA. Ausgehend von einem Eingangsfeld u(®) = u™ exp(i¢®)

wird das folgende Iterationsschema angewendet:
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—_

‘ (4)
. Projektion der Phase und Zuordnung der Struktur: ) = LPA (Dq) arg u),
uln

A0 in i) .
2. Berechnung des Nahfeldes: Cji G, =um PFA ( f (J)),
3. Ersetzen der Amplitude: v/V) = |c(%)| exp (i arg u(j));

4. Propagation ins Fernfeld und Superposition:
) _ j G _ ) ) _ @ .
U0 = F{u0}, ) = F{),}, U = s;,,,CF]

Jzjy?
5. Ersetzen der Amplitude mit Homogenisierung und separater Skalierung:

A N ['Bi/? , . .
Ui = <Xsag) ]U’(J')|Bj VI + XAO(EL{) ‘U’(J)D exp (i arg U(J));

6. Riickpropagation ins Nahfeld: v"0) = F~1 {U ’(j)};

7. Ersetzen der Amplitude bei diskreter Phase: uUt1) = ™ exp (ipqwj arg 2{;?)

Das Ersetzen der Amplitude in Schritt 3 bewirkt eine Gewichtung der Phasenfunktion mit der
tatsdchlichen Amplitude der jeweiligen Pixel. Die Schritte 5 bis 7 sind identisch zu den Schritten 2
bis 4 des Schemas in Abschnitt 5.1.1, wobei in Schritt 5 zu beachten ist, dass die Phase von U und
die Amplitude von U’ verwendet werden, wie auch zur Berechnung der Faktoren ag und a4. Die
Verwendung der PFA-Amplitude entspricht dabei der Korrektur des Fernfeldes wie in Abschnitt
5.1.2, hier aber in jeder Iteration und auf der Ebene einzelner Ordnungen anstelle eines gemittelten
Polynoms. Dadurch kann die Abweichung zwischen PFA und LPA im Fernfeld korrigiert werden.
Im Folgenden werden die oben beschriebenen Verfahren mit dem hier vorgestellten modifizierten
IFTA fur diskrete Phasenstufen (ID) verglichen. Zusétzlich wird noch eine Variante ohne die
Ersetzung in Schritt 3 einbezogen (ID’), stattdessen wird dort direkt u') = ul9) gesetzt.

5.3.2 Strahlteiler mit mehrstufigem Phasenprofil

Fir den Vergleich der Verfahren wurden Strahlteiler-CGHs mit spiralférmigen Zielverteilungen wie
in Abschnitt 4.3.4 betrachtet. Bei bindren Phasenprofilen folgt die Verteilung der Nutzordnungen
Gl. (4.23) mit M = 40, ergdnzt durch die entsprechenden dazu punktsymmetrischen Ordnungen.

Ansonsten wird eine nicht symmetrische Verteilung geméafl

m—1/2 2m
19m:ﬁmax YR m = , :1,...,M, 5.13
\/7 ¥ o, m (5.13)

mit M = 79 angestrebt. Der maximale Ablenkwinkel 9,,,, variiert zwischen 10° und 70°. Die

betrachteten Elemente bestehen jeweils aus 64 x 64 quadratischen Pixeln mit Seitenldngen von
300, 350, 400 oder 500 nm und sind fiir eine Wellenldnge von Ay = 632,8 nm vorgesehen. Zur

Realisierung der berechneten Phasenfunktionen werden binére Strukturen mit einer Hohe von

94



5.3 Design von CGHs mit Effektiv-Index-Strukturen

692 nm oder Effektiv-Index-Strukturen mit sechs Stufen und 1155 nm in Quarzglas verwendet,
wobei die Realisierung durch Sdulen- und Lochstrukturen verglichen wird, wie in Abschnitt 3.2.1
vorgestellt. Die Basiszellen sind jeweils so gewéahlt, dass sich moglichst gleichméafige Phasenschritte
ergeben. Die Fiillfaktoren der Effektiv-Index-Strukturen sind in Tab. 5.2 angegeben. Zur Erstellung
der PFA-Modelle wurden Trainingsdaten mithilfe der BPM berechnet. Fiir die Analyse der
berechneten Elemente kam ausschliellich die PFA zur Anwendung, da der Fokus hier auf dem
Nachweis liegt, dass die [IFTA-Varianten in Kombination mit der PFA niitzliche Designs erzeugen
konnen. Sollte die Abweichung zu rigorosen Verfahren zu grof3 sein, kann die Genauigkeit mit
besseren PFA-Modellen erh6éht werden. Die Berechnung des Fernfeldes erfolgte wie in Abschnitt
4.3.4, um auch grofle Ablenkwinkel moglichst gut zu beriicksichtigen.

Tab. 5.2: Fillfaktoren der verwendeten Effektiv-Index-Strukturen fiir mehrstufige Strahlteiler-

CGHs. Werte von 0 oder 1 entsprechen vollstandig bzw. nicht tiefgedtzten Basiszellen.

Zellgrofe Saulen Locher

300nm 05 0,45; 0,65; 0,8; 0,9; 1 05 0,1; 0,2; 0,35; 0,55; 1
350nm 05 0,45; 0,6; 0,75; 0,9; 1 05 0,1; 0,2; 0,35; 0,55; 1
400nm 05 0,45; 0,6; 0,75; 0,9; 1 0; 0,1; 0,2; 0,35; 0,55; 1
500 nm 0; 0,4; 0,6; 0,75; 0,9; 1 0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,5; 1

Im Folgenden werden die im vorherigen Abschnitt beschriebenen Varianten ID bzw. ID’ und
die Varianten IB (Nutzung der PSA) und IH* (korrigierte Zielverteilung) aus Abschnitt 5.2.3
verglichen. Da hier eine grofie Bandbreite an Elementen betrachtet wird, ist es nicht sinnvoll,
identische Parameter fiir alle Varianten festzulegen. Ziel war es dennoch, moglichst allgemeingiiltige
Parameter mit guten Ergebnissen zu wéhlen. Die Gesamtzahl der Iterationen betragt dabei 15,
Omax 1St 0,1 und f; steigt linear von 0 auf 3. Fiihrten diese Parameter nicht zur Konvergenz,
wurde die Anzahl der Iterationen auf 30 erhoht oder der Anstieg von ; auf 2 bzw. 1 begrenzt.
Bei den Varianten ID, ID’ und IH* fand in den ersten drei Schritten keine Homogenisierung bzw.
diskrete Phasenprojektion statt, um zunichst die Effizienz zu verbessern. Fiir jede Variation der
Parameter wurden zehn Elemente mit zufilliger Startphase berechnet und jeweils die hochste
erreichte Homogenitéat bzw. das hochste SNR fiir den Vergleich verwendet.

In Abb. 5.9 sind zunéchst die Ergebnisse fiir das Design von bindren Elementen dargestellt. Die
verschiedenen Berechnungsvarianten liefern dabei haufig &hnlich gute Resultate in Bezug auf die
Homogenitét und das SNR. Beide Bewertungskriterien zeigen im Allgemeinen gleichartige Verlaufe.
Insbesondere kann mit den Varianten ID und ID’; die eine Fernfeldberechnung in jedem Schritt
beinhalten, hier keine wesentliche Verbesserung gegentiber IH* mit der einmaligen Vorkorrektur
der Zielverteilung beobachtet werden. Bei Pixelgrofien von 300 bzw. 500 nm liefert IB etwas

bessere Resultate als die tibrigen Verfahren. Fiir grole Ablenkwinkel fithren ID und IB mitunter
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Abb. 5.9: Vergleich der simulierten Fernfelder von bindren Strahlteiler-CGHs mit Pixelgrofien von
300 (a), 350 (b), 400 (c) und 500 nm (d). Gezeigt wird jeweils die Homogenitat (gepunk-
tet, linke Skala) und das SNR (gestrichelt, rechte Skala). Resultate ohne Konvergenz

der Verfahren wurden ausgelassen.

nicht zu Ergebnissen mit hoher Giite, wiahrend die weniger abgewandelten Algorithmen IH* und
ID’ verlasslicher konvergieren. Allgemein werden die Ergebnisse mit zunehmender Pixelgrofie
besser, vor allem weil damit der Einfluss der umgebenden Pixel abnimmt. Alle Varianten kénnen

die bei kleinen Winkeln erzielbaren Ergebnisse auch bei hohen Ablenkwinkeln anndhernd erhalten.
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Abb. 5.10: Vergleich der simulierten Fernfelder von Strahlteiler-CGHs aus Effektiv-Index-
Strukturen basierend auf Saulen (a-d) bzw. Léchern (e-h) mit PixelgroBen von 300
(a,e), 350 (b,f), 400 (c,g) und 500nm (d,h). Gezeigt wird jeweils die Homogenitét
(gepunktet, linke Skala) und das SNR (gestrichelt, rechte Skala).

Fir die Effektiv-Index-Elemente steht die Variante IB nicht zur Verfiigung. Die Varianten ID
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und ID’ erzielen weitestgehend dhnlich gute Resultate, sieche Abb. 5.10. Lediglich bei geringen
Ablenkwinkeln ist ID regelméfig vorteilhaft. Die Variante IH* fiihrt dagegen durchgingig zu
Elementen mit geringerer Homogenitat. Vor allem die Berechnung des Fernfeldes mittels der PFA
in jedem Iterationsschritt scheint hier zu einer besseren Ubereinstimmung mit der Zielverteilung zu
fithren. Das spricht dafiir, dass die Nachbarschaftseffekte fiir die Felder hinter individuellen Pixeln
einen deutlichen Einfluss auf das Fernfeld haben. Wie im binédren Fall werden die Ergebnisse mit
zunehmender Pixelgrofle besser. Fiir grofie Ablenkwinkel verschlechtert sich allerdings generell die
Leistungsfahigkeit der Algorithmen. Mit Sdulen (a-d) lassen sich fiir die untersuchten Elemente
bessere Resultate als mit Lochern (e-h) erzielen, was bei Letzteren fiir einen stirkeren Einfluss
der Pixelumgebung spricht.

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass bei Verwendung eines IFTA ohne physikalische
Fernfeldberechnung die Vorkorrektur der Zielverteilung wie bei IH* zur Erzielung einer hohen
Ubereinstimmung in der Regel sinnvoll ist. Systematisch bessere Ergebnisse lieBen sich bei
symmetrischen, bindren Designs mit der Variante IB erzielen. Fiir Effektiv-Index-Strukturen

fithrten dagegen die Varianten ID oder ID’ zu einer deutlichen Verbesserung.
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In der vorliegenden Arbeit wurden verschiedene neue Verfahren zur Simulation von Subwellenlén-
genstrukturen vorgestellt und Einsatzmoglichkeiten fiir die Erzeugung beliebiger Phasenfunktionen
aufgezeigt. Mithilfe der angepassten BPM konnen allgemeine Mikrostrukturen simuliert werden.
Dabei wird eine hohe Ubereinstimmung mit rigorosen Verfahren erreicht. Die unterschiedliche Aus-
breitung verschiedener Polarisationskomponenten wird berticksichtigt, deren Kopplung allerdings
nicht. Die Genauigkeit der Methode nimmt mit zunehmendem Indexkontrast der Materialien
und groBeren Propagationswinkeln ab. Allerdings lassen sich fiir Glasoberflichen an Luft bei
moderaten Winkeln verldssliche Ergebnisse produzieren. Das Verfahren ist um einige Groflen-
ordnungen schneller als rigorose Methoden und bietet daher die Moglichkeit zur Untersuchung
deutlich groflerer Simulationsgebiete, wie sie flir nicht-periodische Strukturen benotigt werden
[45]. Beispielsweise kénnen damit Streulichtsimulationen mit einer durch rigorose Verfahren nicht
zugénglichen Auflésung durchgefithrt werden.

Fiir regelméflig angeordnete Mikrostrukturen kann das optische Verhalten in Nah- und Fernfeld
mittels der hier erstmals vorgestellten PFA noch effizienter vorhergesagt werden. Es geniigt die
physikalische Simulation eines begrenzten Trainingsdatensatzes, um ein Modell zu erstellen, das
beliebige Anordnungen der verwendeten Strukturen simulieren kann. Die erzielbare Genauigkeit
reicht dabei dicht an das zur Simulation der Trainingsdaten verwendete Verfahren heran. Die
Qualitét der Ergebnisse wird vor allem durch das Verhéltnis von Strukturgrofien und Wellenlédnge
beeinflusst. Insbesondere fiir Effektiv-Index-Strukturen, die etwas kleiner als die Wellenlange
sind, lassen sich gute Resultate erzielen. Fiir das vorgestellte Verfahren miissen die auftretenden
Geometrien durch einen Parameter beschreibbar sein, wobei aber auch Kombinationen aus Sdulen-
und Lochstrukturen eingeschlossen ist. Die Anzahl der Modellparameter ermdoglicht eine Abwagung
zwischen Geschwindigkeit und Giite der Ergebnisse. Im Allgemeinen erlaubt das Verfahren aber
nochmals um mehrere Groflenordnungen schnellere Berechnungen als mit der BPM, sodass es
hervorragend fiir Optimierungsaufgaben geeignet ist, welche die wiederholte Simulation ahnlicher
Elemente bendtigen. Die Berechnung der Trainingsdaten stellt einen einmaligen Aufwand dar
und ist zudem leicht parallelisierbar. In der vorgestellten Formulierung kann allerdings nur
ein Satz von Strukturen bei festen Parametern wie Atztiefe oder Gitterabstand verwendet
werden. Eine denkbare Erweiterung wére die Erstellung einer Gruppe von Modellen z. B. fiir

verschiedene Wellenlangen und die anschliefende Interpolation der Modellkoeffizienten, um das
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dispersive Verhalten simulieren zu konnen, beispielsweise von mehrfarbigen CGHs [115] oder
Metalinsen [10, 11]. AuBlerdem konnten Strukturen basierend auf mehreren Strukturparametern,
wie rechteckige Séulen, untersucht werden. Hierfiir ist wiederum eine geeignete Auswahl der
genutzten Modellparameter notwendig. Eventuell kann die Berechnung durch neuronale Netze
effizienter gestaltet werden als durch einfache lineare Regression.

Fiir den Design-Prozess von CGHs wurde mit der PSA ein Verfahren vorgestellt, welches die
Losung des inversen Problems, der Berechnung einer Struktur zur Erzeugung einer gegebenen
Feldverteilung, ermdéglicht. Mit bindren Strukturen lieSen sich verléssliche Ergebnisse erzeugen,
wahrend eine Verallgemeinerung auf z. B. Effektiv-Index-Strukturen nicht einfach moglich ist,
vor allem, weil ein beliebiges Feld im Allgemeinen keine direkte Entsprechung unter den ver-
figbaren Strukturen besitzt. Das Design von CGHs kann verbessert werden, indem zunéchst
einige Elemente mit etablierten Verfahren berechnet und anschlieBend z. B. mit der PFA simuliert
werden. Die beobachtete systematische Abweichung von der Zielverteilung kann in einer weiteren
Berechnung korrigiert werden. Auflerdem ist es moglich, die PFA direkt in die Iterationen des
IFTA einzubeziehen, fiir bindre Elemente auch in Kombination mit der PSA. Auf diese Weise
lasst sich vor allem fiir Effektiv-Index-CGHs nochmals eine Verbesserung gegeniiber dem vorkor-
rigierten Design beobachten. Die Algorithmen wurden anhand von Strahlteilern demonstriert,
sind aber fiir allgemeine Zielverteilungen anwendbar. Ein binédrer Strahlteiler wurde hergestellt
und experimentell untersucht. Dabei bestétigte sich, dass die TEA zur préizisen Vorhersage der
optischen Funktion bei groflen Ablenkwinkeln ungeeignet ist, wahrend die PFA zumindest bei
moderaten Winkeln bis etwa 50° eine gute Ubereinstimmung zeigte, die sich noch erhdhen lief,
wenn die Verrundung der Kanten berticksichtigt wurde. Mithilfe von vektoriellen Trainingsdaten,
z. B. auf Basis der FDTD, kénnen auch groflere Ablenkwinkel durch die PFA verlésslich berechnet
werden.

Die présentierten Verfahren kénnen zur Optimierung einer Vielzahl von DOEs eingesetzt werden,
beispielsweise fiir Metalinsen oder Strahlteiler mit hoher NA. Insbesondere das Design von Punkt-
mustergeneratoren zur dreidimensionalen Vermessung von Objekten [116], Gesichtserkennung oder
Kamerakalibrierung sind vielversprechende Anwendungsgebiete. Dabei ist eine prizise Wiedergabe
der Zielverteilung notwendig, um die korrekte Erfassung der Messpunkte sicherzustellen. Schnelle
und genaue Designverfahren sind auch fir die holografische Erzeugung von Videosequenzen [117]

sowie im Allgemeinen fiir die Generierung beliebiger Wellenfronten niitzlich.
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S W s = °

Cop, C
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Operator fir das elektrische Feld in der BPM
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Operator fiir das magnetische Feld in der BPM
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elektrische Feldkonstante
Beugungseffizienz

Polarwinkel

Konstante in Crank-Nicolson-Schema
(Vakuum-)Wellenlénge

relative Permeabilitét
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Phase
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komplexe Rotation fiir Padé-Approximation
Kreisfrequenz

Nabla-Operator

Laplace-Operator

Faltung
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A Anhang

A.1 Mathematische Grundlagen

A.1.1 Differentialoperatoren

Es sei f(z,y, z) eine skalare und F(z,y, z) = (F,, F,, F.)" eine vektorwertige Funktion in Abhén-

gigkeit der drei Raumkoordinaten. Der Nabla-Operator lasst sich formal als

o 0 9\
V .« (ar’ @’ ag/) (A.l)

schreiben. Damit lassen sich die folgenden Operatoren definieren [106]:

Gradient: grad f .=V f = (gi, g;, Z)T , (A.2)
Divergenz:  divF:=V-F = aa];’” - 881;3’ + %ZZ : (A.3)
Rotation:  rotF := Vx F = (%1; - aaiy, aaF; - %ZZ, %Zy — a(g)T , (A.4)
Laplace: ~ Af:=V?f= gz + g;’; + 2?2[ : (A.5)
bzw. AF:=V?’F = (AF,, AF,AFE,)" . (A.6)

In bestimmten Féllen bietet es sich an, die folgende Schreibweise zur Beschreibung eines analogen
Verhaltens der ersten beiden Vektorkomponenten zu nutzen: F; = (F,, F,)". Diese Schreibweise

wird auch fiir die oben definierten Operatoren angewendet, sodass z. B.

of 8f>T OF, , OF,

0?f  O*f

Fiir mehrfache eindimensionale Ableitungen wird folgende Schreibweise verwendet:

£0) () = g’;{z 7 (A.8)

fir n > 1, bzw. fO(2) := f(x).
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A Anhang

A.1.2 Spezielle Funktionen und Distributionen

Faltung: Es seien f(x),g(z) zwei skalare Funktionen. Dann bezeichnet man die Funktion f * g,

definiert durch
(f+9) (@)= [ J@)g(e ~ ') da’ | (A.9)

als Faltung von f und g.
Rechteckfunktion: Die Rechteckfunktion wird definiert als

1, furlz| <

rect(z) := (A.10)

N—= N

0, fur|z|>

Sinc-Funktion: Die Sinc-Funktion wird als Quotient einer Sinusfunktion und deren Argument

definiert. Hier wird die nicht-normierte Version verwendet:

sinc(x) = S (A.11)

T

Fir x = 0 wird die Funktion stetig als sinc(0) = 1 fortgesetzt.
Delta-Distribution: Es bezeichne d, die Dirac “sche Delta-Distribution. Sie wird im Rahmen

dieser Arbeit in folgender Notation verwendet:
[ H@)so(w) de = £(0) (A.12)
fir eine beliebige Funktion f(z). Insbesondere gilt mit einem a € R fiir die Faltung:

f(z) *dg(x —a) = /f(x —2")oo(z' —a)da’ = f(x —a) . (A.13)

A.1.3 Approximation von Funktionen durch Polynome
A.1.3.1 Legendre-Polynome

Legendre-Polynome kénnen fir « € [—1, 1] in expliziter Form folgendermaflen angegeben werden

[106]:

13/2) (2 — 27) }
7 j —27")! o y
Li(x) = Y (-1 s o @ = g A14
i) j/:o( ) 21 (j — ) — 25")15"! ]ZO & (A.14)

Darin bezeichnet [n/2] eine GauBi-Klammer, also eine Abrundung auf die nachstkleinere oder

gleiche Ganzzahl. Die Polynome erfiillen die Orthogonalitatsrelation

1 - fir j =4,
/ Li(a)Ly(a)de = { 27 +1 (A.15)
- 0 sonst .
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Zudem sind sie auf dem Intervall [—1, 1] vollstédndig, d.h. jede Funktion kann in diesem Intervall
auf eindeutige Weise beliebig genau durch diese Polynome approximiert werden. Die Legendre-

Polynome sind definitionsgemafl auf
L;1)=1 (A.16)

normiert. Beispielhaft seien hier einige Polynome kleinen Grades angegeben, welche im Rahmen

dieser Arbeit genutzt wurden:

LO(‘I) =1 )
Li(z) ==,
3 1
LQ(I) = 5372 — 5 s
b 3
Ls(z) = §x3 — 5%,
35 15 3

Die Polynome lassen sich auf hohere Dimensionen des Argumentes verallgemeinern [118].

Beispielsweise definiert man fiir zwei Dimensionen:

Lj,j,(x,y) :== Ly, (x) Ly, (y) - (A.18)

Da sowohl die Funktionsdefinition als auch die Integration separabel sind, tibertragen sich dabei
die Eigenschaften wie Orthogonalitit, Normierung und Vollstandigkeit fiir (z,y) € [—1,1]%.
Insbesondere kann eine beliebige Funktion durch eindeutig bestimmte Koeffizienten approximiert

werden, so beispielsweise fir das Feld u(x,y) hinter einem Pixel (m,, m,):

ok e 2($ - m:cpz) Q(y — Myp )
~ Z Z lmxmyjac]ijac]y ( ’ vy ) ) (Alg)
Jz=0 jy:() p.r py

fir x € [(my — 1/2)ps, (Mma + 1/2)p.], y € [(my — 1/2)py, (my + 1/2)p,]. Der maximale Grad N,
bezieht sich dabei auf die Summe der 1D-Polynomgrade. Die Koeffizienten ergeben sich analog

zum 1D-Fall als

11
27, + 1)(24, + 1) !
bngmyjegy = (2] jy / / u (( ) Das ( + y2> py> Lyj,j, (@' y") da" dy .
—1-1

(A.20)

A.1.3.2 Umrechnung von Polynomkoeffizienten

Fir die Approximation des Feldes wird innerhalb der PFA sowohl die Darstellung mithilfe von
Legendre- als auch mit Standardpolynomen genutzt, siche Gl. (4.1) und (4.3):

A N,
Zl Li(2x) Z Z Liliy(2z) =u(z) =) ¢a’, firze {—;, ﬂ : (A.21)
=0

Jj=0j'=
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wobei hier zur Vereinfachung der Darstellung auf einen Index zur Kennzeichnung eines Pixels und
die entsprechende lineare Transformation des Argumentes verzichtet wurde. Im Folgenden wird
gezeigt, wie die Koeffizienten /; und ¢; eindeutig ineinander transformiert werden kénnen. Obige

Gleichung kann in Matrixschreibweise folgendermaflen formuliert werden:
1"LDx =c'x, (A.22)

mit x = (2°,...,2™) " ¢ = (co,...,en,) 1= (lo, ..., In,) ", £ = (£;;) und der Diagonalmatrix

D = (274;;). Es ergibt sich daher folgende Umrechnung zwischen den Koeffizienten:
c=DCL'1, l=£ D, mite"=(c") | (A.23)

Fiir zwei Dimensionen ist die Vorgehensweise aufgrund der Separabilitédt analog. Hier ist

N Np—Jz N Np—jx o
Yoo > gL (20)Ly, (2y) = ulz,y) = DY D ¢,y (A.24)
Jo=0 jy=0 Jz=0 Jjy=0

fur z,y € [-1/2,1/2], was wiederum in Matrixschreibweise ausgedriickt werden kann:
y DLTLLDx = y'Cx . (A.25)
Dabei ist L = (ljmjy) ,C = (cjzjy). Die Umrechnung ergibt sich dann als

C=DL'LLD, L= 'D'CD'c™!. (A.26)

A.1.3.3 Padé-Approximation

Fiir eine Funktion f(z) bezeichnet man die rationale Funktion

P(x) SN el

F(z) = _
(@) Qr) 1+ Z;V:Ql ¢l

(A.27)

als Padé-Approximation der Ordnung (Np, Ng), wenn der Funktionswert und die ersten Np + Ng

Ableitungen von f und F' an der Stelle x = 0 iibereinstimmen, d. h.
FY(0) = fY90), fir j = 0,..., Np + No. (A.28)

Bei der Anwendung auf Gl. (3.1) ist die Funktion f(x) =+/1 + 2z zu approximieren. In Tab.

A.1 sind die Ergebnisse fiir die im Rahmen dieser Arbeit relevanten Ordnungen angegeben.

A.1.4 Fourier-Transformation

Fiir die Formulierung der FT sind in der Literatur verschiedene Konventionen gebrauchlich, die ins-
besondere einen Einfluss auf die auftretenden Vorfaktoren in einzelnen Gleichungen haben. Daher
werden im folgenden Abschnitt die hier verwendeten Definitionen und die daraus resultierenden

Formulierungen der fiir diese Arbeit relevanten Zusammenhénge vorgestellt.
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Tab. A.1: Padé-Approximation P(z)/Q(x) der Funktion f(z) = v/1+ 2z in Abhéngigkeit der
verwendeten Ordnung (Np, Ng).

(Np,Ng) P(z) Q(z)

(1,0) 1+a 1

(1,1) 1+ 3z 1+ 3z

(2,2) 1+ 52+ 22° 14 32+ 122

(3,3) 1+ o+ Za? 4 1ab 1+ 20+ 322 4 3a®

(4,4) 1+ %+ 22 + B3 4 St 14 Tg 418424 553 4 Lot

A.1.4.1 Definition

Fir die Definition der FT gibt es verschiedene Konventionen. Im Rahmen dieser Arbeit wird die
folgende Definition verwendet: Zu einer Funktion u(z) bezeichnet man

o0

Uk,) = F {u(z)} == / u(@) exp (—ik,z) dz (A.29)

—0o0

als Fourier-Transformierte von v und definiert die inverse FT als
ulw) = FH{U(k)} 1= 5 /U Yexp (ikyz) dk, . (A.30)

Im Falle einer diskreten Funktion u,, wird die diskrete F'T bzw. inverse diskrete FT folgendermafien

definiert:

M-—1 /
Upe = F {tm} = 3 tpn exp (—zmmm ) (A.31)
m=0 M
1 M-1 m/
Up = F {Up } = i ZOU i €XD (27?1 i > , (A.32)
wobei m,m’ = 0,..., M — 1. Diese Definitionen lassen sich analog auf héhere Dimensionen

iibertragen. Im fir die Berechnung von CGHs relevanten 2D-Fall lauten sie:

[e.o]

Ulky, ky) = F{u(z,y)} / /u z,y) exp (—i(kyx + kyy)) dedy , (A.33)
1 (o oluNe o] .
u(e,y) = F UG )} = [ [ Ukes k) exp (i(kow + kyy)) i dby (A.34)
Mg—1 My—1 maim/ mym/
Unim:, = F {Umgmy, [ := Umm, €XP <_27Ti< =T 4 y)) ) (A.35)
) = £ e

. 1 Mt myml, My,
umxmy:]:{Um/wm;/}. Y] >y Untm, €xp | 271 7 + i . (A.36)

Y m/, Om’ =0 Y

mit m,, m;, =0,... M, — 1 bzw. my,m; =0,... M, — 1.
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Der Ubergang von zeitabhingigen Groen, z. B. fiir das elektrische Feld £(t), zu winkelfrequenz-
abhangigen Groflen, z. B. E(w), wird ebenso durch eine FT vermittelt. Eine gingige Konvention

dafiir ist
17 .
Bw) = FAE®)} = o / E(t) exp (iwt) dt (A.37)
bzw.
Et)=F H{EW)} = /E(w) exp (—iwt) dw . (A.38)

Im Unterschied zu obiger Definition sind dabei die Vorfaktoren bzw. Vorzeichen umgekehrt
zwischen Hin- und Riicktransformation verteilt, weshalb zur Unterscheidung ein Index zum

Symbol hinzugefiigt wurde: F;. Da es sich bei £(t) um eine reelle Funktion handelt, gilt
E(—w)=Ew)", (A.39)

wobei * die komplexe Konjugation bezeichnet. Man beschrankt sich daher in der Interpretation
typische auf positive Frequenzen w > 0 und schreibt die Riicktransformation mathematisch

daquivalent als
E(t)=F " {BEw)} =2R {/E(w) exp (—iwt) dw} . (A.40)
0
Der Faktor 2 entsteht aus der Uberlagerung der Frequenzen w und —w.

A.1.4.2 Transformationen von typischen Funktionen

In Tab. A.2 sind die im Rahmen dieser Arbeit relevanten F'T einiger Funktionen bzw. Distributionen

gegeben.

Tab. A.2: Fourier-Transformation U = F{u} ausgewéhlter Funktionen und Distributionen, gege-

benenfalls fiir ein ¢ € R und ein m € N.

u(x) U (k)

1 . ky
rect(ax) —sinc [ —

|a| (2‘1)

dm

m im k
™ () i 7dk:§:”v( )
do(x — a) exp(—iak;)
§ do(x — ma) 21 ioj 9o (kx_me)
m=—o0 a4 m=—oo a
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A.1.4.3 Eigenschaften

Die FT ist linear, d. h. fiir zwei Funktionen u,v und a,b € C gilt:
F{au+bv} = aF {u} + bF {v} . (A.41)

Fir die FT von Produkten und Faltungen zweier Funktionen wu, v gilt aufgrund des Faltungstheo-

F{uv} = 217T}"{u} x« F{v} , (A.42)
Fluxv}=F{u} F{v} . (A.43)

Die Norm einer Funktion v und ihrer FT U stehen geméafl des Satzes von Plancherel in einem

festen Verhaltnis:
F L7 2
/ uw)” dr = - / U (k,)[? dk, . (A.44)
T

Ein dhnlicher Zusammenhang gilt auch fiir die diskrete F'T:

M—-1 1 M—-1

| = — " |Un|” - (A.45)
TP

m=0
A.2 Simulation von optischen Feldern

A.2.1 Fernfeldberechnung
A.2.1.1 Fraunhofer-Naherung

Die Propagation in homogenen Medien lasst sich ausgehend von der ASPW, GI. (2.21), auch
vollstdndig im Ortsraum darstellen, indem man den Faltungssatz (A.43) und die Responsefunktion

9(z,y, 2 — 20) = F 1 {G(ky, ky; 2 — 20) } nutzt. Zur Vereinfachung der Notation sei zq = 0:

u(x,y,z) :g(l’,y,Z) *U([L’,y,O) = / /g(I—ZL’,,y—y/,Z)U(J]/,y/,O) dl’ldy, . (A46)
Dabei ist
1 0 exp(ikr) 1z /. 1 ‘
_ = —— " (i == k AAT
9(z,y, ) 20z 1 27 12 (l 7“) exp(ikr) ( )

fir r = /22 + y2 + 22 [27]. In paraxialer oder Fresnel-Niaherung nutzt man r ~ z + (2% + y*)/(22)
und £z > 1 um folgenden Ausdruck zu erhalten:

ik : K
0(0.02) = 5(0,0.2) = - oxp (k) exp (122 +47)) (A9
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Im Bereich des Fernfeldes ist die Fresnel-Zahl Np = a?/(\z) < 1. Die charakteristische Grofe

des Elementes a soll hier in dem Sinne verwendet werden, dass
u(z,y,0) =0, firz*+y* > a® (A.49)

gilt. In paraxialer Fraunhofer-Naherung ist dann

u(z,y, 2 //gF r—a'y—y, 2)u(x,y,0)dz’ dy (A.50)

—00—00

N_i o _ o N2 / / / /
R~ 27Tzexp (ik2) //exp<1 x ')’ + (y y)))uo(x,y)dx dy’  (A.51)

—0o0—00

Q

ik k
_2172 exp (ikz) exp ( — (2% + y2)> :

2z
: / /exp (ii(x’z + y’2)> exp (—ii(mx’ + yy')) uop(x’,y') da’ dy/ (A.52)
~1, wo ug(z’,y")#0
I oxp (i) exp 1o (22 + 42) | U (/ﬁ ky> (A.53)
~ ———eX X - - - . .
omz P P2z Y "\"2 "z

Ein dhnlicher Ausdruck lasst sich auch unabhéngig von der paraxialen Naherung bestimmen,
wobei man ebenfalls kz > 1 annimmt. In nicht-paraxialer Fraunhofer-Naherung lésst sich das

Fernfeld ausgehend von Gl. (A.46) damit folgendermafien berechnen:

1 oo o0 - ‘ 1 ‘
u(w,y,z) = “or / /ﬁ <1k: — r’) exp (ikr') u(«’,y/,0)dz' dy' |
r= \/(“" —)P+(y—y)?+ 22 (A.54)
ikz .
N =53 &P (ikr) -

T T 1 k 12 12 k / / / / / /
-//<1+W>exp<1%(x +y ))exp( 1;(xx —|—yy)>u(x,y,0)dx dy

— 00— 00 N———
~l,dar'>z

~1, da z/2+y"?2<a?
(A.55)
ik
~— 7 oxp (ikr) U (kfki{@) . (A.56)

272

Dabei wurde die Naherung r' = /1?2 — 2za’ — 2yy + 22 +y2 ~r— ”/jyy/ + $/2;y/2 genutzt, denn

es gilt |2/| < r, |y| < r, dort wo |u(z’,y/,0)| > 0 ist.
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A.2.1.2 Fernfeld von CGHs

Zur Berechnung der F'T des Nahfeldes eines 1D-CGHs geméafi Gl. (2.63) nutzt man verschiedene

Eigenschaften der FT aus, was im Folgenden néher ausgefithrt wird [50]:

Ulk,) = F {u(z)} = F { [le G0 — mp)}  rect (p) £ S Gl — KMp)} (A.57)

m=0 K=—00

_F {le o (2 — mp)} F {rect (;) } F {Ki So(x — KMp)} (A.58)

m=0 =—00

K—oo

2T kp [M=L .mm/
= MSII]C( 5 ) anz:o Uy €XP (—27?1 N )] .
= 27Tm’> ( 27rK>
. oo | Kz — oo | by — —— A.60
LZZ:O °< Mp K;oo " P 00
= Zsinc( ;p> > Undo Z o (k - M) (A.61)

Dabei verwendet man das Faltungstheorem (A.43), die Identititen in Tab. A.2, die Faltung
mit der Delta-Distribution gemafl Gl. (A.13) und die Definition der diskreten FT (A.31) fiir
kym = 2mm/(Mp). Als Ergebnis erhalt man Gl. (2.64).

Fir den 2D-Fall wird nun ein Element aus M, x M, Pixeln der Grole p, x p, betrachtet. Fiir

ein konstantes Feld innerhalb eines jeden Pixels ist

. 1 1
u<m7y) = umxmy s tir (mx/y - 2> px/y S Jf/y S <mz/y + 2> pz/y 5 <A62)

wobei my/, = 0,..., M/, — 1. Die periodische Fortsetzung ergibt sich gemaf Ref. [50] als

»—1 My—1 x
[ Z Z Umnym, 00 (T — MePe)do(y — mypy)] * rect <> rect <y> *
Pz Dy

mg=0 my=0

f: i 50(%’ - KxMxpx)(SO(y - KyMypy) . (A63)

Ky=—00 Ky=—00

Die FT ergibt sich analog zum 1D-Fall, da das Feld separabel ist:

2 2 Mx_lMy_l
Ulky, k) = j\(/]\Z sinc(ksz>81 ( ypy) [Z " Uy 80 (ks = k. 00 (ky = Ky om, )

Mgz =0 my=0

£ Y Y & (k: - 27?“”) (ky - 27%’)] . (A.64)

Ky=—00 Ky=—00 T py

Die Wellenzahlen der entsprechenden Beugungsordnungen sind dabei k; ., = 27m, /(M,p.) bzw.

ky, my — 27Tmy/( ypy)
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A.2.1.3 Fernfeldberechnung mit polynomieller Approximation

Eine Beschreibung des Feldes mithilfe einer polynomiellen Naherung ist, zunéchst fiir den 1D-Fall,

in Gl (4.4) gegeben. Wendet man eine FT auf diese Gleichung an, so erhilt man

Ulky) = F {u(z)} = F {NZ “Mf Cmjbo(z — mp)] . (;)j rect (;‘)] . i So(x — KMp)}

7=0 m=0 K=—00

(A.65)

S st = (2) (] 2 £ st ).

(A.66)

unter Ausnutzung von Linearitat (A.41) und Faltungstheorem (A.43). Fur die FT des mittleren

Faktors gilt
, x i/ d’ k.p
f{x]rect <p>} 2 A <psmc < 5 >> (A.67)
_ L iy o) (ke
= % (2) sinc 5 | (A.68)

mit sinc¥) als j-maliger Ableitung der sinc-Funktion. Die anderen Faktoren sind identisch zur

Herleitung im vorherigen Abschnitt, sodass sich schliefllich durch Einsetzen Gl. (4.5) ergibt:

=35 (0 (2)

Fiir ein 2D-CGH wird das Feld hinter einem Pixel (m,, m,) mit Standardpolynomen bis zur

Z(Jm]éo — Z do (k: —27;K>] . (A.69)

K=—

Ordnung N approximiert, vgl. Gl. (4.3):

N;, Np—jz . Jx i Jy
A D D Cngmyiudy <x mmpm) (y mypy> : (A.70)

Je=0 jy=0 Pz Py

fir x € [(my — 1/2)ps, (my + 1/2)p,], y € [(my — 1/2)py, (m, + 1/2)p,]. Das Feld hinter dem

gesamten Element lésst sich dann wie in Gl. (4.4) als

[NL NL—ja [Mx_l My—1

Z Z Z Z memyjyjy(so(x - mzp$)50(y - mypy)] *

Ge=0 jy=0 |mgy=0my=0
Jo Jy
* (x) <y> rect (m) rect (y) *
Dz py Dz py
« Y Y. bz — Ko M,p,)do(y — KyMypy) (A.71)

Ky=—00 Ky=—00

darstellen. Die FT dieses Ausdrucks ergibt sich analog zum 1D-Fall als Superposition der diskreten
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FT der einzelnen Polynomordnungen:

Ne Nidje piNdetiy ok (K
U(ks, ky) M M > > <1> sinct=) (‘Tme> sincliv) (2“’) .

Y je=0 jy=0
[Mz_l My—1

Z Z szmyjmjyao (kaz - k:c,mw) 60 (ky - ky,my) *

mMz=0 my=0

£ Y Y & (k - 27;1?(35) 5 (k:y = %Kyﬂ . (A.72)

Ky=—00 Ky=—00 z Dy
A.2.2 Beam Propagation Method

A.2.2.1 Vektorielle Darstellung der Propagationsgleichungen

Im Rahmen der BPM erhalt man folgende Wellengleichung fiir die transversalen Komponenten

des elektrischen Feldes, siehe Gl. (2.48),

0? 0 ~ ~ N 1 -
5 —E + 2itko 5B + ALE, +(n*-m)KE, +V, (n2 Viyn?. EL) =0. (A.73)
bzw. in der Darstellung als gekoppelte Differentialgleichungen (2.49)
9 |+ 2m/<;02 |+ 2ﬁ2k§ 111 =o0. (A.74)
0z E, 0z E, - E,
Darin ist
~ 1 o (10 0? 4 n? —mn? .
A 2n2k3 <8x <n2 ox ( )> o2 ) * 2n? ( )
~ 1 0 (1dn?
E=———|5-F A.76
Ay 2n2k¢ Oz <n2 dy y) ’ ( )
~ 1 0 (10n%
b= —5—|—=—-FE] , ATT
Ay 2n%k3 Oy <n2 ox > ( )
~ 1 0? - 0 (10 /5~ n? —m?
In der Darstellung fiir das magnetische Feld lautet die Wellengleichung fiir die transversalen
Komponenten:
1 (0n on? on? on? i
AH “kiH L+ — VxH), - —(VxH VxH), - —(VxH =0.
s (G, - G, S o), - .

(A.79)

Nach Einftihrung einer langsam veranderlichen Amplitude und Vernachldssigung von on/dz

analog zum elektrischen Feld ergibt sich:

o o e (0. 0\ [ow on\
oo HL 20k L+ AHL + (0 = 7)RHL + (axHy - 8yHm> ((’iv’ _3:6> -

(A.80)
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was sich wiederum komponentenweise als

2 (M, H, B.. B\ (H.
882 A +2mk0§ |+ 2mPkE 115 =0 (A.81)
==\ H, =\ H,y By. By, H,
darstellen lasst. Hierbei ist
— 1 0% ~ 0 (1 0~ n?> —n? ~
H,=——|+5H, +n*— | 5+ H ———H A.82
BeoHs 2n2k3 <0x2 e Dy <n2 Dy x)) T e (4.82)
—~ 1 10n%0
B.,H, = —5—5——— , A .83
YUV omPk3n? Oy Ox Y ( )
— 1 10n%d
Y 2n2k3 n? Ox Oy ( )
—~ 1 0 (1 0~ 0? ~ n? —mn? -~
H=——|n*—|—=—H —H —H, . A.
By Hy 2n2k} <n Ox <n2 or y) + oy? y) + on? Y (A.85)

A.2.2.2 Ubergangsbedingungen an Grenzflachen

Ahnlich wie in Abschnitt 3.1.4 fiir das elektrische Feld geschildert, lassen sich auch Gleichungen
fiir den Ubergang des magnetischen Feldes an Grenzflichen zwischen zwei Schichten finden.
Hier wird ebenfalls zunédchst der 1D-Fall mit Invarianz in y-Richtung betrachtet. Aufgrund der
Maxwell-Gleichungen (2.8) ist neben E, auch 1/n?0H,/0z stetig. Fiir die Felder in den jeweiligen
Schichten gilt daher

- o 0 0 — . = o
H;i/z = H;,l/2 exp (:l:lnl/QkOZ) , &H;/z = (&Z'Hyi’lﬂ + 1n1/2k0H;1/2> exp (:I:ml/gk:oz)
(A.86)
und mit der Padé-Approximation gilt analog
3} o P(Byy1/2) = .f

@Hj,l/z = j:ml/Qkoﬁ?MH;l/g exp (j:ml/gkoz) ) (A.87)
Die Erfiillung der Ubergangsbedingungen erfordert demnach:

m P(Byy1) /= — Mo P(Byy2) /= —

s (HYy = Hyy ) = 52 (Hf, = Hyy) (A.89)

n% Q(Byy,l) n% Q(Bny)

Das entstehende Gleichungssystem lasst sich wie fiir das elektrische Feld 16sen.

A.2.2.3 Diskretisierung von Differentialoperatoren

Fiir die BPM ist die numerische Berechnung von Differentialoperatoren notwendig. Hier wird
beispielhaft ein skalares Feld u betrachtet, das in Anlehnung an Abschnitt 3.1 als u(x,y, 2) = “1({1)@
diskretisiert wird. Die Diskretisierung einer Differentialgleichung der Form du/0z = Au mit einem

beliebigen Operator A ergibt sich gemafi dem Crank-Nicolson-Schema als
(s+1) _ ,,(s) 1

U u
—— (s) (s+1)

s = 5 (Au®) + AulT) (A.90)
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also

(1 . p) a4 — (1 i ‘;A) ) | (A.91)

Diese Formulierung erfordert zwar die Losung einer impliziten Gleichung, ist aber genauer als
eine Berechnung gemifl dem Vorwérts-Euler-Schema, (u(+Y —u())/§z = Aul®). Fiir die Padé-
Approximation ergibt sich Gl. (3.4) auf gleiche Weise aus Gl. (3.3).

Der Operator A setzt sich im Rahmen dieser Arbeit aus Ableitungen erster und zweiter Ordnung

in  und y zusammen. Die Diskretisierung erfolgt mittels zentraler finiter Differenzen:

2
a unm—kl,ny - unz—l,ny (9 unz—i-l,ny - 2unzny + unz—l,ny
—U = 5 _ 2U/ - 2 )
ox 20x ox ox
NNy

gu — Ungny+1 — Ung,ny—1 iQu _ Uny,ny+1 — 2unzny + Uny my—1 '
od ). . 20y ’ o) " dy?
Ny T

Diese Operationen lassen sich jeweils als Matrix-Vektor-Multiplikation darstellen, indem man die

(A.92)

(A.93)

i
Felder als Vektoren darstellt, z. B. fiir festes n,: (ul,ny, U2,y - - - ,uNx,ny) . Dann ist
(Ou/0x)1p, 0 1 -1 U1,
(Ou/0x)2p, -1 0 1 U,
1
: = - : A.94
20 10 ’ ( )
1
(au/al)Nany 1 _1 O uNwﬂly
(0%u/02?)1 0, -2 1 1 Uiy,
(82u/3x2)2,ny 1 -2 1 U,
) 1
= 522 1 -2 (A.95)
: 1
(82u/8x2)Nz,ny 1 1 -2 uNz,ny

Dabei sind alle nicht angegebenen Eintrdge der Matrizen als 0 zu verstehen. Die beiden Eintréage
abseits der drei Diagonalen aufgrund periodischer Randbedingungen erhohen die Komplexitét
der Matrix-Vektor-Multiplikationen nicht. Fiir die Propagationsschritte miissen allerdings auch
lineare Gleichungssysteme mit derartigen Koeffizientenmatrizen gelost werden. Da es sich nicht
um Tridiagonalmatrizen handelt, ist die direkte Anwendung des Thomas-Algorithmus [86] nicht
moglich, jedoch lasst sich die Losung durch Ausnutzung der Sherman-Morrison-Formel [90] auf
tridiagonale Gleichungssysteme zurtickfithren: Fir eine Matrix A und zwei Spaltenvektoren v, w
kann die Inverse der modifizierten Matrix A’ = A 4+ vw' durch
A lywT AL

A/—l — A—l o
1+wlA-w

(A.96)
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berechnet werden. Fiir Matrizen wie in Gleichung (A.94) kann man eine tridiagonale Form fiir A

wahlen und setzt z. B.

-1 1 1 1
-1 0 1 0 0
A= -1 0 , v= ||, w=| : ) (A.97)
1 0 0
-1 1 1 —1

Dann berechnet man zur Losung einer Gleichung der Form A’x = y zunéchst ¢y’ als Losung von
Ay’ = y und einmalig die Losung v von Av' = v. In beiden Féllen ist das Gleichungssystem
tridiagonal und kann effizient gelost werden. Dann ergibt sich x als
pwly

I+wTy

r=y (A.98)

Der Aufwand besteht also aus der Losung eines tridiagonalen Gleichungssystems sowie einigen
grundlegenden Vektoroperationen, sodass die Laufzeitklasse weiterhin O(IV) ist.

Ableitungen in y-Richtung lassen sich mit geanderter Sortierung der Eintrige in den Vektoren
wie in Gl (A.94) und (A.95) darstellen. Solange nur konstante Terme und Ableitungen in einer
Richtung kombiniert werden, behalten die Matrizen ihre quasi tridiagonale Form. Kombiniert
man jedoch Ableitungen in verschiedener Richtung, wie beispielsweise fiir den Laplace-Operator

A, = 0?/0z* + 0%/0y?, so sind weitere Nebendiagonalen der Matrix besetzt:

(AJ_’LL)Il —4 1 1 1 1 uil
(Apu)21 o u21
1
(Alu)le 1 1 —4 1 1 UN,,1
(AL u)12 1 -4 1 1. u12
(A u)22 T w22
1
(AJ_'U,)NI’Q . 1 1 1 1 —4 UN, 2
T S2
ox 1
1
(Alu)l,Ny 1 1 —4 1 1 U17N1J
(Alu)QaNy 1 U2,N,
1
(AJ_U/)NIJ\]y 1 1 1 1 -4 UN,, Ny
(A.99)
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Hierbei wurden wiederum periodische Randbedingungen beriicksichtigt, zudem zur Vereinfachung
dx = dy. Eine effiziente Losung mit dem Thomas-Algorithmus ist fiir Gleichungssysteme mit

diesen Matrizen nicht moglich.

A.2.2.4 Differentialoperatoren in der BPM

Die in Abschnitt A.2.2.1 gegebenen Operatoren wurden mithilfe von zentralen Differenzenquoti-
enten, siehe Abschnitt A.2.2.3, diskretisiert [35]. Beispielhaft seien hier die Operatoren A,, und
B,, angegeben:

2 _ 72

Mamy ~ ~

(Anyy)mzmy = TEymwmy + W{W (Ey,mw—‘rl,my — 2By mum, + Ey,mw—l,my) +

2 2
N 1 (_ ( 205, m, N 203, i, ) P N
=21.25,,2 2 2 2 2 Y,ma My
2n koéy nmz,merl + nmmmy nmxmy + nmz,myfl
2n? 2n?
Mg, My+1 N Mg ,My—1 s
2 Ey,m;c,myﬂ + 2 2 Ey,mx,my—l ) (A.lOO)

Mg ,My+1 + nmxmy MMy + nmz,myfl
SR 1

MMy

v ___ H mam -
)mzmy 2n? pmamy + 2n2 kg 512

1 22, i, 212, i, =
* 2ﬁ2k33(5$2 B ’n,2 n2 + n2 + n2 y,mmmy+

mg+1,my + MgMy MgMy mgz—1,my

+
n2

—

(Byy H,

—

(Hyamxﬂny"‘l - 2Hy7mmmy + Hyamowmy_l) +

2n2, _ 2n2, . _
g b Hynim, | - (A101)

77/2 + n2 Hy7m$+17my + 2 + n2
mg+1,my MgMy MMy mg—1,my

Die Operatoren A,, und B,, ergeben sich durch eine geeignete Vertauschung der Variablen.
Kopplungsterme wie A,, lassen sich auf ahnliche Weise diskretisieren, spielen aber fiir die

Berechnungen im Rahmen dieser Arbeit keine Rolle.

A.2.3 Polynomielle Approximation des Nahfeldes
A.2.3.1 Zweidimensionales Fitmodell

In Abschnitt 4.2.2 wurde die Konstruktion eines linearen Modells fiir den 1D-Fall geschildert.
Hier soll nun das entsprechende Vorgehen fiir den 2D-Fall erldutert werden. Die meisten Zusam-
menhénge lassen sich direkt verallgemeinern, wobei die jeweiligen Gréflen nach z- und y-Richtung
unterschieden werden. Zur Beschreibung des Nahfeldes geméafl G1. (A.19) suchen wir folglich nach

einer Funktion Fj, ;, zur Berechnung der Koeffizienten ¢y, j,;, aus den Fiillfaktoren fy, m,

szmyjzjy = F’jzjy ( . 7fmz—l,mya s 7fmz,my—17 fmz,mya fmz,my+17 CI) fmz-i-l,my; .. ) ) (A102)

wobei die Festlegung der zu berticksichtigenden Parameter anders als im 1D-Fall erfolgen muss.
Hier werden alle Terme mit einer Manhattan-Distanz von hochstens D Pixeln berticksichtigt, d. h.

alle fr,+d,m,+a, Wit |dy| + |dy| < D. Die Paritat der 2D-Legendre-Polynome muss hinsichtlich
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der beiden Richtungen unterschieden werden, d. h. es gilt:
Ljj, (=2, —y) = (1)L, 5 (x,y) . (A.103)

Daher werden die (anti-) symmetrisierten Parameter separat fiir beide Dimensionen konstruiert:

1
ss o
mmm?/7d1dy - 5 (fmz+dZ7my+dy + fmz_dz,my“l‘dy + fmz+dz,my_dy + fmz_dzymy_dy) - 1
as o 1
mmmy,dxdy - 5 fmz+dzamy+dy - fmcl;_dwymy‘i‘dy + fmw+dw7my_dy - fmw_dwymy_dy
ity = 5 (f + -7 -7
MMy, dedy 2 Mg +dg,mMy+dy Mg —dg,My+dy My +dg,my—dy My —dg, My —dy
1
aa
Sty duy = 5 (Frvctdeomyrdy = Frnamtomyrd, = Fnetdeimya, + Sni-tom,-a,) » (A104)
fir s;,s, =0,...,D. Die auf diese Weise konstruierten Parameter liegen alle im Intervall [—1, 1].

Zur Darstellung von Produkten und Potenzen dieser Parameter lasst sich wiederum die Multi-

Index-Schreibweise nutzen:

[

(f‘fnzmy,p)e = ]I (Smmy,dzdy)egzdy , (A.105)

e ,dy >0
dp+dy<D

wobei o € {ss,as,sa,aa}, f7, ... p = ([ sdomy+a, * dusdy = 0,dy +dy < D), € = (€7 4, :
dy,dy > 0,d; +dy < D), e, € N. In dieser Weise ist die Definition nur fiir o = ss sinnvoll. Fiir
die anderen Symmetrisierungen muss jeweils der Fall d, = 0 bzw. d, = 0 ausgeschlossen werden,

da immer

as __ psa __ faa _
Mamy,0,dy — fmxmy,dw,o - fmxmy,OO =0

(A.106)

gilt. Zur Vereinfachung der Notation wird auf eine explizite Darstellung dieser Ausnahmen

verzichtet, sodass im Folgenden stets
€0, = €dro = €0 =0 (A.107)

mit der Konvention 0° = 1 zu beriicksichtigen ist. Zur Bestimmung der Paritit wird wiederum
iiber die Exponenten summiert, also z. B.
g D g
p(e) = J[ (—1) ety = (—1)2eay Cdody | (A.108)
du,dy>0
dutdy<D
Fiir die Festlegung des Termgewichtes wird die Manhattan-Distanz verwendet:
w(e?) = Y eqq(1+de+dy) . (A.109)
dydy>0

dytdy<D

Bei Produkten aus Termen mit verschiedenen Symmetrisierungen multiplizieren sich die Pa-

ritaten, wahrend sich die Termgewichte summieren. Zur Vereinfachung der Notation sei e =
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(e, e™ e, e™), p:(e) = p(e™)p(e™), p,(e) = p(e*)p(e™), w(e) = ¥, e” und f,, ., p =
(Fomum,,p : 0 € {ss,as,sa,aa}). Bei der Formulierung des linearen Modells muss nun nach der

Paritét in - und y-Richtung unterschieden werden. Es werden alle Terme beriicksichtigt, deren

Manhattan-Distanz hochstens D und deren Termgewicht hochstens W betragt:

g

e
‘Fjjzjy (fm;,;my,D) = % . be H ( lemij) . (AllO)
e: pg(e)= g
py(e)==+1
w(e)<W

Dabei sind e ; € N unter Beachtung der Einschrankung in Gl (A.107). Das Vorzeichen fiir die

Paritatsfunktionen muss dabei passend zu Fj, ;, gewahlt werden.

A.2.3.2 Beispiele fiir Terme des linearen Modells

Tab. A.3: Terme mit gerader Paritét (1D).

w/d 0 1 2 3 4
0 1

L fos

2 f3 fis

3 fos fos f1s fos

4 fos  fohe fi fa fos fas fas

5 fos  Tostis: fosfiss fosfia  [dsfoss fishoss frafoa  fosfas  fas

Tab. A.4: Terme mit ungerader Paritiat (1D).

w/d 0 1 2 3 4
0

1

2 fia

3 Josf1a f2a

4 fosfra fishia Jos f2a f3a

) foshias fosfishia [ foas fisfoas frafos  fosfsa  fia

Welche Terme fiir das lineare Modell gemafl Gl. (4.14) bzw. (A.110) beriicksichtigt werden,
hangt von der Wahl der Groflen D und W ab, sowie der jeweiligen Paritét. Beispielhaft werden hier
die zu berticksichtigenden Terme fiir kleine Werte von D und W angegeben. Um die Lesbarkeit
zu erhohen, werden die Indizes des zentralen Pixels (m, m,, m,) ausgelassen und die Paritdten in

den unteren Index geschrieben:

fna = Jao ey dady — Jddyo - (A.111)
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Fir den 1D-Fall sind die Terme in Tab. A.3 und A.4 angegeben, geordnet nach ihrem Termgewicht
w und der maximalen Distanz d der enthaltenen Parameter. Ein entsprechendes lineares Modell
enthilt dann alle Terme mit w < W und d < D.

Beim 2D-Fall muss die Paritat jeweils nach z- und y-Richtung unterschieden werden. Die jeweils

moglichen Kombinationen werden in Tab. A.5, A.6, A.7 und A.8 gezeigt.

Tab. A.5: Terme mit gerader/gerader Paritit (2D).

A

w/d 0 1 2 3
0 1
1 fOOss
2 f(?()ss f01557 flOss
3 fg)()ss fOOss f01357 fOOss fUlss fOZssa fllssa f20ss
4 f(l)l()ss fgﬂssfblssa ngszl(]ssa f(?ls.w f0055f02337 fOOssfllssa f03ssv f12537 f21887 f3035

fglaa? f120557 f120aa7 fOlssflOss fOOsszOss

Tab. A.6: Terme mit ungerader/gerader Paritat (2D).

w/d 0 1 2 3
0
1
2 flOas
3 fOOssflOas fl las) f20as
4 f()2055f10a57 fOlssflOasa flOssflOas fOOssf11a57 fOOsszOas fl?asa f21a57 fSOas

Tab. A.7: Terme mit gerader /ungerader Paritat (2D).

w/d 0 1 2 3
0
1
2 forsa
3 fOOsstlsa f02sa7 fllsa
4 f(?Osstlsa) fOlsstlsaa fOlsaflOss fOOsstQsa) fOOssfllsa fOSsaa f125a’ f215a

A.2.4 Simulationsparameter

In Tab. A.9 sind die in den jeweiligen Anwendungsbeispielen verwendeten Simulationsparameter

zusammengetragen. Fiir die Varianten BPM 1 und BPM 2 sei auf Tab. 3.1 verwiesen.
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Tab. A.8: Terme mit ungerader/ungerader Paritit (2D).

w/d 0 1 2 3
0
1
2
3 fi1aa
4 fOlsaflOas fOOssfllaa fl2aa7 f21aa

Tab. A.9: Simulationsparameter der Beispiele aus Kap. 4

Abschnitt  4.2.3  4.3.1/4.32  4.3.1/432 432 433 434 434
(PFA-Mod.) (CGH-Sim.)

Verfahren BPM2  BPM1 BPM1  FDTD FDTD BPM2 FDTD
Ao[nm] 500 633 532 532 1064 6328 6328

8, = 0,[nm] p,/24 10 20 20 30 325 325
§2[nm] 25 25 50 10 15 25 10
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