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Zusammenfassung

In dieser Arbeit soll es um die verallgemeinerten Morrey-Folgenrdume gehen. Als Grundlage
dazu dienen die klassischen Morrey-Folgenraume m, ,, welche genau die Folgen enthalten,

deren Norm

B =

lil p .
[mupll = sup  |Q—jm[* * Z || firo<p<u<oo

e 4
JE€No;mEZ k:Qo,kCQ—jm

endlich ist.

Die elementaren Eigenschaften von m,, werden hier im ersten Kapitel thematisiert. Wir
werden feststellen, dass diese Rdume (Quasi-) Banachrdume sind, aber nicht die Eigenschaft
der Separabilitéit besitzen. Auflerdem stimmen sie fiir bestimmte Parameter « und p mit den
¢p)-Rédumen iiberein und charakterisieren deshalb eine Verallgemeinerung dieser. Zudem sind
sie immer in f, eingebettet, doch auch zwischen verschiedenen Morrey-Folgenrdumen lassen
sich Aussagen iiber die Teilmengenbezichungen treffen.

Im zweiten Kapitel definieren wir dann die Verallgemeinerung dieser Rdume, indem der Pa-

rameter v durch eine geeignete Funktion ¢ ersetzt wird. Somit ergibt sich die neue Norm

lmel = s otQ@ejum)) | ot S

j€No;meZd |Q—jml k:Qo.k CQ—jm
Diese verallgemeinerten Morrey-Folgenrdume m; weisen viele Ahnlichkeiten zu den klassi-
schen Morrey-Folgenrdumen auf. Denn auch diese sind (Quasi-) Banachraume und verallge-
meinern die /-, aber auch unter bestimmten Bedingungen die m,, ,-Raume. Auflerdem lassen
sich wieder Eigenschaften im Zusammenhang mit der Einbettung bestimmen, jedoch hier mit-
hilfe der Funktionenklasse G,. Diese bietet hilfreiche Voraussetzungen, weshalb wir ¢ oftmals
aus dieser Klasse wihlen werden.

Zuletzt wollen wir konkrete Beispiele fiir ¢ und den zugehérigen Rdumen betrachten.
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1 Morrey-Folgenraume

1.1 Definitionen

Bevor wir uns den Morrey-Folgenrdumen widmen, fithren wir zuvor ein paar wichtige Defini-
tionen ein.

Als Grundlage unserer spiteren Uberlegungen dienen die bekannten L,- bzw. {)-Raume.

Definition 1 L,-Raum
Sei Q C R messbar. Fir 0 < p < oo wird

L,(Q)={f:Q—=K: f ist \g-messbar, || f|L,]| = </ f(:c)]pdac> " < oo}
Q

und

Loo(Q)={f:Q—=K: f ist \j-messbar,
[f1£ooll = nf{e > 0: Ag ({z € Q: [f(2)| > ¢}) = 0} < o0}

definiert, wobei g das Lebesque-Maf3 im R bezeichnet.

Damit || - |L,|| fiir 0 < p < oo eine Norm darstellt, werden die Aquivalenzklasssen

Lp(Q) = Lp/N ={[f] = f+ N : f € Lp(Q)} mit
N=A{f:Q—=K: f \g-messbar, f =0 \g-fast-iberall auf Q},

die sogenannten Lebesque-Rdaume, definiert.




1 Morrey-Folgenrdume

Definition 2 /¢,-Folgenraum [4]
Fiir 0 < p < co werden

3=

(%) = {a = {a;}jepa CC:llaltpl = [ D laslP | < oo},
jeza

loo(2%) = {a = {a;}eza C C: [|alloo|| = sup |aj| < oo} und
je

1
Eu,w(Zd) ={a= {aj}jezd C C: lallyoll = sugnﬂaz < oo},
ne

definiert, falls {ay}nen die monoton fallende Umordnung einer Folge a = {a;} czaq,
a € £,(Z%), fir 0 < u < oo, ist.

Des Weiteren wird der Morrey-(Funktionen-)Raum mit Hilfe des Raums der lokal-p-integrier-

baren Funktionen Léj’c bestimmt.

Definition 3 Morrey-Raum M, ;, [9]
Sei 0 < p <u < oo. Dann ist der Morrey-Raum definiert als

Mup(RY) = {f € Ly“(RY) : || flMup(RY)|| < 00}
mit

d_d

1/p
| fIMup®RY)| = sup Re"» (/B( R)!f(y)!pdy>

z€RY, R>0

und
L;)OC = {f messbar : / |f(x)|Pde < oo fir alle kompakten K C Rd} .
K

B(z, R) ist hier die Kugel um = mit Radius R.

Bemerkung 4
Der Morrey-Raum M, stellt eine Verallgemeinerung des Lebesgue-Raums L, dar. Dazu

wurde bereits in [9, Theorem 16] gezeigt, dass
Mp,p(Rd) = Lp(Rd)

gilt. Auch dass M, ,(R?) = {0} ist, falls u < p, wurde in [9, Proposition 15], festgestellt.

Eine sehr wichtige Definition ist die des dyadischen Wiirfels. Anhand dieser kénnen wir spéater



1.1 Definitionen

den Morrey-Folgenraum definieren.

Definition 5 Dyadischer Wiirfel @;,
Ein dyadischer Wiirfel ist fiir j € Z und m € Z% definiert durch

Qjm =277 (m +10,1)%).

Seine Seitenlinge betrdgt 277 .

Fiir j € N ist die Seitenlange dieser Wiirfel kleiner als 1, weshalb man sie als , kleine Wiirfel“
bezeichnet. Dementsprechend sind alle Wiirfel @, mit —j € N, grofle Wiirfel“. Qg , ist der

um m verschobene Einheitswiirfel.

In Analogie zu Bemerkung 4 lasst sich £, ebenfalls zum Morrey-Folgenraum m,, , erweitern,

welcher in [4] wie folgt definiert wurde.

Definition 6 Morrey-Folgenraum m,,

Sei 0 < p <u < oo. Dann wird der Morrey-Folgenraum m,,, durch

Mup = Mup(Z?) = {A = {M}peza © C 1 [Amupl| < oo}

B =

1_1
[Almupll = sup  |Qjm[* > P
jENomeLs 7Qo.kCQ—jm

definiert, wobei Q_; ., einen dyadischen Wiirfel bezeichnet.

Beispiel

Ein Beispiel eines dyadischen Wiirfels ist Q_ (g,0) = 2 ((0,0)+[0,1)?) C R? (siche Abb. 1.1),
welcher ein Quadrat mit Seitenldnge 2 beschreibt, dessen linke untere Ecke auf dem Koordi-
natenursprung liegt. Dabei sind die Rénder der rechten und oberen Kante nicht inbegriffen.
Fiir den Fall m # (0,0) befindet sich die entsprechende Ecke im Punkt 277 - m.

Innerhalb der Definition der Norm in m,, , trifft man auf die Menge {k € Ze Qo C Q—jm}
fir j € No und m € Z%. Diese besteht aus allen Punkten k, fiir die der Einheitswiirfel mit lin-

ker unterer Ecke auf £ vollstdndig im Wiirfel ()_; ,, enthalten ist. In dem obigen Beispiel wére
dies also die Menge {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)} (in Abb. 1.1 durch rote Kreuze visualisiert).



1 Morrey-Folgenrdume

QO,(],]) QO,(O,I)

Abbildung 1.1: Der Wiirfel Q_; (9 ) (in blau) mit den vier enthaltenen Wiirfeln Qg -
k € {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} als (rote) Kreuze dargestellt.

Bemerkung 7

Eine weitere wichtige Anmerkung ist die Relation

Y 1/p - 1/p
sup  RiTE (/ If(y)lpdy> ~ swp |B(e,R)[F (/ \f(y)pdy>
x€RY:R>0 B(z,R) xERY; R>0 B(z,R)

L 1/p
~ sup |QujmlF T ( / \f(y)\”dy>
meZd;jeZ Q—jm

im Sinne dquivalenter Normen in M, ;. Die Idee des Beweises dazu ist, jeweils die Variablen
R, j und m so zu wihlen, dass beispielsweise die Kugel B(z, R) in einem Wiirfel Q_;
enthalten ist, aber gleichzeitig auch selbst einen kleineren dyadischen Wiirfel enthélt. Man

verlangt also, dass
29 > 2R und 22" < 2R, fireinn=0,...,].

Abb. 1.2 zeigt diesen Zusammenhang fiir das Beispiel j = R = 3 und n = 2. Mithilfe dessen
lasst sich die Kugel zu einem Wiirfel vergroflern und der Betrag |B(x, R)| gleichzeitig nach
unten durch den Betrag eines kleineren Wiirfels abschétzen. Dieser ist proportional zum Be-
trag des grofleren Wiirfels.

Dieselbe Vorgehensweise ldsst sich auch auf ¢)_; ,, ibertragen, indem dieser von zwei entspre-

chenden Kugeln eingeschachtelt wird.

10



1.1 Definitionen

2 B(x,3)

0_3,00
9 1

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 12

Abbildung 1.2: Die dyadischen Wiirfel Q_3 oy (blau) und Q_; 29y (orange) schachteln die
Kugel B(z,3) (rosa) ein.

Bemerkung 8

Aus der Forderung p < u resultiert, dass % < = ist und demnach

1
p

<0. (1.1)

S
K=

ll)

1 1 -
Daraus folgt, dass [Q_j |+ » =2 4%~ monoton fallend ist fiir wachsende j € No.

Die vorige Definition 6 léasst sich folgendermaflen durch den Fall © = oo ergénzen.

Definition 9 Morrey-Folgenraum mq p

Fir 0 < p <u= oo definiert man

moo,p(Zd) ={A={Mp}peza CC:

1
P
_1
[Almoopll = sup  [Q—jml| P Z [AxlP ] < oo}
JENo;meZ! k:Qo,kCQ—j,m
Im Fall p = u = oo wird die Summe durch sup |A\k| ersetzt.
k:Qo,kCQ—jm

11



1 Morrey-Folgenrdume

1.2 Elementare Eigenschaften von m, ,(Z%)

Die folgenden Eigenschaften und Beweise sind, wenn nicht anders gekennzeichnet, aus [4] ent-

nomimen.

Die aufgestellte Behauptung, m,, sei eine Verallgemeinerung von /,, basiert auf folgendem

Satz.

Satz 10
Sei 0 < p < oo. Dann ist mpy, = £p.

Beweis:
Sei A = { A }reze. Dann gilt

11 %
[Almppll = sup  |Q—jm|? » Z AP = sup Z [Awl”
jeNo;mEZd k:QO,kCQ—j,m jENo;mEZd k?QO,kCQ—j,m >VO
P
= [ D ] =Gl
kezd
Dies zeigt, dass die Normen iibereinstimmen. O

Bemerkung 11

Doch m,, ), steht nicht nur in Beziehung zu ¢,, sondern ebenfalls zum Funktionenraum M, .

Betrachten wir dazu eine Folge A = {\},cz¢ aus my,, und die zugehérige Funktion

o= Z AeXQox (X4 bezeichnet hier die charakteristische Funktion einer Menge A C R%).

kezd
Fir die Norm von fy folgt durch Bemerkung 7

I Mgl ~ sup  |Q—yl5 7 (/ rfA<y>rpdy>.

JEZ;mEZL -7,

Wir wollen zeigen, dass diese Funktion in M, ), liegt. Dazu miissen zwei Félle unterschieden

werden.
1. Fall: 5 >0

Da hier die grolen Wiirfel betrachtet werden, kann Q)_; ,, in die Einheitswiirfel Qg , fiir £ € Vi

12
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1.2 Elementare Eigenschaften von m, ,(Z%)

zerlegt werden. Dadurch folgt

IRRECRE L.

Z)\kXQo,k(y)‘pdy: > AP

jsm £:Qo, gCQ im kezd £:Q0,eCQ—j,m
B Mg, k=1
0, k#4
und somit auch
) 1
p

11 P 11
|Q—jm|® 7 (/Q ’fA(y)pdy> = |Q—jml|* » S P
—jm

£:Q0,0CQ—jm
P
1_1
< sup |Qjml|vr Do P = (Al < oo
j€No;meZ? £:Q0,6CQR—j,m

Da j > 0 und m € Z% auf der linken Seite beliebig gewdhlt sind, gilt die Ungleichung auch

fiir das Supremum tber alle 7 und m. Also folgt

1_1 P
sup  |Q—jm| 7 (/ IfA(y)I”dy> < o0.
j>0;mezd Q—jm

2. Fall: j <0
()—jm hat in diesem Fall eine kleinere Seitenlinge als der Einheitswiirfel, ist also in einem
bestimmten Wiirfel Qg y, enthalten (siehe Abb. 1.3). Deshalb folgt

[ |de—/ 3 x|ty =l [ 1y =P Q.
—j SN——

J,m —J m d Q—J’,m
keZ =9jd

Nun lédsst sich diese Gleichung durch die f—te Potenz und Multiplikation mit |Q_ Jm]u

umformen und erhélt, dass
1_1

Qinlt (]

Q

Nach linksseitiger Supremumsbildung gilt dann

; J jd
p +]d( ) < %
o | fa(y)] dy) = Akl 27 < :;12%‘)\k| 2, <Al

<1,
daj <0

B =

1_1
sup [Q—jml|* P(/Q Ifx(y)lpdy> < [[AJool-
—j,m

j<0;meZ4

13



1 Morrey-Folgenrdume

0,(0,1) QO,kD

Q,00) Qo,1,0

Abbildung 1.3: Beispiel eines kleinen Wiirfels Q_; ,,,, j < 0 (orange), welcher in Qg x, enthalten
ist. In diesem Fall ist die Dimension d = 2, j = —1 und m = (5,3), sodass Q_jm = Q1,(5.3) =

271((5,3) +[0,1)?) = (5,3) + [0, 5)* in Qok, = Qo,(2,1) liegt.

Spéter in Satz 13 i) wird auBlerdem bewiesen, dass immer || Al || < ||A[124,p

gilt.
Aus diesen beiden Féllen folgt somit

S =

1_1
Sup Qg / A@Pdy | < [N mapll < oo,
JEZ;mEeZ Q—jm

also ist fy in M.

1
Umgekehrt gilt: ist ein fo in M., dann folgt fiir A = {\0}, _pa mit ) := ( Jou,| fo(y)|pdy) v
k€74, dass ||\)my, < c- | folMupl|l < oo fiir ein ¢ > 0. Denn

1P\
0 11 P
Wl = s 0SS ([ oty
j€ENg;mEeZ k:Qo.kCQ—jm Qo,k
1_ 1 g
= s QujmlET / Fo(y)IPdy
jGNo;mEZd Q—j,m
1 1 g
< sup [Qjmli / fo(y) Pdy
JEZ;mEZ Q_jm
1
Bem. 7 d_d b
27 s REH / fo)Pdy ) = e[| fol Mupll < oo,
R>0;z€R4 B(z,R)

Also ist Ag in my . Aufgrund dieser Uberlegungen stellt m,,, das diskrete Gegenstiick zu
M, dar.

14



1.2 Elementare Eigenschaften von m, ,(Z%)

Weitere elementare Eigenschaften von m,, , werden in den folgenden Sétzen erldutert.

Satz 12

Sei 0 < p <u < oo. Dann ist m, )y ein (Quasi-) Banachraum.

Beweis:

Sei z = {z}}peze und 0 < p < u < oo.

1 1
Als Erstes ist zu zeigen, dass ||z|mypll = sup |Q—jm|v ? Z |z [P eine
jENo;mGZd k:QO,kCij,m
(Quasi-) Norm definiert.
Durch die Absolutbetréige ist leicht zu erkennen, dass ||z|myp| > 0 ist. Zudem folgt aus

||z|myp|| = 0 die Gleichheit = 0 (und umgekehrt). Auflerdem gilt

1_1 %
la- zlmupll = sup  [Q_jm|* 7 > lazyf
jENo;mEZd k:QO,kCij,m
P
pi 1_1 p
=lal’?  sup |Q_jm|* 7 Yo | =lal -zl
JENo;meL k:Qo,kCQ—j,m

Somit ist die absolute Homogenitéit gezeigt. Als Letztes muss die Dreiecksungleichung fiir die
Fille 1 <p < oo und 0 < p < 1 getrennt betrachtet werden.

1. Fall: 1 < p < o0
Seien j € Ng und m € Z? beliebig und y = {yx}xcz¢. Dann folgt

1 1

Qjml* 7 | > ekt wl

k:Qo kCQ—j,m
> 1
Minkowski 11
< Qjml D 71 N D S 7
k:Qo,kCQ—j,m k:QoxkCQ—jm
1
P
1_1 1_1
< sup | |Qjm|v Y Yoo mlP | +1Qjml e > lwl
j€Ng;mezd k:Qo,kCQ—jm E:QokCQ—jm

= ||x|mu,pH + ”?/|mu,p

Hierbei wurde die bekannte Minkowski-Ungleichung verwendet (auch zu finden in [11, Lemma

15
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1 Morrey-Folgenrdume

2, S. 26]). Da j und m beliebig sind, gilt die Ungleichung auch fiir das Supremum tiber diese.

Hllylmupll-
Also ist gezeigt, dass || - [my, | fiir 1 < p < oo eine Norm definiert. Ahnlich weist man fiir den

Dementsprechend erhélt man die gewiinschte Ungleichung ||z+y|mu, p|| < ||z|may,p

zweiten Fall nach, dass || - [m,, || eine Quasinorm darstellt.

2. Fall: 0<p<1
Anhand von [11, Remark 1.2.2/1, S. 26] folgt

%
1_1
|Q—jm|= "7 S kel
k:Qo kCQ—j,m
1 1
p P
1 1 1.4 p P
< |Q—jml|v 27 >l + > el
k:Qo,xkCQ—jm k:Qo,kCQ—jm

2+1
<207 ([|z|mupl + [lylmupl)

Bildet man hier ebenfalls das Supremum auf der linken Seite, erhélt man den Ausdruck

1
< 201 (lalmupll + [lylmapl)-

[+ ylmup

Nun fehlt noch za.czeigen, dass der Raum (1my,p, || - [mq,pl|) auch vollstandig ist. Dazu wurde
der Beweis von [2, Proposition 2.2] fiir mehrdimensionale Folgen angepasst.

Sei diese Folge von Folgen (a;("))neN = ({J;S)}kezd, {xl(f)}kezd’ . ) eine Cauchy-Folge in
My p. Dann existiert fiir alle e > 0 ein N € N, sodass fiir alle h,7 € N, h,i > N, gilt, dass

p

Hx(h) — 29 |m, ‘ = sup |Q—j,m‘%7% Z ‘xéh) - w,(f) <e. (1.2)
j€No;mezs k:Qo,kCQ—j,m
Daraus folgt direkt
11 N
Qjm|* S \xgﬂ 2] <e (1.3)

k:Qo,kCQ—jm

fiir jedes beliebige j € N und m € Z9. Betrachtet man nun den konkreten Fall j = 0, ergibt
sich {k : Qox C Qom} = {m}. Dann folgt aus (1.3), dass

‘Qo,m‘%_% ﬁvgf) - mffl) = ‘ng) — xg,? <eg, fur alle m € Z und h,i > N.
N——
=20—1

Dies zeigt, dass die Folge {xgg)}n cny €ine Cauchy-Folge fiir ein festes, aber beliebiges m ist.

16



1.2 Elementare Eigenschaften von m, ,(Z%)

Somit ldsst sich eine neue Folge = := {x, },,cz¢ durch z,, := li_)m :ng), also bestehend aus
n oo
allen Grenzwerten dieser Cauchy-Folgen, definieren. Gleichung (1.2) liefert dann fir i — oo,

dass

11 P
sup  |Q—jm|v P E ’x,&h) - xk‘ < e fiir h > N. (1.4)
jENo;meL k:Qo, 1k CQ—j,m

Daher ist Hx(h) — a:|mu,pH < ¢ fiir alle e > 0 und h > N, wodurch gezeigt ist, dass (" —s z
fiir h — oo. Nun bleibt nur noch die Frage offen, ob  auch in m,, , enthalten ist. Wir wissen
=z — (x(h) — :L‘), weshalb folgt, dass

lalmupll = [+ = (2 - 2) mu,

<o (s

<00, da €Emau,p <oo(1.4)

[+ @™ = @)l

‘)<oo,

fir ein ¢ > 1. O

Satz 13
Sei 0 < p<u<oo.

i) Ist u < p, dann ist my, = {0}. Ist p1 < p2 < u, dann gilt My, p, — My p, -

i) Fir alle p und w gilt, my, p — loo.

iii) Ist p < u, dann ist Ly oo — My p.

Beweis:
Zu i)
Sei  # 0 und u < p. Dann ist, dhnlich zu (1.1) aus Bemerkung 8, % — % > 0. Daraus folgt
1_1
sup |Q*j,m u p Z ’:L’k‘p = OQ.
jeNosmeZs k:Qo,xkCQ—jm

—o0 flir j—oo >0

Ist z = 0, gilt offensichtlich ||z|m, | =0 < oo.

Als Néchstes wollen wir zeigen, dass 1y p, < My p,, also dass ein ¢ > 0 existiert, sodass
[ Mup, || < € [[2|mu,p, || gilt.

Um dies nachzuweisen, wird die Hélder-Ungleichung [11, Lemma 2, S. 26] fiir p := Z—f > 1 und

17



1 Morrey-Folgenrdume

= =1- ;% genutzt und es folgt so

P
P1
P1 L
Holder 122 " P2
> w1 < >l > 1
E:Qo,kCQ—jm k:Qo kCQ—jm k:Qo,kCQ—j,m
=i (1.5)
P1 P1
P2 » 1 P2
_P1
- E : |22, |P2 e P2 =c. E Z |2 P2
k:Qo,kCQ—jm k:Qo,kCQ—jm

Nach Definition 6 ist Q) _; », ein grofler Wiirfel mit Seitenldnge 2J. Dieser Wiirfel ist demzufolge
als disjunkte Vereinigung von Einheitswiirfeln darstellbar. Fiir den Betrag des Wirfels gilt

dann

U Qo

k:Qo,kCQ—jm

= Y Q= >, 1=ec (1.6)

k:Qo,kCQ—jm k:Qo kCQ—j,m

Diese Gleichung, eingesetzt in (1.5), ergibt

1 1
. |P1 < 1. |P2
|Q*j,m‘ Z | k| B |Q*j,m| Z ‘ k‘

k:QokCQ—jm k:Qo,kCQ—jm

und demnach auch

1 1
P1 P2

1 1
e BD DR Ll B U o WD DR .7)
—J,m —J,m

k:Qo xkCQ—jm k:Qo kCQ—j,m

Nach Multiplikation beider Seiten mit |Q_j7m\% und Abschétzen der rechten Seite mithilfe

des Supremums folgt somit

1 1

P1 P2

11 11
Lo Yoo m | < 1Qogmlv R Yoo lml | < el

k:Qo,kCQ_j’m leO,kCQ—j,m

’Q_‘%m

Nun lésst sich auch auf der linken Seite das Supremum bilden, da die Ungleichung wieder
fiir beliebige j € Ng und m € Z¢ giiltig ist. Damit resultiert der gewiinschten Ausdruck

[ fmapy || < {2 |m p, |-

7 ii)

Sei m € Z® beliebig. Dann gilt

18



1.2 Elementare Eigenschaften von my, ,(Z%)

3=

> lawl

1
P 11
< sup [Q—jm| P

JeNo k:Qo,kCQ—jm

1
! ) |2k [P
k:Qo,kCQo,m
—— —_——

ein Index: k=m

=1

1_
|[Zm| = [Qom|”

Also folgt auch sup |zp,| < ||z|myp|| und somit my, , = log

meZd

Zu iii)

Sei {z}, }nen eine monoton fallende Umordnung von x = {z },cz¢. Dann gilt fiir alle

B =

j € Ng und m € Z¢, dass

D=

, 274 274
D> lanlnin

P
Yoo lml | < [ Dol
n=1 n=1

SR

k:Qo kCQ—j,m
1 1
27d P 2jd P 2Jjd
< Zsup |x:|p7“5n7% =sup «x, ru nu = ||2|ly 00| nu
n—1 TEN reN~~~ n—1 el
>0
(1.8)

Mithilfe des Integralkriteriums und der aus p < u folgenden Ungleichung 1 < 7 L ldsst sich

die Summe folgendermaflen weiter abschétzen (siehe auch Abb. 1.4):
274 9id 1 9id ] )
d <l +/ g udr =1+ [ xli} =1+ —20d1-7) _

1—2 iy 1_2
n=1 1 u 1 u u

1 1 an—e 1 1 ga_e _»

<t T e Y = el

u u u

u

Durch Wiedereinsetzen in (1.8) zeigt sich abschliefend

hSAl

1
_P\p
< el (1@ smlH)”

Dl

k:QokCQ—jm
1
1_1
‘Q*j,m|u P Z |z |? <c-: ||:L‘|£u,oo||
k:Qo,xkCQ—jm
[2|mupll < ¢ [lz[luool|-
O

Nachdem diese Eigenschaften fiir alle 0 < p < u < oo untersucht wurden, betrachten wir nun
19



1 Morrey-Folgenrdume

0.5

b

Abbildung 1.4: Darstellung der Ungleichung Zij:dl nu <1+ flzjd 2~ wdr mit den Werten

d=2, j=2und £ = % Die rosa Flache hat den Wert der Summe, die Orangene den Wert

jd
des Integrals f12] 2 ud.

kurz den Fall u = co. Satz 10 kann dann durch den folgenden Satz vervollstdndigt werden.

Satz 14

Sei 0 < p < oo. Dann ist auch Moo p = loo.

Beweis:

1. Fall: p=o00

Sei = {xk ez

Danm ist [[#mococ| =  sup Q| sup foil = sup lagl = [Joféuc].
j€No;meZd kezd kezd

2. Fall: p < o0

In Satz 13 wurde bereits gezeigt, dass my, — f« fiir beliebige v und p. Es bleibt also zu

zeigen, dass auch fog < Moo p. Flir x € f gilt

(1.6)

% *lQ*j,m| 1
——\1r
_1 _1
@l [ X ) <10l p(suprxkrp R
k:QokCQ—jm kez? k:Qo,xrCQ—jm

_1 1
= [Q—jm| 7 sup |zg||Q—jm|? = sup |zl
kezd kezd

fiir jedes j € Ny und m € Z? und somit auch fiir das Supremum. Daraus folgt die Behauptung
M pll < [lzlo- O
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1.2 Elementare Eigenschaften von m, ,(Z%)

Satz 15
Q sei jetzt ein beliebiger abgeschlossener Wiirfel im R mit |Q| > 1. Auferdem sei

3=

1_1
[z|muplly = sup [Q* » Z |2k |” und
@lQl=1 kQorCQ

1_1 P
lzlmuplle) = sup Q17 | D
@lelzt K:Qo kNQAY

Dann sind ||z|muypll(1) und ||z|myp|l o) dquivalente Normen in my,p.

Beweis:

Es ist leicht nachvollziehbar, dass |[z[mup|| < [|z[mupll ), da @—jm € {Q :|Q| > 1} fur alle
j € Nog und m € Z%, nachdem 1Q—jm| = 2Jid > 1.

Auflerdem ist ||x|mu,p\|(1) < Hx|mu7p||(2), da{k:Qor CQ} C{k:QorNQ #0}.

Also gilt [[z]mup|| < [[z]m|

1) < ||$|mu7p\|(2). Noch zu zeigen ist demnach

7 [
lelmupllgy < ¢ llelmuplqy, < C - el

Zu (i)
Seien @ und Q Wiirfel mit Mittelpunkten in zo € R? und Seitenldngen r > 1, bzw. r + 2.
Dann folgt

{k: Qo CQ}2{k:QornQ #0}. (1.9)
Zudem gilt

Q| =r% und

3 2\ \ ¢ 9\ 4 (1.10)

‘Q| :(7‘—|—2)d: <7‘ (]_—|—>> :’r‘d <1+> < ’Q|3d, dar>1.

r r

Infolgedessen ist

1

P

11 (1.9) 1_1
QI > lml) =P Y
k:Qo xNQ#AD k:Qo,kCQ

B =

(1.10),(L.1) it P L
ST Q)T X ) <3 swp QP [
k:Qo,,CQ Q=1 k:Qo,,kCQ

=c Hl"mu,p”(n :
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1 Morrey-Folgenrdume

Nach Bilden des Supremums iiber alle |@| > 1 resultiert die gewiinschte Ungleichung.

Zu (i7)
Sei Q wieder ein Wiirfel mit Mittelpunkt zop € R? und Seitenlinge r > 1. j € Ny und m € Z¢

werden so gewahlt, dass @_j,m O @ und @_(j_l)’m C Q. Durch die Seitenldngen ergibt sich

dann 2771 < r < 27, Daraus lisst sich

Q=r'> @) = (27 2) = 27Qm (1.11)
und
1 1
P P
11 12
QI S Jml| <lRET | Y
k:Q0,kCQ k:Qo.k CQ—jm
1
(1.11),(1.1) T ’
< (2_d\Q—j,m!> ’ >l
k:Qo,kCQ—jm
1
p
_g(l_1 i1 Ve
<2 sup (QunlFTE | D ] =2 flalmugl
j€No;meZd k:Qo,kCQ—j,m

schlielen, weshalb wieder durch Supremumsbildung Hx|mu,p||(1) < ¢ - ||z|my,pl| folgt.

Satz 16

Sei 0 < p <u < oo. Dann ist my,, nicht separabel.

Beweis:

Ist u = oo, so folgt aus Satz 14, dass myp = foo. Lo ist nicht separabel, wie man beispielsweise

in [12, S. 31, Beispiel c¢)] nachvollziehen kann.

Sei also 0 < p < u < oo. Angenommen, m,, ), ist separabel. Dann existiert eine abzéhlbare
Menge M C my,y, die dicht in m,, ), ist. Nach der Definition der Dichtheit folgt fiir alle € > 0,

dass

muy = | Bley) (1.12)
yeM

fir eine Kugel B(e,y) um y € M mit Radius €. Aulerdem sei N C m,,, eine iiberabzéhlbare
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1.2 Elementare Eigenschaften von m, ,(Z%)

Menge, fiir die H:n(l) — x(2)|mu,pH > 1 fir alle 2z, 23 e N, () £ 22 gilt.

Aus (1.12) folgt sofort, dass N C U B(e,y). Da M abzdhlbar und N {iberabzihlbar ist, muss
yeM
es mindestens ein yo € M und Folgen (), 2(2) € N geben, sodass beide Folgen in B(e,yo)

liegen. Dann sind () und () hochstens 2¢ entfernt (¢ > 0 beliebig). Doch dies steht im
Widerspruch zur Feststellung, dass Hx(l) - x(Q)\mUJ,H > 1. Existiert also solch eine Menge NV,
ist m,,, nicht separabel.

Als néchstes wollen wir genau diese Menge N konstruieren.

Sei E ¢ N und z®) eine Folge mit

&) {1, falls k = (27,0,...,0),r € E,
.’Bk =

0, sonst.

a:(E)\muva < Hﬁc(N)]mu,pH. Ist also ™ e My p, ist auch (E) ¢ My, p flir beliebige

ECN.
Um zu zeigen, dass 2™ in mu,p liegt, betrachten wir zunéchst beliebige j € Ng, m € Z%. Dann
gilt
1
1_1 (N) P
‘Q—j,m’u P Z ‘.%'k |
k:Qo,kCQ—jm
1
p
L1 1_1 1_1y 1
< |Q@—jol* 7 Z |x,(€N)\p < iy P)jp < sup 2 (a*;)j;_
—9jd k:Qo,rCQ—j0 j€Np
Die letzte Summe hat genau den Wert j, da ac/,(f ) = 1 fiir die Indizes k € {(2%,0,...,0) mit

i=0,...,7 — 1. Dies sind genau j Elemente. Aus dieser Abschétzung folgt

1
11 1 ] P
H”“"(N)|mu,p < sup 2760 jv = sup @7 jyp = | sup —L——
j€Np j€Np j€Np (217‘1(*_* )
———
>1

Der Nenner ist immer grofler als 1, da 110 — % > 0. Des Weiteren ist dieser Ausdruck endlich,
da immer ein J € Ny existiert, sodass j < o fiir alle 5 > J und a > 1. In diesem Fall ist
a =2 A5 ) Also enthilt m,, die Folge 2(E) aufgrund der endlichen Norm, weshalb wir

N := {z(B) . E ¢ N} C m,,, definieren konnen. AuBerdem besitzt N die gleiche Mchtigkeit
wie P(N), ist also iiberabzahlbar.

Es bleibt noch zu zeigen, dass der Abstand zweier unterschiedlicher Elemente 2B ) qus

23



1 Morrey-Folgenrdume

N grofler als 1 ist. Es gilt

B =

Hx(m — 2Pmy,

iy (E) (F)|P
= s Q| Y [el?
jGNO;mGZd k:QO kCQ—j,m

Die Summe ist minimal fiir den Fall E = F U {ng}, ng € N. Daraus folgt |£E](€E) - x]gF)\ =1 fir
k = ko = (2",0,...,0) und sonst 0. m soll so gewéhlt werden, dass Qo r, C Q—;jm, fiir alle
j € Ny. Dies gilt fiir m = kg. Also folgt

1 1 1 - 1 1 1 1
|2 sup [QujmltE 15 = sup 27T = 200G g,

Hx(E) — 2P,
jGNQ,mGZd J€Ng

Damit existiert die gesuchte Menge N und m,, , ist nicht separabel. O

1.3 Einbettung

Im Folgenden wird das Hauptresultat fiir die Einbettung verschiedener Morrey-Folgenraume

und die daraus folgenden Zusammenhénge erlautert.

Auch in diesem Abschnitt stammen alle Ergebnisse aus [4].

Satz 17 Hauptresultat Einbettung
Sei 0 < p1 <up < oo und 0 < py < ug < oo. Dann ist die Einbettung

Moy, sP1 — Moy, P2

genau dann stetig, wenn

u; < ug und P2 < ﬂ. (1.13)

U2 U1

Beweis:

Wir betrachten jede Richtung getrennt.

” R

Wir wollen zeigen, dass ||z|muy, p,|| < ¢+ ||z|muy, p, | fir alle 2 € my, p, und ein ¢ > 0.

1. Fall: w = w1 = uo

Aus (1.13) folgt nach beidseitigem Multiplizieren der Ungleichung mit u > 0, dass ps < p;.

Nun kénnen wir, dhnlich wie in (1.5), die Holder’sche Ungleichung fiir p := % > 1 anwenden.
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1.3 Einbettung

Damit resultiert

1 b2 _P2N\ oo

S e DR = I D

k:Qo,kCQ—j,m k:Qo,kCQ—j,m k:Qo,xCQ—jm

IN

1 1 1

P P2 PL
(s w) (=
k:Qo,kCQ—jm k:Qo,kCQ—jm

=|Q—j,m| nach (1.6)

1
1

P1 1 1
=< > mv’l) 1Q_jm|?2 71,

k:QO,kCij,'m

fir x € my, p, und beliebige j € Ny und m € 7%, Multipliziert man nun beide Seiten mit
11
’Q_j,m| wop2 folgt

11 11
|Q—jm[™ P> Yo lml ] <1Qogml Yoo | < ladmagp

k:QokCQ—jm k:QoxkCQ—jm

fiir alle j und m und demzufolge auch fir das Supremum iiber diese, also
12y o | < (|17 |-

2. Fall: uy <up und I+ =22

Diese Bedingungen impliziert

11 11 1111
<_>P2_P2.__Pl.___ (1.14)

U2 P2/ P1 U2 p1 b1 uyp p1 b1 Uy b1
und
P2 = pju2 = EUQ > EUQ =p & P < 1. (1.15)
U9 U1 ug b2

Deshalb folgt durch die Abschétzung
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1 Morrey-Folgenrdume

E P1 P2
11
|Qjm| ™2 72 S |al
—oid k:Qo,kCQ—jm
o\
(1;4) 2jd(ﬁ—ﬁ Z ’:Ek‘m—m—l-pl
k:Qo,rCQ—jm
1N\ b
. 1 1
< 23d(ﬂ—a sup | [P2 P Z |22, |PL
FQokCCQ—sm k:QokCQ—jm
p1 4 1
— sup ‘xk‘(pz —P1)pr o o7 (5= Z |z [P
k:Qo K CR—j.m k:Qo,kCQ—jm
p1
P 1 1 % "
_p 11
= sup fal [ Q| Yoo fmm ,
k:Qo,kCQ—j,m k:Qo,rCQR-j,m
dass
1—21 Pl
Mg o | < M[2llooll™ 72 - (|2 |00y o || P2
13 (i), (1.15) 1
< Hx’muhmH Hx’muhmu 2 = ||x‘mU17p1”
gilt.

) P2 _ p1
3. Fall: u1 < ug und e <u

Sei p1 := ul—m definiert. Mithilfe dessen ldsst sich dieser Fall wieder auf den Zweiten zurtick-
U2
fiihren, da

pL_wpz_p2

u1 Uy u2 U2

)

und deshalb auch ||z|muy, p, || < [|2|Mu, g5 |, gilt. Aufgrund der Ungleichung p; = ulp— < up no_ D1

U Ui
folgt auBerdem aus Satz 13 (¢), dass ||z|my, g || < |||y, p, || Folglich gilt auch fiir diesen Fall

”x|mw,p2” < ||$|mul7p~1|| < ||x|mu17p1||'

Damit ist diese Richtung gezeigt.
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1.3 Einbettung

: : P2« PL T
Wir wollen zeigen, dass aus mu,,p, <> My p, folgt, dass up < up und 72 < 7-. Dies erfolgt

anhand von zwei Widerspruchsbeweisen.

Annahme 1: us < u

Zunachst betrachten wir eine konkrete Folge x, welche mit m; = (22j, 0,... ,()) €z jeN
durch

_ 1
Q—jm,| ™1, falls Qo C Q—jm,

0, sonst

T =

definiert wird. Mittels Berechnung der Norm von x lasst sich feststellen, dass = in my,, p, liegt,
da

P1
1

1 1
|2l | = SUp Q| T Yoo
jENo;mGZd k:QD,kCQ—j,m

r1

1 1 _p1
= ‘uI\II) |Q—jm; | P Z 1Q—jm;| ™

Jeto k:Qo,kCQ—jm;
1
id(L 1 . —_idP1N py gL _ 1,1 1
= sup 2jd(u1 Pl) (2]d .2 jdm)“ = sup QJd(lq p1+p1 u1)
J€Ng J€No
=920—-1

endlich ist. z ist aber nicht in m,, p, enthalten, da

11 _ b2
2]y o | = sUP [Qjm, |72 72 Yo 1Qm,
J€No k:QokCQ—j,m;
. 1 1 1 1 : 1 1
— sup 2% Tr T Tw) = sup 274G T = o0,
J€Ng Jj€Ng

. 1 o L
weil us < uq, also 0 < %
Somit ist diese Folge in 1, p, , aber nicht in my, ;,, was jedoch der Annahme my,; , = My po
widerspricht.

Demzufolge muss also u; < us gelten und es fehlt nur noch zu zeigen, dass % < %.

Annahme 2: u; < up und I+ < 22 insbesondere It <1

Wir wollen jetzt, fiir beliebige j € N, eine Folge (/) konstruieren. Dazu sei
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1 Morrey-Folgenrdume

p1

kj = de(l_%)J = max {l €Z:1< de(l_ﬁ)} .

b1

Durch die Annahme ergibt sich 0 <1 — — < 1 und damit auch kg =1 <k, < 29 Desghalb
U
-L
>0
gilt

s = Pd(j—j%)J < Pd(j—uﬁ—;)J _ Pd(ﬁv(—Hl—%))J _ {&(jfl—_u)/.gd”ﬂ—iw -
< et | 08| _ oo,

fir ein ¢ > 0, falls 1 < v < j.

Wir betrachten jetzt zur Vereinfachung ¢ = 1. Falls ¢ # 1, miissen die ndchsten Schritte nur
entsprechend angepasst werden.

Nach beidseitigem Multiplizieren von (1.16) mit 277¢ resultiert das Verhéltnis

kj

ki ky k,
— < ——, also < . 1.17
24 < 3 Q0 <1000 (L17)

Die Folge z\) = {a:g )} p» fir ein j € N, soll nun so definiert sein, dass genau k; Elemente

der Folge gleich 1 und die restlichen Folgenglieder gleich 0 sind. Zudem sollen sich die Indizes

aller Elemente mit dem Wert 1 im Wiirfel Q_;¢ befinden. Somit muss :Ug ) =0 sein, wenn

Qox € Q—j0. Hat man auBerdem noch einen in Q_; o enthaltenen Wiirfel Q_, ¢, welcher als

Vereinigung
2d1/
Qv =JQom: CQjo, v <7,
i=1

dargestellt werden kann, dann sollen aufgrund von (1.17) maximal &, Folgenelemente :c(()j,)ﬁ,

fir die Qo , C @—u ¢ gilt, gleich 1 sein.

Abb. 1.5 zeigt dazu ein zwei-dimensionales Beispiel fiir 5—1 = %, kj—3 = 8 und k,—2 = 4. Die
1

Indizes der Folgenglieder mit Wert 1 werden dort durch Kreuze verbildlicht.

Daraus folgt direkt

j dv(1—LZL - ..
S <k <2 = Q) T, fir Qe € Qo (1.18)
k:Qo,kCQ-ve

Betrachten wir den Fall v = j, muss £ = 0 sein, damit Q_;, € Q_jp.
Q—jo enthélt genau k; Folgenglieder, die 1 sind, weshalb die Summe in (1.18) in diesem Fall
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1.3 Einbettung

Abbildung 1.5: Darstellung der dyadischen Wiirfel Q;0 = Q_3 0,0y (blau) und
Q-ve=Q_ 21,0 (orange). Die Kreuze veranschaulichen die Indizes aller Folgenglieder einer

Folge £U=3) die den Wert 1 haben.

gleich k; = k, sein muss. Um jetzt eine Abschatzung der Norm von 21 zu bekommen, benutzt
man die Ungleichung (1.18). Zunéchst teilt man durch die rechte Seite, bildet die pil—te Potenz

und erhalt so

1

P1 p1
P1_q : 11 ;
D SR 11 RS (R SR T M)

k:Qo,kCQ e k:Qo,kCQ v

‘Q*l/,ﬁ

Da die Ungleichung fiir beliebige v € Ny und ¢ € Z¢ giiltig ist, gilt auch

<1. (1.19)

()
Hm |mu1,p1

Im néchsten Schritt des Beweises wollen wir diese Norm auf andere Weise abschétzen.
Aus der Annahme 0 < 22 < 22 <1 folgt
1 ug

de(lfﬁ—;)J

[de(l_%)J > de(l_%), bzw.
2 ug

— oo fiir j — oo.

Nach Konstruktion existiert demzufolge fiir jedes N € N ein jx € N, sodass

o(1—P2 oq_pL .
No¥N(A=33) < dezv(l ui)J =k = Z ‘$éjg)’p2-
k:Qo,kCQ—jy,0
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1 Morrey-Folgenrdume

Dies impliziert, dass

. P .
N < QdJN(ﬁ—l) Z |$8J]1:)|p2_
k:Qo,kCQ—jy,0

Durch Bilden der p%—ten Potenz folgt dann

1 11 < .
N <1Quyml= o (2 ) < o (1.20)
k:Qo,kCQ—jy,0
Aufgrund der Einbettung my, 5, < My, p, muss jedoch ein ¢ > 0 existieren, sodass
Hx(j)|mw,p2 <c- Hx(j)’muhm ) (1.21)
fiir ein beliebiges =) € My, p, - Daraus resultiert allerdings
1 (1.20) , (1.21) ,
Nrz < HCE(]N)‘mUmm < ¢ Hx(JN)‘mm,m < ¢,
N————
<1 nach (1.19)
fiir konstantes ¢, was ein Widerspruch fiir grofle N darstellt. O
Satz 18
Sei, wie zuvor, 0 < p1 < uy < 00 und 0 < ps < ug < 00. Dann ist die Einbettung
Muy py 7 Mug,py (1.22)
niemals kompakt.

Beweis:

Wire die Einbettung kompakt, wiirde mit Satz 10 und Satz 13 folgen, dass
Cuy = My uy > Maypy > Mg, pp > Loo,

weil p; < u;. Dann wére auch die Einbettung ¢, — fo kompakt und daher nach Definition
jede in ¢, beschrénkte Menge in ¢, prikompakt. Betrachtet man aber die Folge () =

{x;n) }kEN mit
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1.3 Einbettung

fiir n € N, dann kénnen wir zeigen, dass die Menge M = {a:(”) :neN } in £,,, beschrankt, aber
nicht prakompakt in /4, ist. Die Beschranktheit wird dadurch deutlich, dass alle Elemente von
M in einer abgeschlossenen Kugel mit Radius 1 um 2 = {0}y liegen, da ||z — 20|¢,, | =
|2(™¢,,|| = 1. Die Folge {x(”)}neN besitzt aber keine konvergente Teilfolge in ¢, da der

Abstand zweier unterschiedlicher Folgenglieder stets

HJ:(”) - :U(m)|€OOH = sup ‘xl(cn) - x,(ﬁm)‘ =1
keN

ist. Dementsprechend kann {x(”)}n N keine Cauchy-Folge sein und deshalb nicht konvergie-
ren, da { ein Banachraum ist (siche [12, S. 3-4, Beispiel (b)]). O

Aus dem Hauptresultat der Einbettung (Satz 17) lassen sich folgende Folgerungen ableiten.

Folgerung 19
Sei 0 < p1 <up <oo und 0 < py <ug < oco. Dann ist

Muy,py = Mug,py & UL = U2 und p1 = p2,

im Sinne dquivalenter Normen.

Beweis:
Die Gleichheit my,, p, = Muy, p, ist genau dann erfillt, wenn my, 5, < My, p, und

My ps “ My, p;- Nach Satz 17 ist dies dquivalent zu

ulquundpigp—l und uzgulundp—lgpi.
U2 Ul Uy U2
Demzufolge muss u; = ug und p; = po gelten. O

Folgerung 20
Sei wieder 0 < p1 <up < oo und 0 < py < uy < 0.

i) Dann gilt my, p, = luy, < up < ug undpy = up & My, p, = Ly, und by, — by,

i) und by, = My, p, & Ul <up & Ly, = ly,.

Beweis:

Zu i)

Wthﬂfe von Satz 10 und Satz 17 wissen wir, dass my, p, genau dann in €,, = My, 4, €in-
gebettet ist, wenn u; < ug und Z—z < % Die zweite Ungleichung ist dquivalent zu u; < p;.
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1 Morrey-Folgenrdume

Zusétzlich besteht die Voraussetzung p; < w1, wodurch p; = uq gelten muss. Damit ist die

erste Aquivalenz gezeigt.

Nach Folgerung 19 wissen wir, dass die Gleichheit my,, ,,, = €y, = My, «, dquivalent ist zu den

Gleichungen u; = uq und p; = u1. Des Weiteren ist £, = my, , genau dann in my, u, = fu,
. U2 ur .

eingebettet, wenn u; < ug und — < — gilt. Sollen nun my,, p, = ¢y, und £, — £, zusam-

B U2 u1
men gelten, resultiert die Aquivalenz mit p; = w1 und uy < us.

Zu i)
Es gilt nach Satz 17, dass

D2
Cyy = Muyyuy — Mugps & U <ugund — < 1.
U2

Die zweite Bedingung ist bereits durch die Voraussetzung ps < us erfiillt. Des Weiteren wurde

bereits zuvor gezeigt, dass £, < £y, dquivalent ist zu u; < us. O
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2 Verallgemeinerte Morrey-Folgenraume

Wir wollen jetzt den Raum der Morrey-Folgenrédume erweitern. Fiir die Morrey-Funktionenrdume
wurde diese Erweiterung bereits ausfiihrlich betrachtet, beispielsweise in [6] oder [1].

Die verallgemeinerten Morrey-Folgenrdume jedoch wurden bisher nur fiir eindimensionale Fol-
gen in [2] kurz betrachtet. Aus diesem Grund wollen wir jetzt genau diese Verallgemeinerung

der Morrey-Folgenrdume fiir mehrdimensionale Folgen ndher untersuchen.

2.1 Definition von mg(Z)

Zunéchst bendtigen wir eine Definition des verallgemeinerten Morrey-Folgenraums. Diese soll

sich an der des verallgemeinerten Funktionenraums aus [6] und an [2] orientieren.

Im vorigen Kapitel bestimmten die Parameter v und p den Raum. Jetzt soll eine Funktion
¢ : Ry — R, die Variable u folgendermaflen ablosen.

Sei @ ein Wiirfel und £(Q) seine Seitenldnge. AuBlerdem sei (), ein dyadischer Wiirfel, wie
er in Definition 5 ndher beschrieben wird. Dann lasst sich die Norm des Morrey-Folgenraums

My,p auch in Abhéngigkeit von ¢(Q_; ) darstellen, denn

1 1
[Almupll = sup  [Q—jm]w Il Z | Akl?
jGNo;meZd ’Q7]7m| k:Qo kCij m

(2.1)

3=

d 1
= sup HQ—jm)w S P

j€No;meZd ’Q_j’m| k:Qo,kCQ—j,m

Die Seitenlénge wird also durch die %—te Potenz modifiziert. Diese Modifikation soll nun durch

die Funktion ¢ verallgemeinert werden.
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2 Verallgemeinerte Morrey-Folgenrdume

Definition 21 Verallgemeinerter Morrey-Folgenraum m;

Sei 0 < p < oo und ¢ : Ry — Ry. Dann bezeichnen wir

mg = m]f(Zd) = {A={Mi}reze CC:||AImE]| < o0},

3=

1
_— Vo 1 P
[Amg | jeNiI;lrSGZd@( (Q—jm)) 1Q—jml k:Qo,sz;?j’J .

als verallgemeinerten Morrey-Folgenraum.
Dabei ist, fir j € Z und m € Z2, {(Q—jm) = 2/ die Seitenlinge eines dyadischen
Wiirfels Qjm = 277 (m + [0,1)9).

Bemerkung 22

Da ¢ im Wesentlichen nur an den Stellen 27 fiir j € Ny ausgewertet wird, reicht es deshalb
auch aus, ¢ nur fiir Werte aus den natiirlichen Zahlen zu betrachten. Trotzdem werden wir
im Folgenden oft von einem positiven reellen Definitionsbereich ausgehen.

Die Konstruktion von my aus m,,, soll noch in diesem Satz festgehalten werden.

Satz 23
Sei 0 < p < oo und p: Ry — Ry eine Funktion mit p(t) = t%, fiir 0 < u < oo. Dann

st

my (Zd) = mu,p(Zd).

Beweis: Dieser Zusammenhang folgt direkt aus (2.1). O

Der /,-Raum ist hier ebenfalls ein bestimmter verallgemeinerter Morrey-Folgenraum.

Folgerung 24
d
Sei 0 < p < oo und ¢(t) = tr, dann ist m(Z%) = £,(Z%).

Beweis:
Mit Satz 23 fiir u = p und Satz 10 folgt mj = my,, = £,. O

Der Raum mj, soll ebenfalls fiir den Fall p = co definiert sein.
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2.1 Definition von mj (Z%)

Definition 25 Verallgemeinerter Morrey-Folgenraum m,

Sei ¢ : Ry — Ry. Dann definieren wir

m&, =m&(2%) = {A = {M}peza € C: INmE | < oo},

[Alm&| = sup  o(l(Q—jm))  sup  |Agl.
jENo;W’LGZd kaO,kCij,m

Die anfangs angesprochenen verallgemeinerten Folgenrdume M;j werden gleichermafen for-

muliert.

Definition 26 Verallgemeinerter Morrey-Raum M [5], bzw. [6]
Sei 0 < p < o0 und ¢ : Ry — Ry. Dann wird der verallgemeinerte Morrey-Raum
definiert durch

MER?) = {f € L*(RY) : || /IMF]| < oo}

fiir

ol 1 b \?
I1M7] = sup s@(f(Q))<‘Q| /Q ) dy) .

und der Menge aller dyadischen Wiirfel Q := {Qjm =277 (m +[0,1)%),j € Z,m € 29}

Analog zu Definition 3 wird Lé"c wieder definiert als

Lg’c = {f messbar : / |f(z)[Pdr < oo fiir alle kompakten K C Rd} .
K

Bemerkung 27
Genauso wie in Bemerkung 11 ldsst sich auch hier zeigen, dass m} das diskrete Gegenstiick
zu M} darstellt. Hierbei wird aber benétigt, dass ¢(t) < ¢, fiir alle 0 < ¢t < 1 und ein ¢ > 0.

Der Beweis aus Bemerkung 11 muss dazu nur entsprechend angepasst werden.
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2 Verallgemeinerte Morrey-Folgenrdume

2.2 Elementare Eigenschaften von m7

Nun wollen wir die Eigenschaften dieses verallgemeinerten Raums untersuchen. Dazu orientie-

ren wir uns an Abschnitt 1.2 und analysieren die Ahnlichkeiten zu m,, ,. Dazu wurden, wenn

nicht anders angegeben, die Beweise aus Abschnitt 1.2 iibernommen und an mJ angepasst.

Satz 28
Sei 0 < p < oo und ¢: Ry — Ry. Dann ist mj auch ein (Quasi-) Banachraum.

Beweis:
Sei = {xk ez

1
Zunéchst zeigen wir, dass Hx|m]fH = sup eU(Q—jm)) | 57— Z |xgP | ei-
jENo;mEZd ’Q_]vm‘ k:QO.kCij m

ne Norm fiir p > 1 und eine Quasinorm fiir 0 < p < 1 definiert.
Die Definitheit der Norm folgt aus der Positivitdt der Funktion (. Die absolute Homogenitét
ist ebenfalls erfiillt, da fiir ein a € K folgt, dass

1
. Pl — / . - . P — © )
la-zmpll = suw  olQ@-jm) ‘Qj,mu%;@_%mra 2| lal [[lmy |

Fiir Dreiecksungleichung werden wieder zwei Félle unterschieden.

1.Fal: 1 <p<
Sei y = {yk }reza. Es gilt

1
P
_1
PUQ—jm))|Q—jml| S lme ol
k:Qo,kCQ—j,m
1 1
P
Minkowski 1
< elQ—jm))|Q—jml S P |+ > qwl
kiQO,kCij,m k:QO,kCij,m
1 1
N P
< sup o(U(Q—jm))|Q—jm| 7 o lmP| o+ > lwl
j€No;meL? k:Qo,kCQ—j,m k:Qo .k CQ—j,m

= [lzlm | + lylmg

)

fiir beliebige j € Ng und m € Z%, und demnach auch fiir das Supremum iiber diese. Die hier
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2.2 Elementare Eigenschaften von mj

verwendete Minkowski-Ungleichung ist beispielsweise in [11, Lemma 2, S. 26] zu finden. Damit

ist ||z + ylmy || < ||lz|my]|l + |lylm} || gezeigt und wir betrachten jetzt den zweiten Fall.

2. Fal: 0 <p<1
Anhand [11, Remark 1.2.2/1, S. 26] folgt

1
P
_1
PUQ—jm))|Q—jm| Z Tk + yr|”
k:Qo,kCQ—jm
1 1
1 1.4 ?
< P(UQ—jm))|Q—jm| P2¢" S fmlr| + Sl
k:Qo,kCQ—jm k:QokCQ—jm

1
Durch dieselbe Vorgehensweise des ersten Falls ergibt sich ||z + ylm&|| < 277 (||z|mg| +

y|lmy|]). Damit stellt diese Norm eine Quasinorm fiir 0 < p < 1 dar.
D

Um zu zeigen, dass (my, ||-/mg]|) vollstéindig ist, wurde der Beweis aus [2] auf die verallgemei-
nerten Morrey-Folgenrdume angepasst.

Sei (m(”))neN = <{$](€1) }keZd’ {x,(f) }keZd’ ... ) eine Cauchy-Folge in my. Nach Definition einer

Cauchy-Folge existiert fiir alle € > 0 ein N € N, sodass fiir alle h,i € N, h,i > N gilt, dass

p

[o —20mg] = swp 0@ s | 5 S -] <e @

jENg;mEZ ‘ij’m| k:Qo,kCQ—j,m

Durch das Supremum innerhalb der Ungleichung gilt auch fiir beliebige j € Ny und m € Z¢,

dass

1 h o
(p(f(ij,m)) 10 - | Z ‘x’(g - :El(f)
|Q*J7m| k:Qo,kCQ—j,m

<e. (2.3)

Fiir j = 0 ist £(Qo,m) = |Qo,m| = 1 und so folgt nach (2.3)

p
<eE.

o(1) Z ‘x’(ch) _ ‘Tl(ci)

k:Qo,kCQRQq

=wﬂﬂd@—x@

m

Da ¢ nur endliche positive Werte annimmt, resultiert

° , fiir alle m € Z% und h,i > N.
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2 Verallgemeinerte Morrey-Folgenrdume
Damit ist {xﬁﬁ)}n oy €ine Cauchy-Folge fiir ein festes m € 74 und es lisst sich eine neue
Folge x := {%m },,cz¢ konstruieren, welche die Grenzwerte dieser Cauchyfolgen enthélt, also

T = lim 2. Benutzt man nun wieder Gleichung (2.2) und betrachtet i — oo, dann ist

m
n—o0

1

P

1 h p

sup 9(6(Q—jm)) Qi g ‘xé ) _ xk‘ = Hx(h) - :L‘|m]fH <e (2.4)
j€Ng;meZd I ok CQ

fir h > N. Infolgedessen ist 2 der Grenzwert der Folge 2("). Die Folge x ist ebenfalls in my

enthalten, da z = 2" — (x(h) — w) und

Jrm | = [ = (= =) pm | < - [l ] + [+ —aimi] ) < oo,

<oo <oo (2.4)

fir ein ¢ > 1. O

Der folgende Satz stammt aus [6, Lemma 2.2] und wurde hier fiir den Folgenraum angepasst.

Er gibt Auskunft dariiber, wann der Raum nur aus der Folge x = 0 besteht.

Satz 29
Sei 0 < p < oo und p:N— R. Dann gilt

mf #{0} <« ©*(2%) = Sl>llz Z(k_j)%gp@j) < oo
>

fir alle k € N.

Beweis:

Wir unterscheiden die zwei zu zeigenden Richtungen.

Sei *(2F) endlich fiir alle & € N. Wir wollen anhand eines Beispiels zeigen, dass mj\{0}
nicht leer ist. Seien kg € N und mo € Z? fest aber beliebig. Dann definieren wir die Folge

x = {Zm }mezae durch

{ 17 QO,m C Q—ko,mo
R

0, sonst.
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2.2 Elementare Eigenschaften von mj

z ist in my, wie durch die folgende Betrachtung der Norm dieser Folge deutlich wird. Es gilt
1
. jd P
[zlmg|| = sup  @(27)27 ¥ S fawl
j€No;mez? k:Qo,kCQ—j,m

=

. jd
= sup (p(23)27]7 Z 1

j€ENg;mezZd E:Qo,k CQ—j,mNQ—kg,my
_jd
= sup @(2]) 7 |Q—jm N Q- kmmolp :
jENg;mezZd

1. Fall: j > kg
Der Betrag des Schnitts der beiden Wiirfel ist hier maximal, wenn m so gewéhlt wird, dass

der grofere Wiirfel Q_; ., den Kleineren Q_j, m, vollstindig enthalt. Also gilt

_ _Jid 1
sup 80(23) B ‘Q jm N Q- komo’p = Sup ‘P(QJ) P ‘Q*ko,mo‘p

i>kosmezd i>ko
ino— 12 0l (ko—j)4 * (ok
= sup p(27)27 727 = sup p(27)2 r = "(2") < oo,
i>ko i>ko

nach der Voraussetzung fir ¢*.

2. Fall: j < kg
In diesem Fall ist der Betrag maximal, wenn Q_;,, im gréfleren Q_g, m, enthalten ist. Dann

ist

sup 90(2]) 0 ‘Q im N Q- kO,mo|p = sup SD(QJ) p‘Q Jm’p

j<ko;m€Z4 j<ko
. jd jd .
= sup ¢(27)2" 727 = sup p(2’)) < 00
Jj<ko Jj<ko

da die Menge {¢(27) : 0 < j < kg } endlich ist und ¢ nur Werte in (0, co) annimmt.
Anhand dieser beiden Ergebnisse folgt, dass z € m} und somit m}, # {0}.

Sei jetzt mj # {0}. Angenommen, es existiert doch ein k., € N mit der Eigenschaft
©*(2%) = oco. Infolge der Voraussetzung mj # {0}, gibt es ein z € m$\{0} und ein m, € Z¢,

sodass

> |z [P > 0. (2.5)

k:Qo,kCQ -y ,my
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2 Verallgemeinerte Morrey-Folgenrdume

AuBerdem existiert fiir alle £ € N ein j, > k,, sodass

2(k*—je)%(p(2je) > 26’

da p*(2¥) = sup Q(k*fj)%go(?) = 0.

Anhand dessen ldsst sich dann aber feststellen, dass x nicht in m

>k

1
p
.o jd
|zlmg|| = sup p(27)27 % > |l
jeNo;meZd k:Qox CQ—j,m
1
. jd ’
> sup p(27)2 >l
j€Ng k:Qo,kCQ—ky my
1
. Jed ’
o (Y e
k:Qo,kCQ _ky my
1
d(_; i '
_ 2;(*]e+k*fk*)(p(2je) Z |z [P
kIQU,kCQ—k*,m;@
(k=) 3 (odeyg ks
R o (D S
k:Qo,kCQ —ky,my
1
(2.:6) d ’
> 2fg7h > lml

k:Qo,kCQ—ky,mg

>0, (2.5)

©
P

sein kann, denn

(2.6)

Fiir £ — oo geht diese Norm gegen unendlich und es folgt « € my, also ein Widerspruch zur
Annahme x € mj\{0}.

Wie auch fiir m,, ;, gelten folgende Eigenschaft fiir m.

P

g

Satz 30
Sei 0 <p<ooundp:Ry — Ry

i) Ist 0 < py < pa < oo, dann ist my, < mp,.

ii) Ist p(t) > a > 0 fir alle t > 0, dann ist mjy < loo.
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2.2 Elementare Eigenschaften von mj

Beweis:

Sei © = {Tk }peza € mJ,.
Zu i)

1. Fall: po < 00

Wie auch im Beweis von Satz 13 i), wenden wir hier wieder die Hoélder-Ungleichung auf

Z |zk| - 1 mit p = 2 an und bekommen
k:Qo,kCQ—j,m
1 1
pP1 p2
1 1
Qo . lmlm) < Qo > Il
I Qo CQ—jm TP B Qo CQ—jm

fiir beliebige j € Ng und m € Z? (siehe Gleichung (1.5) und (1.7)). Durch Multiplikation mit
p(U(Q—jm)) > 0 folgt

1
p1

1
‘P(E(Q*j,m)) 10_. | Z el
’Q_j,m| k:Qo,kCQ—j,m

P2
1
< o(l(Q-jm)) Qi Z x| < [lzfmg, ||
TP Qo8 CQ—jim

und nach linksseitiger Supremumsbildung auch |z|my, || < ||z|m},]|-

2. Fall: ps =

Fiir beliebige j € Ng und m € Z¢ gilt

Qi )IQjm| > STl

k:QokCQ—jm

3 =

<o(UQju )@yl 7 [ sup |zl

k:Q0 1 CQ—jm W QORCQdim

(1.6) _1 1
=0l(Q-jm))|Q—jml »  sup  |xg]|Q—jml|?

k:Qo,xkCQ—jm

=p(l(Q-jm))  sup  |xg
k:Qo,kCQ—jm

<||z[m&ll

und mithilfe des Supremums ||z|my || < ||z|m&]|.
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2 Verallgemeinerte Morrey-Folgenrdume

7 i)
Fiir ¢ : Ry — [a,00),a > 0 und ein beliebiges m € Z¢ zeigt sich

1 1
1 Poa 1 P

Tl = | —— z|P <—-sup | —— z|P
il (IQo,ml 2, ol ) @ jeNy (\Q—aym! 2, >

k:Qo,xCQo,m k:Qo,kCQ—jm
——
=1 =lzm|P
1
1 . 1 o
< g s o) | . lwml” | < = lalm

]ENO\V/ —J,m k:QO,kCij,m ~—

>a >0
und demnach auch, mithilfe des Supremums iiber m € Z4, ||zl = sup |zm] < - ||zlm].

mezZd
O
Satz 31

Sei 0 < p < oco. Ist o nach oben beschrinkt, ist oo < my.

Beweis:
Sei © = {&}}peze. Da ¢ nach oben beschrénkt ist, existiert ein M > 0, sodass ¢(t) < M fir
alle t € Ry

1. Fall: p=o0
Es gilt

[zlm|l = sup  @(27) sup |zg| < M|[x|lull,
j€Ng;meZd kezd

also ist oy — M.

2. Fall: p < o0
Anhand des 1. Falls und dem Ergebnis m%, < m}, aus Satz 30 ) folgt

® @
loo = mE, = my.
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2.3 Eigenschaften von mj mithilfe von G,

Folgerung 32

Sei 0 < p < 0o. Existieren Konstanten cy,co > 0, sodass
a <o) <e
fiir alle k € Ny, dann gilt
i) my =l und

i) my ist nicht separabel.

Beweis:

Durch Kombination von Satz 31 und Satz 30 i) folgt Aussage 7). Da £y nicht separabel ist,
folgt die zweite Aussage direkt aus der Ersten. O

Bemerkung 33
Fiir den Raum mq , aus Definition 9 ist ¢ nach Satz 23 bestimmt als ¢(¢) = 1. Diese Funktion
erfiillt offensichtlich die Voraussetzung der Folgerung 32 und es gilt mq ) = ¢o. Zu diesem

Ergebnis sind wir auch schon in Satz 14 gekommen.

2.3 Eigenschaften von mg mithilfe von G,

Fiir die weiteren Resultate ,vor allem die der Einbettung, wird eine spezielle Funktionenklasse

Gp bendtigt. Diese wird in [10], wie auch etwas abgewandelt in [2], wie folgt definiert.

Definition 34 G,
Sei 0 < p < 00. Dann ist

Gp = {gp : Ry — Ry nichi-fallend : t_%w(t) > s_%go(s) firalle0 <t <s< oo} )
Fiir p = oo ist
Goo i ={p: Ry > Ry:p(t) =k, keRy}

die Menge der nicht-negativen konstanten Funktionen.

Bemerkung 35

In anderen Worten enthélt diese Klasse G, alle nicht-fallenden Funktionen ¢ : Ry — R, fiir
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2 Verallgemeinerte Morrey-Folgenrdume

die aber ®(t) := t_%<p(t) nicht-steigend ist. Dadurch lésst sich die mj-Norm auch durch

B =

lalmgll = swp @) 30 lal
JjENg;mEeZ4 k:QokCQ—jm

ausdriicken. Die Monotonie der Funktion @ ist hier wesentlich, da sonst der Raum mj, fiir ein
steigendes ® nur aus der Folge x = 0 bestehen wiirde.

Im Fall mj = Mup ist ¢ bestimmt als ¢(t) = t%, welche nicht-fallend ist fiir 0 < p < u < o0
und ®(t) = 43 nicht-steigend ist, da 1 — % <0.

Wir wollen jetzt den Raum-Parameter ¢ genau aus dieser Klasse G, wahlen und mithilfe des-

sen auf weitere Eigenschaften des verallgemeinerten Morrey-Folgenraums schlieflen.

Satz 36
Sei 0 < p <u<oound ¢ €G,. Dann ist myp — mj.

Beweis:

1. Fall: u < 00

Sei x € myp. Es reicht zu zeigen, dass ein ¢ > 0 existiert, sodass fiir alle j € Ny gilt, dass
p(29) <c- 2%, da dann folgt

. 1 id 1
©(27) Sl e 2v [ — Y JmlP | < llalmayl
|Q_j’m| k:Qo xkCQ—jm |Q_j’m| k:Qo xCQ—jm

und durch Supremumsbildung ||z|my || < ¢ - ||z|my,pl]. Da ¢ in G, liegt, besitzt die Funktion
die Eigenschaft t_%gp(t) > s_%go(s) fiir alle 0 < ¢t < s < co. Wir withlen t = 1 und s = 2/ und

erhalten

p(1) =17%p(1) > (20) Hp(2) & (1) (2)F > p(2)).
~~

=:C

Diese Ungleichung ist fiir alle j € Ny giiltig, da stets 1 < 2/ erfiillt ist. AuBerdem ist
0 <c=¢p(1) < 0o, da ¢ nur nach (0, c0) abbildet.

2. Fall: 4 = o0
In diesem Fall ist ¢ aus G, weshalb eine Konstante k € R existiert, sodass ¢(t) = k fiir alle
t € Ry. Damit folgt fiir 0 < p < oo, dass
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2.3 Eigenschaften von mj mithilfe von G,

1
g
. 1
Jzimg] = sup @) [ 5 D =l
jENosmeZs Q] E:QoxCQ—jm
X v
=k- sup o >l =k 2lmoyl
Jj€Ng;meZd |Q—j,m‘ E:QokCQ—jm
und fir p = oo
[zlm&|| = sup ©(27) sup |z| = k - sup |zx| = k - [[2]m00 ool
J€No kezd kezd
O
Folgerung 37
Fir0<p<u<oound g€ Gy ist by oo = my.
Beweis:
Nach Satz 13 i) und Satz 36 ist £y 0o < My p < my. O

Als Néchstes benotigen wir folgenden Hilfssatz. Dieser stammt aus [2, Lemma 4.2] und wurde

hier fiir mehrdimensionale Folgen und unsere Definitionen angepasst.

Satz 38

Sei0 < p < oo undp € Gy,. Auflerdem sei die charakteristische Folge £Mo:Jo. fiirmyg € 7
und jo € No gegeben durch

F 0, sonst.

£m07j0 — { 1, falls Qovk - Q*joymo

Dann gilt

HngJO‘mgH = @(K(Q*jo,mo))'
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2 Verallgemeinerte Morrey-Folgenrdume

Beweis:

Seien mg und jy fest. Dann folgt

3=

p

. 1 mo,Jjo
lemodmg]| = sup  o(HQjm)) o g

jENg;mEZ ’Q—j,m| k:Qo,kCQ—jm
1

> p(UQ—jo,mo)) ( ! Z 1) ' = o(U(Q—jo,mo))-

1Qsomol 1.0 16T o me

:lQ—jo,m0|

Um zu zeigen, dass auch ||€™090|mf|| < o(€(Q—jym,)), betrachten wir beliebige m € Z? und

7 € Np.

1. Fall: j < jo
Da ¢ nicht fallt und Q_;ny € Q—jy,m, ist, gilt

o 1
ol 5

k:Qo,k CQ—j,myg

B =

P

J 1 mo.jo |p

k:QO,kCij,'m

:|Q7j,m0|
= @(E(Q*jo,mo))'

2. Fall: j > jo
d d .
Da ¢ in G, liegt, gilt s Pp(s) <t re(t) fiir alle 0 < ¢t < s. Dies kénnen wir fiir t = 270 und

s = 29 anwenden und erhalten

1
. 1 . p o _d .
p(2') E ) < (27) Pe(2) 1
N—_—— V" O,kCij,m ~Q0,kCQ7]0,mO
27d

B =

..o _d . 1
< (2°) 7 0(27)|Q—jo,mo|” = @ ((Q—jomo))-
—
=2dj0
Durch das Supremum iiber alle m € Z% und j € Ny in beiden Fillen, geht die gewiinschte

Aussage hervor.

O

Falls ¢ aus G, ist, konnen wir Folgerung 32 zu einer Aquivalenz verschérfen. Dieses Ergebnis
wurde fiir die Funktionenrdume in [10, Corollary 29] bewiesen und hier entsprechend ange-

passt.
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2.4 Einbettung

Satz 39
Sei p : N = Ry, p € Gy, und 0 < p < co. Dann ist genau dann mj = ls, wenn
0 < inf p(t) < supp(t) < co.

teN teN

Beweis:

Folgerung 32 besagt bereits, dass mj = (o, falls 0 < ¢ := §I>1(f)g0(t) < sup p(t) =: ca < co. Nun
>0

bleibt also noch die andere Richtung zu zeigen.

Sei mj = l. Dann existieren fiir ein x = {z}},czs Konstanten di,dy > 0, sodass
|z|loo]| < di Hx!mﬁ“ und Hm]m}f’” < dsg ||x|loo]| -

Seien jetzt jo € No, mg € Z¢ beliebig und £70+J0 die charakteristische Folge aus Satz 38. Nach

diesem Satz ist |[£M090|mf|| = @(£(Q—jo,m,)) und es folgt zum Einen

l—ﬁmﬁmw|‘Wmm%ﬂﬁdﬂWWMmﬂ:dw@@ﬁwM)

also d; := % < (2/0), und zum Anderen

wW@mmnzkm“mmS@MWMawzwwﬂ$W0=@
kezd

also p(270) < ds. Da jo beliebig und ¢ nicht-fallend ist, ist die Funktion fiir alle + € N nach
oben durch ds > 0 und nach unten durch Jl > 0 beschrankt. O

2.4 Einbettung

Auch die Einbettung soll fiir den neuen Raum beleuchtet werden. Den folgenden wichtigen

Satz dazu entnahmen wir [2, Theorem 4.3] und passten ihn auf unsere Situation an.
Satz 40 Hauptresultat der Einbettung fiir verallgemeinerte Morrey-Folgenrdume
Sei 1 <p; < py <00, 1 € Gy, und p2 € Gp,. Dann sind
i) ©1(27) < C - pa(27) fiir alle j € Ng und ein C > 0
i) mpy < mp;
m¥l

i) mm Mpy

dquivalente Aussagen.
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2 Verallgemeinerte Morrey-Folgenrdume

Beweis:

Der Beweis erfolgt in zwei Teilen.

i) < ii)
Angenommen, ¢; und ¢, erfiillen die Eigenschaft 7). Sei z € mj2 und seien m € Z? und

j € Np beliebig. Dann erhalt man durch

P1

Q) [ S

|Q—jim k:QokCQ—jm

. m
<C-p2(l(Q-jm)) W Z |z [P

T Qo kCQ—jim

1

(1.7) 1 "
< Coal@um) (g 2 ] <O faimi]

—J]m

k:Qo,kCQ—jm

und anschliefender Supremumsbildung, dass ||z|my} || < C - ||z|m}Z2]||. Dabei wurde das Zwi-
schenergebnis (1.7) aus dem Kapitel 1 genutzt und es folgt mj; — mj}.
Nehmen wir jetzt an, ii) gilt. Sei dann mgy € Z¢, jo € Ny und £™0J0 die charakteristische

Folge aus Satz 38. Die Annahme mj? < m}! angewandt auf {7090 ergibt
lgme e mgt || < € [lgmeimzz||

fir ein C' > 0. Auflerdem folgt durch den bereits bewiesenen Hilfssatz Satz 38, dass
P1(UQ—jomo)) = [[€™ P mer || und  [|€™P [mE2]] = 02((Q—jo,mo))-

Durch Kombination dieser beiden Ergebnisse, resultiert
P1(UQ—jomo)) = [[€™O M| < C - ||gmoPmez|| = C - 02(l(Q—jo,mo))

und damit ¢1(270) < C - 9(270) fiir beliebige jo € Np.

ii) < iii)
i)
Aus Aussage ii) folgt direkt iii ) da fiir alle Folgen z € m}? gilt, dass ||z|m}}! || < C-||lz|mpz]| <

oo. Damit hegt x auch in mJ!. Nun bleibt nur noch zu zeigen, dass ii) auch aus i) folgt.

Sei also mp; C my!. Fir ein z € m}? ist ||z|my2|| < oo und damit auch durch die Teilmen-
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genbeziehung ||z|m}}|| < co. Dann kénnen wir eine neue Norm fiir jedes x € mj}? definieren:

= [l | + Jolmiz]]
Wie in [7, Proposition 2.8] kann gezeigt werden, dass (mg7, ||-||) auch ein Banachraum ist. Zu-
dem ist (mg7,[[-]), aufgrund von ||z[mf7 | < [|[| und der Vollsténdigkeit des neuen Raums,

ein abgeschlossener Unterraum von (mg7,||-/mjz| ). Sei nun die Identitétsabbildung

L (mg M) = (g (|- miz ||
definiert. Der Operator I ist stetig, denn fiir eine in (mg2, ||-||) konvergente Folge (™ — z

konvergiert auch Iz(™ in (mps, ||-lmpz|| ) gegen Iz, da

HI:I;(”) — Iz|my? n z|mJ!

< Hx(") — z|mp?

g <e

fiir ein beliebiges € > 0. Jeder stetige Operator zwischen normierten Vektorrdumen ist auch
beschrankt (vgl. [8, Proposition 2.1.2]). Auerdem ist die Identitatsabbildung bijektiv, weshalb
wir [8, Korollar 2.2.5] (Satz vom stetigen Inversen) auf I anwenden kénnen. Nach diesem
Korollar ist die Inverse I~!' auch beschriankt, weshalb ein C' > 0 existieren muss, sodass
|17 ||| < C - [lz|mg?]||. Also folgt

lelmg: || < llell = 77| < C- |lalmg2]|.

2.5 Beispiele fiir ¢

Um zu zeigen, dass die Funktionenklasse G, nicht leer ist, wollen wir konkrete Bespiele fiir

Funktionen aus dieser Klasse betrachten. Das Folgende ist aus [10, Example 10, S. 23].

Satz 41
Sei 0 < p < oo und a € R. Dann ist ¢ : Ry — Ry mit p(t) =t genau dann in Gy,
wenn 0 < a < %.

Beweis:
e(t) = t* ist nur fir o > 0 nicht-fallend. Zudem ist fiir beliebige 0 < t < s < oo die
Ungleichung
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2 Verallgemeinerte Morrey-Folgenrdume
dann, und nur dann erfillt, wenn der Exponent nicht positiv ist, da ja t < s. Also muss

d
——+a<0 & o<
p

iSHESE

gelten.
Auch fiir p = oo ist die Aussage des Satzes wahr, da ¢(t) = t* genau dann konstant (also in

Goo) ist, wenn o = 0. O

Betrachtet man nun zwei dieser Funktionen, ¢ (t) = t** und pa(t) = t*2, ldsst sich mithilfe

von Satz 40 eine Bedingung fiir a1 und a bestimmen, anhand dieser mj; in mp, enthalten

ist.

Satz 42
Seil<p1 <py<o0,0<a < lel und 0 < ag < p%. Auflerdem seien die Funktionen

©1(t) = t* und @o(t) = t*?
firt > 0 definiert. Dann gilt

P2 P1
My, — My & a; < as.

Beweis:

Aus Satz 41 ist bekannt, dass durch 0 < a7 < pil und 0 < g < p% folgt, dass ¢1 € Gp, und

2 € Gp,. Nach dem Hauptresultat der Einbettung, Satz 40, wissen wir, dass mp? < mp,!

dquivalent ist zu ¢1(27) < C-p9(27), fiir alle j € Ny und ein C > 0. Diese Ungleichung kénnen

wir umformen und erhalten
C>¢i(2)- (902(2j))_1 = 2fo1 . gio2 = gilm—a2),
Da 2/(@1=2) glso fiir alle j € Ny durch C nach oben beschréinkt sein soll, muss
a1 —as <0, also a3 <a
gelten. O

Doch natiirlich gibt es noch weitere Beispiele fiir Funktionen aus G,.
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Satz 43
Sei0<p<oound0<t<s<oo.

i) Die konstanten Funktionen p(t) =c, ¢ >0, sind in G,,.

d
tu, t<1

€eg
th,ot>1 "

it) Seien u,v € (0,00) mit u # v. Dann ist o(t) = {
wenn p = min(u, v).
iii) Seien ¢1,92 € Gy. Dann folgt
a) pr+¢2 €6,
b) max{p1,p2} € Gp
c) min{ep1, 2} € Gp.
i) Es gilt p(t) = min(t%, 1) € G, und ¢(t) = max(t%, 1) € Gp.

v) Fir eina <0 und L > e ist p(t) = £ - (log(L +1))* € Gp.

Diese Beispiele wurden bereits in [1] zusammengefasst und entstammen urspriinglich [10, Ex-

ample 10, S. 23] und [3, Example 2.5].

Beweis:

Fir 0 < p < cound 0 < t < s < oo sind alle genannten Funktionen nicht-negativ und

nicht-fallend auf (0, 00). Nun bleibt also nur noch zu zeigen, dass t_%go(t) > s_%cp(s) gilt.

d d
i) Dat » > s », aufgrund des negativen Exponenten, folgt direkt

d

_d _d _d _d
t rp(t)=t re>s re=s rp(s).

it) Sei u,v € (0,00), u # v und p = min(u,v) gegeben. Dann unterscheiden wir folgende

Fille:
l.FRal p=u<w

Sei0<t<s<l1.

—d _d 4 _d 4 _d
Dann folgt t p(t) =t p-tr =1=38 7 -s7p =35 pp(s)
Sei 0 <t <1< s5< 00,

—d d_d  _d 4  _d 11
Dann folgt ¢ »p(t) =1>sv v =5 7-sv =5 rp(s), da ; — 5 <0
Seil<t<s<oo.

—d d_d d_d  _d
Dann folgt t pp(t) =tv » > sv » =5 Po(s).
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2. Fal: p=v <u

Sei 0 <t <s<1.
d d_d d

d d
Dann folgt t rp(t) =tu » > s p =5 rp(s).
Sei0<t<1<s<o0.

d d d
Dann folgt t rp(t) =tv » >1=3s

I
®
]
S}
—~
=
[N
Q
8=
|
S
AN
)
=
=
o,
)
AN
~
INA
=

Sei 1 <t <s<o0.
d
Dann folgt t »p(t) =t

_d
I3

iii) Seien @1, @2 € Gp.
a) Fiir ¢(t) 1= ¢1(t) + ¢2(t) gilt

d d

Erp(t) =t rpi(t) +1 rpa(t) > s rir(s) + 5 rpa(s) = s ria(t).

b) Sei p(t) = max{p1(t), p2(t)}, fiir beliebige ¢ > 0.
Auflerdem seien i,7 € {1,2} mit i # j. Fir max{¢1(t), p2(t)} = ¢i(t) und
max{p1(s), p2(s)} = pj(s) folgt

d d

hplt) =t rpilt) 2 t

_d
P

pi(t) = s rpi(s) = s 7o(s).

Fiir max{p1(t), p2(t)} = @;(t) und max{pi(s), p2(s)} = wi(s) fir i = 1 oder i = 2
ist die Ungleichung automatisch erfiillt, da ¢; € G,,.

c¢) Sei p(t) = min{p1(t), p2(t)}, fiir beliebige ¢ > 0.
Auflerdem seien 7,7 € {1,2} mit ¢ # j. Fir min{¢1(t), p2(t)} = ¢i(t) und
min{ep1(s), p2(s)} = @;j(s) folgt

d da

pi(s) = s rpj(s) = s 7p(s).

d

d
trp(t) =t rpi(t) >s

_d
p

Fiir min{e1(t), p2(t)} = wi(t) und min{p;(s), p2(s)} = pi(s) fir i = 1 oder ¢ = 2
ist die Ungleichung automatisch erfiillt, da ¢; € G,.

iv) Diese Aussage folgt aus Satz 41, 7) und ).

v) Aufgrund der Monotonie des Logarithmus gilt log(L + t) < log(L + s) fiir L > e und
deshalb auch

log(L +t)* > log(L + s)*

fiir a < 0. Dann ist t_%gp(t) = log(L +t)* > log(L + s)* = 3_%g0(s).
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Satz 44
Sei 0 < p < oo, n € Ngund a; > 0 fir i« = 0,...,n. Dann ist das Polynom
n

o(t) = Z a;t’ firt >0 in G, enthalten, wenn n <
1=0

T

Beweis:
Sei ;(t) := a;t* fiir i = 0,...,n. Da a; > 0, sind diese Funktionen nicht-fallend. Auflerdem
gilt 0 <i<n< ;%l und deshalb, &hnlich zu Satz 41, ¢; € G,. Nach Satz 43 ii) folgt dann

n n
Zaitz = Zg&i(t) € gp.
i=1 =0

Des Weiteren ist das Polynom nur dann konstant, wenn der Grad n = 0, also fiir p = co. O

Satz 45
Sei 1 < p1 < py < 00 und ny,ne € Ng mit nq < pil und ny < p%. Zudem seien die

Polynome
ni ‘ no ‘
p1(t) = Z a;t" und pa(t) = Z bit"
=0 1=0

fiirt >0 und a;,b; > 0, an,,bn, # 0 definiert. Dann folgt fiir n1 < na, dass

mp2 — mit. (2.7)

Beweis:
Anhand der Voraussetzungen fiir n; und ng ist, infolge von Satz 44, ¢ in G,, und @2 in
Gp,- Um (2.7) zu beweisen, kann also Satz 40 verwendet werden. Demnach muss nur gezeigt

werden, dass immer ein C' > 0, sodass ¢1(27) < C - 2(27) fiir alle j € Ny existiert, falls

ni < na.
Wir wissen fiir alle ¢ = 0,...,nq, dass
i—nggnl—nggo. (28)

Daraus folgt

93



2 Verallgemeinerte Morrey-Folgenrdume

ni ni ni ni
§ @; 27t onej E ;202 § aiQJ(l—nz) E a;
1=0 =0 =0 (2'8) 1=0

p1(2) s _ _ = <= __.c
902(2j) e Ji N ‘"2 ji—naj - e 10 B an B
L) SRS IRV
=0 i=0 i=0
—0
j—o0
und demzufolge 1(27) < C - p2(27). O

Als néchstes wollen wir die Funktion ¢(t) = b—e~! (sieche Abb. 2.1) beleuchten. Der Gedanke
hinter der Wahl dieser Funktion ist, eine sowohl nach oben, also auch nach unten (durch
positive Werte) beschrankte Funktion zu betrachten, die aber trotzdem {iberall nicht monoton
fillt. Ist dies erfiillt, muss, aufgrund von Folgerung 32, mj = {o sein. Dies ldsst vermuten,
dass dann natiirlich immer mj? < mj}, fiir beliebige ¢1, 2 der Form und mit den genannten

Eigenschaften, gilt. Betrachten wir die Eigenschaften von ¢ also genauer.

Abbildung 2.1: Funktion ¢(t) =2 —e™*

Fiir alle t > 0 ist ¢(t) = b — e~ monoton steigend und nach oben durch b € R beschrinkt.
Nach unten ist sie infolge der Monotonie und ¢ > 0 durch ¢(0) = b — 1 beschriankt. Soll das

Infimum also, wie in Folgerung 32 gefordert, grofler als 0 sein, muss b > 1 gelten.
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2.5 Beispiele fiir ¢

Folgerung 46
Sei 0 <p < oo undb>1. Dann gilt

mb = loo fiir p(t) =b— et

Beweis:
Da ¢ fiir t > 0 nach unten durch b — 1 > 0 und nach oben durch b > 1 beschrankt ist, folgt
nach Folgerung 32 die Aussage.

O
Danach wissen wir also, dass fiir beliebige ¢1(t) = b1 — e und o (t) = by —e~! mit by, by > 1
folgt, dass

w2 _ — Pl
mpy; —Eoo<—>ﬁoo—mpl.

Anhand dessen ldsst sich jetzt tiberpriifen, wie streng die Voraussetzungen des Satz 40 sind,

indem wir diese Einschriankungen mit denen des Satzes vergleichen.

Satz 47

Sei 0 < p < 0o. Dann ist p(t) = b—e™" genau dann in G,, wenn b > { d

Beweis:

d
Wir betrachten die Ableitung von ®(t) =t rp(t). Ist diese iiberall nicht-positiv, ist ® mono-
ton fallend und ¢ somit in G,. Die Ableitung wird bestimmt durch

d /. _d d _da_ _d _d dl d1y\ !
pr (t z (b—e*t)) =L e ) et =t (et <1+pt> —bpt> <0.
Dieser Term ist genau dann kleiner oder gleich Null, wenn

et (1 + d1> < bé1 bzw. e (t + d) < bg. (2.9)
pt t p p

Da dies fiir alle ¢t > 0 gelten soll, bestimmen wir das Maximum der Funktion
et (t + %) =: g(t). Die Gleichung

g’(t):e—t<1—;l—t)éo

ist genau dann erfillt, wenn t = 1 — ]%l ist. Dabei handelt es sich bei dieser Stelle tatsidchlich
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um ein Maximum, da

g'(t)=e" (i +t— 2> bzw. ¢" <1 — d) — e M5

p

IA

0.

Nun muss unterschieden werden, ob sich die Extremstelle vor, oder nach ¢ = 0 befindet.

1.Fau:1—g>0

In diesem Fall liegt die Extremstelle innerhalb des zulédssigen Bereichs von ¢ und es gilt

d d_
supg(t) =g <1 — ) = ez L

t>0 b

Dann folgt mit (2.9)

d d_ d d_
sup et (t + > —er ! < b-— also er ! <b.
>0 p p d

2.Fau:1—ggo

Da es sich bei dem Maximum um die einzige Extremstelle von g handelt, ist ¢ fiir alle ¢t > 1 —%

monoton fallend. Das Supremum der Funktion ist dann der Randwert ¢(0), also

d
supg(t) = g(0) = —.
t>0 b

Dann folgt, wieder anhand von (2.9),

d d d
supet(t+>:§b also 1 <.
t>0 b p b

Betrachten wir jetzt die Einbettung dieser speziellen Raume.

Satz 48
Seil <p; <py<oo, pi(t) =b —et € Gp, und po(t) = by — et e Gp, fiirt > 0.
Dann gilt immer

P2 p1
mp2 — mpl .

Beweis:
Nach Satz 40 muss nur noch gezeigt werden, dass es ein C' > 0 existiert, sodass
©01(27) < C - po(27) fiir alle j € Ng. Durch die Abschétzung
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P _b—e® b b C
902(2j) N bz — 672j B b2 — efzj B b2 —e ! -

wird deutlich, dass dieses C' immer definiert und grofler als Null ist, da by, b9 > 1.
O

Die einzige Einschréinkung der Konstanten by und by ist also dadurch bestimmt, dass ¢1 € Gy,

und @2 € Gp,. Anhand von Satz 47 wissen wir, dass dann

pi |
b; > act o Pz d

fir i € {1,2} gelten muss. Fir grole Werte von p; bedeutet dies aber auch eine grofie Ein-

schrénkung von b;, im Gegensatz zur eigentlichen Forderung b; > 1.
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