
▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

◆♦✈❡❧ ❋♦r✇❛r❞ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ■♥✈❡rs❡ ▼❡t❤♦❞s

❉✐ss❡rt❛t✐♦♥

③✉r ❊r❧❛♥❣✉♥❣ ❞❡s ❛❦❛❞❡♠✐s❝❤❡♥ ●r❛❞❡s

❉♦❦t♦r✲■♥❣❡♥✐❡✉r

✭❉r✳✲■♥❣✳✮

✈♦r❣❡❧❡❣t ❞❡r

❋❛❦✉❧tät ❢ür ■♥❢♦r♠❛t✐❦ ✉♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r

❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❯♥✐✈❡rs✐tät ■❧♠❡♥❛✉

✈♦♥

▼✳ ❙❝✳ ❊✈❛✲▼❛r✐❛ ❉ö❧❦❡r ✭❑♦✇❛❧s❦✐✮

❣❡❜♦r❡♥ ❛♠ ✵✾✳✵✷✳✶✾✾✶ ✐♥ ■❧♠❡♥❛✉

●✉t❛❝❤t❡r✿ ✶✳ Pr♦❢✳ ❉r✳✲■♥❣✳ ❤❛❜✐❧✳ ❏❡♥s ❍❛✉❡✐s❡♥

●✉t❛❝❤t❡r✿ ✷✳ Pr♦❢✳ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❋♦r♠✐s❛♥♦

●✉t❛❝❤t❡r✿ ✸✳ Pr♦❢✳ ❉r✳✲■♥❣✳ ❉❛♥✐❡❧ ❇❛✉♠❣❛rt❡♥

✳

✳

❉❛t✉♠ ❞❡r ❊✐♥r❡✐❝❤✉♥❣✿ ✷✼✳✵✻✳✷✵✶✾

❉❛t✉♠ ❞❡r ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❆✉ss♣r❛❝❤❡✿ ✶✼✳✶✷✳✷✵✶✾

✳

✳

✳

✉r♥✿♥❜♥✿❞❡✿❣❜✈✿✐❧♠✶✲✷✵✶✾✵✵✵✺✻✷





❑❡❡♣ ❛✇❛② ❢r♦♠ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ tr② t♦ ❜❡❧✐tt❧❡ ②♦✉r ❛♠❜✐t✐♦♥s✳ ❙♠❛❧❧ ♣❡♦♣❧❡ ❛❧✇❛②s ❞♦

t❤❛t✱ ❜✉t t❤❡ r❡❛❧❧② ❣r❡❛t ♠❛❦❡ ②♦✉ ❢❡❡❧ t❤❛t ②♦✉✱ t♦♦✱ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❣r❡❛t✳ ✲ ▼❛r❦ ❚✇❛✐♥





❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❆t ✜rst ■ ✇❛♥t t❤❛♥❦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r Pr♦❢✳ ❉r✳✲■♥❣✳ ❤❛❜✐❧✳ ❏❡♥s ❍❛✉❡✐s❡♥ ❢♦r ❤✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

s✉♣♣♦rt ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❣✉✐❞❛♥❝❡✱ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❝r✐t✐❝✐s♠✱ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❛♥❞

❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥♦✈❡❧ ✐❞❡❛s ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✳ ■ ✇❛♥t t♦

t❤❛♥❦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r ❉r✳✲■♥❣✳ ❍❛r♠✉t ❇r❛✉❡r ❢♦r s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❝r✐t✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s

❛♥❞ ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts t❤❛t str♦♥❣❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✇♦r❦✳

■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ❉r✳✲■♥❣✳ ❤❛❜✐❧✳ ▼❛r❡❦ ❩✐♦❧❦♦✇s❦✐ ❢♦r ❤✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝r✐t✐❝✐s♠ ❛♥❞

s❤❛r❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞✳

❋✉rt❤❡r t❤❛♥❦s ❣♦ t♦ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❘❡✐♥❤❛r❞ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❙t❡♣❤❛♥ ●♦r❣❡s ❛♥❞ ❏❛♥

▼❛r❝ ❖tt❡r❜❛❝❤ ❢♦r s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ♦❢ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

■ ✇❛♥t t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❡rs♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❉r✳✲■♥❣✳ ❘♦❧❛♥❞ ❊✐❝❤❛r❞t ❛♥❞

❉r✳✲■♥❣✳ ❉❛♥✐❡❧ ❙tr♦❤♠❡✐❡r✱ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛t t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧

❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐❝s ❢♦r s❤❛r✐♥❣ t❤❡✐r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❤❡❧♣❢✉❧

s✉❣❣❡st✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♦❢ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❆ ✇❛r♠ ✏t❤❛♥❦ ②♦✉✑ ❣♦❡s t♦ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡ ❛♥❞ ❛❞✈✐s♦r ❉r✳✲■♥❣✳ ❇♦❥❛♥❛ P❡t❦♦✈✐➣ ❢♦r

t❤❡ ❣r❡❛t ❥♦✐♥t ✇♦r❦✱ ❛♥s✇❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♠② q✉❡st✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠

♣❛t✐❡♥t❧② ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ✇❛r♠❡st ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡✳

■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ❉r✳✲■♥❣✳ ❚❤♦♠❛s ❲♦♥❞r❛❦ ❢♦r ❢r✉✐t❢✉❧ ♣♦st❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠❡❞

t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

■ ✇❛♥t t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ Pr♦❢✳ ❆rt✉r ❋❡r♥❛♥❞♦ ❉❡❧❣❛❞♦ ▲♦♣❡s ❘✐❜❡✐r♦ ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❍❡❧❡♥❛

▼❛r✐❛ ❞♦s ❙❛♥t♦s ●❡✐r✐♥❤❛s ❘❛♠♦s ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✇♦r❦ ❢♦r t✇♦ ♠♦♥t❤s

❛t ■♥st✐t✉t♦ ❞❡ ❚❡❧❡❝♦♠✉♥✐❝❛çõ❡s✱ ■♥st✐t✉t♦ ❙✉♣❡r✐♦ ❚é❝♥✐❝♦✱ ▲✐s❜♦♥✱ P♦rt✉❣❛❧✳ ❙♣❡❝✐❛❧

t❤❛♥❦s ❣♦ t♦ P❤❉ ❉❛r✐♦ P❛s❛❞❛s ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

♦❢ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♠② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋✉rt❤❡r✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ❤✐♠✱ P❤❉ ❇♦ ❋❡♥❣

❛♥❞ Pr❛s❤❛♥t❤ ❇❛s❦❛r❛♥ ❢♦r s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡❧♣ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❜❡②♦♥❞ s❝✐❡♥❝❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❤✉s❜❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❢♦r ❤✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✉♣♣♦rt ❞✉r✐♥❣ t❤❡

❧❛st ②❡❛rs✳ ❋✉rt❤❡r✱ ■ t❤❛♥❦ ♠② ♠♦t❤❡r✲ ❛♥❞ ❣r❛♥❞ ♣❛r❡♥ts✲✐♥✲❧❛✇ ❢♦r t❤❡✐r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❤❡❧♣

❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❉❡✉ts❝❤❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❣❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t ✭❉❋●✮ ✐♥ t❤❡

❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ tr❛✐♥✐♥❣ ❣r♦✉♣ ✏▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ✈❡❧♦❝✐♠❡tr② ❛♥❞ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡

❡❞❞② ❝✉rr❡♥t t❡st✐♥❣✑ ✭●❘❑ ✶✺✻✼✮✳

✈





❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞s ❢♦r q✉❛❧✐t② ❛♥❞

s❛❢❡t②✱ r❡q✉✐r❡ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦♥❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❛♥❞

♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳ ■♥ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t

♠❛❣♥❡t ✐s ♠♦✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤✐s ♠♦✈❡♠❡♥t✱ ❡❞❞②

❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ✇✐t❤

t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ❆ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡

s❛♠❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜✉t ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s

♠❡❛s✉r❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t✱ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❡rt✉r❜❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ t❤❡s✐s ❛✐♠s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥♦✈❡❧ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r✇❛r❞ s♦✲

❧✉t✐♦♥s✱ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥❡✇ ✐♥✈❡rs❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝r❡❛t❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣

❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❛s r❡❛❧✐③❡❞✳

❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✿ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦✲

❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦r❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆ ❣♦❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s

✉s❡❞ ❛s ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉✲

t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧t ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡

✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ②✐❡❧❞❡❞ ♠♦r❡

❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r✇❛r❞

s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr②✳

❚❤✉s✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ■t

✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ♦❢ s♠❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❞❡❢❡❝ts✳

❋♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❞❡❢❡❝t s✐③❡s✱ ❞❡♣t❤s ❛♥❞ s❤❛♣❡s✱ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ❢♦r✇❛r❞

s♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❡①✐st✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞

s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✲

✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ♦❢ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s♣❡❝✐♠❡♥✳

❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧✲

❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❞❡❢❡❝t s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❞✉❝t♦r ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳

✈✐✐



❚❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

❲✐t❤ ❜♦t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❛❞❡q✉❛t❡ s✐③❡

❡st✐♠❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❞❡❢❡❝t r❡✲

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡

r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✇❤❡r❡ ❜❧✉rr❡❞ ❛♥❞ ❧❡ss st❛❜❧❡ ❢♦r ❞❡❡♣ ❧②✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐✲

s♦♥ t♦ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ t❤❡

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❆s ❛♥♦t❤❡r ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r

▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ ♣r♦♠✐s✐♥❣

✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ❆♥ ❛❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r

✐t❡r❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞❡❞ ❛❞❡q✉❛t❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❞❡❡♣ ❧②✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts

✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♦♥❡s✳

❚❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t❤❛t ❛ s♠❛❧❧ ❞❡❢❡❝t ❝❧♦s❡

t♦ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ❞❡❡♣❡r ❞❡❢❡❝t ❣❡♥❡r❛t❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤✐s ❛❣❣r❛✈❛t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳ ❆ ♥♦✈❡❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱

r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt

t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t

❛ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② ✭✶✵♠✴s✮ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✭✵✳✶♠✴s✮✳ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞

s✐❣♥❛❧ s❤✐❢ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✲❡✈♦❦❡❞

s❦✐♥ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞

❞❛t❛✳

✈✐✐✐



❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ♥❡✉❡r ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❛♥st❡✐❣❡♥❞❡♥ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ◗✉❛❧✐tät

✉♥❞ ❙✐❝❤❡r❤❡✐t ❡r❢♦r❞❡r♥ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❤♦❝❤❛✉✢ös❡♥❞❡r✱ ③❡rstör✉♥❣s❢r❡✐❡r ❲❡r❦st♦❢✲

❢❡✈❛❧✉✐❡r✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❢ür ❞✐❡ Pr♦❞✉❦t✐♦♥ ✉♥❞ ❲❛rt✉♥❣✳ ■♠ ♥❡✉❡♥ ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t❡✈❛❧✉✐❡✲

r✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ ✇✐r❞ ❡✐♥ P❡r♠❛♥❡♥t♠❛❣♥❡t r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❧❡✐t❡♥❞❡♥ Prü❢❦ör✲

♣❡r ❜❡✇❡❣t✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❲✐r❜❡❧strö♠❡ ✐♠ Prü❢❦ör♣❡r ✐♥❞✉③✐❡rt✳ ❉✐❡

❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❞❡r ❲✐r❜❡❧strö♠❡ ♠✐t ❞❡♠ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞ ❢ü❤rt ③✉r ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t✱ ✇❡❧❝❤❡

❛✉❢ ❞❡♥ Prü❢❦ör♣❡r ✇✐r❦t✳ ❊✐♥❡ ❑r❛❢t ❞❡rs❡❧❜❡♥ ●röÿ❡ ❛❜❡r ✐♥ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡ ❘✐❝❤t✉♥❣

✇✐r❦t ❛✉❢ ❞❡♥ P❡r♠❛♥❡♥t♠❛❣♥❡t❡♥✱ ✇♦ s✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇✐r❞✳ ❇❡✐ ❱♦r❧✐❡❣❡♥ ❡✐♥❡s ❉❡❢❡❦ts

s✐♥❞ ❞✐❡ ❲✐r❜❡❧str♦♠✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✉♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t ✈❡rä♥❞❡rt✳ ❉✐❡ ❉❡❢❡❦✲

t❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ♠✐tt❡❧s ❞❡r ▲ös✉♥❣

❡✐♥❡s s❝❤❧❡❝❤t ❣❡st❡❧❧t❡♥ ✐♥✈❡rs❡♥ Pr♦❜❧❡♠s ❜❡st✐♠♠t✳

❉✐❡ ❩✐❡❧❡ ❞❡r ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✉♠❢❛ss❡♥ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❡✐♥❡r ♥❡✉❡♥ ❱♦r✇ärts❧ös✉♥❣✱

❞❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❱♦r✇ärts❧ös✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ♥❡✉❡r ✐♥✈❡rs❡r ❱❡r❢❛❤✲

r❡♥ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❊r❛r❜❡✐t✉♥❣ ❡✐♥❡r ▼❡t❤♦❞❡ ③✉r ✈❡r❜❡ss❡rt❡♥ ❉❡❢❡❦tt✐❡❢❡♥❜❡st✐♠♠✉♥❣ ❢ür

❞✐❡ ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t❡✈❛❧✉✐❡r✉♥❣✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❦❧❛s✲

s✐s❝❤❡♥ ❲✐r❜❡❧str♦♠❡✈❛❧✉✐❡r✉♥❣ ✉♠❣❡s❡t③t✳

❉✐❡ ❡①✐st✐❡r❡♥❞❡♥ ❱♦r✇ärts❧ös✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t❡✈❛❧✉✐❡r✉♥❣✿ ✏❆♣♣r♦①✐♠❛t❡

❋♦r✇❛r❞ ❙♦❧✉t✐♦♥✑ ✉♥❞ ✏❊①t❡♥❞❡❞ ❆r❡❛ ❆♣♣r♦❛❝❤✑ ✇✉r❞❡♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❉❡❢❡❦tr❡❦♦♥✲

str✉❦t✐♦♥s❣üt❡ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ❊s ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❩✐❡❧❢✉♥❦t✐♦♥ss❝❛♥♥✐♥❣✈❡r❢❛❤r❡♥ ❛♥❣❡✇❛♥❞t ✉♠

❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❱♦r✇ärts❧ös✉♥❣❡♥ ❞✐r❡❦t ③✉ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥✳ ❉❛♠✐t ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❱❡r✲

③❡rr✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ s♦♥st ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡ P❛r❛♠❡t❡r✇❛❤❧ ❜❡✐ ✐♥✈❡rs❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✈❡r♠✐❡❞❡♥✳

❉✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❱♦r✇ärts❧ös✉♥❣ ✏❊①t❡♥❞❡❞ ❆r❡❛ ❆♣♣r♦❛❝❤✑ ❡r③✐❡❧t❡ ❣❡♥❛✉❡r❡ ❙❝❤ät✲

③✉♥❣❡♥ ❞❡r ❉❡❢❡❦tt✐❡❢❡ ✉♥❞ ✲❛❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉r ✏❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❋♦r✇❛r❞ ❙♦❧✉✲

t✐♦♥✑✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❱♦r✇ärts❧ös✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❥❡❞♦❝❤ ❛✉❢ ❉❡❢❡❦t❡ ♠✐t ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣❡r ●❡♦♠❡tr✐❡

❜❡s❝❤rä♥❦t✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ♥❡✉❡ ❱♦r✇ärts❧ös✉♥❣ ✏❙✐♥❣❧❡ ❱♦①❡❧ ❆♣♣r♦❛❝❤✑

❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❙✐❡ ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❞❡r ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✈♦♥ ❑r❛❢t✈❡rä♥❞❡r✉♥❣ss✐❣♥❛❧❡♥ ✈♦♥ ❦❧❡✐♥❡♥

❡❧❡♠❡♥t❛r❡♥ ❉❡❢❡❦t❡♥✳ ❇❡✐ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❉❡❢❡❦t❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ●rö✲

ÿ❡♥✱ ❚✐❡❢❡♥ ✉♥❞ ❋♦r♠❡♥ ③❡✐❣t❡ ❞❡r ✏❙✐♥❣❧❡ ❱♦①❡❧ ❆♣♣r♦❛❝❤✑ ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣st❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣

✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❡①✐st✐❡r❡♥❞❡♥ ❱♦r✇ärts❧ös✉♥❣❡♥✳

❊✐♥❡ ▼✐♥✐♠✉♠✲◆♦r♠✲❙❝❤ät③✉♥❣ ♠✐t ❊❧❛st✐❝✲◆❡t✲❘❡❣✉❧❛r✐s✐❡r✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ▲♦r✲

❡♥t③❦r❛❢t♠❡ss❞❛t❡♥ ❡✐♥❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♣rü❢❦ör♣❡rs ③✉r ❘❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❉❡❢❡❦t❡✐❣❡♥✲

✐①



s❝❤❛❢t❡♥ ❛♥❣❡✇❛♥❞t✳ ❉✐❡ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ③✉r ◆✉t③✉♥❣ ❞❡r ❊❧❛st✐❝✲◆❡t✲❘❡❣✉❧❛r✐s✐❡r✉♥❣ st❛♠♠t

❛✉s ❞❡♠ ❛ ♣r✐♦r✐ ❲✐ss❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ♥✐❝❤t✲❧❡✐t❡♥❞❡r ❉❡❢❡❦t ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ Prü❢stü❝❦ ♠✐t ❦♦♥✲

st❛♥t❡r ▲❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t ✉♠❣❡❜❡♥ ✐st✳ ❉✐❡ ✇❡✐t ✈❡r❜r❡✐t❡t❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲❘❡❣✉❧❛r✐s✐❡r✉♥❣

✇✉r❞❡ ③✉ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s③✇❡❝❦❡♥ ❛♥❣❡✇❛♥❞t✳ ▼✐t ❜❡✐❞❡♥ ❘❡❣✉❧❛r✐s✐❡r✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡♥ ❦♦♥♥t❡

r❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r ❡✐♥❡ ❦♦rr❡❦t❡ ❉❡❢❡❦tt✐❡❢❡♥s❝❤ät③✉♥❣ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❛❞äq✉❛t❡ ●röÿ❡♥s❝❤ät③✉♥❣

❡r③✐❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ss❡❧❜❡ ✐♥✈❡rs❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✇✉r❞❡ ❢ür ❞✐❡ ❉❡❢❡❦tr❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ❛✉s ❲✐r✲

❜❡❧str♦♠❡✈❛❧✉✐❡r✉♥❣s♠❡ss❞❛t❡♥ ❡✐♥❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♣rü❢❦ör♣❡rs ❛♥❣❡✇❛♥❞t✳ ❉✐❡ ❉❡❢❡❦tr❡✲

❦♦♥str✉❦t✐♦♥s❡r❣❡❜♥✐ss❡ st❡❧❧t❡♥ s✐❝❤ ❢ür t✐❡❢❡r ❧✐❡❣❡♥❞❡ ❉❡❢❡❦t❡ ✈❡rs❝❤✇♦♠♠❡♥ ✉♥❞ ✇❡✲

♥✐❣❡r st❛❜✐❧ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉r ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t❡✈❛❧✉✐❡r✉♥❣ ❞❛r✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ✇❛r ♠✐t ❞❡r

❲✐r❜❡❧str♦♠❡✈❛❧✉✐❡r✉♥❣ ❞✐❡ ❘❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ❦♦♠♣❧❡①❡r❡r ❉❡❢❡❦t❣❡♦♠❡tr✐❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳

❆❧s ✇❡✐t❡r❡ ✐♥✈❡rs❡ ▼❡t❤♦❞❡✱ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❛❞❛♣t✐❡rt❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r✲■t❡r❛t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡ ▲♦r✲

❡♥t③❦r❛❢t❡✈❛❧✉✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ❉✐❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r✲■t❡r❛t✐♦♥ ✇✉r❞❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ s✐❝❤ ✐♠

❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑❛♣❛③✐tätst♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ✈✐❡❧✈❡rs♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❘❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥s❡r✲

❣❡❜♥✐ss❡ ❣❡③❡✐❣t ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡ ❛❞❛♣t✐❡rt❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r✲■t❡r❛t✐♦♥ ❡r③✐❡❧t❡ ❛❞äq✉❛t❡ ❉❡❢❡❦t❣rö✲

ÿ❡♥s❝❤ät③✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ✈♦♥ t✐❡❢ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❉❡❢❡❦t❡♥ ✇✉r❞❡ ③✉ ❤♦❝❤ r❡❦♦♥str✉✐❡rt✳

❉✐❡ ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t❡✈❛❧✉✐❡r✉♥❣ ✐st ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤✇✐❡r✐❣❦❡✐t✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❦❧❡✐✲

♥❡r ❉❡❢❡❦t ♥❛❤❡ ❞❡r Prü❢❦ör♣❡r♦❜❡r✢ä❝❤❡ ✉♥❞ ❡✐♥ ❣röÿ❡r❡r t✐❡❢❡r ❧✐❡❣❡♥❞❡r ❉❡❢❡❦t ä❤♥❧✐✲

❝❤❡ ❑r❛❢t✈❡rä♥❞❡r✉♥❣ss✐❣♥❛❧❡ ③❡✐❣❡♥✳ ❉❛s ❡rs❝❤✇❡rt ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❦♦rr❡❦t❡♥ ❉❡✲

❢❡❦tt✐❡❢❡✳ ❉❛s ♥❡✉❡ Pr✐♥③✐♣ ❞❡r ❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t❡✈❛❧✉✐❡r✉♥❣ ✇✉r✲
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❖♥ ❏✉❧② ✶✾✱ ✶✾✽✾ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ▼❝❉♦♥♥❡❧❧ ❉♦✉❣❧❛s ❉❈✲✶✵ ❝r❛s❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❛② ❢r♦♠ ❉❡♥✲

✈❡r t♦ ❈❤✐❝❛❣♦ ❛t t❤❡ ❙✐♦✉① ●❛t❡✇❛② ❆✐r♣♦rt ❬✶❪✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝r❛s❤ ✇❛s ❛ s❛♥❞

❣r❛✐♥ s✐③❡❞ ❤♦❧❧♦✇ ❜❡❧♦✇ t❤❡ t✐t❛♥✐✉♠ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛♥ ❞✐s❦ t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦✱

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢❛♥ ❞✐s❦ ❜r♦❦❡ ❛♣❛rt ❛♥❞ t❤❡ ✢②✐♥❣

❞❡❜r✐s ❞❡str♦②❡❞ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❧✐♥❡s t❤✉s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐s❛❜❧❡❞ ❛✐r❝r❛❢t ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②

t♦ t❤❡ ❝r❛s❤✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦♥❞❡str✉❝t✐✈❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭◆❉❊✮ ♠❡t❤♦❞s ❞✉r✐♥❣ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❞❡✲

✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞s ❢♦r q✉❛❧✐t② ❛♥❞ s❛❢❡t②

r❡q✉✐r❡ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ◆❉❊ ♠❡t❤♦❞s✳

◆❉❊ ❛✐♠s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡❢❡❝t ❜② ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥✱ s❤❛♣❡ ❛♥❞ s✐③❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛st

t♦ t❤❡ ♥♦♥❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡st✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦r ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢

❛ ❞❡❢❡❝t✳ ■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ◆❉❊✱ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ✉❧tr❛s♦♥✐❝s ❬✷❪✱

r❛❞✐♦❣r❛♣❤② ❬✸❪✱ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❬✹❪✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❬✺❪✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉①

❧❡❛❦❛❣❡ ❬✻❪ ❛♥❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❊❈❊✮ ❬✼❪✳

■♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ❊❈❊✱ ❛ ❝♦✐❧ ✐s ❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡✲❝❤❛♥❣✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❧❡❛❞✐♥❣

t♦ ❛ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ✐♥ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧

✉♥❞❡r t❡st ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋❛r❛❞❛②✬s ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❧❛✇ ❬✽❪✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡

❛ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❤❛t ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s❡♥s♦r✱ ❡✳❣✳ ❛ ♣✐❝❦✲✉♣

❝♦✐❧✳ ■♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t✱ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡

s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛❧s♦ ♣❡rt✉r❜❡❞✳ ❚❤❡ ❊❈❊ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ s❦✐♥ ❡✛❡❝t✳ ❆♥

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② f❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ r❡s♣♦♥s❡✱ ❜✉t ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ❛t t❤❡

s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❊❈❊ ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧② ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❞❡❢❡❝ts t❤❛t ❛r❡

❧♦❝❛t❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ❬✾❪✳

❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭▲❋❊✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥

✷✵✶✸ ❬✶✵❪✳ ■♥ ▲❋❊✱ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✐s ♠♦✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡r

t❡st✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤✐s ♠♦✈❡♠❡♥t✱ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ❚❤❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡✳ ❆ ❢♦r❝❡

✶



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜✉t ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✱ ✇❤❡r❡ ✐t

✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t✱ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡

▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❡rt✉r❜❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦

❛s ❞❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ✭❉❘❙✮✱ ❛❝ts ❛s ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❢♦r ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❚❤❡ ▲❋❊ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢

♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡✱ ❛♥♦t❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣ ✉s❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts t♦ ❞❡t❡❝t ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ❬✶✶✕✶✹❪✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ◆❉❊ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✮ ❢r♦♠ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱

❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡ ❛ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦❥❡❝ts

t❤❡ s❡t✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♦♥t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❖♥❡ ❝❧❛ss ♦❢ ✐♥✈❡rs❡

♠❡t❤♦❞s st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡

♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥❡ ✐s ❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs

♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ♥❡✇ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss

✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❞❡❢❡❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❣✐✈❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ◆❉❊✿ ❆♥ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❞❥✉sts t❤❡
❞❡❢❡❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛♥❞ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥❡✳ ❋♦r ▲❋❊✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡
❉❘❙✳

■♥ ✷✵✶✸✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❆❋❙✮ ❬✶✵❪ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ▲❋❊✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✇❛s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡✳ ■♥ t❤✐s st✉❞② ❬✶✵❪✱ t❤❡

✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s s♦❧✈❡❞ ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡

tr✉♥❝❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❚❙❱❉✮✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞

❢r♦♠ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢

▲❋❊ ✇❛s s❤♦✇♥✳ ❆♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ♦❢

✷♠♠ ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ▲❋❊ ✇❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ ❛s

✐t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳

❙♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡ts ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❧✐❣♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱

❝✉❜♦✐❞❛❧ ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡ts ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s ❬✶✺❪✳

❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡ts✳

✷



✶✳✶✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

■♥ ✷✵✶✺✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐♣♦❧❡s ♠❡t❤♦❞ ✭▼❉▼✮ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ♥♦✈❡❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣✲

♥❡t ♠♦❞❡❧ ❬✶✻❪✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡ts✱ t❤❡

▼❉▼ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❡❛s✐❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❆❋❙✳ ❆❧s♦ ✐♥ ✷✵✶✺✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥✲

t✐❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✼❪ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❛♥ ❆▲❯❈❯❇❖◆❉➤ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❆▲❯❈❯❇❖◆❉

✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❛❧❧♦② ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦❧❛t✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ♦❢ ♣♦❧②❡t❤②❧❡♥❡✳

❆ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ✇❛s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❧❛②❡r ❛t t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢

✸✳✺♠♠✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❯♣ ✉♥t✐❧ t❤❡♥✱ t❤❡ ❆❋❙ ✇❛s t❤❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ▲❋❊✱ ❜✉t ✐t ♦♥❧② ✇♦r❦s

♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ✉♥✐❢♦r♠❧② s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ♦r

q✉❛❞r❛t✐❝ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❉❘❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❆❋❙ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳

❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❊❆❆✮ ❬✶✽❪✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✷✵✶✺✱ ❛❧s♦ t❛❦❡s t❤❡ ❛r❡❛ ❛r♦✉♥❞

t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■t ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉❘❙✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②

❢♦r ✉♥✐❢♦r♠❧② s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ♥♦♥✲❡q✉❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ♦r

r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ❊❆❆ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦r❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡

❆❋❙✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥

❝♦♠♣❛r❡❞ ✉♣ t♦ ♥♦✇✳ ❇♦t❤ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ s❡t✉♣ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡❢❡❝t

✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ s❤❛♣❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡❞❣❡s✳

■♥ ✷✵✶✻✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❬✶✾❪ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞

❢♦r ▲❋❊✳ ■t ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✇❡r❡ ✐♥ ❛ ❣♦♦❞ r❛♥❣❡ ❜✉t ✇♦rs❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✺✱✶✼❪✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ②❡❛r✱ ❛ ❣❧❛ss✲✜❜❡r r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠

❧❛♠✐♥❛t❡ ✭●▲❆❘❊✮ s♣❡❝✐♠❡♥✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❧❛②❡r

❛t ❞❡♣t❤ ♦❢ ✵✳✼✺♠♠ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ▲❋❊ ❬✶✺❪✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❜② ❛ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✉s❡❞ t❤❡ ❊❆❆

❛s ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞✐❞ ♥♦t ②✐❡❧❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡♣t❤✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♦♣❡♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ▲❋❊✱ t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❞✲

❞r❡ss❡❞ ✐s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❧♦❝❛t❡❞ ❞❡❡♣❡r t❤❛♥ ✹♠♠ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ❧❛②❡r ♦❢

t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦♥❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ❞❡♣t❤s ❜❡t✇❡❡♥ ✵

❛♥❞ ✹♠♠✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♣✐❝ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ▲❋❊✱

❛ s♠❛❧❧ ❞❡❢❡❝t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛ ❞❡❡♣❡r ❛♥❞ ❧❛r❣❡r ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t❡ s✐♠✐❧❛r ❉❘❙✳

❚❤❛t ❛❣❣r❛✈❛t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳ ◆♦✈❡❧ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞

♥♦✈❡❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤

❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦r❡

❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❊❆❆ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❆❋❙✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞

❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❛t ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ❆❋❙ ❛♥❞ ❊❆❆ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❛♥❞

❧♦❝❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♣ t♦ ♥♦✇ ✐t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ▲❋❊ s❤♦✇s

✸



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆❞❞✐t✐♦♥✲

❛❧❧②✱ ♦♥❧② t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❧✐♠✐ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t

t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t t❡st✐♥❣ ❬✷✵❪✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡

❝♦♠♣❛r❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❜❡t✇❡❡♥ ▲❋❊ ❛♥❞ ❊❈❊✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❛✐♠s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❛r❡✿

✶✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥♦✈❡❧ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜②

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❞❡❡♣ ❧②✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ✉s✐♥❣

t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❆❋❙✳

✷✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ▲❋❊✳

✸✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ▲❋❊ ❛♥❞ ❊❈❊✳

✹✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❆❋❙ ❛♥❞ ❊❆❆ ♦❢ ▲❋❊ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✺✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❆❋❙ ❛♥❞

❊❆❆ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

✻✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥♦✈❡❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t s✉♣♣♦rts t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✶✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡s✐s

❈❤❛♣t❡r ✷ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ▲❋❊ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮ ❛♥❞ ❊❈❊ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❚❤❡

♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡❞ ❢♦r✇❛r❞ s♦✲

❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ◆❉❊ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝✲

t✐♦♥ ✷✳✸ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦✈❡r s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞s ✐s ❣✐✈❡♥✳

❈❤❛♣t❡r ✸ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r s❡❝t✐♦♥s✳ ■t ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ✜rst ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❚❤❡

♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

t❤❛t ❛ ♥♦♥✲❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❞✉❝t♦r ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳

❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❊◆❘✮

❛s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠

❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭▼◆❊✮ ✇✐t❤ ❊◆❘ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❚P❘✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ▲❋❊✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✲

t❛✐♥s ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡s✉❧ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✶❪ ❛♥❞ ❛r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✷✷❪✳ ❚❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✹ ❛❞❞r❡ss t❤❡ t❤✐r❞ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❝♦♥t❛✐♥s

t❤❡ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❚P❘ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❊❈❊✳ ❆

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❋❊ ❛♥❞ t❤❡ ❊❈❊ ✐s ❞r❛✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳

❈❤❛♣t❡r ✹ ❛❧s♦ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ✜rst ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ■t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡✲

❜❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡

✹



✶✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡s✐s

▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✇❤✐❝❤ s❤♦✇❡❞ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡

♣r♦❜❧❡♠✳ P❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥

t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡

r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❈❤❛♣t❡r ❝♦♥t❛✐♥s ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞

r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✸❪✳

❈❤❛♣t❡r ✺ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❛✐♠✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❢♦r✲

✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ▲❋❊✱ t❤❡ ❆❋❙ ❛♥❞ t❤❡ ❊❆❆✱ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❞❛t❛ s❡ts ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❞❡♣t❤s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ●♦❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❝❛♥s

❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞✐r❡❝t❧②✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❝❛♥

❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❆❋❙ ❛♥❞ ❊❆❆ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❜✐❛s ❢r♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

P❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✷✹❪ ❛♥❞ ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ❛t ❬✷✺✕✷✼❪✳

❈❤❛♣t❡rs ✸✲✺ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✜rst ❛✐♠ ❛s ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ✉♣ t♦ ✽♠♠ ❛r❡

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s♣❡❝✐♠❡♥s✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡s✐s ❛✐♠ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞

❜② t❤❡s❡ ❈❤❛♣t❡rs ❛s r❡♣❡❛t❡❞ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

❆ ♥♦✈❡❧ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ▲❋❊✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❙❱❆✮✱ ✐s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■t ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ✜❢t❤ t❤❡s✐s ❛✐♠✳ ❚❤✐s ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝t ❛t ✈❛r②✐♥❣

♣♦s✐t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❉❘❙ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡❞

❞❡❢❡❝t ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❉❘❙s ❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝✉❜♦✐❞❛❧

❞❡❢❡❝ts t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤✐s ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ ❉❘❙s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡s

❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❉❘❙s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❋❊▼✮

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❆❋❙ ❛♥❞ ❊❆❆✳

❚❤✐s ❈❤❛♣t❡r ❝♦♥t❛✐♥s ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡s✉❧ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ❬✷✽❪ ❛♥❞ ❛r❡

♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✷✾❪✳

❈❤❛♣t❡r ✼ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ▲❋❊ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❢r♦♠ t❤❡

✷❉ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❛t t❤❡ s✐①t❤ t❤❡s✐s ❛✐♠✳ ❆ ♥♦✈❡❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s

❞❡r✐✈❡❞ t❤❛t ✉s❡s ❛ ❧♦✇ ✭✵✳✶♠✴s✮ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ✭✶✵♠✴s✮ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦✈❡♠❡♥t

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡r t❡st✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✲❡✈♦❦❡❞

s❦✐♥ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❉❘❙s ❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❉❘❙s ❛t t❤❡ ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②

❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s s✉❝❤ t❤❛t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❡①tr❛❝t❡❞✳ ❆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ s✐③❡s ❛♥❞ ❞❡♣t❤s t♦

❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❈❤❛♣t❡r ❝♦♥t❛✐♥s ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡s✉❧ts

t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ❬✸✵❪ ❛♥❞ ❛r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✸✶❪✳
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✻



✷ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

✷✳✶ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✷✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡

■♥ t❤❡ ▲❋❊✱ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s ♠♦✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ✜①❡❞ ♣❡r✲

♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✇✐t❤ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ~v ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ♠♦✈❡♠❡♥t ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❛r❡

✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t❤❛t ❝♦✉♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~B✳ ❚❤✐s ❝♦✉♥t❡r❛❝✲

t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ~F▲✳ ❚❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✿ ❆ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ♠♦✈❡❞
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ✜①❡❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❝♦✉♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤✉s ❧❡❛❞ t♦ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s✳ ■♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts
❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❛♥❞ s♦ ❛r❡ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❛ ❜r❛❦✐♥❣ ❢♦r❝❡✳ ❉✉❡ t♦ ◆❡✇t♦♥✬s t❤✐r❞ ❛①✐♦♠✱ ❛ ❢♦r❝❡ ~F = −~F▲ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥✐✲

t✉❞❡ ❜✉t ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳

❚❤❡ ❢♦r❝❡ ~F t❤❛t ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ~r0 = [x0 y0 z0]
❚ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s

~F =




Fx

Fy

Fz


 =

∫

V
−~j × ~B dV, ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ ~j ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡

V ✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤✐s ❢♦r❝❡ ~F ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡

✼



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

❢♦r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ~B = ~B♣ + ~bs ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝

✢✉① ❞❡♥s✐t② ~B♣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ~bs

♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ~j✳ ■♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t✱ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts

❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳

❋♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡

♠❡❛s✉r❡❞ ❛t s❡✈❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦

t❤❡ ✜①❡❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❥✉st ❛s t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ♠♦✈❡s ♦✈❡r t❤❡

✜①❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡r t❡st✳ ❋r♦♠ t❤❛t ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t

♠♦✈❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❝❛♥♥✐♥❣ ❧✐♥❡s ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✮ ❛❜♦✈❡ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ~v✳ ❚❤❡

❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❝❛♥♥✐♥❣✿ ❚❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✲
♠❡♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✜①❡❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❥✉st ❛s t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t
♠♦✈❡s ❛❜♦✈❡ ❛ ✜①❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✏s❝❛♥s✑ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡
♣❛r❛❧❧❡❧ s❝❛♥♥✐♥❣ ❧✐♥❡s✳

❋✐❣✳ ✷✳✸ ❝ s❤♦✇s ❡①❡♠♣❧❛r② ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts F0,x ❛♥❞ F0,z ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❧✐♥❡

✭y = 0✮ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡❢❡❝t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧

❞❡✢❡❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳

❚❤❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Fx ❛♥❞ Fz ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❜✉t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s✉❜s✉r❢❛❝❡

❞❡❢❡❝t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ❜✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Fy ❛♥❞ F0,y ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤

❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡❢❡❝t ✈❛♥✐s❤ ❛t t❤✐s s❝❛♥♥✐♥❣ ❧✐♥❡ ✭y = 0✮ ❞✉❡ t♦ s②♠♠❡tr②✳

❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ s✐❣♥❛❧

✭❋✐❣✳ ✷✳✸ ❜✱ ❛rr♦✇s✮✳ ❚♦ ❡①tr❛❝t t❤✐s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❉❘❙ ❛t ♦♥❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t

♣♦s✐t✐♦♥ ~r0 ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

∆~F =




∆Fx

∆Fy

∆Fz


 = ~F − ~F0 =

∫

V
−~j × ~B dV −

∫

V
−~j0 × ~B dV, ✭✷✳✷✮

❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ~F ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✲

✽



✷✳✶✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✐♠❡♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❝❡ ~F0 ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡

❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s ~j ❛♥❞ ~j0 ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❢r❡❡ ❝❛s❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✳ ✷✳✸ ❛ s❤♦✇s t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ∆Fx ❛♥❞ ∆Fz ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❧✐♥❡ ✭y = 0✮ ❢♦r

t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❉❘❙ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❧♦♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❝❛♥♥✐♥❣ ❧✐♥❡s ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✮

❛❝ts ❛s ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✐❣✳ ✷✳✹ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠✲

♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❉❘❙

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❧✐❦❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✱ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❉❘❙✿ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ∆Fx ❛♥❞ ∆Fz ✭❛✮ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Fx ❛♥❞ Fz ❢r♦♠ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❞❡❢❡❝t ✭❜✮
❛♥❞ F0,x ❛♥❞ F0,z ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡❢❡❝t ✭❝✮✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛r❡ s❤♦✇♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❧✐♥❡ ✭y = 0✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ y✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❛♥✐s❤❡s✳ ◆♦t❡ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡ ❢♦r ∆Fx ❛♥❞ ∆Fz ✐♥ ✭❛✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ∆Fx✱ ∆Fy ❛♥❞ ∆Fz ✐♥ ➭◆ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✷✳✶✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✷✳✶✳✷✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇

◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ▲❋❊ ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s✐❣♥❛❧s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥❡✇ ❢♦r✲

✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♥♦✈❡❧ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡①❛♠✐♥❡ ♥❡✇ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦r ❝♦♥❞✉❝t

✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

♣❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜❡✲

❢♦r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❛❝t ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ s❡ts ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②

~v = v~ex ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σ0

❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② µ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝

❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r

R♠ = µσ0l❝v, ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ l❝ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ▲❋❊✱

t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ❡q✉❛❧

t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② µ = µ0✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r R♠ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ t♦

❞❡❝✐❞❡✱ ✐❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~bs ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ s❦✐♥ ❡✛❡❝t

❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛❧s♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r R♠✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✸✷❪✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ r♦✉❣❤❧② ❝❤♦s❡♥ ❜②

R♠ =





R♠ < 1 → ❲❡❛❦ ❘❡❛❝t✐♦♥ ❆♣♣r♦❛❝❤

1 ≤ R♠ < 10 → ◗✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② ❆♣♣r♦❛❝❤

R♠ ≥ 10 → ❚r❛♥s✐❡♥t ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

✭✷✳✹✮

■♥ ▲❋❊✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ l❝ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t H ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥

❬✸✸❪✱ t❤✉s l❝ = H/2✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✸✸❪✱ ❢♦r ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ H ≤ 50♠♠ ❛♥❞

❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ σ0 = 30.61▼❙✴♠✱ t❤❡ ✇❡❛❦ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r

✈❡❧♦❝✐t✐❡s v < 0.5♠✴s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t σ0✲H✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ r✉❧❡ ♦❢ ❬✸✸❪ ❛♥❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡

✷✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ■♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σ0 ❛♥❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ❤❡✐❣❤t H ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

❈♦♥✜❣✳

σ0
✐♥
▼❙✴♠

H
✐♥
♠♠

❲❡❛❦
❘❡❛❝t✐♦♥
❆♣♣r♦❛❝❤

◗✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r②
❆♣♣r♦❛❝❤

❚r❛♥s✐❡♥t
❆♣♣r♦❛❝❤❡s

❆ 30.61 100 v < 0.25♠✴s 0.25♠✴s ≤ v ≤ 2.5♠✴s v > 2.5♠✴s
❇ 21 50 v < 0.7♠✴s 0.7♠✴s ≤ v ≤ 7♠✴s v > 7♠✴s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ∆~F ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✷✮✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ~F ❛♥❞ ❢♦r

t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡❢❡❝t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ~F0✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

✶✵



✷✳✶✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✇❤♦❧❡ s❝❛♥✱ ❧✐❦❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞ ❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ♣♦s✐t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■❢ t❤❡

s♣❡❝✐♠❡♥ ❤❛s ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r❝❡ ♣❧❛t❡❛✉s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t

❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✱ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧②✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s

♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡❞❣❡s ✭❋✐❣✳ ✷✳✸✮ ❛r❡ ❝✉t ❛✇❛② ❛♥❞ t❤❡ ♦✛s❡ts ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❧✐♥❡s ❛r❡

s✉❜tr❛❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ∆Fx✱ ∆Fy ❛♥❞ ∆Fz✳

✷✳✶✳✷✳✷ ❲❡❛❦ ❘❡❛❝t✐♦♥ ❆♣♣r♦❛❝❤

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ▲❋❊ ✉s❡s s♠❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ❡✳❣✳ v = 0.1♠✴s✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❦✐♥ ❡✛❡❝t ❬✸✹❪

❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❬✶✼❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~bs ❛♥❞ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✲❡✈♦❦❡❞

s❦✐♥ ❡✛❡❝t ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r R♠ < 1✳ ❚❤✉s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ✇❡❛❦ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✸✸❪✱ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r ❝❛♥ ❜❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜② ❖❤♠✬s ❧❛✇ ❢♦r ♠♦✈✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝t♦rs ❛s

~j = [σ0]
(
−▽ϕ+ ~v × ~B♣

)
, ✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ ~B♣ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❛♥❞ ϕ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝

s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ t❡♥s♦r [σ0] = ❞✐❛❣ (σxx, σyy, σzz)

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡

✇❡❛❦ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♣❛rt Fz,0 ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡

❝♦♠♣♦♥❡♥t Fz ❡q✉❛❧s ③❡r♦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡❣❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤

✐♠♣♦s❡s ❛ s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✸✸❪✳ ❚❤✐s s②♠♠❡tr② ✐s

s✉♣♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ∆Fz ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❝♦rr❡❝t❧②✳

✳

❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ϕ✿

▽ ·~j = 0 ✇✐t❤ ~n ·~j = 0
∣∣∣
Γ❝∪Γ❞

→ ▽
2ϕ = 0 ✇✐t❤

∂ϕ

∂n
= ~n ·

(
~v × ~B♣

) ∣∣∣
Γ❝∪Γ❞

, ✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ ~n ✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r ✭Γ❝✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✉r❢❛❝❡s ✭Γ❞✮

❬✸✷❪✳ ❋♦r ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✬s ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ✭✷✳✻✮ ✇✐t❤ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

~n ·~j = 0✱ ❛ ❣r♦✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ϕ ✐s s❡t t♦ ③❡r♦ ❛t ♦♥❡

♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✱ ❖❤♠✬s

❧❛✇ ❢♦r ♠♦✈✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝t♦rs ✭✷✳✺✮ ❛❧s♦ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✬s ❥✉♠♣ ❛t t❤❡

✐♥t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

t♦ ~j ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ϕ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ~v× ~B♣✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✻✮

✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❖▼❙❖▲ ▼✉❧t✐♣❤②s✐❝s➤ ❱❡rs✐♦♥ ✺✳✷❛ ✭❈❖▼❙❖▲ ■♥❝✳✱ ❇✉r❧✐♥❣t♦♥✱

❯❙❆✮✳ ❖♥❧② t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡

✶✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ~B♣ ✐s ✐♠♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡

✉s❡❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✳ ■❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✐s ✉s❡❞✱ ✐t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛

s✐♥❣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✶✮ ❛♥❞ ~B♣ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ❬✽❪✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❜② t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ❬✸✺❪✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞

❜② t❤❡ ♠✐❞✲♣♦✐♥t r✉❧❡ ❬✸✻❪ ❛♥❞ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✸✷✱✸✼❪✳

❆❢t❡r s♦❧✈✐♥❣ ✭✷✳✻✮ ❜② ❋❊▼✱ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✭✷✳✺✮

✇✐t❤ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ϕ ❛♥❞ ~B♣✳ ❚❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ♦♥❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t

♠❛❣♥❡t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✶✮✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❤♦❧❡ s❝❛♥✱

♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✻✮ ❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ♣♦s✐t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✳

✳

❇♦✉♥❞❛r② ❊❧❡♠❡♥t ❙♦✉r❝❡ ▼❡t❤♦❞ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t s♦✉r❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✭❇❊❙▼✮

❬✸✽❪ ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✶✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s❝❛❧❛r

♣♦t❡♥t✐❛❧ ϕ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✺✮✳ ❚❤❡ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❇❊❙▼ ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉r❢❛❝❡

❝❤❛r❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s t❤❛t s❡♣❛r❛t❡ ♠❡❞✐✉♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱

✐✳❡✳ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✉r❢❛❝❡✱ ❧✐❦❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ϕ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡s✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❇❊❙▼✿ ❙✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡s ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s t❤❛t s❡♣❛r❛t❡
♠❡❞✐✉♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✐✳❡✳ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t s✉r❢❛❝❡s ✭s♠❛❧❧ ❝✉❜♦✐❞✮✳ ❚❤❡
s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❛t ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t ✭sq✉❛r❡s✮ ❛♥❞
♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❞♦ts ✐♥ ❡❛❝❤ sq✉❛r❡✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ϕ ❜② ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳

✶✷



✷✳✶✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❜② ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ~j · ~n = 0 ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ❖❤♠✬s ❧❛✇ ❢♦r ♠♦✈✐♥❣

❝♦♥❞✉❝t♦rs ✭✷✳✺✮ ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦

(
−▽ϕi + ~v × ~Bi

)
· ~ni = 0, ✭✷✳✼✮

✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛t t❤❡ i✲t❤ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭❋✐❣✳ ✷✳✺✮✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢

t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ▽ϕi ❛t t❤❡ i✲t❤ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛

s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡s qj ❜② ❈♦✉❧♦♠❜✬s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✸✽❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ qi ✐ts❡❧❢ ✐s ❛❞❞❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✸✽❪✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ s②st❡♠

♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✭✷✳✼✮ ❛s

[A](S+D)×(S+D) · ~q(S+D)×1 = ~c(S+D)×1

✇✐t❤ ai,j =





− 1

2Siε0
, i = j

(~ri − ~rj) · ~ni

4πε0 |~ri − ~rj |3
, i 6= j

❛♥❞ ci = −
(
~v × ~Bi

)
· ~ni ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ S ❛♥❞D ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛t t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t

s✉r❢❛❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ai,i ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① [A] ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ Si

♦❢ t❤❡ i✲t❤ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦rs ~ri ❛♥❞ ~rj ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡

♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❡❧❡♠❡♥t i ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❡❧❡♠❡♥t j✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❊q♥✳ ✭✷✳✽✮ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ~ni ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

s②st❡♠ ✭❋✐❣✳ ✷✳✺✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ~ni ✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ ai,i ❛♥❞

ci ❛r❡ ✢✐♣♣❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ~Bi ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ i✲t❤

s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✳ ❆ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t

♠❛❣♥❡t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✺✱ s❡❡ ❛❧s♦ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✶✮ ❛♥❞ ~B✐

✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✽❪✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣♦rt t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉①

❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢

❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✽✮ ✐s s♦❧✈❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝❤❛r❣❡s qj ♦❢ ~q✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✶✮✱ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s

❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ M ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭✈♦①❡❧s✮ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ V❊ ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②

~jm ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ~rm = [xm ym zm]❚ ♦❢ t❤❡ m✲t❤ ✈♦①❡❧ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❖❤♠✬s ❧❛✇ ♦❢

♠♦✈✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝t♦rs ✭✷✳✺✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ϕm ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

ϕm =
1

4πε0

S+D∑

j=1

qj
|~rm − ~rj |

. ✭✷✳✾✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✷✮✱ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡

✶✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ~F0 ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❢r❡❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱

t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✽✮ ✐s r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ S s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡

❡❧❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ϕm ✭✷✳✾✮ ❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳

■❢ t❤❡ s❝❛♥s ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢❡❝t s❤♦✉❧❞

❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ~q ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❧❛t✐✈❡

♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥❧②

✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ~c ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✽✮✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐①

[A] ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝❤❛r❣❡s r❡q✉✐r❡s ❥✉st ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ♠❛tr✐① [A]−1 ❛♥❞ ❛ r✐❣❤t✲❤❛♥❞

s✐❞❡ ~c ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t

❢r❡❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s❝❛♥s✳ ❚❤❡ ❇❊❙▼ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②

✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❆❚▲❆❇➤ ❘✷✵✶✽❛ ✭❚❤❡ ▼❛t❤❲♦r❦s✱ ■♥❝✳✱ ◆❛t✐❝❦✱ ▼❛ss❛❝❤✉s❡tts✱

❯❙❆✮✳

✷✳✶✳✷✳✸ ◗✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② ❆♣♣r♦❛❝❤

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ▲❋❊✱ t❤❡ q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭◗❙❆✮ ✐s ✉s❡❞ r♦✉❣❤❧② ❢♦r ♠❛❣♥❡t✐❝

❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs R♠ ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✶✵ ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ ◗❙❆ t❛❦❡s t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡

s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~bs ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜✉t ♥❡❣❧❡❝ts ❛♥② t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧

♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~B = ~B♣ +~bs✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡

▽×
(

1

µ0
▽× ~A− ~M

)
= [σ]

(
−▽ϕ+ ~v × ▽× ~A

)

▽ ·
(
[σ]
(
−▽ϕ+ ~v × ▽× ~A

))
= 0 ✇✐t❤ ~n ·~j = 0

∣∣∣
Γ❝

, ✭✷✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ~A ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ~B = ▽× ~A ❛♥❞ ~M t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝

✜❡❧❞ ~bs ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡r♠ ~v×▽× ~A✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✵✮ ✐s s♦❧✈❡❞

❜② ❋❊▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❖▼❙❖▲ ▼✉❧t✐♣❤②s✐❝s➤ ❱❡rs✐♦♥ ✺✳✷❛✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ϕ ❛♥❞

~A ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❜②

~j = [σ]
(
−▽ϕ+ ~v × ▽× ~A

)
✭✷✳✶✶✮

❛♥❞ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✶✮✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛♥✱ ❛ ♥❡✇

✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ✭✷✳✶✵✮ ❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❧❛t✐✈❡

♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ◗❙❆ ✐s t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡

♥❡❣❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱

t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦

tr❛♥s✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ◗❙❆ ✐s ✢❡①✐❜❧❡ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡

❞❡❢❡❝t ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ❝✉r✈❛t✉r❡s✱ ❧✐❦❡ s♣❤❡r❡s✱ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s

✶✹



✷✳✶✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

♦r ❝②❧✐♥❞❡rs ❬✸✷❪✳

✷✳✶✳✷✳✹ ❚r❛♥s✐❡♥t ❆♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ▼♦✈✐♥❣ ❉❡❢❡❝t ❛♥❞ ▼♦✈✐♥❣ ▼❛❣♥❡t ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ tr❛♥s✐❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ✐♥ ▲❋❊ ❛r❡ t❤❡

♠♦✈✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭▼❉❆✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♠❛❣♥❡t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭▼▼❆✮✳ ❚❤❡② ❞✐✛❡r

✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤

♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥

❈❖▼❙❖▲ ▼✉❧t✐♣❤②s✐❝s➤ ❱❡rs✐♦♥ ✺✳✷❛ ✉s✐♥❣ ❋❊▼ ❬✸✷❪✳

✳

▼♦✈✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ ■♥ t❤❡ ▼❉❆✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✷❪✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡

✜①❡❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❛♥❞ ❧♦♦❦s ❛t t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ❜❡❧♦✇✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t✐♠❡ ❝♦♥✲

s✉♠✐♥❣ r❡✲♠❡s❤✐♥❣✱ t❤❡ ▼❉❆ r❡❛❧✐③❡s ❛ ♠♦✈✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ❋♦r

t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ ♠♦✈❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✱ r❡❢❡rr❡❞

t♦ ❛s ❞❡❢❡❝t✲❞♦♠❛✐♥ Ω❞✳ ❚❤✐s ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ ❤❡①❛❤❡❞r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠♦✈❡✲

♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤✐♥ Ω❞ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✉s✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛s

[σ(~r, t)] = (1− LE(~r, t)) [σ0] + LE(~r, t) [σ❞] , ✭✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡ ~r ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s LE(·)
r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ♣❛rts ♦♥ ❛ ✜①❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❣r✐❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ❬✸✾❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t❡♥s♦rs ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥

❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② [σ0] ❛♥❞ [σ❞]✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♦r

❛♥ ❛ss❡♠❜❧❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡❢❡❝ts ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② r❡❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛t ❡✈❡r②

t✐♠❡ st❡♣ ❬✸✷❪✳

❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞

▽×
(

1

µ0
▽× ~A∗ − ~M

)
= [σ]

(
−∂ ~A∗

∂t
+ ~v × ▽× ~A∗

)

▽ ·
(
[σ]

(
−∂ ~A∗

∂t
+ ~v × ▽× ~A∗

))
= 0 ✇✐t❤ ~n ·~j = 0

∣∣∣
Γ❝

, ✭✷✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ~A∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ~A∗ = ~A +
∫ t
0 ▽ϕ dt ❬✹✵❪ t❤❛t

✐s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛s t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✶✸✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✜①❡❞ t✐♠❡ st❡♣s t♦ ❛✈♦✐❞ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ r❡✲♠❡s❤✐♥❣✳

❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ~A∗ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❜②

✶✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

~j = [σ]

(
−∂ ~A∗

∂t
+ ~v × ▽× ~A∗

)
✭✷✳✶✹✮

❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✶✮✳

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ▼❉❆ ✐s t❤❛t ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠❛❣♥❡t ❣❡♦♠❡tr✐❡s s✉❝❤ ❛s ❍❛❧❜❛❝❤ ❛rr❛②s

❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡❞ ❢r❛♠❡ ♦❢

r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ▼❉❆ ❛r❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❤❛s t♦ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❢❛r ❛✇❛②

❢r♦♠ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ t❤❡ r❡❛r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤✉s✱ ♥♦t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡

♣r♦✜❧❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡❞❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❞❡❢❡❝t

s❤❛♣❡s✱ ❛ ✈❡r② ✜♥❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❬✸✷❪✳

✳

▼♦✈✐♥❣ ♠❛❣♥❡t ❛♣♣r♦❛❝❤ ■♥ t❤❡ ▼▼❆✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞

✐♥ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✷❪✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜①❡❞

s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ❧♦♦❦s ❛t t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t s②st❡♠ ✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t

♣✉r♣♦s❡✱ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t s②st❡♠✱

r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠❛❣♥❡t✲❞♦♠❛✐♥ Ω♠✳ ❚❤✐s ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ ❤❡①❛❤❡❞r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t s②st❡♠ ✇✐t❤✐♥ Ω♠ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝

r❡♠❛♥❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛s

~Br(~r, t) = [LEx(~r, t), LEy(~r, t), LEz(~r, t)]
❚Br. ✭✷✳✶✺✮

❚❤❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t s②st❡♠ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛

♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡♠❛♥❡♥❝❡ Br✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s

❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞

▽×
(

1

µ0
▽× ~A∗ − ~M

)
= [σ]

(
−∂ ~A∗

∂t

)

▽ ·
(
[σ]

(
−∂ ~A∗

∂t

))
= 0 ✇✐t❤ ~n ·~j = 0

∣∣∣
Γ❝

. ✭✷✳✶✻✮

❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② t❡r♠ ✐s ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼▼❆✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ~A∗ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡

❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❜②

~j = [σ]

(
−∂ ~A∗

∂t

)
✭✷✳✶✼✮

❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ▼▼❆ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r❝❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡❞❣❡s✱ ❜✉t ✐s ❝✉rr❡♥t❧② r❡str✐❝t❡❞ t♦

r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ♠❛❣♥❡t ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇✐t❤♦✉t ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✸✷❪✳

✶✻



✷✳✶✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✷✳✶✳✸ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙❡t✉♣

❚❤❡ ❇❆❙❆▲❚✲❈ ▼▼P✲✶✺ ✭❚❊❚❘❆ ●♠❜❍✱ ■❧♠❡♥❛✉✱ ●❡r♠❛♥②✱ ✷✵✶✺✮ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛❜✐♥❡t ❜✉✐❧❞s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ❢♦r t❤❡ ▲❋❊✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✱

❛ s❡t ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❛❧❧♦② ✭❊◆ ❆❲✲✺✼✺✹✮ s❤❡❡ts ✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮✱ ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡

❞✐r❡❝t ❞r✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❞❡❢❡❝t✳

❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❞r✐✈❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■t ✐s ♠♦✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡

t♦ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t② ✉♣ t♦ 4♠✴s ❝❛♥

❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ 2.19 · 10−10♠♠✴s✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❞r✐✈❡

♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ 50♠✴s2 ❬✷✵❪✳

❆ ❣r❛♥✐t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♣♦rt❛❧ ✐s ✐♥st❛❧❧❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❞r✐✈❡✳ ■t ❝❛rr✐❡s s♣✐♥❞❧❡

❞r✐✈❡s ✐♥ y✲ ❛♥❞ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ♠♦✉♥t t❤❛t ❝❛rr✐❡s t❤❡ ✸❉ ❢♦r❝❡ s❡♥s♦r ❛♥❞

t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❬✷✵❪✳

❚❤❡ ◆❞❋❡❇ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❣r❛❞❡ ◆✺✷ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❞✐❛♠❡t❡r

♦❢ D♠ = 22.5♠♠ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ♦❢ H♠ = 17.6♠♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

~M = Br/µ0 ~ez Br = 1.43❚✱ ✇❤❡r❡ Br ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡♠❛♥❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❡♣ ❧②✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ❬✹✶❪✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣

♦♥ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ str❛✐♥ ❣❛✉❣❡ ❢♦r❝❡ s❡♥s♦r ❑✸❉✹✵ ✭▼❊✲

▼❡ÿs②st❡♠❡ ●♠❜❍✱ ❍❡♥♥✐❣s❞♦r❢✱ ●❡r♠❛♥②✱ ✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐♥ x✲✱ y✲ ❛♥❞ z✲

❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ s❡♥s♦r ❡q✉❛❧s ±2◆✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s s❡t ♦♥ ❛ ❣r❛♥✐t❡ ❜❧♦❝❦

✐♥ t♦ r❡❞✉❝❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✸❉ ❢♦r❝❡ s❡♥s♦r ✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮ ❬✷✵❪✳

❆ s❝❛♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡r t❡st ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♠♦✈✐♥❣ ✐t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t

♠❛❣♥❡t ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❝❛♥♥✐♥❣ ❧✐♥❡s ✐♥

y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ y✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ y✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❞✐r❡❝t ❞r✐✈❡✳ ❚❤❡ P❈ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛❜✐♥❡t r❡❝♦r❞s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r❝❡ s❡♥s♦r ❛♥❞

♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❞r✐✈❡s ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ fs = 1000 s−1✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

s❡t✉♣ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ♣❛♥❡❧ P❈ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛❜✐♥❡t✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ♦❢ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✶✼



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

✷✳✶✳✹ ❋♦r✇❛r❞ ❙♦❧✉t✐♦♥s

✷✳✶✳✹✳✶ P❡r♠❛♥❡♥t ▼❛❣♥❡t ▼♦❞❡❧✐♥❣

❙♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❚❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❛❝ts ❛s ❛ s✐♠♣❧❡

r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛❣♥❡t s❤❛♣❡ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣s✳ ■t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❡t✉♣s ❢♦r

t❤❡ t❡st✐♥❣ ♦❢ ♥❡✇ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s ♦r ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s✳

❆ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ❧♦❝❛t❡❞

✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ~Bk ❛t ❛ ♣♦✐♥t ~rk = [xk yk zk]
❚

✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ~r0 = [x0 y0 z0]
❚ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

~Bk =
µ0

4π

(
3
~m · (~rk − ~r0)

|~rk − ~r0|5
(~rk − ~r0)−

~m

|~rk − ~r0|3
)
, ✭✷✳✶✽✮

✇❤❡r❡ ~m = V♠ ~M ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r✲

♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ~M ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ V♠✳ ❚❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t

♠❛❣♥❡t ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

✇r✐tt❡♥ ❛s ~M = Br/µ0 ~ez✱ ✇❤❡r❡ Br ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡♠❛♥❡♥❝❡✳

✳

❈②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ✉s❡s ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛✲

♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❛s ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♠♦✉♥t❡❞ ❡❛s✐❧② s✉❝❤ t❤❛t t❤❡

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣✳

❆ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❡✳❣✳ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧

t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ t❤✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s♦❧❡♥♦✐❞ ✭❋✐❣✳ ✷✳✼ ❛✮✳

❚❤❡ ❛①✐❛❧❧② ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✉r✲

❢❛❝❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❝②❧✐♥❞❡r s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝

✢✉① ❞❡♥s✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦t✲❙❛✈❛rt ❧❛✇ ❬✸✺❪✳

❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♦♥❡ ❬✸✺✱ ✹✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ✐s r❡♣✲

r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝✐r❝✉❧❛r ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣s ✭❋✐❣✳ ✷✳✼ ❜✮✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉①

❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡

❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣s ❬✸✺✱✹✷❪✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠♦♥♦♣♦❧❡s✳ P♦s✲

✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡

❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✭❋✐❣✳ ✷✳✼ ❝✮✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ✉s✐♥❣ ❉✐r❛❝✬s ❡q✉❛t✐♦♥s

❢♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♥♦♣♦❧❡s ❬✹✸❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t ❝❛♣❛❜❧❡ ❢♦r ❞✐r❡❝t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡

❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ▲❋❊✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐♣♦❧❡s ♠❡t❤♦❞ ✭▼❉▼✮ ❬✶✻❪

✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛

✶✽



✷✳✶✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ▼♦❞❡❧s ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❬✶✺✱✹✸❪✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✺❪✳

♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡ ❜② ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡s t❤❛t ❛r❡

♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❧❛②❡rs ✭❋✐❣✳ ✷✳✽✮✳

❊❛❝❤ s❧✐❝❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ r✐♥❣s ❛♥❞ ❡❛❝❤ r✐♥❣ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✈♦①❡❧s✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✈♦①❡❧s

❛r❡ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✽✱ ❧❡❢t✮✳ ❚❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ r✐♥❣ ✈♦①❡❧s ❛r❡ ❤♦❧❧♦✇ ❝②❧✐♥❞❡r

s❡❣♠❡♥ts ✭❋✐❣✳ ✷✳✽✱ r✐❣❤t✮✳ ❊❛❝❤ ✈♦①❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs N❤✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✐♥❣s Nr ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡s N❞ ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② t❡st✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t N❤✲Nr✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❋♦r

❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ z✲♣♦s✐t✐♦♥✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡r α✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡r β✱ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✈♦①❡❧ ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❣❧♦❜❛❧❧②

❢♦r ❛❧❧ ✈♦①❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡① s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❬✹✹❪✳ ❋♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✈♦①❡❧s✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✐s ✜①❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥❧② α ✐s ✈❛r✐❡❞✳ ❚❤❡

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭◆❘▼❙❊✮ ❜❡t✇❡❡♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡s ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✿ ❚❤❡
❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥❞ r✐♥❣ ✈♦①❡❧s✱ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤
✈♦①❡❧ ❬✶✻❪✳

✶✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▼❉▼ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❜② t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t

♦✛❡r t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t

❬✶✻❪✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ✉s❡s ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢

D♠ = 22.5♠♠ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ♦❢ H♠ = 17.6♠♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

~M = Br/µ0 ~ez (Br = 1.43❚)✱ ✇❤❡r❡ Br ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡♠❛♥❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✲

❝❡❞✉r❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ✐♥ N❤ = 23 ❧❛②❡rs ✇✐t❤ Nr = 7 r✐♥❣s✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ β ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s α = 0.5075 ❛♥❞ β = 0.5003 ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡

z✲♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ N❞ = 3335

✈♦①❡❧s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ~rk ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✐s

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ N❞ s✐♥❣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝

❞✐♣♦❧❡s ❜②

~Bk =
µ0

4π

N❞∑

p=1

(
3 [~mp · (~rk − ~rp)]

|~rk − ~rp|5
(~rk − ~rp)−

~mp

|~rk − ~rp|3

)
. ✭✷✳✶✾✮

❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ~mp ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ~mp = V♠/N❞
~M ✱

✇❤❡r❡ V♠ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞

❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ ✈♦①❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❛r❡ ♦❢ ❡q✉❛❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ❖♥❡ s✐♥❣❧❡

♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ~rp = [xp yp zp]
❚✳

✷✳✶✳✹✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❋♦r✇❛r❞ ❙♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❆❋❙✮ ❬✶✵❪ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❉❘❙✳

■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❡❛❦ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✷✮ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡❢❡❝t

❧♦❝❛t❡❞ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡

✉♥✐❢♦r♠✱ ❡✳❣✳ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♦r ❝✉❜♦✐❞❛❧ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ❝✉❜♦✐❞ ❤❛s ❡q✉❛❧ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤s ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ σ❞ = 0✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❉❘❙ ♦❢ ✭✷✳✷✮ ❢♦r ♦♥❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ♣♦s✐t✐♦♥ ~r0

❝❤❛♥❣❡s t♦

∆~F =

∫

V−V❞

−~j × ~B dV −
∫

V
−~j0 × ~B dV ✭✷✳✷✵✮

❛s ♥♦ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✈♦❧✉♠❡ V❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t♦

∆~F =

∫

V−V❞

−~j × ~B dV −
(∫

V−V❞

−~j0 × ~B dV +

∫

V❞

−~j0 × ~B dV

)
✭✷✳✷✶✮

= −
∫

V−V❞

(
~j −~j0

)
× ~B dV −

∫

V❞

−~j0 × ~B dV. ✭✷✳✷✷✮

❚❤❡ ❆❋❙ ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ✭✷✳✷✷✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♦♥❧② t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✈♦❧✉♠❡ V❞

❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❉❘❙ ∆~F❆❋❙✳ ■❢ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞

✷✵



✷✳✶✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ K ✈♦①❡❧s ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ V❊✱ ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ❣❡ts ❛ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡

θk✳ ■❢ t❤❡ ✈♦①❡❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ∆~F❆❋❙✱ t❤❡♥ θk = 1❀ ♦t❤❡r✇✐s❡

θk = 0✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ∆~F❆❋❙ ❢♦r ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ~r0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

∆~F❆❋❙ =




∆F❆❋❙x

∆F❆❋❙y

∆F❆❋❙z


 = V❊

K∑

k=1

θk

(
~j0,k × ~Bk

)
. ✭✷✳✷✸✮

❚❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ~j0,k ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❖❤♠✬s ❧❛✇ ❢♦r ♠♦✈✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝t♦rs ❛❝✲

❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✺✮ ❛s

~j0,k = σ0

(
−▽ϕk + ~v × ~Bk

)
, ✭✷✳✷✹✮

✇❤❡r❡ ϕk ❛♥❞ ~Bk ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❛t

t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ k✲t❤ ✈♦①❡❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ~Bk ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✲

✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✭✷✳✶✽✮ ♦r t❤❡ ▼❉▼ ✭✷✳✶✾✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t

♠❛❣♥❡t✳

❚❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✲❢r❡❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✢♦✇ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝

✢✉①✱ ❡✳❣✳ ❝✐r❝✉❧❛t❡ ✐♥ x✲y✲♣❧❛♥❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t j0,k,z ✐s

♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r ♣♦✐♥ts ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡❞❣❡s✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡❞ str✉❝t✉r❡

♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮ ✇✐t❤ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❧❛②❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ❧❡❛❞s

t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t j0,k,z ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳ j0,k,z = 0✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡

♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ∂ϕk/∂z = vBk,y ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✷✹✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜②

❞✐r❡❝t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❬✶✵❪✳

■❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✭✷✳✶✽✮✱ t❤❡

❡❧❡❝tr✐❝ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ϕk ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ~rk = [xk yk zk]
❚ ♦❢ t❤❡ k✲t❤ ✈♦①❡❧ ❢♦r ♦♥❡

♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ♣♦s✐t✐♦♥ ~r0 = [x0 y0 z0]
❚ ✐s t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❛s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✵❪

ϕk = −vm
µ0

4π

yk − y0

[(xk − x0)2 + (yk − y0)2 + (zk − z0)2]
3/2

, ✭✷✳✷✺✮

✇❤❡r❡ v ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ m ♦❢

t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s m = V♠M ✱ ✇❤❡r❡ V♠ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡

♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❛♥❞ M = Br/µ0 t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳

■❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✱ ❡✳❣✳ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡✱ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ N❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▼❉▼ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✶✮✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ϕk

❢♦r ♦♥❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s t♦

ϕk = −vm
µ0

4πN❞

N❞∑

p=1




yk − yp[
(xk − xp)

2 + (yk − yp)
2 + (zk − zp)

2
]3/2


 , ✭✷✳✷✻✮

✇❤❡r❡ ~rp = [xp yp zp]
❚ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ p✲t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡✳

✷✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ ▲❋❊✱ ❛ ✈❡❝t♦r✲♠❛tr✐①✲❢♦r♠ ✐s

❜✉✐❧❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✷✸✮✳ ❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ❵✵✬ ♦❢ ~j0,k ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✳

❚❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t ❵❆❋❙✬ ✐s ❧❡❢t ♦✉t ❢♦r ❜❡tt❡r r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r✲♠❛tr✐①✲❢♦r♠ ♦❢ ❆❋❙

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s




∆F 1
x

∆F 1
y

∆F 1
z

✳✳✳

∆Fn
x

∆Fn
y

∆Fn
z

✳✳✳

∆FN
x

∆FN
y

∆FN
z




︸ ︷︷ ︸
∆~F❆❋❙

= V❊




j11,yB
1
1,z ... j1K,yB

1
K,z

−j11,xB
1
1,z ... −j1K,xB

1
K,z

j11,xB
1
1,y − j11,yB

1
1,x ... j1K,xB

1
K,y − j1K,yB

1
K,x

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

jn1,yB
n
1,z ... jnK,yB

n
K,z

−jn1,xB
n
1,z ... −jnK,xB

n
K,z

jn1,xB
n
1,y − jn1,yB

n
1,x ... jnK,xB

n
K,y − jnK,yB

n
K,x

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

jN1,yB
N
1,z ... jNK,yB

N
K,z

−jN1,xB
N
1,z ... −jMK,xB

N
K,z

jN1,xB
N
1,y − jN1,yB

N
1,x ... jNK,xB

N
K,y − jNK,yB

N
K,x




︸ ︷︷ ︸
[L]




θ1
✳✳✳

θk
✳✳✳

θK




︸ ︷︷ ︸
~θ

. ✭✷✳✷✼✮

❚❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ n✲t❤ ♦✉t ♦❢ N ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts ❝❤❛r✲

❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✈♦①❡❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ∆~F❆❋❙ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r t❤❛t ❝♦✈❡rs t❤❡ x✲✱ y✲ ❛♥❞ z✲❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✲

✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ■t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞ ♠❛tr✐① [L] ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~θ✳

✷✳✶✳✹✳✸ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆r❡❛ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❊❆❆✮ ❬✶✽❪ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❋❙✳ ■t ❛ss✉♠❡s ❛ s✐♥❣❧❡

❞❡❢❡❝t ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡❞❣❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❉❘❙ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱

t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ✭✷✳✷✷✮ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ E ✈♦①❡❧s ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ V❊✳

✳

❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t♦r ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥✱ t❤❡ ❡❞❞②

❝✉rr❡♥ts ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥

♦♥❧② ✭❋✐❣✳ ✷✳✾✮✳

❚❤❡ ❉❘❙ ✐♥ ❊❆❆ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

∆~F❊❆❆ =




∆F❊❆❆
x

∆F❊❆❆
y

∆F❊❆❆
z


 = −V❊

E∑

e=1

(
~je × ~Be

)
+∆~F❆❋❙, ✭✷✳✷✽✮

✇❤❡r❡ ~Be ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ e✲t❤ ✈♦①❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞

✷✷



✷✳✶✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥✱
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤r❡❡ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs✿ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ✭❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡✮✱ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡❡♥
✈♦①❡❧s ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛✱ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛② ✈♦①❡❧s✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❘❙✳

❛r❡❛✳ ■t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✭✷✳✶✽✮ ♦r t❤❡ ▼❉▼ ✭✷✳✶✾✮✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✳ ❚❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ~je ≈ ~j − ~j0 ✭s❡❡

✭✷✳✷✷✮✮ ❬✶✽❪ ❛t t❤❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ e✲t❤ ✈♦①❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②

~je ∼= C❞
V❊

2π∆z

K∑

k=1

[
2
−~j0,k · (~re − ~rk)

|~re − ~rk|4
(~re − ~rk)−

−~j0,k
|~re − ~rk|2

]
, ✭✷✳✷✾✮

✇❤❡r❡ ∆z ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ e✲t❤ ✈♦①❡❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥

❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ~je ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s ~j0,k ♦❢ t❤❡ K

✈♦①❡❧s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✷✹✮✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ✈♦①❡❧s✬ ❝❡♥tr♦✐❞s ✐♥

t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ r❡❣✐♦♥ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ~rk = [xk yk zk]
❚ ❛♥❞ ~re = [xe ye ze]

❚✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐♣♦❧❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r C❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

C❞ =





1 +
cx
cy

❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts

1 +
π

4

cx
cy

❢♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts
✭✷✳✸✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥ t❤❡ x✲y✲♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs cx ❛♥❞ cy ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛①❡s ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞

t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r✳

❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❊❆❆✳ ■♥

♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ r❡❣✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♥❛❧②③❡❞ s❡t✉♣✱

t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✷✮ ❢♦r ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡

❝❛s❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡ ❛t ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞❡♣t❤✳

❚❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❊❆❆ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ε ❛♥❞ t❤❡

✷✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

◆❘▼❙❊ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❘❙ ❜② ❋❊▼ ❛♥❞ ❜② ❊❆❆ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

◆❘▼❙❊ =
1

3

∑

i=x,y,z

√
1

N

∑N
n=1

(
∆F❊❆❆

n,i −∆F❋❊▼
n,i

)2

min [R❊❆❆, R❋❊▼]

✇✐t❤ R❊❆❆ = max
(
∆~F❊❆❆

i

)
−min

(
∆~F❊❆❆

i

)

❛♥❞ R❋❊▼ = max
(
∆~F❋❊▼

i

)
−min

(
∆~F❋❊▼

i

)
, ✭✷✳✸✶✮

✇❤❡r❡ n ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦r

♦❢ ε = 0 ♠❡❛♥s t❤❛t ♥♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❉❘❙ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❆❋❙ ♦♥❧②✳ ■❢

ε ≥ 1 t❤❡ ❛r❡❛ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧s ❬✶✽❪

A❡①t = L❡①t × L❡①t = ((1 + ε) ·max (cx, cy))
2 . ✭✷✳✸✷✮

❚❤❛t ♠❡❛♥s✱ ✐❢ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ cx = 12♠♠ ❛♥❞ cy = 2♠♠ ✇✐t❤ t❤❡

❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ ε = 2 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢

A❡①t = 36♠♠× 36♠♠ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❊❆❆✳

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦r ε s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ◆❘▼❙❊ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡

❢✉rt❤❡r✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✈♦①❡❧s E

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

E =
(
max (cx, cy)

2
)
ε2 + 2 ·max (cx, cy)

2 ε+max (cx, cy)
2 −K, ✭✷✳✸✸✮

✇❤❡r❡ K ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧s E ✐♥ t❤❡

❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❞❡♣❡♥❞s q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦r ε✳ ❚❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧s E ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥

❢❛❝t♦r ε s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❤✉❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✇❤✐❧❡

♦♥❧② ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆❘▼❙❊✳

✳

■s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t♦r ❋♦r ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞

✐♥ x✲✱ y✲ ❛♥❞ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ~j❡ ✢♦✇ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ x✲y✲♣❧❛♥❡s ❜✉t

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❡❢❡❝t ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✷✽✮✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt ∆~F❆❋❙ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s

✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✈♦①❡❧s ~j0,k ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥s

❛s j0,k,z = 0 ❤♦❧❞s ❢♦r ❜♦t❤ ❬✶✽❪✳

✷✹



✷✳✷✳ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ~je ❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✽❪ ❛s

~je ∼= C❞
V❊
4π

(
K∑

k=1

[
3
−~j0,k · (~re − ~rk)

|~re − ~rk|5
(~re − ~rk)−

−~j0,k
|~re − ~rk|3

]

+

K∑

k=1

[
3
−~j▼,k · (~re − ~r▼,k)

|~re − ~r▼,k|5
(~re − ~r▼,k)−

−~j▼,k

|~re − ~r▼,k|3

])
. ✭✷✳✸✹✮

❚❤❡ ✜rst s✉♠ ♦❢ ✭✷✳✸✹✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ K ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s ~j0,k ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❞❡❢❡❝t ✈♦①❡❧s✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✈♦①❡❧s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ~rk✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧✜❧❧

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ~je · ~n = 0 ❛t t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✱ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t

❞❡♥s✐t✐❡s ~j0,k ❛r❡ ♠✐rr♦r❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣❧❛♥❡ z = 0♠♠ ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ✧♠✐rr♦r❡❞✧ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t

❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛s ~j▼,k ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉♠ ♦❢ ✭✷✳✸✹✮✱ ✇✐t❤ ~j▼,k = ~j0,k✳

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s♣❡❝✐♠❡♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡

❞❡❢❡❝t✱ ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ❞✐♣♦❧❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r C❞ ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❬✶✽❪

C❞ = 1 +
1

4

(
cx
cy

+
cz
cy

)
. ✭✷✳✸✺✮

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦r ε ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r t❤❡

❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡q✉❛❧s

V❡①t = L❡①t × L❡①t × L❡①t = ((1 + ε) ·max (cx, cy, cz))
3 , ✭✷✳✸✻✮

✇❤❡r❡ ♥♦✇ ❛❧s♦ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ cz ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❆❧s♦

t❤❡ ♥✉♠❜❡r E ♦❢ ✈♦①❡❧s ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❝❤❛♥❣❡s t♦

E = (max (cx, cy, cz))
3 ε3 + 3 · (max (cx, cy, cz))

3 ε2

+ 3 · (max (cx, cy, cz))
3 ε+ · (max (cx, cy, cz))

3 −K. ✭✷✳✸✼✮

✷✳✷ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✷✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡

❚❤❡ ❊❈❊ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✉s❡s ❛ ♣❧❛♥❛r ❝♦✐❧ t❤❛t ✐s ❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r✐♠❛r② t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~B♣(t) ✐♥❞✉❝❡s ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ~j ✐♥

t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡r t❡st ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✵✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋❛r❛❞❛②✬s ❧❛✇✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞

❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~bs(t) ❛s st❛t❡❞ ❜② ❆♠♣❡r❡✬s ❧❛✇✳ ■♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t✱ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝

✜❡❧❞ ❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♠❛❣♥❡t✐❝ s❡♥s♦rs

❬✹✺❪ s✉❝❤ ❛s ♣✐❝❦✲✉♣ ❝♦✐❧s✱ ✢✉①❣❛t❡ s❡♥s♦rs ❬✹✻❪✱ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

✷✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✿ ❆♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦✐❧ ✐s ❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥
❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✭❆❈✮ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~B♣(t)✳ ❚❤✐s
❧❡❛❞s t♦ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ~j ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡r t❡st t❤❛t ❝r❡❛t❡
❛ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~bs(t)✳ ■♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s❡♥s♦r✳

❞❡✈✐❝❡s ✭❙◗❯■❉s✮ ❬✹✼❪✱ ❍❛❧❧ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st✐✈❡ s❡♥s♦rs ❬✹✽✱✹✾❪✳

■❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s s❝❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❡ ✭♣❧❛♥❛r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦✐❧ ✰♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s❡♥✲

s♦r✮✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ r❡♠❛✐♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♥ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢

t❤❡ s❝❛♥♥❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐❧✳ ■❢ ♥♦ ❞❡❢❡❝t ✐s ♣r❡s❡♥t✱

t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝✉rr❡♥ts ✢♦✇ ✐♥ ❧✐♥❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡

❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦✐❧✳

❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s❡♥s♦r ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t Bx(t) ❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s❡♥s♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢

Bx(t) = B♣,x(t) + bs,x(t), ✭✷✳✸✽✮

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ▲❋❊✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✭▼❋P✮ ∆bx(t) ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r

t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

∆bx(t) = Bx(t)−Bx,0(t) = (B♣,x(t) + bs,x(t))− (B♣,x(t) + bs,x,0(t))

= bs,x(t)− bs,x,0(t), ✭✷✳✸✾✮

✇❤❡r❡ Bx(t) ❛♥❞ Bx,0(t) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥

❢♦r ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡❢❡❝t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉①

❞❡♥s✐t② ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❢r❡❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ▼❋P ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts bs,x(t) ❛♥❞ bs,x,0(t)✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧

✷✻



✷✳✷✳ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❘❡❛❧ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✭r✐❣❤t✮ ♣❛rt ♦❢ ▼❋P ∆bx ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❋❊▼
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t✳

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t✱ t❤❡ ▼❋P ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs ❛s

∆bx(iωt) =
∣∣∆bx(iωt)

∣∣ ei(ωt−Φ) = ❘❡
{
∆bx(iωt)

}
+ i■♠

{
∆bx(iωt)

}
✭✷✳✹✵✮

✇❤❡r❡ i ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ω = 2πf❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② f❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Φ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ▼❋P✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶

s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ▼❋P ✇✐t❤ ❘❡
{
∆bx

}
❛♥❞ ■♠

{
∆bx

}
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ▼❋P ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s t♦ ❜❡

s♦❧✈❡❞✳

❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐s t❤❛t ❞❡❢❡❝ts ❧♦❝❛t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts

❞♦ ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❞✐st✉r❜❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✷ ❛✮✳ ❚❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐s ♠❛①✐♠❛❧

✐❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✷ ❜✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡

r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ▼❋P ❤❛s t♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✉♥✐❢♦r♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✺✵✱ ✺✶❪✱ t❤❡

✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ▼❋P ♦❢ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ✇✐t❤✿ ✭❛✮ ❛ ❞❡❢❡❝t ✭❣r❛②✮ ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✳

✷✼



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

✷✳✷✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❊❈❊ ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s✐❣♥❛❧s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ▼❋P✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs ❛r❡

iωσ ~A+ ▽×
(

1

µ0
▽× ~A

)
= ~Je ✇✐t❤ ▽ · ~A = 0

▽ ·
(
σ
(
−iω ~A+ ~Je

))
= 0 ✇✐t❤ ~n ·~j = 0

∣∣∣
Γ❝

❛♥❞ ~n× ~A = ~0
∣∣∣
Γ❛
. ✭✷✳✹✶✮

❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦✐❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ~Je✳ ❚❤❡

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② σ✳ ❚❤❡ ❣❛✉❣❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s❝❛❧❛r

♣♦t❡♥t✐❛❧ ϕ ✈❛♥✐s❤❡s ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ~A ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❬✺✷❪✳

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡❞ ❡①❝✐t❛✲

t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛t 2 ❦❍③✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ∂ ~D/∂t ✐s

♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ✭✷✳✹✶✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭✷✳✹✶✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❋❊▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥

❈❖▼❙❖▲ ▼✉❧t✐♣❤②s✐❝s➤ ❱❡rs✐♦♥ ✹✳✸❜✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤

t❤❡ ❞❡❢❡❝t✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦✐❧ ❛♥❞ ❛ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛✐r ❜♦① ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② ❤❡①❛❤❡❞r❛❧

❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r

❜♦① s✉r❢❛❝❡ Γ❝ ❛♥❞ Γ❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ~A ❜② ~B = ▽× ~A✳ ❚❤❡

❝♦♠♣❧❡① x✲❝♦♠♣♦♥❡♥t Bx ✐s ❡①tr❛❝t❡❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ▼❋P ∆bx✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❝❤♦s❡♥ ✇❤❡r❡ ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✭❡✳❣✳ x = y = 10♠♠✱ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶✮✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝

✢✉① ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡❢❡❝t Bx,0 ✭✷✳✹✵✮ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡

✉♥✐❢♦r♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t✐❡s ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❥✉st

❤❛✈❡ t♦ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ Bx,0✳

✷✳✷✳✸ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙❡t✉♣

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ❬✺✵✱✺✸❪ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸✳ ■t ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜②

❛ ▼❆❚▲❆❇ ♣r♦❣r❛♠ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❛ P❈ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈✐❛ ❘✷✸✷ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ P❳■ ❈❤❛ss✐s✳

❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝✉rr❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❝✉rr❡♥t ❛r❡ s❡t

❛t t❤❡ P❈ ❛♥❞ s❡♥t t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ●❡♥❡r❛❧ P✉r♣♦s❡ ■♥t❡r❢❛❝❡

❇✉s ✭●P■❇✮✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t♦r ✭❆❋●✸✶✵✷ ❢r♦♠

❚❡❦tr♦♥✐①✮ ❛♥❞ tr❛♥s❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ❛♠♣❧✐✜❡rs t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝✉rr❡♥t ✇❛✈❡ ❢♦r♠✳

❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❛❞❥✉st❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢

t❤❡ ❞❛t❛ ❛q✉✐st✐♦♥ ✭❉❆◗✮ ✉♥✐t ❜② t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✉♥✐t✳ ❚❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ P❈ ❛♥❞ s❡♥t t♦ ❛♥ ❳❨✲P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠ ✈✐❛ ❘✷✸✷✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡

s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s❡♥s♦r ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ ❚ ✉♥✐ts ❛t t❤❡ P❈✳ ❚✇♦

✷✽



✷✳✷✳ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ✉s❡ ❣✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st✐✈❡

✭●▼❘✮ s❡♥s♦rs t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳

✳

●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st✐✈❡ s❡♥s♦r ●▼❘ s❡♥s♦rs ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐s✲

t✐✈✐t② ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❆ ❣✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st♦r ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡rs ♦❢ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝

♠❡t❛❧ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡rs ❛r❡ ♠❛❣♥❡t✐③❡❞

✐♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥♥♦t ♣❛ss ❡❛s✐❧② t❤r♦✉❣❤✳ ■❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧

♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♣r❡s❡♥t✱ ❛❧❧ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❛rts ❛r❡ ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ♣❛ss ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❛s t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

●▼❘ ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❆ ●▼❘ s❡♥s♦r ✭❆✵✵✷✲✵✷✱ ◆♦♥✲❱♦❧❛t✐❧❡ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✮ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s

t❤❡s✐s✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r ❣✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st♦rs t❤❛t ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ❲❤❡❛tst♦♥❡

❜r✐❞❣❡ ✇✐t❤ t✇♦ s❡♥s✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t✇♦ s❤✐❡❧❞❡❞ r❡s✐st♦rs✳ ❚❤❡ ❆✵✵✷✲✵✷ ✐s ♣♦✇❡r❡❞ ❜②

❛ ± ✶✷ ❱ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧②✳ ■❢ t❤❡ ●▼❘ s❡♥s♦r ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱

t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ r❛t✐♦s ♦❢ ❜♦t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✈✐❞❡rs ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧ ❛♥② ♠♦r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣✐❛♥t

♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st✐✈✐t② ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ♦✉t♣✉t✳ ❆

s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s❡♥s♦r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ❬✺✶❪✳

❚❤❡ s❡♥s♦r ❤❛s ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ✸✳✻ ❱✴♠❚ ♣❡r ❱ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② ❬✺✸❪✳ ❚❤❡ ●▼❘ s❡♥✲

s♦r ✐s ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✭❉❈ ✲ ✶ ▼❍③✮ ❬✺✶❪✳

✳

❙✐♥❣❧❡ ❝♦✐❧ ♣❧❛♥❛r ♣r♦❜❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦ ✭❜✮ ♦❢ t❤❡

♣❧❛♥❛r ♣r♦❜❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦✐❧ ❬✺✸❪✳ ❚❤❡ ❝♦✐❧ ✇✐t❤ ✺✵ t✉r♥s ✐s ❜✉✐❧t ♦♥ ❛ ♣r✐♥t❡❞ ❝✐r❝✉✐t

❜♦❛r❞ ✭P❈❇✮ ✇✐t❤ t❤❡ ●▼❘ s❡♥s♦r ❆✵✵✷✲✵✷✳ ❚❤❡ ●▼❘ s❡♥s♦r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛

s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛①✐s ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❝✉rr❡♥ts✳ ❆ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✉♣ t♦ 2.4❆ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

t❤❡ ❝♦✐❧✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥❛r ♣r♦❜❡ ❦❡❡♣s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣❧❛t❡ r❡❞✉❝✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s

✐♥ t❤❡ s❡♥s❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞✉❡ t♦ ❧✐❢t✲♦✛ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❬✺✸❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❤❛s t♦ ❜❡ r♦t❛t❡❞✳

✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ❢♦r ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✷✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

❉♦✉❜❧❡ ❝♦✐❧ ♣❧❛♥❛r ♣r♦❜❡ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❡✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✺✵❪✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦

♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❛rr❛♥❣❡❞ ♣❧❛♥❛r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦✐❧s ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✺ ❛✮ ❛♥❞ t✇♦ ●▼❘ s❡♥s♦rs ✇✐t❤

s❡♥s✐t✐✈❡ ❛①❡s ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✺ ❜✮✳ ❚❤❡ ●▼❘ s❡♥s♦rs ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ 2♠♠

❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❆t ❡❛❝❤ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ t✇♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ s✐♥✉✲

s♦✐❞❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ♣❧❛♥❛r ❝♦✐❧s✳ ❚❤❡ ❝♦✐❧s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐st❛♥❝❡

♦❢ ✶♠♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

t❤❛t t❤❡ t♦♣ ❝♦✐❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✶✳✸✻ ❧❛r❣❡r ❝✉rr❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t❤❛♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠

♦♥❡ ❬✺✵❪✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✺ ❝✮ ❧❡❛❞ t♦ ✉♥✐❢♦r♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥ts ❛t ❛♥❣❧❡s

♦❢ ✵◦✱ ✹✺◦✱ ✾✵◦ ❛♥❞ ✶✸✺◦ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❡✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥ts ♦❢ t❤❡

t♦♣ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❝♦✐❧ ❛r❡ ✐♥ ♣❤❛s❡ ❢♦r ✹✺◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ ✶✽✵◦

❢♦r ✶✸✺◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✐❧ ♣❧❛♥❛r ♣r♦❜❡ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ t❤❛♥

t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦✐❧ ♣❧❛♥❛r ♣r♦❜❡✳ ■t ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❧✐❢t✲♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥

✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳

✷✳✷✳✹ ❋♦r✇❛r❞ ❙♦❧✉t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ▼❋P ∆bx ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✸✾✮✱ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ✐s t❛❦❡♥ ♦♥ t❤❡

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✻✮✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t

t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t

t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s t❤✐♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❝✐r❝✉❧❛t❡ ♦♥❧② ✐♥ ♦♥❡ x✲

y✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻ s❤♦✇s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢❡❝t ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✻✱ ❝❡♥t❡r✮ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡

s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ x✲❝♦♠♣♦♥❡♥t bs,x✳ ❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ❢♦r

t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡❢❡❝t ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✻✱ r✐❣❤t✮ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝

✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ x✲❝♦♠♣♦♥❡♥t bs,x,0✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ▼❋P ∆bx ❝❛♥

❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ∆~j = ~j −~j0✳

❚❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥∆~j ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣

t❤❡ ❛r❡❛ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ✉♥✐t❛r② sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣s ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✼ ❛✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✺✶❪✳ ❚❤✉s✱

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❙✐♥❣❧❡ ❝♦✐❧ ♣❧❛♥❛r ♣r♦❜❡ ✇✐t❤ ●▼❘ s❡♥s♦r✿ ✭❛✮ s❝❤❡♠❡ ❬✺✸❪ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣❤♦t♦✳

✸✵



✷✳✷✳ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❉♦✉❜❧❡ ❝♦✐❧ ♣❧❛♥❛r ♣r♦❜❡ ✇✐t❤ t✇♦ ●▼❘ s❡♥s♦rs✿ ✭❛✮ ❙❝❤❡♠❡✿ ❚✇♦ ❝♦✐❧s
❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ♦♥ ❛ P❈❇✱ ✭❜✮ ♣❤♦t♦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❛♥❞ t❤❡ ●▼❘ s❡♥s♦rs ❛♥❞
✭❝✮ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✳ ❋✐❣✉r❡ r❡❛rr❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ❬✺✵❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ∆~j ♦❢
❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡❢❡❝t ♦❢ ✶✵♠♠ ❧❡♥❣t❤ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
~j ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢❡❝t ♠✐♥✉s t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ~j0 ❢♦r t❤❡
s❛♠❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡❢❡❝t✳

t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜②

❢❛❝t♦r ✷✳ ❊❛❝❤ sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝✉rr❡♥t I❞(i, j)✳ ❆ sq✉❛r❡ ❧♦♦♣

✸✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

✭❛✮ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡❞❞② ❝✉r✲
r❡♥t ❞❡♥s✐t② ✐♥t♦ sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣s ❬✺✶❪✳

✭❜✮ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥✲

s✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ∆b̃x ✐♥ ➭❚ ♦❢ ♦♥❡ ✉♥✐✲
t❛r② sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t
x = y = 0 ✇✐t❤ I❞ = 1❆✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❋♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❊❈❊✳

❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▼❋P ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❇✐♦t✲❙❛✈❛rt ❧❛✇ ❛t ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t

~r = [x y z]❚ 


∆b̃x

∆b̃y

∆b̃z


 =

µ0

4π

∮
I❞(i, j)d~l ×

~r − ~r
′

|~r − ~r ′ |3
, ✭✷✳✹✷✮

✇❤❡r❡ ~r
′

= [x
′

y
′

z
′

]❚ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ❛t t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ s❤♦rt

♣❛rt d~l✳ ❆s ♦♥❧② t❤❡ x✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ∆b̃x ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✭✷✳✹✷✮ r❡❞✉❝❡s t♦

✭❋✐❣✳ ✷✳✶✼ ❛✮

∆b̃x =
µ0

4π
I❞(i, j)

[∫ 3

2

dl(z − z
′

)

|~r − ~r ′ |3
−
∫ 1

4

dl(z − z
′

)

|~r − ~r ′ |3

]
. ✭✷✳✹✸✮

❋✐❣✳ ✷✳✶✼ ❜ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② [∆b̃x]N×M ❢♦r N ×M ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❢♦r ♦♥❡ ✉♥✐t❛r②

❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ ✇✐t❤ I❞ = 1❆ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t x = y = 0✳ ❚❤❡ z✲❞✐st❛♥❝❡ δz t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts ✐s ❝❤♦s❡♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ❛s δz = 2.5♠♠✳ ❚❤✐s ♠✐rr♦rs t❤❡ z✲❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●▼❘

s❡♥s♦r t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ ✶♠♠ t❤✐❝❦ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♣❧❛t❡ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t♦t❛❧

▼❋P [∆bx]
❇❙
N×M ✐s t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ [∆b̃x]N×M ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t

❧♦♦♣s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ I❞(i, j) ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦r

✐♥ ✈❡❝t♦r✲♠❛tr✐①✲❢♦r♠✳

✳

❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ■t ✐s ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝

✢✉① ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t [∆b̃x]N×M ❢r♦♠ ❛ sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ ✇✐t❤ I❞ = 1❆ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢

t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x = y = 0 ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✼ ❜ ❥✉st s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡

❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ▼❋P [∆bx]
❇❙
N×M ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♠❛tr✐①

✸✷



✷✳✷✳ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✇✐t❤ N ×M ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜②

[∆bx]
❇❙
N×M = [∆b̃x]N×M ∗ [I❞]N×M ✭✷✳✹✹✮

✇❤❡r❡ [∆b̃x]N×M ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✼ ❜✮✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣s

❝❡♥t❡rs ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✼ ❛✮ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐st❛♥❝❡s ❛s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡

▼❋P✳ ❚❤❡ ✷❉✲❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ s✐♠♣❧❡

♣♦✐♥t✲✇✐s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛s✿

[∆̂bx]
❇❙
N×M = [∆

ˆ̃
bx]N×M ◦ [Î❞]N×M . ✭✷✳✹✺✮

❆♥ ✐♥✈❡rs❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦✉❧❞ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤✐s ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

[Î❞]N×M ✇♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜❛❝❦ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❉❋❚✳

✳

❱❡❝t♦r✲♠❛tr✐①✲❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞

✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r✲♠❛tr✐①✲❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ▼❋P t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r

N × M ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐s ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✈❡❝t♦r ~∆bx✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢

t❤❡ sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r ~I❞ ✇✐t❤ A × B ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡

✈❡❝t♦r✲♠❛tr✐①✲❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s




∆b1x
✳✳✳

∆bnx
✳✳✳

∆bN ·M
x




︸ ︷︷ ︸
~∆bx

❇❙

=




∆b̃x
1,1

... ∆b̃x
1,A·B

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

∆b̃x
n,1

∆b̃x
n,k

∆b̃x
n,A·B

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

∆b̃x
N ·M,1

... ∆b̃x
N ·M,A·B




︸ ︷︷ ︸
[L]




I1❞
✳✳✳

Ik❞
✳✳✳

IA·B
❞




︸ ︷︷ ︸
~I❞

, ✭✷✳✹✻✮

✇❤❡r❡ [L] ∈ R
N ·M×A·B ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞ ♠❛tr✐①✳ ❖♥❡ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t

∆b̃x
n,k

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ k✲t❤ sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ t♦ t❤❡ ▼❋P ❛t t❤❡ n✲

t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✹✸✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

❝✉rr❡♥t ✈❡❝t♦r ~I❞ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ~∆bx
❇❙
✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r✲♠❛tr✐①✲❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❡♥❛❜❧❡s ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ~I❞ ✇✐❧❧ ❜❡

r❡s❤❛♣❡❞ ✐♥t♦ ❛ A×B ♠❛tr✐①✳

❇♦t❤✱ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞ ♠❛tr✐① ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ♦♥❡ s❡t✉♣ ❛ss✉♠✐♥❣

t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛t ❛ z✲❞✐st❛♥❝❡ d + δz ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s❡♥s♦r✱ ✇❤❡r❡ d ❞❡✲

♥♦t❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ δz t❤❡ ❧✐❢t✲♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●▼❘ s❡♥s♦r✳ ■❢ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡

❞✐st❛♥❝❡s✴❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡✲❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❇♦t❤ ❢♦r✲

✇❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡❞ ▼❋P [∆bx]N×M ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

[I❞]N×M ✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞ ♠❛tr✐① st❛② t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❛❧

♥✉♠❜❡rs ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❜❡tt❡r ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐❜✐❧✐t②✳

✸✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

✳

P♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ I❞ ■❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t sq✉❛r❡ ❧♦♦♣s [I❞]A×B ❤❛s ❜❡❡♥

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ▼❋P✱ s♦♠❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s

❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t

sq✉❛r❡ ❧♦♦♣s ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ∆jx ❛♥❞ ∆jy✳ ❉✉❡

t♦ t❤❡ ✷❉ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥✐t ✐s ❆✴♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✺✶❪ ❛s

∆jx(i, j) =
I❞(i+ 1, j)− I❞(i− 1, j)

2∆y

∆jy(i, j) =
I❞(i, j + 1)− I❞(i, j − 1)

2∆x
. ✭✷✳✹✼✮

❚❤❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✐s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✽✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆~j ✭❡✳❣✳ x = y = 0 ✐♥

❋✐❣✳ ✷✳✶✻✱ ❧❡❢t✮ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❛s ✉♥✐❢♦r♠ s✐❣♥❛❧ ♣❛rt✳ ❆t ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ∆~j ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ ❜② t❤✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ j ✭❧✐❦❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻✱ ❝❡♥t❡r✮ t❤❛t ❛❧❧♦✇s

t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢

❞❡❢❡❝t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ■♥❞❡①✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝✉rr❡♥t sq✉❛r❡ ❧♦♦♣s I❞ ✐♥t♦
∆jx ❛♥❞ ∆jy ❬✺✶❪ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✹✼✮✳

✷✳✸ ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠

✷✳✸✳✶ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝

◆❉❊ ♠❡t❤♦❞ ❧✐❦❡ ▲❋❊ ♦r ❊❈❊✱ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥

❋✐❣✳ ✷✳✶✾✳

❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

argmin
~x

(
~y − ~y ❢♦r✇❛r❞

)
= argmin

~x
(~y − G(~x)) . ✭✷✳✹✽✮

✸✹



✷✳✸✳ ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ◆❉❊✿ ❆♥ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞
❛❞❥✉sts t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
♦♥❡✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✳

■t ✐s t❤❡ ❛✐♠ t♦ ✜♥❞ ❛ s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ~x s✉❝❤ t❤❛t ✐t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ~y ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❛♥❞ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥❡ ~y ❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡

♦♣❡r❛t♦r G(~x) t❤❛t ♣r♦❥❡❝ts t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ♦♥t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✳ ❚❤❡

✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❞❥✉sts t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r s✉❝❤ t❤❛t ~y − G(~x) ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳

❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ~x ✐♥ ◆❉❊ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞✐r❡❝t❧② ❧✐❦❡

❞❡❢❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♦❢t❡♥ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

✈❡❝t♦r ~x t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥❞✐r❡❝t❧②✳ Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✐♥ ▲❋❊ ✉s❡❞

t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✶✵✱ ✶✼❪ ♦r t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✶✾❪✳ ■♥

t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✭s❡❝t✐♦♥s ✷✳✶✳✹✳✷✲✷✳✶✳✹✳✸✮ ✐s ✉s❡❞ ❛s s♦✉r❝❡

♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ~x ✐♥ ▲❋❊✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❊❈❊ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛❧s♦ ✉s❡s

❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣s ❛s ♣❛r❛♠❡t❡r s♦✉r❝❡ ✈❡❝t♦r ✭s❡❝t✐♦♥

✷✳✷✳✹✮✳

■♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉s❡❞ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t♦ ❧✐♥❡❛r

❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ ✐❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r G(~x)
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r✲♠❛tr✐①✲❢♦r♠ G(~x) = [L]~x✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞ ♠❛tr✐① [L]

✐ts❡❧❢ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ~x✳ ❆ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♠♦r❡

❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r G(~x)✳ ■♥ ▲❋❊✱ t❤❡ ❆❋❙ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡

♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❊❆❆ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✈❡❝t♦r✲♠❛tr✐①✲❢♦r♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r

▲❋❊ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❙❱❆ t❤❛t ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥

✉s❡❞ ❢♦r ❊❈❊ ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s t❤❡s✐s ♠❛✐♥❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤

❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❆♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ✐❧❧✲♣♦s❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍❛❞❛♠❛r❞ ❬✺✹❪

❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞ ✐❢✿

✶✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts✳

✸✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

✷✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉♥✐q✉❡✳

✸✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s st❛❜❧❡✳

■❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ✐❧❧✲♣♦s❡❞✳ ❯s✉❛❧❧②✱

t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❍❛❞❛♠❛r❞✬s ✉♥✐q✉❡♥❡ss

❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ♦✈❡r❞❡t❡r✲

♠✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♥♦ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♠✐❣❤t ❡①✐sts✳ ❆♥

✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ~x

t❤❛♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ~y✳ ❋♦r ❛♥ ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠

✐t ✐s t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② r♦✉♥❞✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❜♦t❤ s✐t✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧

❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦❡♥❝❡♣❤❛❧♦❣r❛♠s

❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦❡♥❝❡♣❤❛❧♦❣r❛♠s✳ ❋♦r s♦✉r❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❢♦❝❛❧✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

s❡♥s♦rs ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✭❡✳❣✳ ♦♥❧② ♦♥❡✮ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ✐t ❛s

❛♥ ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✱ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ~x ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs✱

❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛♥ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❍❛❞❛♠❛r❞ st❛t❡s t❤❛t ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t

❞❛t❛ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖❢t❡♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡

t♦ ♥♦✐s❡✱ ✇❤❡r❡ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡

❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s

✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲✷✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞ ♠❛tr✐① ✭❈◆✮ ❬✺✺❪✱ t❤❡ ❙❦❡❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❬✺✻❪

❛♥❞ t❤❡ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t ̺ ❬✺✼❪ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡①❡♠♣❧❛r② ❢♦r ❛ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞ ♠❛tr✐① ✐♥ ▲❋❊

[L] ∈ R
7803×2601 ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞ ♠❛tr✐① ✐♥ ❊❈❊ [L] ∈ R

8100×8100 ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮✳ ❚❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✱ ✇❤❡r❡

❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ r❡✈❡❛❧❡❞ ✈❛❧✉❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣

t❤❡ ▲❋❊ ❛♥❞ t❤❡ ❊❈❊ ❛s ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❊①❡♠♣❧❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲✷✲♥♦r♠✱ t❤❡ ❙❦❡❡❧ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t ̺ ❢♦r ▲❋❊ ❛♥❞ ❊❈❊✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r
◆❉❊ ♠❡t❤♦❞ ❈◆ ❙❦❡❡❧ ̺

▲❋❊ 9.15 · 1012 2 · 1012 ✹✻✳✷✺
❊❈❊ 1.19 · 1046 8.96 · 1012 ✶✺✷✳✹✶
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Scanning methods
Minimum norm 

estimation
Search methods

Deterministic 

optimization algorithms

Simplex method [16]

Newton method

Levenberg-Marquardt

Differential 

evolution

Truncated singular 

value decomposition

Defect 

identification 

vector

Current density 

distribution

Conductivity 

distribution

Tikhonov-Phillips-

regularization

Elastic net 

regularization

LASSO 

regularization

Total variation 

regularization

Iteratively reweighted 

least squares

Landweber iteration

C
h

ap
te

r 
4

[10]

C
h

ap
te

r 
3

[19]

Goal function 

scanning

Multiple signal 

classification

Beamforming

Defect 

parameters

C
h

ap
te

r 
5

[15]

Inverse methods

Stochastic 

optimization algorithms

Physical 

algorithms

Swarm 

intelligence 

algorithms

Evolutionary 

algorithms

Simulated 

annealing

...

Particle swarm 

optimization

Ant colony

optimization

...

Genetic 

algorithms

Evolutionary 

programming

Evolutionary 

strategies

[17]

LFE

ECE
Square current 

loop vector

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✺❪✿ ❯s❡❞ s♦✉r❝❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ r❤♦♠❜✉s❡s✳ ■♥✈❡rs❡ ▼❡t❤♦❞s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ▲❋❊
✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❬✶✵✱ ✶✺✕✶✼✱ ✶✾❪ ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❧✐❣❤t ❣r❛②✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s
t❤❡s✐s ✇✐t❤ ♦r❛♥❣❡✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♣t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ❛rr♦✇s✳

✷✳✸✳✷ ■♥✈❡rs❡ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s

❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✵✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s

✉s❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❢♦r ▲❋❊ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✵✱ ❣r❛②✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦r ▲❋❊ ❛♥❞ ❊❈❊

✭❋✐❣✳ ✷✳✷✵✱ ♦r❛♥❣❡✮ ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ▲❋❊ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■❢

t❤❡ ❆❋❙ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✈❡❝t♦r✲♠❛tr✐①✲❢♦r♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

✭✷✳✷✼✮✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ▼◆❊ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❊❆❆ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❢♦r✇❛r❞

s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥t♦ ❛ ✈❡❝t♦r✲♠❛tr✐①✲❢♦r♠✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❊❆❆✱ s❝❛♥♥✐♥❣

♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ ♥❡❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

✭✷✳✹✽✮✱ ❛r❡ ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

♥♦t str❛✐❣❤t ❢♦r✇❛r❞✳ ❋♦r t❤❡ ❊❈❊✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✹✻✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛

❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ▼◆❊✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝

❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

✳

❙❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❚❤❡ ❣♦❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❝❛♥♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✐♠♣❧❡st s❝❛♥♥✐♥❣

♠❡t❤♦❞s✳ ■t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r s♦✉r❝❡ ✈❡❝t♦rs ~x ✇✐t❤ ✈❡r② ❢❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❞❡❢❡❝t

♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡r ♦r ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✇✐❞t❤✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❛❧❝✉✲

❧❛t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡ ✈❡❝t♦r ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞

s✐❣♥❛❧ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ✈❡❝t♦r ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ ❧❡♥❣t❤✲

✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝t ❧♦❝❛t❡❞

✐♥ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❧❛②❡r ♦❢ ❛ ●▲❆❘❊ s♣❡❝✐♠❡♥ ❬✶✺❪✳ ●♦❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡

❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❛♥② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ♦r

❢♦r ♣r♦♦❢✲♦❢✲❝♦♥❝❡♣t st✉❞✐❡s t♦ t❡st ♥♦✈❡❧ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ r❛❞✐✉s✲❞❡♣t❤

s❝❛♥s ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤ s❝❛♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝ts ✐♥

❛❧✉♠✐♥✉♠ s♣❡❝✐♠❡♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉s✐♥❣

t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❆❋❙ ❛♥❞ ❊❆❆✳ ❖t❤❡r ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣

t♦ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡✳❣✳ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✐❣♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭▼❯❙■❈✮ ♠❡t❤♦❞ ♦r

❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✳ ▼❯❙■❈ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢r♦♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❬✺✾❪ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❣♦❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❝❛♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✳✹✽✮ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s✉❜s♣❛❝❡s✳ ■♥ ❡❛❝❤

s✉❜s♣❛❝❡✱ ❛ s❝❛♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦✉r❝❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡

s♦✉r❝❡s✳ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♦r✐❣✐♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬✻✵❪✳ ❚❤❡ ♣r✐♥✲

❝✐♣❧❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦✉r❝❡ r❡❣✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❜②

s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ❬✻✶❪ ❛♥❞ t❤✉s✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦✉r❝❡s t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡

♠❡❛s✉r❡❞ ✜❡❧❞✳

✳

▼✐♥✐♠✉♠ ◆♦r♠ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ▼◆❊ ✉s✉❛❧❧②

s♦❧✈❡s ❛♥ ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♠❛♥② ♠♦r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ s♦✉r❝❡s t❤❛♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

♣♦✐♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✹✽✮ t♦

argmin
~x

1

2

∥∥∥~y − [L] ~x
∥∥∥
2

2
, ✭✷✳✹✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞ ♠❛tr✐① [L] ∈ R
N×M ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦❥❡❝ts

✸✽
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t❤❡ s♦✉r❝❡ ✈❡❝t♦r ~x t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ~y✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ▼♦♦r❡✲P❡♥r♦s❡ ✐♥✈❡rs❡ ❛ ❝❧♦s❡❞

s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

~x = [L]+ ~y ✭✷✳✺✵✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤✐s ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✭s❡❝t✐♦♥

✷✳✸✳✶✮✱ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ~x✳ ❖♥❡

♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❚❙❱❉✮ ❬✻✷❪✳ ❚❤❡ ▼♦♦r❡✲

P❡♥r♦s❡ ✐♥✈❡rs❡ [L]+ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮ ♦❢

[L] ❜②

[L]+ = [V ] [Σ]+ [U ]∗ , ✭✷✳✺✶✮

✇❤❡r❡ [U ]✱ [Σ] ❛♥❞ [V ] ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❙❱❉ [L] = [U ] [Σ] [V ]∗✳ ❚❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t

❵✯✬ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❚❙❱❉ ♦♠✐ts s♠❛❧❧ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ [Σ] ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

❛ [Σ]❚❙❱❉✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ~x ❜② ❚❙❱❉ ✐s t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②

~x =
(
[V ] [Σ]+❚❙❱❉ [U ]∗

)
~y, ✭✷✳✺✷✮

✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✈❡❝t♦r ~x✳ ■♥ t❤❡ ❚❙❱❉ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧

♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r k t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ❛t ✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥t t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s

❛r❡ ♦♠✐tt❡❞✳ ❚❤❡ ❚❙❱❉ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ ▲❋❊ ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ ❚❙❱❉ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ✜❡❧❞s ♦❢ ◆❉❊✱ ❡✳❣✳

✐♥ ❞✉❛❧✲❡♥❡r❣② ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❢♦r ❝❡r❛♠✐❝s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✻✸❪✳ ❚❤❡

❚❙❱❉ ✐s ❛❧s♦ ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ✜❡❧❞s ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❬✻✹❪✱ ❡✳❣✳ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

♦❢ ❜✉r✐❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❡♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✻✺❪✱ ❢♦r s♦✉r❝❡

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ❢r♦♠ ♠❛❣♥❡t♦❡♥❝❡♣❤❛❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✻✻❪ ♦r

❢♦r ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ✐♥✈❡rs❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r ❜r❡❛st ✐♠❛❣✐♥❣ ❬✻✼❪✳

❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ▼◆❊ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✭✷✳✹✾✮✱ ✐s t❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r

✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■t ✐t❡r❛t✐✈❡❧② s♦❧✈❡s ✭✷✳✹✾✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

✈❡❝t♦r ~x✳ ❈r✉❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ ♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡✳❣✳ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬✻✽✱ ✻✾❪ ❛♥❞ ✐s

✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s ♦❢ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❬✼✵✕✽✶❪✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r✲

❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

✈❡❝t♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s♣❡❝✐♠❡♥s ✭❈❤❛♣t❡r ✹✮✳

❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ R(~x)

t♦ ✭✷✳✹✾✮

argmin
~x

(
1

2

∥∥∥~y − [L] ~x
∥∥∥
2

2
+ λR(~x)

)
, ✭✷✳✺✸✮

✇❤❡r❡ λ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■t ✇❡✐❣❤ts

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s♣❡❝✐✜❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡

✸✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s♦✉r❝❡ ✈❡❝t♦r ~x ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ t❡r♠s✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ λ

❛r❡ ❡✳❣✳ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬✽✷❪✱ t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❬✽✸❪ ♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r♦ss

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❬✽✹❪✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡st✲❦♥♦✇♥ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ❚P❘ ❬✽✺✱ ✽✻❪ ✇✐t❤ t❤❡ ▲✷✲

♥♦r♠ t❡r♠ R(~x) = || [W ] ~x−~r||22✳ ❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ~r ❛♥❞ [W ]✳ ❚❤❡

▲✷✲♥♦r♠ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠♦♦t❤ s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ~x ❬✽✼❪✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❚P❘✱ t❤❡ s♦✉r❝❡

✈❡❝t♦r ~x ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❛ ❝❧♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❜②

~x =
(
[L]❚ [L] + λ [W ]❚ [W ]

)−1 (
[L]❚ ~y + λ [W ]❚ ~r

)
. ✭✷✳✺✹✮

■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ◆❉❊✱ t❤❡ ❚P❘ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡✳❣✳ ✐♥ ❊❈❊ ❬✺✸✱ ✽✽❪✱ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❧❡❛❦❛❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ❬✽✾❪ ♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥

t♦♠♦❣r❛♣❤② ❬✺❪✳ ■♥ ✜❡❧❞s ❜❡②♦♥❞ ◆❉❊✱ t❤❡ ❚P❘ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣

❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ❬✾✵❪ ❛♥❞ ❤❡❛rt

❬✾✶❪ ♦r ❢♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❬✾✷❪✳

❇❡s✐❞❡ t❤❡ ▲✷✲♥♦r♠✱ t❤❡ ▲✶✲♥♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ R(~x) = ||~x||1✳
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❧❡❛st ❛❜s♦❧✉t❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♣✲

❡r❛t♦r ✭▲❆❙❙❖✮ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✽✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡

r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦✉r❝❡ ✈❡❝t♦r ~x t❡♥❞s t♦ ❜❡ s♣❛rs❡ ❬✽✼❪✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ▲✶✲♥♦r♠ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ✐❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✈❡❝t♦r ~x ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ♠❛♥② ③❡r♦s✳ ❚❤❡

▲✶✲♥♦r♠ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ◆❉❊ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❜❛s❡❞

♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❧❡❛❦❛❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✽✾❪✳ ■♥ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✐t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r

t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t② ❬✾✵✱✾✸❪✳

❇❡s✐❞❡ t❤❡s❡ t✇♦ ♥♦r♠s✱ p✲♥♦r♠s ✇✐t❤ 1 < p < 2 ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

R(~x) = ||~x||p✳ ■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦❢ ▲❋❊ ❬✶✾❪✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ p = 1.5✲♥♦r♠ ②✐❡❧❞❡❞ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ▲✶✲ ❛♥❞ t❤❡ ▲✷✲♥♦r♠✱ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠

❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ R(~x) =

(
γ − 1

2
||~x||22 + γ||~x||1

)
✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❊◆❘ ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥s ❢r♦♠

st❛t✐st✐❝❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❬✽✼❪✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ ❊◆❘ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡✳❣✳

❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ❬✾✹❪ ♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢

♠✐ss✐♥❣ s❡♥s♦r tr❛✣❝ ❞❛t❛ ❬✾✺❪✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❛ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✭s❡❝t✐♦♥

✷✳✶✳✹✳✷✮ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❚P❘ ❢♦r ❛❧✉♠✐♥✉♠

s♣❡❝✐♠❡♥s ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ▲❋❊ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘

✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❚P❘ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❊❈❊ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣

✈❡❝t♦r ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✮ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s♣❡❝✐♠❡♥s✳

❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❚❱✮ ❬✾✻❪✳ ❚❤❡ ❚❱ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦r✐❣✐♥s ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡

❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❬✾✻❪✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❡✳❣✳ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ s❤♦✇s ❛

✹✵



✷✳✸✳ ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠

❤✐❣❤ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❇② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

❞❛t❛ t❡r♠ ✭✷✳✹✾✮✱ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❞❡t❛✐❧s ❧✐❦❡ ♥♦✐s❡ ❛r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❦❡♣t✳ ❇❡s✐❞❡

t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♦❢ s✐❣♥❛❧s✱ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❊❈❊ ❬✺✶✱✽✽❪✳

✳

❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❋✉rt❤❡r✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✹✽✮ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡②

r❡q✉✐r❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ✈❡❝t♦r ~x✐♥✐t✐❛❧✳ ▼❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✬s ❬✾✼❪ ♦r t❤❡

▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ♠❡t❤♦❞s ❬✾✽❪ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t✳ ❆♥♦t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞

✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ♦❢t❡♥ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s♥❡ss ❛♥❞

❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~x ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s t❡♥❞ t♦ ❞r♦♣ ✐♥t♦

❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❇✉t r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ~x ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡

s❡❛r❝❤ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ▲❋❊✱

t❤❡ s✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐♣♦❧❡s ♠♦❞❡❧ ✭s❡❝t✐♦♥

✷✳✶✳✹✳✶✮ ❬✶✻❪✳

✳

❙t♦❝❤❛st✐❝ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♠♦st st♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t②✱ ❝♦♥✲

t✐♥✉♦✉s♥❡ss ♦r ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ st✉❝❦ ❛t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐s s♠❛❧❧❡r✱

❡✳❣✳ ❞✉❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❛ ✇♦rs❡♥✐♥❣ ♦❢

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ st♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡q✉✐r❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣♦❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✳✹✽✮ ❝♦♠✲

♣❛r❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❛❞❥✉st✳

❙t♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✇❛r♠ ✐♥t❡❧✲

❧✐❣❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❤❛t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥

❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❊❈❊ ❬✾✾✕✶✵✶❪✳ ■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ◆❉❊✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬✶✵✷✕✶✵✹❪

❛♥❞ t❤❡ ❛♥t ❝♦❧♦♥② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬✶✵✺❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥

❊❈❊✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❛r✇✐♥✬s t❤❡♦r②✳ ❉✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r♠

❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❡✈♦❧✈❡s ❜② ❣❡♥❡t✐❝ ♠✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r✈✐✈❛❧✲♦❢✲t❤❡✲✜tt❡st ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❝❛♥ ❜❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②

str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ◆❉❊✱ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❊❈❊ ❬✶✵✻❪✳ ❋♦r ▲❋❊✱ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✉s❡❞ t❤❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ t♦

r❡❝♦♥str✉❝t ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✶✼❪✳

✹✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

✹✷



✸ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡

❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ▲❋❊ ❛♥❞ ❊❈❊ ❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ s❡♥s✐✲

t✐✈❡ t♦ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦✐s② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ ❚❤✉s✱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

✐s r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❊◆❘✮ ✐s ✉s❡❞✳ ❊◆❘ ❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠

st❛t✐st✐❝❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❬✽✼✱✶✵✼❪ s✉✐t❡❞ ❢♦r ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣r❡❞✐❝t♦rs✳ ■t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠s ❡✳❣✳ ✐♥ ♠✐♥✐♥❣ ❬✶✵✽❪✱ ❢♦♦❞ ✐♥❞✉str② ❬✶✵✾✱✶✶✵❪✱ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣② ❬✶✶✶✱✶✶✷❪✱ ♠❡❞✐❝✐♥❡

❬✶✶✸✕✶✶✺❪✱ ❝❤❡♠✐str② ❬✶✶✻❪✱ ♦r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❬✶✶✼❪✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❊◆❘ ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬✶✶✽✕✶✷✵❪✱ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❬✶✷✶✱✶✷✷❪✱ ♥❡✉r♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s

❬✶✷✸✕✶✷✺❪✱ ♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧ ❬✶✷✻❪✳ ❚❤❡ ❊◆❘ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥

❢❛✉❧t ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ r♦❧❧✐♥❣ ❜❡❛r✐♥❣s ❬✶✷✼❪ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡r② ❬✼✾❪✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱

t❤❡ ❊◆❘ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ❬✾✹❪

♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ s❡♥s♦r tr❛✣❝ ❞❛t❛ ❬✾✺❪✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊◆❘✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ♦❢ ▲❋❊ ❛♥❞ ❊❈❊✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭▼◆❊✮ ✇✐t❤ ❊◆❘ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s ❬✶✵✼❪

argmin
~x∈RM×1




1

2N
‖~y − [L] ~x‖22

︸ ︷︷ ︸
❉❛t❛ t❡r♠

+λ

(
1− γ

2
‖~x‖22 + γ ‖~x‖1

)

︸ ︷︷ ︸
❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠


 , ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ ~y ∈ R
N×1 ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢N

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛❝t ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ s♦✉r❝❡

♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ~x ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

t❡r♠✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ t❡r♠ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ~y ❛♥❞ [L]~x✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞

♠❛tr✐① [L] ∈ R
N×M ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✶✳✹✳✷ ❛♥❞ ✷✳✷✳✹✳ ❚❤❡

♥♦r♠ ✇❡✐❣❤t ♣❛r❛♠❡t❡r γ ✇❡✐❣❤ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲✶✲ ❛♥❞ t❤❡ ▲✷✲♥♦r♠✳ ❋♦r γ = 1 t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ▲❆❙❙❖ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♣❛rs❡ s♦❧✉t✐♦♥ ~x ❬✽✼❪✳

■❢ γ → 0 t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❚P❘✮✱

✹✸



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✇❤✐❝❤ ♣r❡❢❡rs t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ~x t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s♠♦♦t❤ ❬✽✼❪✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ

❝♦♥tr♦❧s ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✳

■♥ ▲❋❊✱ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❡❝t♦r ~x ❡q✉❛❧s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~θ ✭s❡❝t✐♦♥

✷✳✶✳✹✳✷✮✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~θ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥

♦♥❡s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ③❡r♦s ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✈♦①❡❧s

❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ▲✷✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❊◆❘ t❡r♠ ✭✸✳✶✮ ❡♥❛❜❧❡s ❛

s♣❛t✐❛❧❧② s♠♦♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥ ~θ ❬✽✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✈♦①❡❧s✳ ❚❤❡ ▲✶✲♥♦r♠ ♣r✐✈✐❧❡❣❡s ③❡r♦✲✈❛❧✉❡s ✐♥ ~θ✳

■♥ ❊❈❊✱ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❡❝t♦r ~x ❡q✉❛❧s t❤❡ sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ ✈❡❝t♦r ~I❞✳ ■t ✐s ❝❤❛r✲

❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s♠♦♦t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ③❡r♦s✳ ❚❤✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐rr♦r❡❞ ❜② ❊◆❘✳

■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊◆❘ t♦ ▲❋❊ ❛♥❞ ❊❈❊ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦

t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❚P❘ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s✉❜✲

s❡❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s❡t✉♣✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❚P❘

❛♥❞ ❊◆❘ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲❋❊ ❛♥❞ ❊❈❊ ❛r❡

❝♦♠♣❛r❡❞✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❝♦♥t❛✐♥s ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡s✉❧ts t❤❛t

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✶❪ ❛♥❞ ❛r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✷✷❪✳

✸✳✷ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✸✳✷✳✶ ❙❡t✉♣

Pr♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❆ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ♠♦✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ✜①❡❞ ♣❡r♠❛✲

♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✇✐t❤ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ~v = 0.1♠✴s~ex ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✮ ❛❧♦♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❝❛♥♥✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ Pr♦❜❧❡♠ s❡t✉♣✿ ❆ ♣❛❝❦❛❣❡ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ✇✐t❤ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝t ✐s
♠♦✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts
✭♦r❛♥❣❡ ❧✐♥❡s✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❧❡❛❞s t♦ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s✳

✹✹



✸✳✷✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛ ❧✐❢t✲♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ δz = 1♠♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦♣

s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ~M = Br/µ0 ~ez (Br = 1.43❚)

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✱ ✇❤❡r❡ Br ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡♠❛♥❡♥❝❡✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❝♦♥s✐sts

♦❢ st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ∆z = 2♠♠ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢

σ0 = 21▼❙✴♠✳ ❚❤❡ s❤❡❡ts ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤✐♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥✲

❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ x✲y✲❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛t ❞❡♣t❤ d✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 2✱ 4 ❛♥❞ 8♠♠ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σ❞ = 0

✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❞✐❛♠❡t❡r D❞ = 5♠♠ ❛♥❞ ❛ ❤❡✐❣❤t H❞ = 2♠♠✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡

❞❡❢❡❝t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s A❞ = 19.63♠♠2✳

✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s❡ t❤❡ s❡t✉♣ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶ ✇✐t❤ s♣❡❝✐♠❡♥

❞✐♠❡♥s✐♦♥ L×W ×H = 400♠♠ ×400♠♠×100♠♠ ❛♥❞ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❉❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤
∆F❋❊▼

x ✭t♦♣✮✱ ∆F❋❊▼
y ✭♠✐❞❞❧❡✮✱ ∆F❋❊▼

z ✭❜♦tt♦♠✮ ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❞❡❢❡❝t
❞❡♣t❤s d = 2 ✭❧❡❢t✮✱ 4 ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ 8♠♠ ✭r✐❣❤t✮✳ ◆♦t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r
❜❛rs✳

✹✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ D♠ = 15♠♠✳ ❚❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❋❊▼ s✐♠✉❧❛✲

t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ |x| ≤ 25♠♠ ❛♥❞ |y| ≤ 25♠♠ ❛t z = 8.5♠♠✳

❚❤❡ z✲♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✳ ❚❤❡ ❞✐s✲

t❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ dx = dy = 1♠♠✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✮ ❛❝t ❛s ♥♦✐s❡ ❢r❡❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s✐❣♥❛❧s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥♦✈❡❧ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✳

✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❆ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s L×W ×H = 250♠♠×50♠♠×50♠♠

❛♥❞ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ D♠ = 22.5♠♠ ❛♥❞ ❛ ❤❡✐❣❤t ♦❢

H♠ = 17.6♠♠ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ▼❡❛s✉r❡❞ r❛✇ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Fx ✭t♦♣✮✱ Fy ✭♠✐❞❞❧❡✮✱
Fz ✭❜♦tt♦♠✮ ❢♦r ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d = 2♠♠ ❛♥❞ tr✐❛❧ ♥♦✳ ✶ ✇✐t❤ ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛s✱
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✭❛rr♦✇s✮✳ ◆♦t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ❜❛rs✳

✹✻



✸✳✷✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ❛♥❞ ✐s ♠♦✈❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❞✐r❡❝t ❞r✐✈❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✜①❡❞ ♣❡r♠❛✲

♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✇✐t❤ ❛ ✸❉ str❛✐♥ ❣❛✉❣❡ ❢♦r❝❡ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❧♦♥❣

✺✶ y✲❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ −25♠♠ ≤ y ≤ 25♠♠✳ ❚❤❡

❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛t ❡❛❝❤ y✲❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ −208.5♠♠ ≤ x ≤ 208.6♠♠✳

❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ dx = 0.1♠♠ ❛♥❞ dy = 1♠♠✳ ❚❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② y✲❧✐♥❡ ✷✺ t✐♠❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✷✺ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t tr✐❛❧s

♣❡r ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳ ❊①❡♠♣❧❛r② ♠❡❛s✉r❡❞ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Fx ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✱ t♦♣✮✱ Fy

✭❋✐❣✳ ✸✳✸✱ ♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ Fz ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✱ ❜♦tt♦♠✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d = 2♠♠✳

❚❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤♦✇s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ Fx ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✱ t♦♣✱ ❜❧❛❝❦ ❛rr♦✇✮ ❛♥❞ Fz ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✱

❜♦tt♦♠✱ ✇❤✐t❡ ❛rr♦✇✮ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ Fy ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✱ ♠✐❞❞❧❡✱ ✇❤✐t❡ ❛rr♦✇✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❉❘❙ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r❝❡s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

st❡♣s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✿

✶✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ♣r♦✜❧❡s Fx✱ Fy ❛♥❞ Fz ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✮ ❛r❡ ❝✉t ❢r♦♠ x = [−80, 70]♠♠ t♦

r❡♠♦✈❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s♣❡❝✐♠❡♥ ❡❞❣❡s✳ ❚❤✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝✉t✲♦✉t

r♦✉❣❤❧② ❝❡♥t❡rs t❤❡ ❢♦r❝❡ ♣r♦✜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

✭❋✐❣✳ ✸✳✸✮✳

✷✳ ❆ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♣r♦✜❧❡s Fx✱ Fy

❛♥❞ Fz✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st♦rt❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳

✸✳ ❆ ✜♥✐t❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r ✇✐t❤ ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ✹✵✵ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡

❢♦r❝❡ s✐❣♥❛❧s ❤❛✈❡ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵✵✵ s❛♠♣❧❡s✴♠ ✐♥ s❝❛♥♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✶✵✵✵ ❍③ ❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② v = 0.1♠✴s✳ ❚❤❡

✜❧t❡r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❛♥♥✐♥❣ ❧✐♥❡ ❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ✶✵✵♠−1

✭=̂10❍③✮ ❢♦r Fx ❛♥❞ Fz ❛♥❞ ✼✺♠−1 ✭=̂7.5❍③✮ ❢♦r Fy✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s♣❛t✐❛❧ ❝✉t✲

♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r ♦r ❤✐❣❤❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛s t❤❡ ♠❛✐♥

s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ ♠−1 ♦❢ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❬✶✾❪✳

✹✳ ❆ ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❧✐♥❡s✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r

Fy ❛♥❞ Fz✳ ❆ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r Fx✳

❚❤❡ ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ r❡♠♦✈❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢r♦♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛s ✇❡❧❧

❛s tr❡♥❞s ❢r♦♠ ❞✐st♦rt✐♦♥s✳

✺✳ ❆♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❧✐♥❡✲✇✐s❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦

r❡♠♦✈❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐st♦rt✐♦♥s✳

✻✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦r✐❣✐♥ ✐s r❡❛❧✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ∆Fx t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡

❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❧✐❡s ❞✐r❡❝t❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦r✐❣✐♥✳

✼✳ ❆ ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ dx = 0.1♠♠ t♦ dx = 1♠♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❢♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ |x| ≤ 25♠♠ ❛♥❞

✹✼



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

|y| ≤ 19♠♠ ✭❋✐❣✳ ✸✳✹✮✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥

❛r❡ dx = dy = 1♠♠✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❉❘❙ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ∆F♠❡❛s
x ✱ ∆F♠❡❛s

y ❛♥❞ ∆F♠❡❛s
z ❛❢t❡r ♣r❡♣r♦❝❡ss✲

✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ✷✱ ✹ ❛♥❞ ✽♠♠ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t tr✐❛❧

♥♦✳ ✶✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡✲r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮ ✐♥ ❞❇ ♦❢ t❤❡

♣r❡♣r♦❝❡ss❡❞ ❉❘❙ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts P❙✐❣♥❛❧✰◆♦✐s❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✺ ❛✱ ❜❧❛❝❦ r❡❝t❛♥❣❧❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r P◆♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣

r❡❣✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✸✳✺ ❛✱ r❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s✮ ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

❙◆❘ = 10 · log10
(
P❙✐❣♥❛❧✰◆♦✐s❡

P◆♦✐s❡

)
❞❇ = 10 · log10

(∑N
s=1∆F 2

s∑N
n=1∆F 2

n

)
❞❇ ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ ∆Fs ❛♥❞ ∆Fn ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts

✭❋✐❣✳ ✸✳✺ ❛✱ ❜❧❛❝❦ r❡❝t❛♥❣❧❡✮ ❛♥❞ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✸✳✺ ❛✱ r❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s✮✱ r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡❞ s✉♠ ✐♥ ❜♦t❤ r❡❣✐♦♥s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ N ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❙◆❘

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❉❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t tr✐❛❧ ♥♦✳ ✶
✇✐t❤ ∆F♠❡❛s

x ✭t♦♣✮✱ ∆F♠❡❛s
y ✭♠✐❞❞❧❡✮✱ ∆F♠❡❛s

z ✭❜♦tt♦♠✮ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 2
✭❧❡❢t✮✱ 4 ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ 8♠♠ ✭r✐❣❤t✮ ❛❢t❡r ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❝♦❧♦r ❜❛rs✳

✹✽



✸✳✷✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❙◆❘ ♦❢ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ✭❛✮ ❘❡❣✐♦♥s ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙◆❘ ❢r♦♠ ❉❘❙
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❤❡r❡✿ ∆Fx✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✳✷✮✱ ✭❜✮ ❙◆❘ ✐♥ ❞❇ ♦❢ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ∆F♠❡❛s

x

✭s♦❧✐❞ ❜❧✉❡✮✱ ∆F♠❡❛s
y ✭s♦❧✐❞ ♠❛❣❡♥t❛✮ ❛♥❞ ∆F♠❡❛s

z ✭s♦❧✐❞ ❣r❡❡♥✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t tr✐❛❧s ❛♥❞
❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s✳ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❜②
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳

✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ∆F♠❡❛s
x ✱ ∆F♠❡❛s

y ❛♥❞ ∆F♠❡❛s
z ✱ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s✉r✲

r♦✉♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t✇♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ 25♠♠ < |x| ≤ 50♠♠

❛♥❞ |y| ≤ 19♠♠ ✭❋✐❣✳ ✸✳✺ ❛✱ r❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s✮✳ ❋✐❣✳ ✸✳✺ ❜ s❤♦✇s t❤❡ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ♦❢

∆F♠❡❛s
x ✱ ∆F♠❡❛s

y ❛♥❞ ∆F♠❡❛s
z ❢♦r t❤❡ ✷✺ tr✐❛❧s✳

❆✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✷✺ tr✐❛❧s r❡s✉❧ts ✐♥ ∆F♠❡❛s
x ✱ ∆F♠❡❛s

y ❛♥❞

∆F♠❡❛s
z ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 2♠♠✱ ✹♠♠ ❛♥❞ ✽♠♠✳ ❚❤❡ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧s♦

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❋✐❣✳ ✸✳✺ ❜✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜✲

s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❙◆❘ ❞✉❡ t♦ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐s ❧❛r❣❡st ❢♦r ∆Fy✳ ∆Fx ❛♥❞ ∆Fz s❤♦✇

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❙◆❘ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧

❢♦r ∆Fz✳

✸✳✷✳✷ ▼✐♥✐♠✉♠ ◆♦r♠ ❊st✐♠❛t✐♦♥

■t ✐s t❤❡ ❛✐♠ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✮ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❋✐❣✳ ✸✳✹✮✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts ∆F
❋❊▼✴♠❡❛s
x ✱ ∆F

❋❊▼✴♠❡❛s
y ❛♥❞ ∆F

❋❊▼✴♠❡❛s
z ✇✐t❤ N ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡

❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r ∆~F❋❊▼✴♠❡❛s ∈ R
3N×1✳

❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ▼◆❊ ♣r♦❜❧❡♠

argmin
~θ∈RM×1

1

2

∥∥∥∥∥∥∥
∆~F❋❊▼✴♠❡❛s − [L]~θ︸︷︷︸

∆~F❆❋❙

∥∥∥∥∥∥∥

2

2

, ✭✸✳✸✮

✇❤❡r❡ ❛ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~θ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✷✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s

✹✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ∆~F❋❊▼✴♠❡❛s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ∆~F❆❋❙✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞

♠❛tr✐① [L] ∈ R
N×M ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❆❋❙ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✷✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡✱ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✸✮ ❤❛s t♦

❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r s❡♣❛r❛t❡ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs ✶ ✭d = 0♠♠✮ t♦ ✶✶ ✭d = 20♠♠✮ ❛r❡

s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛②❡rs ❢♦r ❛ ❞❡❢❡❝t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ s❤❡❡ts ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥ x✲✱ y✲

❛♥❞ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② 1♠♠× 1♠♠× 2♠♠ ✈♦①❡❧s ❛t ❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝t ✐s

❡①♣❡❝t❡❞✳

❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❋❙ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✷✮✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❡❝t♦r ~θ

s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❡s ❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✈♦①❡❧s ❛♥❞ ③❡r♦s ❛t

❞❡❢❡❝t✲❢r❡❡ ✈♦①❡❧s✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ~θ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ▼◆❊

θt❤m =




0 ✐❢ θm ≤ t❤ ·

(
max

(
~θ
)
+min

(
~θ
))

1 ✐❢ θm > t❤ ·
(
max

(
~θ
)
+min

(
~θ
)) . ✭✸✳✹✮

❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❬✵✳✵✶✱✵✳✾✾❪✳ ❆s t❤❡ ❞❡❢❡❝t

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❧❛②❡r✲✇✐s❡✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ~θt❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡

❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳

✳

❊rr♦r ♠❡❛s✉r❡s ❚❤❡ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼◆❊ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤r❡s❤✲

♦❧❞✐♥❣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ◆❘▼❙❊

◆❘▼❙❊ =
1

3

∑

i=x,y,z




√
1
N

∑N
n=1

(
∆F❆❋❙

n,i −∆F
❋❊▼✴♠❡❛s
n,i

)2

min
[
R❆❋❙, R❋❊▼✴♠❡❛s

]




✇✐t❤ R❆❋❙ = max
(
∆~F❆❋❙

i

)
−min

(
∆~F❆❋❙

i

)

❛♥❞ R❋❊▼✴♠❡❛s = max
(
∆~F

❋❊▼✴♠❡❛s
i

)
−min

(
∆~F

❋❊▼✴♠❡❛s
i

)

. ✭✸✳✺✮

■t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❉❘❙ ∆~F❆❋❙ = [L]~θt❤ ❛♥❞

t❤❡ ❉❘❙ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ∆~F❋❊▼✴♠❡❛s✳ ❚❤❡ ◆❘▼❙❊ ✐s t❤❡

♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs ♦❢ x✲✱ y✲ ❛♥❞ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ◆❘▼❙❊

✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳

▼❡❛s✉r❡s t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❛r❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ d0 t♦

t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❞❡❢❡❝t✱ t❤❡ s✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ a❞ ✐♥ ♠♠2 ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢

t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝t ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ x❡ ❛♥❞ y❡✱ ✐♥ ♠♠✳

❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✸✮ ✐s ✉♥st❛❜❧❡✱ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ s♠❛❧❧

❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦✐s② ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤✉s✱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

✺✵



✸✳✷✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✸✳✷✳✸ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

Pr✐♥❝✐♣❧❡ ❚❤❡ ❚P❘ ❬✽✺✱ ✽✻❪ ✐s ❛ ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❊◆❘✳ ❚❤❡ ▼◆❊ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✸✮ ✇✐t❤ ❚P❘ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s

argmin
~θ∈RM×1




1

2

∥∥∥∆~F❋❊▼✴♠❡❛s − [L]~θ
∥∥∥
2

2︸ ︷︷ ︸
❉❛t❛ t❡r♠

+ λ
∥∥∥~r − [W ]~θ

∥∥∥
2

2︸ ︷︷ ︸
❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠


 . ✭✸✳✻✮

■♥ t❤✐s st✉❞② t❤❡ ❚P❘ ♦❢ ③❡r♦ ♦r❞❡r ❬✶✷✽❪ ✇✐t❤ ~r = ~0 ❛♥❞ [W ] = [I] ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤❡r❡

[I] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳ ❆❢t❡r s♦♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡✲✇❤✐t❡♥✐♥❣✱ ~θ ❝❛♥ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

~θ = [L]❚
[
[L][L]❚ + λ[I]

]−1
∆~F❋❊▼✴♠❡❛s. ✭✸✳✼✮

❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ❝♦♥tr♦❧s ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ~θ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✲

✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❡❝t♦r ~θ ✐s s♠♦♦t❤ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡❧❡♠❡♥ts

♦❢ ③❡r♦ ❛r❡ ✉♥❧✐❦❡❧②✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ~θt❤✳

✳

P❛r❛♠❡t❡r ❙t✉❞✐❡s ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ ▲❋❊ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s

❢♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ❦♥♦✇♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡✳ ❋♦r t❤❛t

♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡t ∆~F❋❊▼ ✇✐t❤ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝t ❛t d = 2♠♠ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷

❧❡❢t✮ ✐s ✉s❡❞✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❱❛r✐♦✉s λ✲t❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

❛r❡ t❡st❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❤❡♠❡✿

✶✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ~θ ❜② ✭✸✳✼✮ ❢♦r ♦♥❡ λ;

✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ~θt❤ ❜② ✭✸✳✹✮ ❢♦r ♦♥❡ t❤;

✸✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ∆~F❆❋❙ ❜② ✭✷✳✷✼✮ ✇✐t❤ ~θt❤;

✹✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❘▼❙❊ ❜② ✭✸✳✺✮ ❜❡t✇❡❡♥ ∆~F❆❋❙ ❛♥❞ ∆~F❋❊▼.

❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ ❛♥❞

t❤ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊✳

❋✐rst✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ ❛r❡ t❡st❡❞ ✇✐t❤ ✺✵✵ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② s♣❛❝❡❞

✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ λ =
[
10−20, 108

]
✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ = 0.5✳ ❋♦r

t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r ✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

❞❡❢❡❝t ✐s ❧♦❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ◆❘▼❙❊s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t λ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻ ❜✳ ❆ r❡❣✐♦♥

✇✐t❤ ❛ st❛❜❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r λ ❜❡t✇❡❡♥ 2.52 · 10−8 ❛♥❞ 1.99 · 10−7✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠❛❧

r❡❣✐♦♥ ♦❢ λ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❬✽✸❪ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉r✈❡

✭❋✐❣✳ ✸✳✻ ❛✮ ✐s ♥♦t ▲✲s❤❛♣❡❞✳

❚❤❡ st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦ ❧♦✇❡r λ✲✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✷ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r

d = 4♠♠ ❛♥❞ ✺ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r d = 8♠♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ ✇✐t❤

✺✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✭❛✮ ❈✉r✈❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦r♠ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
λ✲✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ✭r❡❞
❛rr♦✇✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ♦❢
❋✐❣✳ ✸✳✻ ❜✳

✭❜✮ ❆ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ◆❘▼❙❊= 4.83% ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ λ = [2.52 ·10−8, 1.99 ·
10−7] ✭✈❡rt✐❝❛❧ ❜❛r✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ t❤r❡s❤✲
♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ = 0.5 ❢♦r ❚P❘✳

♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ❞♦ ♥♦t

❢♦❧❧♦✇ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✷ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡

❛❞❞❡❞ t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ◆❘▼❙❊✲λ✲❝✉r✈❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❧❡❛❞s

t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ λ = [10−20, 108] ❛♥❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧

◆❘▼❙❊ ❢r♦♠ ✺✵✵ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② s♣❛❝❡❞ λ✲✈❛❧✉❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❛t r❛♥❣❡✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs t❤ = [0.125, 0.25, . . . , 0.875] ❛r❡ t❡st❡❞✳ ❋♦r

t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤✱ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs ✶ t♦ ✶✶ ❛r❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 4 ❛♥❞ ✽♠♠ ❛r❡

❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✷✺ ❛♥❞

✵✳✼✺ ❢♦r d = 2♠♠ ✭❋✐❣✳ ✸✳✼ ❛✮✱ ❢♦r t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✸✼✺ ❛♥❞ ✵✳✽✼✺ ❢♦r d = 4♠♠ ✭❋✐❣✳ ✸✳✼ ❜✮

❛♥❞ ❢♦r t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✻✷✺ ❛♥❞ ✵✳✽✼✺ ❢♦r d = 8♠♠ ✭❋✐❣✳ ✸✳✼ ❝✮✳ ■t ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳ ❆ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ✇♦✉❧❞

❜❡ t❤ = 0.625 ♦r ✵✳✼✺✳ ❇✉t ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤

▲✷✲♥♦r♠ ❧❡❛❞s t♦ s♠♦♦t❤ ✈❡❝t♦rs ~θ✱ ✇❤❡r❡ ❛ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❧✐♠✐ts t❤❡ ❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❚P❘ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r

t❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ♦✇♥ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❚P❘ ❢♦r ▲❋❊✳

✺✷



✸✳✷✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ ✐♥ ❚P❘✿ ◆❘▼❙❊ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r ❞❡♣t❤s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 2 ✭❛✮✱ ✹ ✭❜✮ ❛♥❞ ✽♠♠ ✭❝✮✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❤✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ✭❛rr♦✇s✮✱ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳

✺✸



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙❝❤❡♠❡ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶

✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡s r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊m,i,t❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ t❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❧❛②❡r m ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~θt❤,m,i,t❤ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❧♦❝❛t✐♦♥✱

s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝t✳

✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❉❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡✳

❢♦r m = 1 t♦ 11 ❞♦
❆♥❛❧②③❡ ❧❛②❡r ♠✿

❢♦r i = 1 t♦ 500 ❞♦

❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ~θi ❜② ✭✸✳✼✮ ✇✐t❤ λi

❢♦r t❤ = 0.01 : 0.01 : 0.99 ❞♦
❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢✿

~θt❤✱♠✱✐✱t❤ ❜② ✭✸✳✹✮ ✇✐t❤ t❤

∆~F❆❋❙
m,i,t❤

❜② ✭✷✳✷✼✮ ✇✐t❤ ~θt❤✱♠✱✐✱t❤

◆❘▼❙❊m,i,t❤ ❜② ✭✸✳✺✮ ✇✐t❤ ∆~F❆❋❙
m,i,t❤

❡♥❞

❡♥❞

❡♥❞

✸✳✷✳✹ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

Pr✐♥❝✐♣❧❡ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~θ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥

♦♥❡s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ③❡r♦s ♦t❤❡r✇✐s❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✷✮✳ ❚❤❡

▲✷✲♥♦r♠ t❡r♠ ❡♥❛❜❧❡s ❛ s♣❛t✐❛❧❧② s♠♦♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥ ~θ ❬✽✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛

s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦①❡❧s ♦❢ ~θt❤✳ ❚♦ ♣r✐✈✐❧❡❣❡ ③❡r♦✲✈❛❧✉❡s ✐♥ ~θ✱ t❤❡ ▲✶✲♥♦r♠ t❡r♠

✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❚P❘✳ ❚❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❊◆❘ ❛♥❞

❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❬✽✼✱ ✶✵✼❪✳ ❚❤❡ ▼◆❊ ✭✸✳✸✮ ✇✐t❤ ❊◆❘ ❬✶✵✼❪ ❝❛♥ ❜❡

❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s

argmin
~θ∈RM×1

(
1

2(3N)

∥∥∥∆~F❋❊▼✴♠❡❛s − [L]~θ
∥∥∥
2

2︸ ︷︷ ︸
❉❛t❛ t❡r♠

+λ

(
1− γ

2

∥∥∥~θ
∥∥∥
2

2
+ γ

∥∥∥~θ
∥∥∥
1

)

︸ ︷︷ ︸
❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠

)
, ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ N ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♥♦r♠ ✇❡✐❣❤t ♣❛r❛♠❡t❡r γ

✇❡✐❣❤ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲✶✲ ❛♥❞ ▲✷✲♥♦r♠✳ ❋♦r γ = 1 t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ▲❆❙❙❖

♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♣❛rs❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❬✽✼❪✳ ■❢ γ → 0 t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s

t❤❡ ❚P❘✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❢❡rs s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s♠♦♦t❤ ❬✽✼❪✳

✳

✺✹



✸✳✷✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

P❛r❛♠❡t❡r ❙t✉❞✐❡s ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ✱ γ ❛♥❞ t❤✱ t❤❡ s❛♠❡

❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r ❚P❘ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮ ✐s ✉s❡❞✳ ❱❛r✐♦✉s γ✲λ✲t❤✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡

t❡st❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊✳ ❋✐rst✱ t❤❡

♥♦r♠ ✇❡✐❣❤t ♣❛r❛♠❡t❡r γ ✐s t❡st❡❞ ❢♦r ✹✻ ❞❡❝❛❞❛❧ s♣❛❝❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢

γ =
[
1 · 10−5, 2 · 10−5, . . . , 1 · 10−4, . . . , 1

]
✳ ❋♦r ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ γ✱ ✶✵✵ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ❛r❡ ❡q✉❛❧❧②

❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ λ♠✐♥ ❛♥❞ λ♠❛①✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ λ♠❛① t❤❛t ♣❡r♠✐ts ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦✲

❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ~θ ❬✶✵✼❪ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

λ♠❛① =
max

(∣∣∣[L]❚∆~F❋❊▼✴♠❡❛s
∣∣∣
)

3Nγ
. ✭✸✳✾✮

❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② λ♠✐♥ = λ♠❛① · 10−4✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛ ♦❢ t❤❡ t✇♦

♣❛r❛♠❡t❡rs λ ❛♥❞ γ ❛r❡ s❡❛r❝❤❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ = 0.5✳ ❚❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❬✽✸❪ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❝✉r✈❡ ✐s ♥♦t ▲✲s❤❛♣❡❞ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✸✳✽ ❛✮✳ ❋✐❣✳ ✸✳✽ ❜ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

◆❘▼❙❊ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ γ ❛♥❞ λ ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ❛t t❤❡ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r

t❤ = 0.5✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ♦❢ ✹✳✽✸✪ ✭❋✐❣✳ ✸✳✽ ❜✱ ✇❤✐t❡ ♠❛r❦❡rs✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r

γ < 0.4 ✭❋✐❣✳ ✸✳✽ ❜✱ ❜❡❧♦✇ ♦r❛♥❣❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❆s ❛ ✜rst ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ γ s❤♦✉❧❞ ❜❡

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✵✳✹✳

✭❛✮ ❈✉r✈❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦r♠ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
λ✲✈❛❧✉❡s ❢♦r γ = 6 · 10−5.

✭❜✮ ❈♦❧♦rs ✐♥❞✐❝❛t❡ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
γ✲λ✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ✭✇❤✐t❡
♠❛r❦❡rs✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r γ < 0.4 ✭❜❡❧♦✇ ♦r✲
❛♥❣❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❙✉✐t❛❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛ ❢♦r ❞❡❢❡❝t
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❢♦r
γ ≤ 6 · 10−2 ✭❛rr♦✇✮✳ ❚❤❡ ♦r❛♥❣❡ ❝✐r❝❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s
❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡ ♦r✐❣✐♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜✲
♥✐t✐♦♥ ♦❢ λ♠❛①✱ s❡❡ ❡q♥✳ ✭✸✳✾✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ γ ❛♥❞ λ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ = 0.5
❢♦r ❊◆❘✳

✺✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ✉♣♣❡r γ✲ ❛♥❞ ❧♦✇❡r λ✲r❛♥❣❡ ❛ st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ✭❋✐❣✳ ✸✳✽ ❜✱

♦r❛♥❣❡ ❝✐r❝❧❡ ✇✐t❤ ✇❤✐t❡ ❝✉r✈❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ❝✉r✈❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s

s❤♦✇ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ γ✳ ❚❤✐s st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧❡r

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s λ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❢♦r ❞❡❡♣❡r

❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s✱ ❡✳❣✳ d = 8♠♠✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜❛s✐s ❢♦r

t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ γ ❛♥❞ λ ✈❛❧✉❡s✳

❯♣ t♦ γ = 6 · 10−2 ✭❋✐❣✳ ✸✳✽ ❜✱ ♦r❛♥❣❡ ❛rr♦✇✮ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡❧✐❛❜❧②

♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ λ♠❛① ✭❋✐❣✳ ✸✳✽ ❜✱ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ♦r❛♥❣❡ ❡❧❧✐♣s❡✮✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢

γ = [1 · 10−5, 6 · 10−2] t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ γ✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❛t r❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ γ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r 10−5 ✐s ✷✳✼ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r

10−2✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛ s♠❛❧❧ γ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ γ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ γ = 6 · 10−5✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ λ✲r❛♥❣❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✜①❡❞ ❛s λ♠❛① ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❉❘❙ ∆~F❋❊▼✴♠❡❛s ❛♥❞

♦♥ t❤❡ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞ ♠❛tr✐① [L]✱ s❡❡ ✭✸✳✾✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ λ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

s✐③❡✳

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇❤✐❧❡ t❡st✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s

♦❢ t❤ = [0.125, 0.25, . . . , 0.875]✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ t❤ ❛❧❧ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs ❛r❡

t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 4 ❛♥❞ ✽♠♠

❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋♦r ❛❧❧ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤s ✭❋✐❣✳ ✸✳✾ ❛✲❝✱ ❛rr♦✇s✮✳

❋r♦♠ t❤❛t ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✱ t❤❡ ❉❘❙s ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d = 8♠♠ s❤♦✇

t❤❡ ❧♦✇❡st ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ✭❋✐❣✳ ✸✳✺✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♠♦r❡

s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤ ✐s ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✸✳✾ ❝✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t

❞❡♣t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs✳ ❋♦r

d = 8♠♠✱ t❤✐s ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜❡st ❜② t❤ = 0.125 ✭❋✐❣✳ ✸✳✾ ❝✱ s②♠❜♦❧ ♣❧✉s✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡

t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤ = 0.125✳

✳

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙❝❤❡♠❡ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣

❢❛❝t♦r ♦❢ γ = 6 · 10−5 ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤ = 0.125✳ ◆♦ ✜①❡❞ ♦♣t✐♠❛❧

✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡t ❢♦r λ ❛s ✐ts ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ λ♠❛① ✭✸✳✾✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡✳ ❚❤❡

❞❡r✐✈❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❛ s❤❛♣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣✱ s❡❡

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ■❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❧❛②❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

st❡♣ ✶ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮ ❛r❡ ❝❧♦s❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✪✱ st❡♣ ✷

♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡❣✐♠❡ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❧❛②❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦

✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❡♣t❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳

✺✻



✸✳✷✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ ❢♦r ❊◆❘✿ ◆❘▼❙❊ ❛t ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 2 ✭❛✮✱ ✹ ✭❜✮ ❛♥❞ ✽♠♠ ✭❝✮✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
◆❘▼❙❊s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t
❧❛②❡rs ✭❛rr♦✇s✮✳

✺✼



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ❉❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥

▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡✳
✳

✶✳ ❉❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥✿

❢♦r m = 1 t♦ 11 ❞♦

❆♥❛❧②③❡ ❧❛②❡r ♠✿

❢♦r i = 1 t♦ 100 ❞♦

❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢✿

❈♦♥t✐♥✉♦✉s ~θm,i ❜② ✭✸✳✽✮ ✇✐t❤ λm,i ❛♥❞ γ = 6 · 10−5

~θt❤✱♠✱✐ ❜② ✭✸✳✹✮ ✇✐t❤ t❤ = 0.125

∆~F❆❋❙
m,i ❜② ✭✷✳✷✼✮ ✇✐t❤ ~θt❤✱♠✱✐

◆❘▼❙❊m,i ❜② ✭✸✳✺✮ ✇✐t❤ ∆~F❆❋❙
m,i

❡♥❞

❉❡t❡r♠✐♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊m ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧❛②❡r✳

❡♥❞

❝♦❛rs❡ λ✲r❛♥❣❡✿ λm,1 = λm,♠✐♥ ❛♥❞ λm,100 = λm,♠❛①

✳

▼✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊m ✇✐t❤ r❡❧❛t❡❞ λm,i ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❜② t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛②❡r m✳

✳

✷✳ ❉❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞❡❢❡❝t ❧❛②❡r m✿

❢♦r j = 1 t♦ 100 ❞♦

❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢✿

❈♦♥t✐♥✉♦✉s ~θj ❜② ✭✸✳✽✮ ✇✐t❤ λj ❛♥❞ γ = 6 · 10−5

~θt❤✱❥ ❜② ✭✸✳✹✮ ✇✐t❤ t❤ = 0.125

∆~F❆❋❙
j ❜② ✭✷✳✷✼✮ ✇✐t❤ ~θt❤✱❥

◆❘▼❙❊j ❜② ✭✸✳✺✮ ✇✐t❤ ∆~F❆❋❙
j

❡♥❞

✜♥❡ λ✲r❛♥❣❡✿ λ1 = λm,i−1 ❛♥❞ λ100 = λm,i+1

✳

▼✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊j ✇✐t❤ r❡❧❛t❡❞ ~θt❤✱❥ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❧♦❝❛t✐♦♥✱ s✐③❡

❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝t✳

✸✳✷✳✺ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❚❤❡ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘ ❛♥❞ ❚P❘ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts

②✐❡❧❞s ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡♣t❤s ♦❢ ✷✱ ✹ ❛♥❞ ✽♠♠ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❛♥❞

❋✐❣✳ ✸✳✶✵✮✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮

❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❊◆❘ ❛♥❞ ❚P❘✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r d = 8♠♠✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦①❡❧s ❢♦r

❚P❘ ❛t d = 8♠♠ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳

✺✽



✸✳✷✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❆❧❧ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛t x = y = 0✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ x❡

✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ y❡ ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t✇♦ ✈♦①❡❧s t♦♦ ❧❛r❣❡

✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡s t♦ ✸ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦①❡❧s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦①❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ ❛ r♦✉♥❞ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✈♦①❡❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❧❡❛❞ t♦ ❛ s✐③❡ ❡rr♦r a❞ ♦❢ 11.37♠♠2✳

❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ ♦❢ ❊◆❘ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❢❡❝t

❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ λ ❢♦r ❚P❘ ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳ ❲❤✐❧❡

❊◆❘ ✉s❡s t❤❡ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ = 0.125✱ t❤❡ ❢♦✉♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ✐♥

❚P❘ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❢♦r d = 2✱

✹ ❛♥❞ ✽♠♠ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ ✹✳✽✸✪✱ ✺✳✷✺✪ t♦ ✻✳✸✷✪ ❢♦r ❜♦t❤ ❊◆❘ ❛♥❞ ❚P❘ ❜✉t t❤❡

❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡s r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❞❡❢❡❝t

❞❡♣t❤s d = 2✱ ✹ ❛♥❞ ✽♠♠✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❚P❘ ❛♥❞ d = 8♠♠ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮ ✳

❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✱ ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ◆❘▼❙❊✱ ❛r❡

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵✳ ❚❤❡ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❧❛②❡rs

❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❜② ❊◆❘ ❛♥❞ ❚P❘ ♦❢ ✷✺ tr✐❛❧s ❛r❡

s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝ts s❤♦✇ ❤♦✇ ♦❢t❡♥ ♦♥❡

✈♦①❡❧ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✺ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧

✷✺ tr✐❛❧s✳

❊◆❘ ②✐❡❧❞s ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ✷✱ ✹ ❛♥❞ ✽♠♠ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ❛♥❞

❋✐❣✳ ✸✳✶✶✮✳ ❲❤❡r❡❛s ❚P❘ s❤♦✇s ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✷ ❛♥❞ ✹♠♠ ❛♥❞ ✐♥ ✶✼✴✷✺

❝❛s❡s ❢♦r d = 8♠♠✳ ❚❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝t ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② s❤✐❢t❡❞✳ ❚❤✐s

s❤✐❢t ✐♥ ♠❛✐♥❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❡❧♦✇ ✶♠♠ ❢♦r ❜♦t❤ ❊◆❘ ❛♥❞ ❚P❘✱ r❡✢❡❝t❡❞ ❜②

t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ d0✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❢❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥s x❡ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✷✱ t♦♣✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

❊◆❘ ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② t♦♦ s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ s❧✐❣❤t❧② t♦♦ ❧❛r❣❡ ❢♦r ❚P❘ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳ ❋♦r

❜♦t❤✱ ❊◆❘ ❛♥❞ ❚P❘✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥s y❡ ❛r❡ ❛ ❜✐t t♦♦ ❧❛r❣❡ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s

t♦ ♠❡❛♥ s✐③❡ ❡rr♦rs a❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✼✳✹✶♠♠2 ❛♥❞ ✶✹✳✵✶♠♠2 ❢♦r ❊◆❘ ❛♥❞ ❚P❘✳ ❋♦r ♦♥❡

tr✐❛❧ ✇✐t❤ d = 8♠♠ ❚P❘ r❡❝♦♥str✉❝ts ❛ ❧❛r❣❡r ❞❡❢❡❝t ✭❜❧✉❡ ✈♦①❡❧s✱ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ♦t❤❡r tr✐❛❧s✳

❚❤❡ ❢♦✉♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ ♦❢ ❊◆❘ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ s♠❛❧❧ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❚P❘ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡✳ ❚❤✐s r❡✢❡❝ts t❤❡ r❡✲

s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮ t❤❛t ♥♦ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ λ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳

❚❤❡ ❢♦✉♥❞ ♠❡❛♥ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ❛t t❤ = 0.99✳

■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❢♦r ❜♦t❤ ❊◆❘ ❛♥❞ ❚P❘✳

✺✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r d = 8♠♠ ❛♥❞ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦✉r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❢❡❝t ✈♦①❡❧s ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r✲❝♦❞✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵✳

❊❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❉❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d ✐♥ ♠♠ ✷ ✹ ✽

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❛②❡r
✳ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
✳ ♣❛r❛♠❡t❡r λ

3.03 · 10−5 6.44 · 10−6 4.97 · 10−7

❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞
✳ ❞❡♣t❤ ✐♥ ♠♠

✷ ✹ ✽

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ d0
✳ ❢r♦♠ [0, 0] ✐♥ ♠♠

✵ ✵ ✵

❙✐③❡ ✐♥ ♠♠2 ✸✶ ✸✶ ✸✶
❙✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠♠2 ✶✶✳✸✼ ✶✶✳✸✼ ✶✶✳✸✼
x✲❡①t❡♥s✐♦♥ x❡ ✐♥ ♠♠ ✺ ✺ ✺
y✲❡①t❡♥s✐♦♥ y❡ ✐♥ ♠♠ ✼ ✼ ✼
◆❘▼❙❊ ✐♥ ✪ ✹✳✽✸ ✺✳✷✺ ✻✳✸✺

❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❉❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d ✐♥ ♠♠ ✷ ✹ ✽

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❛②❡r
✳ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t ✵✳✷✾ ✵✳✺✶ ✵✳✽✾
❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
✳ ♣❛r❛♠❡t❡r λ

1.13 · 10−9 1.86 · 10−10 1.59 · 10−11

❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞
✳ ❞❡♣t❤ ✐♥ ♠♠

✷ ✹ ✽

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ d0
✳ ❢r♦♠ [0, 0] ✐♥ ♠♠

✵ ✵ ✵

❙✐③❡ ✐♥ ♠♠2 ✸✶ ✸✶ ✸✺
❙✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠♠2 ✶✶✳✸✼ ✶✶✳✸✼ ✶✺✳✸✼
x✲❡①t❡♥s✐♦♥ x❡ ✐♥ ♠♠ ✺ ✺ ✺
y✲❡①t❡♥s✐♦♥ y❡ ✐♥ ♠♠ ✼ ✼ ✼
◆❘▼❙❊ ✐♥ ✪ ✹✳✽✸ ✺✳✷✺ ✻✳✸✷

✻✵



✸✳✷✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❉❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ❜② ◆❘▼❙❊ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❧❛②❡rs
❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❞❡❢❡❝ts ❛t d = 2✱ ✹ ❛♥❞ ✽♠♠ ❞❡♣t❤ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡❧❛st✐❝
♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮ ❛♥❞ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮✳
❚❤❡ ❣r❛② ❝②❧✐♥❞❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t
❞❡♣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s✳
❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ✭r❡❞ ❤♦ts♣♦t✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s✐♠✐❧❛r ❝♦❧♦rs✱
✇❤✐❝❤ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r d = 8♠♠ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦✉t❡r
✈♦①❡❧s ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✱ ❜♦tt♦♠✮
❢♦r t❤❡ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs ✺ ❛♥❞ ✻✳ ❚❤❡ t♦♣ ✈✐❡✇s ♦❢ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳

✻✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ♠❡❛♥± st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❊❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✲
✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ❢♦r d = 2✱ ✹ ❛♥❞ ✽♠♠✱ ✇❤❡r❡❛s ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s
❛❝❤✐❡✈❡s ❝♦rr❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r d = 2 ❛♥❞ ✹♠♠ ❛♥❞ ❢♦r ✶✼✴✷✺ ❝❛s❡s ❢♦r d = 8♠♠✳ ❲r♦♥❣
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡♣t❤s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆❘▼❙❊ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛st❡r✐s❦s✳

❊❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❉❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d ✐♥ ♠♠ 2 4 8

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❛②❡r
✳ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

❋r❡q✉❡♥❝② ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈♦①❡❧s
✳

❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ 7.08·10−4±4.48·10−6 2.38·10−4±1.69·10−6 2.86 · 10−5 ± 3.21 · 10−7

❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡♣t❤ ✐♥ ♠♠ 2.00± 0.00 4.00± 0.00 8.00± 0.00
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ d0
✳ ❢r♦♠ [0, 0] ✐♥ ♠♠

0.76± 0.08 0.64± 0.09 0.62± 0.23

❙✐③❡ ✐♥ ♠♠2 27.76± 0.52 28.36± 0.70 27.04± 0.61
❙✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠♠2 8.13± 0.52 8.73± 0.70 7.41± 0.61
x✲❡①t❡♥s✐♦♥ x❡ ✐♥ ♠♠ 4.56± 0.51 4.80± 0.41 4.40± 0.50
y✲❡①t❡♥s✐♦♥ y❡ ✐♥ ♠♠ 7.88± 0.33 8.00± 0.00 7.88± 0.33
◆❘▼❙❊ ✐♥ ✪ 10.27± 0.14 11.33± 0.14 14.34± 0.23

❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❉❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d ✐♥ ♠♠ 2 4 8

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❛②❡r
✳ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

❋r❡q✉❡♥❝② ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈♦①❡❧s
✳

❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t 0.99± 0.01 0.99± 0.01 0.99± 0.00
❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ 1.92 · 106 ± 5.47 · 106 8.51 · 106 ± 2.05 · 107 1.87 · 106 ± 3.34 · 106

❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡♣t❤ ✐♥ ♠♠ 2.00± 0.00 4.00± 0.00 8.72± 1.14✯
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ d0
✳ ❢r♦♠ [0, 0] ✐♥ ♠♠

0.88± 0.16 0.43± 0.28 0.64± 0.36

❙✐③❡ ✐♥ ♠♠2 27.68± 0.56 28.68± 1.25 33.64± 10.22
❙✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠♠2 8.05± 0.56 9.05± 1.25 14.01± 10.22
x✲❡①t❡♥s✐♦♥ x❡ ✐♥ ♠♠ 5.08± 0.40 5.16± 0.37 5.40± 0.87
y✲❡①t❡♥s✐♦♥ y❡ ✐♥ ♠♠ 7.12± 0.33 7.00± 0.00 7.64± 0.99
◆❘▼❙❊ ✐♥ ✪ 10.37± 0.15 11.50± 0.20 16.63± 4.56 (14.88± 0.85)✯

✻✷



✸✳✷✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❉❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ❜② ◆❘▼❙❊ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❧❛②❡rs
❢♦r ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✭tr✐❛❧ ♥♦✳ ✶✮ ✇✐t❤ ❞❡❢❡❝ts ❛t d = 2✱ ✹ ❛♥❞ ✽♠♠ ❞❡♣t❤ ❛❝❤✐❡✈❡❞
❜② ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮ ❛♥❞ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t
❝♦❧✉♠♥✮✳ ❚❤❡ ❣r❛② ❝②❧✐♥❞❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❆❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ♦✉t❡r ✈♦①❡❧s ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ✇✐t❤ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t♦♣ ✈✐❡✇s ♦❢ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳

❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❢♦r tr✐❛❧ ✶ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶✱ ❝♦❧♦r✲

❝♦❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ◆❘▼❙❊✳ ❚❤❡ ❊◆❘ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✶✱ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮ s❤♦✇s ❝♦♥♥❡❝t❡❞

str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✵✱ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮✳ ■♥

❝♦♥tr❛st✱ ❚P❘ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✶✱ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦①❡❧s

♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♣r❡❛❞ s✐♥❣❧❡

✈♦①❡❧s ✐♥ ✉♣♣❡r ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs ❢♦r ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ✹ ❛♥❞ ✽♠♠✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❙◆❘ ✭❋✐❣✳ ✸✳✺✮✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❜② ❊◆❘ ❛♥❞ ❚P❘ ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❉❘❙s ✇✐t❤ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s

✻✸



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

d = 2✱ ✹ ❛♥❞ ✽♠♠ ❢♦r ✷✺ tr✐❛❧s✳

❊◆❘ ❞❡t❡❝t❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ❢♦r t❤r❡❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❡rr♦r

♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✐♥❣❧❡ tr✐❛❧s ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳

❚P❘ ❛❧s♦ ❞❡t❡❝ts t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ❞❡♣t❤s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞

❉❘❙s✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 2♠♠ ❛♥❞ ✹♠♠ ❛r❡ ✐♥

❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳ ❋♦r d = 8♠♠ t❤❡ s✐③❡

❡rr♦r a❞ = 7.37♠♠2 ❛♥❞ t❤❡ ◆❘▼❙❊= 13.94% ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳

✸✳✷✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘ ❛❝❤✐❡✈❡s ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❛❞❡q✉❛t❡ s✐③❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧

s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❛t ❞❡♣t❤s ♦❢ d = 2✱ ✹ ❛♥❞ ✽♠♠ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡

r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ ▲❋❊ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② st❛❜❧❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✐♥❣❧❡ tr✐❛❧s

✭❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳

❚❤❡ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❚P❘ ❛❝❤✐❡✈❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❢♦r d = 8♠♠✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ♦♥❧② ❢♦r ✶✼ ♦❢ ✷✺ tr✐❛❧s ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳ ❆❞❞✐✲

t✐♦♥❛❧❧②✱ ❚P❘ ♣❛rt❧② r❡❝♦♥str✉❝ts s♣✉r✐♦✉s ✈♦①❡❧s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✵

❛♥❞ ✸✳✶✶✮✳

❇♦t❤ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ t❤❡ ❆❋❙ ❛s ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧

♦❢ t❤❡ ❉❘❙✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ♣❛rt❧② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞

s❧✐❣❤t❧② t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛st

▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡❞ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤

❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥❡❣❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r②

♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✐s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳

❚❤❡ ◆❘▼❙❊ ♦❢ t❤❡ ❉❘❙ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❋❊▼ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❛❦ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ❉❘❙ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❋❊▼ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ♠♦✈✐♥❣ ♠❛❣♥❡t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✸✷❪ ❡q✉❛❧s

✵✳✻✾✪ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ~θt❤✱ s❡❡ ✭✸✳✹✮✱

✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✺ ❛♥❞ ✸ s ❢♦r ❚P❘ ❛♥❞ ❊◆❘✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣

▼❆❚▲❆❇➤ ❘✷✵✶✺❜ ✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡❧➤ ❈♦r❡❚▼ ✐✼✲✹✼✾✵❑ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ✸✷ ●❇ ♦❢ ❘❆▼✳ ❚❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❊◆❘ ❛♥❞ ❚P❘ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢✉rt❤❡r ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✶✵✱✶✼✱✶✾❪✱ ❛ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

❢♦r ❛❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝❛s❡s✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ▲❋❊ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❞❡❡♣ ❞❡❢❡❝ts ❛t

d = 8♠♠✳

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❞❡❡♣ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t t❡st✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦✇✲

❢r❡q✉❡♥❝② s❡t✉♣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s❡♥s♦rs s✉❝❤ ❛s ✢✉①❣❛t❡ ❬✹✻❪✱ ❙◗❯■❉

❬✹✼❪✱ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st✐✈❡ ✭❆▼❘✮ ❬✹✽❪ ♦r ●▼❘ ❬✹✾❪ s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡s❡ s❡t✉♣s ♠✐❣❤t

❜❡ ❛❧s♦ ❝❛♣❛❜❧❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡✱ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳

■♥ ♦t❤❡r s❡t✉♣s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t t❡st✐♥❣ ❬✶✶✕✶✹❪✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣✲

✻✹



✸✳✸✳ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ s✉❜✲s✉r❢❛❝❡

❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥✳

✸✳✷✳✼ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘ s❤♦✇s ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❛❞❡q✉❛t❡ s✐③❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧

s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ ▲❋❊ ❤❛s ❜❡❡♥

s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t tr✐❛❧s✳ ❚P❘ s❤♦✇s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❞❡❢❡❝t

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❊◆❘ s❧✐❣❤t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❚P❘ ✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❡♣ ❞❡❢❡❝ts

❢r♦♠ s✐♥❣❧❡ tr✐❛❧s✳

❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❚P❘

❛♥❞ ❊◆❘ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❜❧❡ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ▲❋❊ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱

✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❬✶✷✾❪ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ❬✶✸✵❪

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✸✳✸ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✸✳✸✳✶ ❙❡t✉♣

Pr♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❆ ♣❧❛♥❛r ❝♦✐❧ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✷✮ ✐s ❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❝✉rr❡♥t

I❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② f❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡s ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠

s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡r t❡st✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ~j ❧❡❛❞ t♦ ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~bs✳

■♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t✱ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦✐❧ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ δz ❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ Bx ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ ●▼❘ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ Pr♦❜❧❡♠ s❡t✉♣✿ ❆ ♣❧❛♥❛r ❝♦✐❧ ❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❝✉rr❡♥t ❧❡❛❞ t♦ ✐♥✲
❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ✭♦r❛♥❣❡ ❧✐♥❡s✮ ✐♥ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s♣❡❝✐♠❡♥✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r②
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~bs✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s s❡♥s❡❞ ❜② ❛ ●▼❘ s❡♥s♦r✳
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛t s❡✈❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ Bx ❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛

s✐♥❡ ✜tt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❝♦♠♣❧❡①

♥✉♠❜❡r Bx✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✭▼❋P✮ ∆bx ❢r♦♠ Bx✱ t❤❡

✉♥✐❢♦r♠ ♦✛s❡t ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ ♥♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡

❞❡❢❡❝t ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✳

✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❋❊▼ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ❛❝t ❛s ♥♦✐s❡ ❢r❡❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s✐❣♥❛❧s t♦ ❛ss❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣✲

❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✳

■♥ ❛ ✜rst s❡t✉♣✱ ❛ ♣❧❛♥❛r ❝♦✐❧ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ δz = 0.5♠♠ ❛❜♦✈❡ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣❧❛t❡

✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s L × W × ∆z = 180♠♠ × 150♠♠ × 1♠♠✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝♦✐❧ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✸✱ ❜❧✉❡✮ ✐s ❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✷✼✵❆✴♠✳ ❚❤❡

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✸✱ ♦r❛♥❣❡✮ ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ✺✵✵❆✴♠ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t

❧♦♦♣ ❝❧♦s❡s✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s f❡ = 5 ❦❍③✳ ❆ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦✐❧ ♣❛rts ❛♥❞ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t✳

✭❋✐❣✳ ✸✳✶✸✮ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣❧❛t❡✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❞❡❢❡❝t

❤❡✐❣❤t ♦❢ h❞ = 1♠♠✳ ❚✇♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥ x✲

❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✵◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ✾✵◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t z = 1.7♠♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥

✇✐t❤ |x| ≤ 14.4♠♠ ❛♥❞ |y| ≤ 14.4♠♠ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ dx = dy = 0.4♠♠✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡

r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ▼❋P ∆bx ❢♦r ✵◦✲ ❛♥❞ ✾✵◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ▲❋❊ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳

❆ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ d = 1♠♠✱ ✇❤❡r❡ d ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
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✸✳✸✳ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ∆bx ✐♥ ➭❚ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❢♦r ✵◦✲ ❛♥❞ ✾✵◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ∆bx ✐♥ ➭❚ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❋❊▼
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ✵◦✲ ❛♥❞ ✾✵◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

z✲❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t♦ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t

✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❞✐❛♠❡t❡r D❞ = 5♠♠ ❛♥❞ ❛ ❤❡✐❣❤t H❞ = 1♠♠✳ ❚❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠

s♣❡❝✐♠❡♥ ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ L × W × H = 360♠♠ × 300♠♠ × 5♠♠✳ ❆ ♣❧❛♥❛r ❝♦✐❧

✐s ❧♦❝❛t❡❞ δz = 0.5♠♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ ❝♦✐❧ ✐s ✐♠♣♦s❡❞

✇✐t❤ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t ♦❢ I❡ = 2.4❆✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s f❡ = 2 ❦❍③✳

❈♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ dx = dy = 0.5♠♠ ❛♥❞ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞

❛t z = 2♠♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ |x| ≤ 18♠♠ ❛♥❞ |y| ≤ 18♠♠✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢∆bx ❢♦r ✵
◦✲ ❛♥❞ ✾✵◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ■♥ ❛ ✜rst s❡t✉♣ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✻ ❛✮✱ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s s❝❛♥♥❡❞

✇✐t❤ st❡♣s ♦❢ dx = dy = 0.5♠♠ ♦✈❡r ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ 45♠♠ × 45♠♠ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✻ ❛✮✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ L × W × H =

250♠♠ × 250♠♠ × 4♠♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss

∆z = 1♠♠✳ ❖♥❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✻ ❛✮✱ s✐♠✐❧❛r t♦

t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✸✮✳ ❋♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞

❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❢r♦♠ ❧❛②❡r ✶ ✭t♦♣ ❧❛②❡r✮ t♦ ❧❛②❡r

✷✱ ✸ ❛♥❞ ❧❛②❡r ✹ ✭❜♦tt♦♠ ❧❛②❡r✮✳ ❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✐❧ ♣❧❛♥❛r ♣r♦❜❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮ ✐s ✉s❡❞
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣s✿ ✭❛✮ ❋✐rst s❡t✉♣✿ ❆ s❝❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✐❧ ♣❧❛♥❛r
❊❈❊ ♣r♦❜❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ✇✐t❤ ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛
st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ❬✺✵❪✱ ✭❜✮ ❙❡❝♦♥❞ s❡t✉♣✿ ❆ s❝❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦✐❧ ♣❧❛♥❛r ❊❈❊ ♣r♦❜❡
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ✇✐t❤ ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t✳

❢♦r ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♣r♦❜❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✵ ♣❡r✐♦❞s ♦❢

t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✉t♣✉t s❡♥s♦r ✈♦❧t❛❣❡s ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤

♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s 0◦✱ 45◦✱ 90◦ ❛♥❞ 135◦✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ❛r❡

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ s✐♥❡✲✜tt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❢r♦♠ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥t♦

❚❡s❧❛ ✉♥✐ts✳ ▼❛♣s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡

s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ ●▼❘ ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ▼❋P ∆bx✱ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠

❝♦♠♣❧❡① ♦✛s❡t ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

✐s ✈✐s✐❜❧❡✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✼ s❤♦✇s t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ ∆bx ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❛♥❣❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ t♦♣ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s ❛❝t ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r

t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✸✳✹✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡t✉♣ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✻ ❜✮✱ t❤❛t ❛❝ts ❢♦r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❋❊

✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✱ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦❢ ✜✈❡ st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ∆z = 1♠♠✱

✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❊❛❝❤ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣❧❛t❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s✐③❡ ♦❢ L ×W = 200♠♠ ×
200♠♠✳ ❖♥❡ ♣❧❛t❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❤♦❧❡✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r

D❞ = 5♠♠ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t H❞ = 1♠♠✳ ❇② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡

❤♦❧❡✱ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ♦❢ d = 1✱ ✷ ❛♥❞ ✹♠♠ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦✐❧ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛♥❛r

♣r♦❜❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ δz = 1♠♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ ●▼❘ s❡♥s♦r ✐s

❧♦❝❛t❡❞ ✶♠♠ ❛❜♦✈❡✳ ■t s❡♥s❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Bx ❛t s❡✈❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ |x| ≤ 18♠♠ ❛♥❞ |y| ≤ 18♠♠✳ ❈♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❛

❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ dx = dy = 0.5♠♠✳ ❚✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❝❛♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❝♦✐❧ ♦r✐❡♥t❡❞ ❢♦r 0◦✲ ❛♥❞ 90◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ●▼❘ s❡♥s♦r s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛①✐s ✐s ❦❡♣t ✐♥
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✸✳✸✳ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ∆bx ✐♥ ➭❚ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❧❛②❡r ❢♦r ✵◦✲✱ ✹✺◦✲✱ ✾✵◦✲ ❛♥❞ ✶✸✺◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❡✳❣✳ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡

❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❢r❡q✉❡♥❝② ❬✶✸✶❪ ♦r ♣✉❧s❡❞ ❬✶✸✷❪ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ ❬✺✶❪✱ t❤❡ ✉s❡❞ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❊❈❊ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✮ ✐s ♥♦t ❝❛♣❛❜❧❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡

❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✱

t❤❡ ✉s❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② f❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡♣t❤ ♦❢ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❬✽❪

δ ≈ 1√
πf❡µσ0

→ f❡ ≈
1

δ2πµσ0
, ✭✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ µ ≈ µ0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ σ0 = 35▼❙✴♠ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢

t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣❧❛t❡s✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s♣❡❝✐♠❡♥ t♦

t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ δ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

❢♦r ❣❡tt✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ▼❋P ∆bx✳ ❋♦r t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 1✱ ✷ ❛♥❞

✹♠♠✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤s ❛r❡ ❡q✉❛❧ δ = 2♠♠✱ ✸♠♠ ❛♥❞ ✺♠♠✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ ✭✸✳✶✵✮✱ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ✶✽✵✾❍③✱ ✽✵✹❍③ ❛♥❞ ✷✽✾❍③✳ ❋♦r t❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣✱ t❤❡ s♠♦♦t❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✷❍③✱ ✽✵✵❍③ ❛♥❞ ✹✵✵❍③ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r

❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d = 4♠♠✱ ✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦

✹✵✵❍③ ❛s ❢♦r ✸✵✵❍③ ♥♦ ✉s❛❜❧❡ ▼❋P s✐❣♥❛❧ ∆bx ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽

s❤♦✇s t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ▼❋P ∆bx ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s

0◦ ❛♥❞ 90◦ ❢♦r t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝t ❧♦❝❛t❡❞ ❛t d = 1✱ ✷ ❛♥❞ ✹♠♠✳
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▼❋P ∆bx ✐♥ ➭❚ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ❛t t❤❡ ❞❡♣t❤s d = 1✱ ✷ ❛♥❞ ✹♠♠
❢♦r ✵◦✲ ❛♥❞ ✾✵◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

✸✳✸✳✷ ▼✐♥✐♠✉♠ ◆♦r♠ ❊st✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❋P ∆bx
❋❊▼✴♠❡❛s ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✹ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✮ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✼ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽✮✳

∆bx
❋❊▼✴♠❡❛s ✇✐t❤ N ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐s ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r ~∆bx

❋❊▼✴♠❡❛s ∈ C
N×1✳

■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❡✳❣✳ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ✐♥

❛❞✈❛♥❝❡ ❬✶✸✶✱ ✶✸✷❪✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥

✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❘❖■✮ ✐♥t♦ M sq✉❛r❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣s ✇✐t❤ ❝❡♥t❡r ♣♦✐♥ts

[x(i, j), y(i, j)]✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝✉rr❡♥ts ❧♦♦♣s ❛r❡ ∆x ❛♥❞ ∆y ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❊❈❊ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ▼◆❊ ♣r♦❜❧❡♠

argmin
~Id∈CM×1

1

2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
∆~bx

❋❊▼✴♠❡❛s − [L]~Id︸ ︷︷ ︸
∆~bx

❇❙

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

2

, ✭✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ❛ sq✉❛r❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ ✈❡❝t♦r ~Id ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s

t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ∆~bx
❋❊▼✴♠❡❛s

❛♥❞ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ∆~bx
❇❙
✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞

♠❛tr✐① [L] ∈ R
N×M ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❇✐♦t✲❙❛✈❛rt ❧❛✇ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✮✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❡❝t♦r

~Id ✐s ♣♦st✲♣r♦❝❡ss❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹ s✉❝❤ t❤❛t ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ t♦t❛❧ ✷❉ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ~j(i, j) = [jx(i, j) jy(i, j)]
❚ ❛t t❤❡

♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❘❖■ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
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✸✳✸✳ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞

t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡
∣∣∣~j(i, j)

∣∣∣ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❘❖■ ✐s

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ∣∣∣~j(i, j)
∣∣∣ =

∣∣∣
√

jx(i, j)2 + jy(i, j)2
∣∣∣ . ✭✸✳✶✷✮

❋♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣ ✐s ♥♦r✲

♠❛❧✐③❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✳ ❘❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ✵✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✱ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❞❡❢❡❝t

r❡❣✐♦♥s✳ ❆❧❧ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

♦✉t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✾ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✮ ❢♦r r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡s ❞✉❡ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❆ sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛♣ I❞ ❧❡❛❞s t♦

t❤❡ ♣❧❛♥❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ∆~j ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✹✼✮✳ ❆ ✉♥✐✲

❢♦r♠ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ~j0 ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✈♦rt✐❝❡s ❛♥❞

s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

~j ❣✐✈❡s ❛ ✜rst q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ ♠❛♣ I❞
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥t♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♠❛♣ ∆~j ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✹✼✮✱
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ~j ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❛♣
∥∥∥~j
∥∥∥
2
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡✳

✼✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

♥♦r♠ ♠❛♣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✳✶✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❜❡❝♦♠❡s ✈✐s✐❜❧❡✳ ❲❤✐t❡ ❛r❡❛s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✇❤❡r❡ ♥♦ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s✳

❇❧❛❝❦ ❛r❡❛s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❝❧♦s❡ t♦ ❞❡❢❡❝t ❡❞❣❡s✳

✸✳✸✳✸ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ▲❋❊ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✱ t❤❡ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❚P❘ ♦❢ ③❡r♦t❤ ♦r❞❡r ❬✶✷✽❪ ✐s ✉s❡❞

❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❊❈❊✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

argmin
~Id∈CM×1




1

2

∥∥∥∆~bx
❋❊▼✴♠❡❛s − [L]~Id

∥∥∥
2

2︸ ︷︷ ︸
❉❛t❛ t❡r♠

+ λ
∥∥∥~Id
∥∥∥
2

2︸ ︷︷ ︸
❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠


 . ✭✸✳✶✸✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ~Id ✇✐t❤

~Id = [L]❚
[
[L][L]❚ + λ[I]

]−1
∆~bx

❋❊▼✴♠❡❛s
. ✭✸✳✶✹✮

❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ❝♦♥tr♦❧s ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ~Id ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❣✉✲

❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❡❝t♦r ~Id ✐s s♠♦♦t❤ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡❧❡♠❡♥ts

✇✐t❤ ③❡r♦ ❛r❡ ✉♥❧✐❦❡❧②✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

✭❛✮ ❈✉r✈❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦r♠ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ λ✲✈❛❧✉❡s ❢♦r
0◦✲ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ 90◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭r❡❞✮ ❢♦r t❤❡ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦✳ ❚❤❡
❝✉r✈❡ ♦❢ 0◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❛ ▲✲s❤❛♣❡✳

✭❜✮ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ λ✲✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐✲
❝❛t❡❞ ✐♥ ✭❛✮✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝♦♥t♦✉r ✐♥✲
❞✐❝❛t❡s t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ❢♦r ▼◆❊ ✇✐t❤
❚P❘ ✐♥ ❊❈❊ ❢♦r ✭✸✳✶✹✮✳

✼✷



✸✳✸✳ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬✽✸❪ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

s❡t✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ s❡t✉♣✳ ❋✐❣✳ ✸✳✷✵ ❛ s❤♦✇s t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s 0◦ ❛♥❞ 90◦ ❢♦r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs λ ❜❡t✇❡❡♥ 10−20 t♦ ✶✵✵✵✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r 0◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥

✭❋✐❣✳ ✸✳✷✵ ❛✱ ❜❧✉❡✮ s❤♦✇s ❛ ▲✲❝✉r✈❡❞ s❤❛♣❡✱ ❜✉t t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r 90◦ ❞♦❡s ♥♦t ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✵ ❛✱

r❡❞✮✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡

▲✲❝✉r✈❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲✲❝✉r✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✸✳✷✵ ❜ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡r✐✈❡❞

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣ ✐❢ t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥②✇❛②✳ ❚❤❡

st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✵ ❜✮✳

✳

❆✉①✐❧✐❛r② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❋P ■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦

r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡❞ ▼❋P

✈❡❝t♦r ∆~bx
❋❊▼✴♠❡❛s

✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠♦❞✐✜❡❞ ▼❋P ✈❡❝t♦r ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜②

∆~b❋❊▼✴♠❡❛sx = ❘❡
{
∆~bx

❋❊▼✴♠❡❛s
}
+ ■♠

{
∆~bx

❋❊▼✴♠❡❛s
}
. ✭✸✳✶✺✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❚P❘✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞

sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ ✈❡❝t♦r ~Id ❝♦♥t❛✐♥s r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s✱ t❤❛t t❤❡

✭❛✮ ❈✉r✈❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦r♠ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ λ✲✈❛❧✉❡s ❢♦r
0◦✲ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ 90◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭r❡❞✮ ❢♦r t❤❡ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦✳ ❇♦t❤
❝✉r✈❡s s❤♦✇ ❛ ▲✲s❤❛♣❡✳

✭❜✮ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ λ✲✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐✲
❝❛t❡❞ ✐♥ ✭❛✮✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝♦♥t♦✉r ✐♥✲
❞✐❝❛t❡s t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ❢♦r ▼◆❊ ✇✐t❤
❚P❘ ✐♥ ❊❈❊ ❢♦r t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮✳

✼✸



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✸✳✶✻✮ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r

❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❘❖■ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ~Id✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮✱

❛ r❡❛❧ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ ~Id✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱

t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ~b
❋❊▼✴♠❡❛s
x ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✮

t❤❛t r❡q✉✐r❡s r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✹✮ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r②

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

~Id = [L]❚
[
[L][L]❚ + λ[I]

]−1
∆~b❋❊▼✴♠❡❛s

x . ✭✸✳✶✻✮

❋✐❣✳ ✸✳✷✶ ❛ s❤♦✇s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦r♠ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ❢♦r t❤❡ t✇♦

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s 0◦ ❛♥❞ 90◦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✸✳✶✻✮✳ ◆♦✇✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

❛ ▲✲s❤❛♣❡❞ ❝✉r✈❡ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

λ ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛rr♦✇s✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣ ✐s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✶ ❜✳ ■t s❤♦✇s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦

✭✸✳✶✹✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣ s❤♦✇s ❛ ✇♦rs❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✵ ❜✮✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ▼❋P

∆~b
❋❊▼✴♠❡❛s
x ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✳✶✺✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤✐s st✉❞②✳

✸✳✸✳✹ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

Pr✐♥❝✐♣❧❡ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t sq✉❛r❡ ❧♦♦♣s ✈❡❝t♦r ~Id ❝♦♥t❛✐♥s

s❡✈❡r❛❧ ③❡r♦s ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✾✮✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ▲✷✲♥♦r♠ t❡r♠ ❡♥❛❜❧❡s ❛ s♣❛t✐❛❧❧②

s♠♦♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥ ~Id ❬✽✼❪✳ ❚♦ ♣r✐✈✐❧❡❣❡ ③❡r♦✲✈❛❧✉❡s ✐♥ ~Id✱ t❤❡ ▲✶✲♥♦r♠ t❡r♠ ✐s ❛❞❞❡❞✳

❚❤✐s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❊◆❘✳ ❚❤❡ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜②

❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t r❡q✉✐r❡s r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ✐♥♣✉t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r②

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❋P ∆~b❋❊▼✴♠❡❛s ✭✸✳✶✺✮ ✐s ✉s❡❞✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ▼◆❊ ✭✸✳✶✶✮

✇✐t❤ ❊◆❘ ❬✶✵✼❪ ✐♥ ❊❈❊ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s

argmin
~Id∈RM×1

(
1

2N

∥∥∥∆~b❋❊▼✴♠❡❛s
x − [L]~Id

∥∥∥
2

2︸ ︷︷ ︸
❉❛t❛ t❡r♠

+λ

(
1− γ

2

∥∥∥~Id
∥∥∥
2

2
+ γ

∥∥∥~Id
∥∥∥
1

)

︸ ︷︷ ︸
❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠

)
, ✭✸✳✶✼✮

✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘ ✐♥ ▲❋❊

✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✮✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠✲✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉✲

❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r

λ♠❛① ❬✶✵✼❪ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

λ♠❛① =
max

(
[L]❚∆~b❋❊▼✴♠❡❛s

)

Nγ
. ✭✸✳✶✽✮

❋♦r ❧❛r❣❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ ✈❡❝t♦r ~I❞ ✇✐❧❧

❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ③❡r♦s✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛✲

✼✹



✸✳✸✳ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

t✐♦♥ ❢❛❝t♦r λ❢❛❝ ❜②

λ = λ❢❛❝λ♠❛①, ✭✸✳✶✾✮

✇❤❡r❡ λ❢❛❝ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✳ ■❢ λ❢❛❝ = 0✱ ♥♦ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳

■❢ λ❢❛❝ = 1✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡q✉❛❧s λ = λ♠❛①✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐s s❡❛r❝❤❡❞ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r λ❢❛❝✳ ❚❤✐s

❡♥s✉r❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ λ♠❛①✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✷ s❤♦✇s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦r♠ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ❡①❡♠♣❧❛r② ❢♦r

γ = 0.5 ❛♥❞ λ❢❛❝ ✈❛r②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡❞

❝r❛❝❦✳ ❚❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❬✽✸❪ ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♥♦t

▲✲s❤❛♣❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✿ ❈✉r✈❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦r♠ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ❢♦r λ❢❛❝✲✈❛❧✉❡s
❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✳ ❚❤❡ 0◦✲ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ 90◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭r❡❞✮ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✇✐t❤
t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❇♦t❤ ❝✉r✈❡s ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❛ ▲✲s❤❛♣❡✳ ❆r❡❛s ✇✐t❤
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs λ❢❛❝ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❡♥❧❛r❣❡❞ ✭r✐❣❤t✮✳

✳

P❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡s ❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ P❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞

t♦ s❡❧❡❝t ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ γ✲λ❢❛❝✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡❞

❝r❛❝❦ ❛❝ts ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ▼❋Ps ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❝t ❛s ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

γ = [10−10, 10−9, · · · , 1] ✇✐t❤ λ❢❛❝ = [10−10, 10−9, · · · , 10−1] ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s

0◦ ❛♥❞ 90◦✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ~I❞ ❛r❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹ t♦ ❣❡t

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣s ~j❛❜s =
[
‖~j1‖2 ‖~j2‖2 · · · ‖~jm‖2 · · · ‖~jM‖2

]❚
✱

✼✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✿ P❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡s ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ γ ❛♥❞ λ❢❛❝ ❢♦r ❊◆❘ ✐♥ ❊❈❊ ❜❛s❡❞ ♦♥
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ♦❢ t✇♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s 0◦ ❛♥❞ 90◦✿ ❚❤❡ ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ◆❘▼❙❊ ✭✸✳✷✵✮
✭❛✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣ ✭❜✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦♥❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t γ✲λ❢❛❝✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✱ s❤♦✇s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❞❛r❦ ❜❧✉❡✮ ❢♦r γ = 10−1

❛♥❞ λ❢❛❝ = 10−6✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠
♠❛♣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❝✮✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ sq✉❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s✉❜s❡t t❤❛t
✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✳

✇❤❡r❡ m ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ◆❘▼❙❊ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✸ ❛✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r

❡❛❝❤ γ✲λ❢❛❝✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣ ~j❛❜s

✭❋✐❣✳ ✸✳✷✸ ❝✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♦♥❡ ~j❝♦rr❛❜s =
[
‖~j1‖❝♦rr2 ‖~j2‖❝♦rr2 · · · ‖~jm‖❝♦rr2 · · · ‖~jM‖❝♦rr2

]❚

✭❋✐❣✳ ✸✳✷✸ ❜✮ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ◆❘▼❙❊ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

◆❘▼❙❊ =

√
1

M

∑M
m=1

(
j❛❜s(m)− j❝♦rr❛❜s (m)

)2
(
max

(
~j❝♦rr❛❜s

)
−min

(
~j❝♦rr❛❜s

)) , ✭✸✳✷✵✮

✇❤❡r❡ M ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❘❖■✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ❡rr♦rs ✭❋✐❣✳

✸✳✷✸ ❛✱ ❞❛r❦ ❜❧✉❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ♥♦r♠ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ γ = 10−5 ❛♥❞

γ = 10−1 ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs λ❢❛❝ ❜❡t✇❡❡♥ λ❢❛❝ = 10−10 ❛♥❞ λ❢❛❝ = 10−6✳

❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧

◆❘▼❙❊ ✭γ = 10−1 ❛♥❞ λ❢❛❝ = 10−6✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✸ ❝✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ γ = 10−1 ❛♥❞ λ❢❛❝ = 10−6 ✐s ❝❤♦s❡♥✳

✳

P❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡s ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ❋♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❞❛t❛✱ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r λ❢❛❝

✼✻



✸✳✸✳ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❆ sq✉❛r❡ ♦❢ 3×3 ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✸✱ ❜❧❛❝❦ sq✉❛r❡✮

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘

✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ✾ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ st❛r✲

s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦ ❛t t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ 0◦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

γ = 10−3 ❛♥❞ λ❢❛❝ = 10−5 ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t

s❤♦✇❡❞ t❤❡ st❡❡♣❡st ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣✳

✸✳✸✳✺ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣ ❢♦r t❤❡

st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦ ❜② ▼◆❊ ✇✐t❤ ❚P❘ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✹ ❛✮ ❛♥❞ ❊◆❘ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✹ ❜✮ s❤♦✇s t❤❛t

t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡

✭❛✮ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❚P❘ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲✲
❝✉r✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

✭❜✮ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡✲
❧❡❝t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs γ = 10−1 ❛♥❞
λ❢❛❝ = 10−6✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣s ❢r♦♠ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝♦♥t♦✉r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳

✭❛✮ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❚P❘ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲✲
❝✉r✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

✭❜✮ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡✲
❧❡❝t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs γ = 10−1 ❛♥❞
λ❢❛❝ = 10−6✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣s ❢r♦♠ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝✐r❝❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳

✼✼



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

st❛r ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ✺♠♠ ❜② ❊◆❘ ❛♥❞ ❚P❘✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❜♦t❤

♠❡t❤♦❞s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s t♦♦ ❧❛r❣❡✱ r♦✉❣❤❧② ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✽ ✲ ✶✳✷♠♠✳

❇♦t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s❤♦✇ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✺ s❤♦✇s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣s ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣

✇✐t❤ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s 0◦ ❛♥❞ 90◦✳

❚❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❇♦t❤ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❚P❘ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✺ ❛✮

❛♥❞ ✇✐t❤ ❊◆❘ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✺ ❜✮ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✺♠♠ ❝♦rr❡❝t❧②✳

✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❋✐❣✳ ✸✳✷✻ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠

♠❛♣s ❛s ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t

t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❧❛②❡rs ✶ t♦ ✹✳ ❆t ❧❛②❡r ✶✱ t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❚P❘ s❡❧❡❝t❡❞ t♦♦ s♠❛❧❧

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥♦✐s② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣✳

❚❤❡ st❛r s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❊◆❘ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❚P❘✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ✈✐s✐❜❧❡✱ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡

r❡❧✐❛❜❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞✉❡ t♦ ❛ ❜❧✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠

♠❛♣s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✻✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣s ❢♦r t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡❞
❞❡❢❡❝t ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ❚P❘ ❛♥❞ ❊◆❘✳

❚❤❡ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❚P❘ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s s❤♦✇s ❛ ✇♦rs❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧t

✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✺✵❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠

✇❛s s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ❚P❘✳ ❇✉t t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐s ❜❡tt❡r t♦

r❡❝♦❣♥✐③❡ ✐♥ t❤❡ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❚P❘ ❢♦r ❧❛②❡rs ✸ ❛♥❞ ✹ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❬✺✵❪✳ ❚❤❡ ▼◆❊ ✇✐t❤

❊◆❘ s❤♦✇s s❧✐❣❤t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❛r s❤❛♣❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❬✺✵❪✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✼ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣s ❢♦r t❤❡ ❝②❧✐♥✲

❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝t ❜② ▼◆❊ ✇✐t❤ ❚P❘ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✼✱ t♦♣✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❊◆❘ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✼✱ ❜♦tt♦♠✮ ❛s
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✸✳✸✳ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣s ❢♦r t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ r❡❣✉✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❚P❘ ❛♥❞ ❊◆❘✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝✐r❝❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳

♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s 0◦ ❛♥❞ 90◦✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❢♦r

❜♦t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ◆♦ ❞✐✛❡r✲

❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❚P❘ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

t♦ ❊◆❘ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳

✸✳✸✳✻ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❚P❘ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦✱ t❤❡ ❊◆❘ s❧✐❣❤t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❚P❘ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢

t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡✳ ❋♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t✱ ♥♦ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❢♦❝✉s ♦♥

♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ❢♦r ❞❡❡♣❡r ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡

r❛t✐♦✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛s ✐t s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

s❝❤❡♠❡ ❬✺✸❪ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡

♦♣t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❡

✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✮ ❛ss✉♠❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥✜♥✐t❡ t❤✐♥ ♠❡t❛❧ ♣❧❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ♣❛rt❧② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡

✇♦rs❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❊❞❞② ❈✉rr❡♥t
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✸✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❙✉♠♠❛r②

❚❤❡ ▼◆❊ ✐♥ ▲❋❊ s❤♦✇❡❞ r❡♣❡❛t❛❜❧❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤

❝♦rr❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ st❛❜❧❡ ❢♦r ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s✳

❚❤❡ ✉s❡❞ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❆❋❙ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ♦❢ r❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠

❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♦r q✉❛❞r❛t✐❝ s❤❛♣❡ ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ♥♦ ❝♦♠♣❧❡①

s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

❡①❛♠♣❧❡s✱ ❞❡❢❡❝ts ✉♣ t♦ ✽♠♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ▼◆❊ ✐♥ ❊❈❊ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✭❧✐❦❡

t❤❡ s❤♦✇♥ st❛r✲s❤❛♣❡✮✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡✳

❋♦r ❊❈❊✱ ♥♦ ❡✈❛❧✉❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s✐❣♥❛❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❡♣❡r ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❧❛♥❛r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦✐❧ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❡♣ ❞❡❢❡❝ts✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❊❈❊ s❡t✉♣ ✇❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ▲❋❊✱ ✉s✐♥❣ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣❧❛t❡s ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss

✶♠♠✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝t ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❧❛②❡rs ✷ ✭✶♠♠✮✱ ✸ ✭✷♠♠✮ ❛♥❞ ✺ ✭✹♠♠✮

❢♦r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❉❡❢❡❝ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡✈❛❧✉❛❜❧❡ ✉♣ t♦ ✹♠♠ ✇✐t❤

t❤✐s ❊❈❊ s❡t✉♣✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ▲❋❊ s❤♦✇s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❞❡❢❡❝t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❞❡❡♣❡r

❞❡❢❡❝ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❊❈❊ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳
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✹ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆❞❛♣t❡❞

▲❛♥❞✇❡❜❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✸✸❪ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐t✲

❡r❛t✐✈❡❧② s♦❧✈❡s ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■t ✉s❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

r❡s✐❞✉❛❧ ❛s s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣

♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❬✶✸✹❪ ❛♥❞ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t

✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❬✶✸✺❪✳

❚❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❬✻✽❪ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r② ❬✻✾❪✳

❋✉rt❤❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡s ♦❢ ❡❧❛st♦❣r❛♣❤② ❬✼✶✱ ✶✸✻❪✱ ❡❛rt❤ s❝✐✲

❡♥❝❡ ❬✶✸✼❪✱ ♦♣t✐❝s ❬✶✸✽❪ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❬✶✸✾✱ ✶✹✵❪✳ ❚❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ✇✐❞❡❧②

❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s ♦❢ t♦♠♦❣r❛♣❤② s✉❝❤ ❛s ♠❛❣♥❡t r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❬✼✵✱✼✶❪✱ ❡❧❡❝✲

tr✐❝❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❬✼✷❪✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❬✼✸✱ ✼✹❪✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧

❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❬✼✺✕✼✽❪✱ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠❡t❤♦❞s ❬✶✹✶✱✶✹✷❪ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r

t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠❡t❤♦❞s ❬✼✾✕✽✶❪✳

■♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦r ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t

✐s ❛ ❣r❛② s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ❛s ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥

❬✼✺❪✱ t❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❢✉③③② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r t♦

s✉♣♣r❡ss ❧♦✇ ❣r❛②✲❧❡✈❡❧ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛❝ts ❛s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡

✐s tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ▲❋❊ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ❬✶✸✸❪ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s

~θi+1 = ~θi − η [L]❚
(
[L] ~θi −∆~F❋❊▼✴♠❡❛s

)
, ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ ~θi+1 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ η ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~θi✳ ❚❤❡

❧❡❛❞ ✜❡❧❞ ♠❛tr✐① [L] ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❆❋❙✮ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✷✮✳

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ~θi+1✱ ❜✉t ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~θi+1 s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❡s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞

✽✶



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠

③❡r♦s ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐❞❡❛ ❛♣♣❧✐❡s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ t♦ ~θi+1 s✉❝❤ t❤❛t

~θi+1,t❤(k) =




0 ✐❢ ~θi+1(k) ≤ t❤

(
max

(
~θi+1

)
−min

(
~θi+1

))

1 ✐❢ ~θi+1(k) > t❤

(
max

(
~θi+1

)
−min

(
~θi+1

)) , ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ k r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ~θi+1✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ~θi+1,t ❛❝t ❛s ♥❡✇ ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡

♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ ✭✹✳✶✮✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥

❝❛♥ ❣✐✈❡ ❜❡♥❡✜ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✱ s✐③❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣✳

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ st❡♣ s✐③❡ η ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞

❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞

❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s

t❤❡♠ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭▼◆❊✮ ✇✐t❤ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❊◆❘✮ ❛♥❞ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❚P❘✮ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ❚❤✐s

❈❤❛♣t❡r ❝♦♥t❛✐♥s ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✸❪✳

✹✳✷ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s

✹✳✷✳✶ ❙❡t✉♣

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❆ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦❢ s✐③❡ L × W × H = 400♠♠ × 400♠♠ ×
100♠♠ ✐s ♠♦✈❡❞ ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✇✐t❤ ❛ ✈❡❧♦❝✲

✐t② v = 0.1♠✴s✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ✇✐t❤ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✿ ❆ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛
❞❡❢❡❝t ✐s ♠♦✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✳

✽✷



✹✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s

σ0 = 21▼❙✴♠✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ∆z = 2♠♠✳ ❚❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✐s ❧♦✲

❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❧✐❢t✲♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ δz = 1♠♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡

♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D♠ = 15♠♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡✲

t✐③❛t✐♦♥ ~M = Br/µ0 ~ez (Br = 1.43❚)✱ ✇❤❡r❡ Br ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡♠❛♥❡♥❝❡✳

❆ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r D❞ = 5♠♠ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ x✲y✲♦r✐❣✐♥✳

❉✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ♦❢ d = 2, 4 ❛♥❞ 8♠♠ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

∆F❋❊▼
x ✱ ∆F❋❊▼

y ❛♥❞ ∆F❋❊▼
z ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ s♦❧✈❡❞ ❜②

❋❊▼ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✷✮ ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ |x| ≤ 25♠♠ ❛♥❞ |y| ≤ 25♠♠✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡r t❡st ✭❋✐❣✳ ✹✳✷✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠

s❤❡❡ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ∆z = 2♠♠✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡s

L×W×H = 250♠♠×50♠♠×50♠♠✳ ■t ✐s ♠♦✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t

♠❛❣♥❡t ✇✐t❤ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② v = 0.1♠✴s✳ ❚❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❞✐❛♠❡t❡r

♦❢ D♠ = 22.5♠♠ ❛♥❞ ❛ ❤❡✐❣❤t ♦❢ H♠ = 17.6♠♠ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ❜②

~M = Br/µ0 ~ez (Br = 1.43❚)✳ ■t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ δz = 1♠♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡

s♣❡❝✐♠❡♥✳

❆ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D❞ = 5♠♠ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t H❞ = 2♠♠ ✐s ❧♦❝❛t❡❞

❛t t❤❡ x✲y✲♦r✐❣✐♥ ✭❋✐❣✳ ✹✳✷✮✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 2, 4 ❛♥❞ 8♠♠ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣✿ ❆ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛
❞❡❢❡❝t ✐s ♠♦✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✳

❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡

♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✷✺ r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠

✹✳✷✳✷ ❆❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ▲❋❊✱ ❛ r❡❢❡r✲

❡♥❝❡ ❝❛s❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡t ✇✐t❤ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧

❞❡❢❡❝t ❛t ❞❡♣t❤ d = 2♠♠ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ❦♥♦✇♥✳

❚❤✉s✱ ♦♥❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❧❛②❡r ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ 1♠♠ × 1♠♠ × 2♠♠ ✈♦①❡❧s

✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❘❖■✮ [−25,−24, . . . , 25]♠♠ ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞

t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ∆F❋❊▼
x ✳ ❚❤❡ ✈♦①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~θ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❚❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✹✳✶✮ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✭✹✳✷✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

~θi+1 = ~θi,t❤ − η [L]❚
(
[L] ~θi,t❤ −∆~F❋❊▼✴♠❡❛s

)
, ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ ~θi+1 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ η ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

✈❡❝t♦r ~θi,t❤ ✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞ ♠❛tr✐① [L] ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❆❋❙ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✷✮✳ ❚❤❡ st❡♣ s✐③❡ η

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ 0 < η < 2/S2

1
✱ ✇❤❡r❡ S1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡

♦❢ [L] ❬✶✸✸❪✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛❧✉❡❞ ~θi+1✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ~θi+1 ✐s

t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✷✮ ❛♥❞ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ ✭✹✳✸✮ ❛s t❤❡ ♥❡✇ ❝✉rr❡♥t ~θi,t❤ ✳

❚❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ~θ0✳ ■t ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤

③❡r♦s ❛♥❞ ♦♥❡ ❵1✬ ❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✈♦①❡❧ ❛t x = y = 0✳ ❚❤❡ ✷❉

✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ~θ0 ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✱ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s I✱ st❡♣ s✐③❡ η ❛♥❞

t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤✱ ♣❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡ η = 1/S2

1
❛♥❞

t❤ = 0.5 ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s I = [1, 10, 100, 1000, 10000]

s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❡st❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤✱ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣

t❤ = [0.125, 0.25, . . . , 0.875] s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ I ❛♥❞ t❤❡ ✜①❡❞ st❡♣

s✐③❡ η = 1/S2

1
✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ η s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ I ❛♥❞ t❤ ✐♥ t❤❡

r❛♥❣❡ 0 < η < 2/S2

1
✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s t❤❡ ◆❘▼❙❊✳

◆❘▼❙❊ =
1

3

∑

i=x,y,z

√
1

N

∑N
n=1

(
∆F❆❋❙

n,i −∆F
❋❊▼✴♠❡❛s
n,i

)2

min
[
R❆❋❙, R❋❊▼✴♠❡❛s

]

✇✐t❤ R❆❋❙ = max
(
∆~F❆❋❙

i

)
−min

(
∆~F❆❋❙

i

)

❛♥❞ R❋❊▼✴♠❡❛s = max
(
∆~F

❋❊▼✴♠❡❛s
i

)
−min

(
∆~F

❋❊▼✴♠❡❛s
i

)
, ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ n ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✳ ❚❤❡ ◆❘▼❙❊ ❞❡s❝r✐❜❡s

t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❘❙ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞

t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❉❘❙ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝t✳

✽✹



✹✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s

◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❋✐❣✳ ✹✳✸ s❤♦✇s ~θ1 ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✸✮✳

❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ = 0.5 ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤ = 0.02 ❛s

t❤❡ s✐❞❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ ~θ1 ❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✭❋✐❣✳ ✹✳✸✱ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❝♦❧♦r s❝❛❧❡✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡

t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ~θ1,t❤ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ~θ0✳ ❋✐❣✳ ✹✳✸

❢✉rt❤❡r s❤♦✇s t❤❛t ~θ1,t❤ ❛❝ts ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

~θ2 ✐s t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ~θ2,t❤ ❛❝t ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ t❤✐r❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞

s♦ ♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ~θi ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✭✹✳✸✮ ❢r♦♠

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦♥✇❛r❞s ✭❋✐❣✳ ✹✳✸✱ t♦♣✮✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞❡❞

~θi,t❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❢t❡r ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✹✳✸✱ ❜♦tt♦♠✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❢❡❝t ✇♦✉❧❞

❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✭✹✳✸✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ❛♥❞ I = 1 ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ▲❋❊✿ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ~θ0
❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ~θ1✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ~θ1,t❤ ❛❝ts ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥ ❡t❝✳

❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛❧✉❡s ≤ 0 ♦❢ ~θi ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② ❞❛r❦ ❜❧✉❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝
s❝❛❧✐♥❣✳

❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ st❡♣ s✐③❡ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ st❡♣ s✐③❡ η = 1/S2

1
✱ ✐t t✉r♥❡❞

♦✉t t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❋✐❣✳ ✹✳✹ ❧❡❢t s❤♦✇s t❤❛t ❛

s♠❛❧❧ t❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧❛r❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♥♦♥❡ ♦❢

t❤❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs t❤ = [0.125, 0.25, . . . , 0.875] ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ✜①❡❞

t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐❢ ❛ ✜①❡❞ st❡♣ s✐③❡ ✐s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢

t❤❡ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ = 0.02 ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ η ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛ s♠❛❧❧

❞❡❢❡❝t ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐❢ η ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡r ♦♥❡ ✐❢ η ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✭❋✐❣✳ ✹✳✹✱ r✐❣❤t✮✳ ■♥

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛s t♦ ❜❡ ✜①❡❞✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ ✐s ✜①❡❞ t♦

η = 1/S2

1
✳

✽✺



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ ❛♥❞ st❡♣ s✐③❡ η ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
✈❡❝t♦r ~θ1,t❤ ✿ ■❢ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ η ✐s ✜①❡❞ ✭❧❡❢t✮✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r
~θ1,t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤✳ ■❢ t❤ ✐s s♠❛❧❧ ✭t♦♣ ❧❡❢t✮ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡❢❡❝t
✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❆ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ ✭r✐❣❤t✮ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛♥❣✐♥❣
st❡♣ s✐③❡ η ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~θ1,t❤ ✐❢ η ✐s s♠❛❧❧
✭t♦♣ r✐❣❤t✮ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

❉❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞

❧❛②❡r✲✇✐s❡✳ ■t ✉s❡s ❛ ✜①❡❞ st❡♣ s✐③❡ η = 1/S2

1
❛♥❞ s❡❛r❝❤❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ❜② t❡st✐♥❣

❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs t❤✳ ❚❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ S1 ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛❞ ✜❡❧❞

♠❛tr✐① [L] ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✷✮✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❢♦✉r✲st❡♣ ❛♣♣r♦❛❝❤

t❤❛t r❡❞✉❝❡s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r r❛♥❣❡ ✐♥ ❡✈❡r② st❡♣ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ ✜rst ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧

◆❘▼❙❊ ❜② t❡st✐♥❣ t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ [0, 0.01, . . . , 0.2] ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡

♥❡✇ ✜♥❡r t❤✲r❛♥❣❡ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s

t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊✳ ❚❤✐s st❡♣ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ t❤r❡❡ t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t❤✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤✲r❛♥❣❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② st❡♣ ❢r♦♠ ✵✳✵✶✱

✵✳✵✵✶✱ t♦ ✵✳✵✵✵✶ ❛♥❞ ✵✳✵✵✵✵✶✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝t

❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~θt❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝t✳

✹✳✸ ❘❡s✉❧ts

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✺ ❢♦r

t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 2, 4 ❛♥❞ 8♠♠✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s

♦❢ ✹✳✽✸✪✱ ✺✳✸✵✪ ❛♥❞ ✻✳✸✺✪ ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s✳ ❋✐❣✳ ✹✳✺ s❤♦✇s

t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❧❛②❡rs✱ ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆❘▼❙❊✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❞✐st✐♥❝t ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✭❋✐❣✳ ✹✳✺ ❛✲❝✮✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥

s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛t x = y = 0✳

✽✻



✹✳✸✳ ❘❡s✉❧ts

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡✲
❜❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r d = 2, 4 ❛♥❞ 8♠♠✳ ❚❤❡ ❝✐r❝❧❡
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r✲❝♦❞✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❋✐❣✳ ✹✳✺✳ ❚❤❡
❣r❛② ❤❛t❝❤✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧s t❤❛t t❤❡ y✲❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦♦
❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ ❣r❛② ❞❛s❤❡❞ ❡❧❧✐♣s❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦①❡❧s✳

❉❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d ✐♥ ♠♠ ✷ ✹ ✽

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❛②❡r
✳ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ 2.5 · 10−2 5.3 · 10−3 4.23 · 10−4

❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡♣t❤ ✐♥ ♠♠ ✷ ✹ ✽
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ d0
✳ ❢r♦♠ [0, 0] ✐♥ ♠♠

✵ ✵ ✵

❙✐③❡ ✐♥ ♠♠2 ✸✶ ✸✸ ✸✶
❙✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠♠2 ✶✶✳✸✼ ✶✸✳✸✼ ✶✶✳✸✼
x✲❡①t❡♥s✐♦♥ x❡ ✐♥ ♠♠ ✺ ✺ ✺
y✲❡①t❡♥s✐♦♥ y❡ ✐♥ ♠♠ ✼ ✾ ✼
◆❘▼❙❊ ✐♥ ✪ ✹✳✽✸ ✺✳✸✵ ✻✳✸✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❉❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s
d = 2, 4 ❛♥❞ 8♠♠ ✭❛✲❝✮✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❧❛②❡rs
❛r❡ ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆❘▼❙❊✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ✭r❡❞✮
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❜❧❛❝❦ ❝②❧✐♥❞❡r✳

✽✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ x❡ ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ y❡ ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t✇♦

✈♦①❡❧s t♦♦ ❧❛r❣❡ ✭❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ❣r❛② ❤❛t❝❤✐♥❣✮ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛t t❤❡ ❞❡♣t❤s d = 2 ❛♥❞ 8♠♠✳

❚❤❛t r❡❧❛t❡s t♦ ✸ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦①❡❧s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱

❣r❛② ❞❛s❤❡❞ ❡❧❧✐♣s❡s✮✳ ❋♦r d = 4♠♠✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ y❡ ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ✹ ✈♦①❡❧s t♦♦

❧❛r❣❡ ✭❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ❣r❛② ❤❛t❝❤✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦①❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ ❛ r♦✉♥❞

❞❡❢❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✈♦①❡❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s✐③❡ ❡rr♦rs ♦❢ 11.37♠♠2 ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝ts

❛t d = 2 ❛♥❞ 8♠♠ ❛♥❞ ♦❢ 13.37♠♠2 ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛t d = 4♠♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs t❤ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✭❚❛❜❧❡ ✹✳✶✮✳

✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ✷✺ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t tr✐❛❧s ❛r❡ s❤♦✇♥

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳ ❚❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝ts s❤♦✇ ❤♦✇ ♦❢t❡♥ ♦♥❡ ✈♦①❡❧ ✐s

r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✺ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ ✷✺ tr✐❛❧s✳

❚❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞❡❞ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r d = 2♠♠✳ ❋♦r

d = 4♠♠✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡♣t❤ ✐s 2♠♠ ✭❚❛❜❧❡ ✹✳✷✮✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛t d = 8♠♠

✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t 4♠♠ ✐♥ ✷✸✴✷✺ ❝❛s❡s ❛♥❞ ❛t 6♠♠ ✐♥ ✷✴✷✺ ❝❛s❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡❢❡❝t

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐❦❡

❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ x✲y✲♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡

s❧✐❣❤t❧② s❤✐❢t❡❞✳ ❚❤✐s s❤✐❢t ✐♥ ♠❛✐♥❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❡❧♦✇ 1♠♠✱ r❡✢❡❝t❡❞ ❜②

t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ d0✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❢❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥s ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ x❡ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② t♦♦

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞
▲❛♥❞✇❡❜❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ♠❡❛♥± st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤✳
❚❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❲r♦♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡♣t❤s ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆❘▼❙❊ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛st❡r✐s❦s✳

❉❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d ✐♥ ♠♠ ✷ ✹ ✽

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❛②❡r
✳ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

❋r❡q✉❡♥❝② ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈♦①❡❧s
✳

❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ 2.01 ·10−3±8.59 ·10−5 6.9 · 10−3 ± 3.97 · 10−5 6.9 · 10−3 ± 3.97 · 10−5

❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡♣t❤ ✐♥ ♠♠ ✷ 2∗ 4.24± 0.66∗

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ d0
✳ ❢r♦♠ [0, 0] ✐♥ ♠♠

0.82± 0.08 0.64± 0.08 0.67± 0.24

❙✐③❡ ✐♥ ♠♠2 27.40± 0.50 28.64± 0.49 27.04± 0.73
❙✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠♠2 7.77± 0.50 9.01± 0.49 7.41± 0.74
x✲❡①t❡♥s✐♦♥ x❡ ✐♥ ♠♠ 4.48± 0.51 4.80± 0.41 4.60± 0.50
y✲❡①t❡♥s✐♦♥ y❡ ✐♥ ♠♠ 7.68± 0.48 8.00± 0 7.84± 0.37

◆❘▼❙❊ ✐♥ ✪ 10.27± 0.14
11.33± 0.14
(10.68± 0.13)∗

14.37± 0.24
(13.54± 0.24)∗

✽✽



✹✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❉❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t tr✐❛❧ ♥♦✳ ✶ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t
❞❡♣t❤s d = 2, 4 ❛♥❞ 8♠♠ ✭❛✲❝✮✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠
❧❛②❡rs ❛r❡ ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆❘▼❙❊✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊
✭r❡❞✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❜❧❛❝❦ ❝②❧✐♥❞❡r✳

s♠❛❧❧ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠❡❛♥ y❡ ❛r❡ ❛ ❜✐t t♦♦ ❧❛r❣❡ ✭❚❛❜❧❡ ✹✳✷✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♠❡❛♥ s✐③❡ ❡rr♦rs

a❞ ❜❡t✇❡❡♥ 7.41♠♠2 ❛♥❞ 9.01♠♠2✳ ■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✭❚❛❜❧❡ ✹✳✶✮✱

t❤❡ ♠❡❛♥ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝ts

♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❢♦r tr✐❛❧ ✶ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻ ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ◆❘▼❙❊✳

❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r d = 2♠♠✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 4 ❛♥❞ 8♠♠

t❤❡ ✧❤♦t s♣♦ts✧ ✭❡✳❣✳ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊✮ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡♣t❤s

❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t 2♠♠ ❛♥❞ 4♠♠✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❙◆❘ ✭❋✐❣✳ ✸✳✺ ❜✱ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✱ t❤❡

❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞

❉❘❙s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 2, 4 ❛♥❞ 8♠♠✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ✐♥

❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ s✐♥❣❧❡ tr✐❛❧s✳

✹✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡s ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❛❞❡q✉❛t❡ s✐③❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❛t t❤❡ ❞❡♣t❤s d = 2, 4 ❛♥❞ 8♠♠ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛

s❡ts✳

❋♦r t❤❡ ❉❘❙s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛❞❡q✉❛t❡ s✐③❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱

❜✉t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ❢♦r d = 2♠♠✳ ❋♦r d = 4 ❛♥❞ 8♠♠

✽✾



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠

t❤❡ ❞❡♣t❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❞❡❢❡❝ts ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥

✉♣♣❡r s✉r❢❛❝❡ s❤♦✇ s♠❛❧❧❡r ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ♠✐❣❤t ♦❝❝✉r ❛s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞

s♦❧✉t✐♦♥ ❆❋❙ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥

t❤❡ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ❧❡ss ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✱

t❤❡ ◆❘▼❙❊ ♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧❡r✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛❜♦✈❡ t❤❡

❝♦rr❡❝t ♦♥❡ ✭❚❛❜❧❡ ✹✳✷✮ ♠✐❣❤t ❜❡ ♣❛rt❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳

❚❤❡ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘ ❛♥❞ ❚P❘ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r s❤♦✇❡❞ ❛ ❝♦rr❡❝t

❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡

✉s❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞ ✐❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❆❋❙ ✐s ✉s❡❞✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❆❋❙ ❛ss✉♠❡s

❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦♥❞✉❝t♦r ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❈❤❛♣t❡r ✷✳✶✳✹✳✷✮✳ ❚❤❛t ♠✐❣❤t

❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡♣t❤ ✐s ❝♦rr❡❝t ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛r❡ ❧❛r❣❡r ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣✳

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ▼❆❚▲❆❇➤ ✷✵✶✽❜ ✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡❧➤ ❈♦r❡ ➋ ✐✼✲

✹✼✾✵❑ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥ ✸✷●❇ ♦❢ ❘❆▼✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

✈❡❝t♦r θt❤ ♥❡❡❞s ≈ ✵✳✸✺ s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❚P❘ ♦r ❊◆❘ t❤❛t ♥❡❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✺ s

❛♥❞ ✸ s ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✻✮✳ ❋♦r ♦♥❡ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

✈❡❝t♦rs θt❤ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r ✻✺ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs t❤ ❜② t❤❡

❛❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❚P❘ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✱ ❞❡❢❡❝t

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ✺✵✵ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ ❛♥❞ ❢♦r

❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✵✶ ❛♥❞ ✵✳✾✾ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ■♥

▼◆❊ ✇✐t❤ ❊◆❘ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ✷✵✵

❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱

t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s ❧❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧s ♣❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r

✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ▼◆❊ ✇✐t❤ ❚P❘ ❛♥❞ ❊◆❘✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞

▲❛♥❞✇❡❜❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r

♠❡t❤♦❞ ♦r ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳

✾✵



✺ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞

❆r❡❛ ❆♣♣r♦❛❝❤

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥✳

Pr❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❬✶✵✱ ✶✼✱ ✷✷❪ ✐♥ ▲❋❊ ✉s❡❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❆❋❙✮✳ ■t ✐s

❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s t♦ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✽❪ t❤❛t t❤❡ ❆❋❙ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡st ❛❝❝✉r❛❝②

✐♥ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ s❤❛♣❡✱ ❡✳❣✳ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♦r ❝✉❜♦✐❞❛❧ s❤❛♣❡✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉❜♦✐❞ ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♦❢ ❡q✉❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ t❤❡ ❢❛st

❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❆❋❙ ♦♥❧② t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❉❘❙ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✷✮✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❊❆❆✮ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❆❋❙✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❘❙ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✸✮✳ ❚❤❡ ❊❆❆ s❤♦✇s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r

t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ♥♦♥✲❡q✉❛❧ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤s ♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧

❞❡❢❡❝ts ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ❊❆❆ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ❆❋❙✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st✉❞② ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ ❜♦t❤ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❞✐❛♠❡t❡r

❛♥❞ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❊❆❆✳ ❋♦r t❤❛t

♣✉r♣♦s❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s ❛r❡

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✐t ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ ❛ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❊❆❆ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡t✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✇✐t❤ ❝②❧✐♥✲

❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ❛ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣

✐♥ ✺✳✷✳✶✳ ❚❤❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ✺✳✷✳✷ ❛♥❞ ✺✳✷✳✸ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤

s❝❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤ s❝❛♥✳ ❇♦t❤ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛✐♠ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❛t t❤❡

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❜✐❛s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❡✳❣✳

♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥✮ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s✲

❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞

❞❛t❛ s❡ts✳ ❆ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❞r❛✇♥ ✐♥ ✺✳✹✳ P❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✷✹❪ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ❬✷✺✕✷✼❪✳

✾✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆r❡❛ ❆♣♣r♦❛❝❤

✺✳✷ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s

✺✳✷✳✶ ❙❡t✉♣

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❆ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦❢ s✐③❡ L × W × H = 400♠♠ × 400♠♠ ×
100♠♠ ✐s ♠♦✈❡❞ ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✇✐t❤ ❛ ✈❡❧♦❝✐t②

v = 0.01♠✴s✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ✇✐t❤ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

σ0 = 30.61▼❙✴♠✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ∆z = 2♠♠✳ ❚❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t

✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❧✐❢t✲♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ δz = 1♠♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳

❚❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D♠ = 15♠♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ~M = Br/µ0 ~ez (Br = 1.17❚)✱ ✇❤❡r❡ Br ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡♠❛♥❡♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✿ ❆ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛
❞❡❢❡❝t ✐s ♠♦✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✳

❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❋✐rst✱ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t

✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r D❞ = 5♠♠ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ x✲y✲♦r✐❣✐♥✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ♦❢ d = 2, 4

❛♥❞ 8♠♠ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝t ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s L❞ × W❞ × H❞ =

12♠♠×2♠♠×2♠♠✱ ❛❧s♦ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ x✲y✲♦r✐❣✐♥✱ ❛t t❤❡ ❞❡♣t❤ d = 2♠♠ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳

❚❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ∆F❋❊▼
x ✱ ∆F❋❊▼

y ❛♥❞ ∆F❋❊▼
z ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦

r❡❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ s♦❧✈❡❞ ❜② ❋❊▼ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✷✮ ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥

|x| ≤ 25♠♠ ❛♥❞ |y| ≤ 25♠♠ ❢♦r t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ |x| ≤ 30♠♠ ❛♥❞ |y| ≤ 30♠♠

❢♦r t❤❡ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝t

❛s t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ s✐❞❡ ♠✐♥✐♠❛ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛✱ ❛r❡ ♠♦r❡ ❡①t❡♥❞❡❞

✭❋✐❣✳ ✺✳✷✮✳

✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡r t❡st ✭❋✐❣✳ ✺✳✸✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠

s❤❡❡ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ∆z = 2♠♠✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡s

L×W×H = 250♠♠×50♠♠×50♠♠✳ ■t ✐s ♠♦✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t

♠❛❣♥❡t ✇✐t❤ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② v = 0.1♠✴s✳ ❚❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❞✐❛♠❡t❡r

✾✷



✺✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ∆F❋❊▼
x ✱ ∆F❋❊▼

y ❛♥❞ ∆F❋❊▼
z ❢♦r t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞

❞❡❢❡❝t ✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉❜♦✐❞❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ✭❜✮✱ ❜♦t❤ ❛t ❞❡♣t❤ d = 2♠♠✳ ❚❤❡ s✐❞❡ ♠❛①✐♠❛
❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♠♦r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ✭❜✮✳

♦❢ D♠ = 22.5♠♠ ❛♥❞ ❛ ❤❡✐❣❤t ♦❢ H♠ = 17.6♠♠ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ❜②

~M = Br/µ0 ~ez (Br = 1.43❚)✳ ■t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ δz = 1♠♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡

s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❆ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D❞ = 5♠♠ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t H❞ = 2♠♠ ✐s

❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ x✲y✲♦r✐❣✐♥ ✭❋✐❣✳ ✺✳✸✮✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 2, 4 ❛♥❞ 8♠♠ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳

❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣✿ ❆ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛
❞❡❢❡❝t ✐s ♠♦✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✳

✾✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆r❡❛ ❆♣♣r♦❛❝❤

♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✷✺ r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳

✺✳✷✳✷ ❉✐❛♠❡t❡r✲❉❡♣t❤ ❙❝❛♥ ✭❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝t✮

■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❤❡✐❣❤t H❞ = 2♠♠ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠

s❤❡❡t t❤✐❝❦♥❡ss ∆z✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ✐s ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ❉❘❙

✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❆❋❙ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✷✮ ❛♥❞ ❜② ❊❆❆ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✸✮✳ ❋♦r t❤❡ ❊❆❆ t❤❛t

❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❘❙ ✭s❡❝t✐♦♥

✷✳✶✳✹✳✸✮✱ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦r ε ✭✷✳✸✷✮✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡

❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ❛t ❞❡♣t❤ d = 2♠♠ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r

ε = [0, 1, 2, . . . , 10] ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❋❊▼ ✭❋✐❣✳ ✺✳✷ ❛✮

✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❘▼❙❊ ✭✷✳✸✶✮✳ ❋✐❣✳ ✺✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ◆❘▼❙❊ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦rs

ε✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ P❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡s ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❊❆❆ ❢♦r ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝t✿
❆ st❛❜❧❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❘▼❙❊ ✇✐t❤♦✉t ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t
ε ≈ 6 ✭❛rr♦✇✮✳

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ε = 6✱ ❛s t❤❡ ◆❘▼❙❊ st❛rts t♦ s❛t✉r❛t❡ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t

✭❋✐❣✳ ✺✳✹✱ ❛rr♦✇✮✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦r ε ♦♥❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❢✉r✲

t❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆❘▼❙❊✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✸✸✮✳

❚❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝t s❤♦✇s ❛ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡ ✐♥ x✲y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡✳ ■♥ ❝♦♥✲

s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛①❡s ❧❡♥❣t❤s cx ❛♥❞ cy ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡r D❞ = 5♠♠✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❛r❡❛ A❡①t t❤❛t ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❊❆❆ ❡q✉❛❧s A❡①t = 30♠♠× 30♠♠

✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✸✷✮✳ ❚❤✐s ❛r❡❛

✐♥❝r❡❛s❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✸✷✮ ❢♦r ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ❧❛r❣❡r ❞✐❛♠❡t❡rs✳

❋♦r t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡rs D❞ = 1, 3, 5, . . . , 50

♠♠ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r ✶

✭❞❡♣t❤ d = 0♠♠✮ t♦ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r ✶✶ ✭❞❡♣t❤ d = 20♠♠✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡

◆❘▼❙❊ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❘❙ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❆❋❙ ♦r ❊❆❆ ❛♥❞ t❤❡ ❉❘❙ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❋❊▼

✾✹



✺✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s

◆❘▼❙❊ =
1

3

∑

i=x,y,z

√
1

N

∑N
n=1

(
∆F

❆❋❙✴❊❆❆
n,i −∆F

❋❊▼✴♠❡❛s
n,i

)2

min
[
R❆❋❙✴❊❆❆, R❋❊▼✴♠❡❛s

]

✇✐t❤ R❆❋❙✴❊❆❆ = max
(
∆~F

❆❋❙✴❊❆❆
i

)
−min

(
∆~F

❆❋❙✴❊❆❆
i

)

✇✐t❤ R❋❊▼✴♠❡❛s = max
(
∆~F

❋❊▼✴♠❡❛s
i

)
−min

(
∆~F

❋❊▼✴♠❡❛s
i

)
. ✭✺✳✶✮

❚❤❡ ◆❘▼❙❊ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs ♦❢ x✲✱ y✲ ❛♥❞ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r N ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts✳ ❆t ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ◆❘▼❙❊✱ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❚❤❡ ❧❛②❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ◆❘▼❙❊ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡

❞❡❢❡❝t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤✲s❝❛♥✳

✺✳✷✳✸ ▲❡♥❣t❤✲❲✐❞t❤✲❉❡♣t❤ ❙❝❛♥ ✭❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝t✮

❚❤❡ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❤❡✐❣❤t H❞ = 2♠♠ ✐s ❦♥♦✇♥✳

❚❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝✉❜♦✐❞❛❧✳ ❚❤❡ ❉❘❙ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤✲

✇✐❞t❤✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s L❞ = 1, 2, . . . 50♠♠ ❛♥❞ W❞ = 1, 2, . . . 50♠♠ ❜② ❆❋❙ ✭s❡❝t✐♦♥

✷✳✶✳✹✳✷✮ ❛♥❞ ❜② ❊❆❆ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✸✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❛♥ ❛♣♣r♦✲

♣r✐❛t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦r ε ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ❊❆❆✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❉❘❙

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❊❆❆ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ε = [0, 1, 2, . . . , 7] ❢♦r

t❤❡ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝t ♦❢ 12♠♠ × 2♠♠ × 2♠♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❋❊▼ ✭❋✐❣✳ ✺✳✷ ❜✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❘▼❙❊ ✭✷✳✸✶✮✳ ❋✐❣✳ ✺✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ◆❘▼❙❊

❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ε✳

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ε = 5✱ ❛s ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ◆❘▼❙❊ ❝❛♥

❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✭❋✐❣✳ ✺✳✺✱ ❛rr♦✇✮✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ 12♠♠× 2♠♠× 2♠♠ ❞❡❢❡❝t t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞

❛r❡❛ ❡q✉❛❧s A❡①t = 84♠♠ × 84♠♠ ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ P❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡s ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❊❆❆ ❢♦r ❛ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝t✿
❆ st❛❜❧❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❘▼❙❊ ✇✐t❤♦✉t ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t
ε ≈ 5 ✭❛rr♦✇✮✳

✾✺



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆r❡❛ ❆♣♣r♦❛❝❤

❞❡❢❡❝t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✸✷✮✳ ❚❤✐s ❛r❡❛ ❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✸✷✮ ❢♦r ♦t❤❡r ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝ts✳

❋♦r t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤ s❝❛♥✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢r♦♠ ✶st t♦ ✶✶t❤ ♠❡t❛❧

❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ◆❘▼❙❊ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✭✺✳✶✮✱ ❜✉t ♦♥❧② t❤❡ x✲ ❛♥❞ t❤❡ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t

❛r❡ ✉s❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ y✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ②✐❡❧❞❡❞ ♣❛rt❧② ✐♥st❛❜❧❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

❆t ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ◆❘▼❙❊✱ ✐s ❞❡✲

t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ◆❘▼❙❊ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❞❡♣t❤✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤

❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤✲s❝❛♥✳

✺✳✸ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❋✐❣✳ ✺✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥

❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ t❤❡ ❝♦❧♦r r❡❞✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❛ ❤♦t s♣♦t✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤

s❝❛♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊❆❆ ②✐❡❧❞s ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t

❞❡♣t❤s d = 2, 4 ❛♥❞ 8♠♠ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t

❞❡♣t❤s ✭❋✐❣✳ ✺✳✻✱ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✱ ❛rr♦✇s✮✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤✲s❝❛♥ ✇✐t❤ ❆❋❙ ✭❋✐❣✳ ✺✳✻✱

❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮ ②✐❡❧❞s ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r d = 2, 4 ❛♥❞ 8♠♠✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤

s❝❛♥ ✇✐t❤ ❊❆❆ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡r D❞ = 5♠♠ ✭❋✐❣✳ ✺✳✻✱ r✐❣❤t

❝♦❧✉♠♥✱ ❜♦❧❞ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❆ t♦♦ ❧❛r❣❡ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ D❞ = 7♠♠ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡

❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ✇✐t❤ ❆❋❙ ✭❋✐❣✳ ✺✳✻✱ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥s ✇✐t❤

❜♦t❤ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❢❡❝t

❞❡♣t❤✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ❞✐st✐♥❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ✇✐t❤ ❊❆❆ st✐❧❧ ②✐❡❧❞s ♠♦r❡ ❞✐st✐♥❝t ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s t❤❛♥

t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ✇✐t❤ ❆❋❙ ✭❋✐❣✳ ✺✳✻✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❋❙ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼

❢♦r t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❧❛②❡rs ✶ t♦ ✹✳ ■t s❤♦✇s t❤❡ ◆❘▼❙❊ ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧

◆❘▼❙❊ ♦❢ ✻✳✶✪ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ d = 2♠♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡ L❞×W❞ =

7♠♠× 10♠♠ ✭❋✐❣✳ ✺✳✼✱ ❛st❡r✐s❦✮✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❋✐❣✳ ✺✳✼✱ ❛st❡r✐s❦✮ ❢✉rt❤❡r

♠♦✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ❜♦tt♦♠ ❝♦r♥❡r t♦ t❤❡ t♦♣ ❝❡♥t❡r ❢♦r t❤❡ ❧❛②❡rs ✺ t♦ ✶✶✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t

❞❡♣✐❝t❡❞ ❤❡r❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❊❆❆ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st

◆❘▼❙❊ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧❛②❡r ✷✱ t♦♦✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡

◆❘▼❙❊ ♦❢ ✶✳✼✪ ✐s s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❆❋❙ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✇✐❞t❤

♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♦❢ L❞ ×W❞ = 11♠♠ × 2♠♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢

L❞×W❞ = 12♠♠×2♠♠ t❤❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❆❋❙✳ ❆ ❧❛r❣❡r ❞❡❢❡❝t ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❞❡❡♣❡r

♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs ❛s t❤❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❋✐❣✳ ✺✳✽✱ ❛st❡r✐s❦✮ ♠♦✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t

❝♦r♥❡r t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❝❡♥t❡r ❢♦r ❧❛②❡rs ✺ t♦ ✶✶✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❞❡♣✐❝t❡❞ ❤❡r❡✳
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✺✳✸✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ✉s✐♥❣ ❆❋❙ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❊❆❆ ✭r✐❣❤t✮ ❢♦r ❉❘❙s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❛t t❤❡ ❞❡♣t❤s d = 2, 4
❛♥❞ 8♠♠✿ ❉❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❧❛②❡rs
❛r❡ ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡
❧♦✇❡st ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s
❛♥❞ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛rr♦✇s ❛♥❞ ❜♦❧❞ ❝✐r❝❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❆❋❙ ❛♥❞ ❊❆❆ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥✲

str✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r ✭❋✐❣✳ ✺✳✼ ❛♥❞

❋✐❣✳ ✺✳✽✱ ❛st❡r✐s❦s✮ ❛r❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥s✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r ❢♦r ❆❋❙ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❊❆❆✳ ❚❤❡

❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊❆❆ s❤♦✇s ❛ st❡❛❞② ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t

❡①t❡♥s✐♦♥s ❢♦r ❞❡❡♣❡r ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs ✭❋✐❣✳ ✺✳✾ ❜✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤

s❝❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❆❋❙ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ❞❡❢❡❝ts t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡

♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs ✻ t♦ ✾ ✭❋✐❣✳ ✺✳✾ ❛✱ s✐❞❡ ✈✐❡✇s✮✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❝❝✉rs ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲◆❘▼❙❊ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❤♦✇ ❛ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ t✇♦ ♠✐♥✐♠❛ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞

♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣❡✳ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵ ❛ s❤♦✇s t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❡①❡♠♣❧❛r② ❢♦r ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r ✻✳ ■♥ ❝♦♥✲

tr❛st✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲◆❘▼❙❊ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊❆❆ s❤♦✇ ❛ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ♦♥❧②

♦♥❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t ❢♦r ❛❧❧ ✶✶ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ st❡❛❞②
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❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆r❡❛ ❆♣♣r♦❛❝❤

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❉❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ♦♥ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❆❋❙ ❢♦r ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs ✶✲✹
✭❛✮✲✭❞✮✳ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝t
❛r❡ ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ❜❛r ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊
♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ❛st❡r✐s❦s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r
✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❉❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ♦♥ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊❆❆ ❢♦r ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs ✶✲✹
✭❛✮✲✭❞✮✳ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝t
❛r❡ ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ❜❛r ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊
♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ❛st❡r✐s❦s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r
✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊✳

✾✽



✺✳✸✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ✉s✐♥❣ ❆❋❙ ✭❛✮ ❛♥❞ ❊❆❆ ✭❜✮ ❢♦r ❉❘❙
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❞❡♣t❤ d = 2♠♠✿ ❉❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❢♦r
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❧❛②❡rs ❛r❡ ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛rr♦✇✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝✉❜♦✐❞❛❧
❞❡❢❡❝t ✐s s❤♦✇♥ ❜② ❜♦❧❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✳

✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵ ❜ s❤♦✇s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♠✐♥✐♠✉♠

❡①❡♠♣❧❛r② ❢♦r ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r ✻✳

✾✾



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆r❡❛ ❆♣♣r♦❛❝❤

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❉❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❢♦r ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r ✻ ✇✐t❤ t✇♦
♠✐♥✐♠✉♠ r❡❣✐♦♥s ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r ❆❋❙ ✭❛✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r ❊❆❆ ✭❜✮✳ ◆❘▼❙❊
✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡ ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞✳ ❚❤❡
❛st❡r✐s❦s ♠❛r❦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❋✐❣✳ ✺✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❧❛②❡rs ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ◆❘▼❙❊ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

tr✐❛❧ ♥♦✳ ✶✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ❊❆❆ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤s ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✶✱

❛rr♦✇s✮✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❆❋❙ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❡♣t❤ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞

❝♦rr❡❝t❧② ♦♥❧② ❢♦r ❞❡❢❡❝t ❛t d = 2♠♠✳ ❋♦r d = 4 ❛♥❞ 8♠♠ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞

❛t ✵ ❛♥❞ 4♠♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤± st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❞✐❛♠❡t❡r✲

❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❆❋❙ ❛♥❞ ❊❆❆ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ✷✺

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t tr✐❛❧s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡r ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤

✐s s❤♦✇♥ ❛s ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡± st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡r

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ❜② t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊❆❆ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s

❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 2, 4 ❛♥❞ 8♠♠✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥

❆❋❙ ②✐❡❧❞❡❞ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ D❞ = 5♠♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❛t ❞❡♣t❤

d = 2 ❛♥❞ 8♠♠✳ ❋♦r d = 4♠♠✱ ✐♥ ✹✴✷✺ ❝❛s❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞✐❛♠❡t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r d = 2♠♠ ❢♦r ❛❧❧ ✷✺ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t tr✐❛❧s✳ ❋♦r

t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 4 ❛♥❞ 8♠♠✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞

❛t 0.72 ± 0.98♠♠ ❛♥❞ 4 ± 0♠♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞❡♣t❤ d = 4♠♠✱

❞❡♣t❤s ♦❢ 0♠♠ ✐♥ ✶✻✴✷✺ ❝❛s❡s ❛♥❞ 2♠♠ ✐♥ ✾✴✷✺ ❝❛s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❚❤❡ ❆❋❙ s❤♦✇s ❧♦✇❡r ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡

s♣❡❝✐♠❡♥✱ ✇❤❛t ♠✐❣❤t ♣❛rt✐❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❛❜♦✈❡ t❤❡

❝♦rr❡❝t ♦♥❡s ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳

✶✵✵



✺✳✸✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ✉s✐♥❣ ❆❋❙ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❊❆❆ ✭r✐❣❤t✮ ❢♦r ❉❘❙s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t tr✐❛❧ ♥♦✳✶ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❛t t❤❡ ❞❡♣t❤s
d = 2, 4 ❛♥❞ 8♠♠✿ ❉❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠
❧❛②❡rs ❛r❡ ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤
t❤❡ ❧♦✇❡st ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤
❛♥❞ ❞✐❛♠❡t❡r ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛rr♦✇s ❛♥❞ ❜♦❧❞ ❝✐r❝❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥ ❆❋❙ ❛♥❞ ❊❆❆ ♦❢ ✷✺ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t tr✐❛❧s✿ ❉❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆❘▼❙❊ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞❡❢❡❝t
❞✐❛♠❡t❡r D❞ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ♠❡❛♥± st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳

❉❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d = 2♠♠ d = 4♠♠ d = 8♠♠
❋♦r✇❛r❞
s♦❧✉t✐♦♥

❆❋❙ ❊❆❆ ❆❋❙ ❊❆❆ ❆❋❙ ❊❆❆

❉❡t❡r♠✐♥❡❞
❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤
d ✐♥ ♠♠

2± 0 2± 0 0.72± 0.98 4± 0 4± 0 8± 0

◆❘▼❙❊ ✐♥ ✪ 12.30± 0.22 6.38± 0.19 12.47± 0.17 7.00± 0.21 13.62± 0.26 10.27± 0.35
❉❡t❡r♠✐♥❡❞
❞❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡r
D❞ ✐♥ ♠♠

5± 0 5± 0 6.68± 0.75 5± 0 5± 0 5± 0

✶✵✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆r❡❛ ❆♣♣r♦❛❝❤

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❢♦r ❜♦t❤ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s

❆❋❙ ❛♥❞ ❊❆❆✳ ❋♦r t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✱ t❤❡ ❞❡❡♣❡r ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝ts

✭❞❡♣t❤s ♦❢ ✹ ❛♥❞ ✽♠♠✮ ✇❤❡r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤s ✐❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞

s♦❧✉t✐♦♥ ❆❋❙ ✇❛s ✉s❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤s ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊❆❆✳ ❚❤❡

❆❋❙ ❛ss✉♠❡s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦♥❞✉❝t♦r ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✷✮✳

❚❤❛t ♠✐❣❤t ♣❛rt❧② ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡♣t❤s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞

❞❛t❛ s❡ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛r❡ ❧❛r❣❡r ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ✭❋✐❣✳ ✺✳✸✮✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❛s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞

▲❛♥❞✇❡❜❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❛❧s♦ ✉s❡❞ t❤❡ ❆❋❙ ❛s ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❈❤❛♣t❡r ✹✮✳ ■♥ ❝♦♥✲

tr❛st✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝

♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ❢♦r ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞

❞❛t❛ ✭❈❤❛♣t❡r ✸✮✳ ■t ❛❧s♦ ✉s❡❞ t❤❡ ❆❋❙ ❛s ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥✳

❋♦r ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥s ❢♦r ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡✲

❢❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❢♦r t❤❡ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝t r❡✈❡❛❧❡❞ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡

❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ❊❆❆ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❆❋❙✳

❚❤❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❊❆❆ ✐s ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ ❆❋❙ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❝♦st✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❉❘❙ ♣♦✐♥t r❛♥❣❡s ❬✶✳✶♠s✱ ✷✸✷✳✾♠s❪ ❢♦r ❆❋❙

❛♥❞ ❬✸✳✶♠s✱ ✼✳✹ s❪ ❢♦r ❊❆❆✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡

▼❆❚▲❆❇➤ ❘✷✵✶✼❛ ✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡❧➤ ❳❡♦♥ ❊✺✲✷✻✾✼✈✸ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ✸✽✹●❇ ♦❢ ❘❆▼✱

✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❋❊▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡

❉❘❙ ♣♦✐♥t ✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠✐♥✉t❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❊❆❆ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr② ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭y = 0✮ ❛♥❞

❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ s❤❛♣❡ ❬✶✽❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡

✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✸✮ r❡q✉✐r❡s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t❤❛t s❤♦✇s ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣

t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛st ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s✳

✶✵✷



✻ ❙✐♥❣❧❡ ❱♦①❡❧ ❆♣♣r♦❛❝❤

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞

s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✱ ❡t ❝❡t❡r❛✳ Pr❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ✉s❡❞

t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❆❋❙✮ ❬✶✵✱✶✼✱✶✾✱✷✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❛♣♣r♦❛❝❤

✭❊❆❆✮ ❬✶✽✱✷✹❪ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❉❘❙✳

❚❤❡ ❆❋❙ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❢❛st ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠

s❤❛♣❡✱ ❧✐❦❡ ❛ sq✉❛r❡ ♦r ❛ ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ ❊❆❆ ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ❆❋❙ ❬✶✽❪ ❜✉t ✐s ❛❧s♦

❧✐♠✐t❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts✱ ❡✳❣✳ ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♦r ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s

❛ss✉♠❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡❢❡❝t ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡❞❣❡s✳

❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❧✐❦❡ ❋❊▼✱ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r

❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❉❘❙ ❢♦r ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s

✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠✐♥✉t❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ♥❡✇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❡✈❡r② ❝❤❛♥❣❡

✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t

t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s❡✈❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✉s❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✷✱✵✵✵ ✲

✹✱✵✵✵ ❬✶✼✱ ✶✾✱ ✷✷✱ ✷✹❪✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡

❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t st✉❞② ❛✐♠s t♦ ✜♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♦✈❡r❝♦♠❡s

t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❆❋❙ ❛♥❞ ❊❆❆ ❜✉t ✐s ❛❧s♦ ❢❛st ❛♥❞ ❡❛s② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡❢❡❝t

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ♥♦✈❡❧ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❙❱❆✮ ✐s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❉❘❙ ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❉❘❙s ❢r♦♠ 1♠♠× 1♠♠× 1♠♠

❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ❞❡❢❡❝t ❉❘❙s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t

s♦✉r❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✭❇❊❙▼✮ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✷✮ ❬✸✽❪✳ ❚❤❡ ❙❱❆ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❋❊▼ ✉s✐♥❣

t❤❡ ◆❘▼❙❊✱ ❢♦r ❛ s❡t✉♣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❞❡♣t❤s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡

❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❆❋❙ ❛♥❞ ❊❆❆✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥t❛✐♥s ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡s✉❧ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ❬✷✽❪ ❛♥❞ ❛r❡

♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✷✾❪✳
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❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❙✐♥❣❧❡ ❱♦①❡❧ ❆♣♣r♦❛❝❤

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡s✳

✻✳✷ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s

✻✳✷✳✶ ❙❡t✉♣

❚❤❡ s❡t✉♣ ✭❋✐❣✳ ✻✳✶✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦❢ s✐③❡ L×W ×H = 250♠♠×
50♠♠ × 50♠♠ ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ σ0 = 20.41▼❙✴♠✳ ❆ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r✲

♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ δz = 1♠♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ■t ✐s

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ~M = 9.28 · 105❆✴♠~ez✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r

♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ✐s D♠ = 15♠♠✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ♠♦✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t

✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ~v = 0.01♠✴s ~ex✳ ❉❡❢❡❝ts ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σd = 0✱ ✇✐t❤

t❤❡ s❤❛♣❡s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✱ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❆❧❧ ❞❡❢❡❝ts ❤❛✈❡ ❛ ❤❡✐❣❤t H❞ ♦❢ 2♠♠✱

❡①❝❡♣t t❤❡ ▲✲s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ❛ ❤❡✐❣❤t H❞ ♦❢ 1♠♠✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❝❡♥tr❛❧❧② ✐♥

t❤❡ x✲y✲♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 2♠♠ ❛♥❞ d = 10♠♠ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❚❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts [∆F❋❊▼x ]A×B✱ [∆F❋❊▼y ]A×B ❛♥❞ [∆F❋❊▼z ]A×B ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

❛t ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ |x| ≤ 30♠♠ ❛♥❞ |y| ≤ 25♠♠

❛t z = 8.5♠♠✳ ❚❤❡ z✲♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❉❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
[
∆F❋❊▼x

]
A×B

✱
[
∆F❋❊▼y

]
A×B

❛♥❞[
∆F❋❊▼z

]
A×B

✐♥ ➭◆✿ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✐♥ x✲
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✻✳✶✮ ❛t ❞❡♣t❤ d = 2♠♠✳
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✻✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s

♠❛❣♥❡t✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ dx = dy = 1♠♠ ✐♥ x✲ ❛♥❞

y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❬✸✸❪ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞ ❜② ❋❊▼ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✷✳ ❋✐❣✳ ✻✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts [∆F❋❊▼
x ]A×B✱ [∆F❋❊▼

y ]A×B

❛♥❞ [∆F❋❊▼
z ]A×B ✇✐t❤ A = 61 ❛♥❞ B = 51 ❢♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t

d = 2♠♠✳ ❚❤❡ ❉❘❙s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❋❊▼ s❡r✈❡ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❉❘❙s ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❆❋❙ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✷✮✱ ❊❆❆ ✭s❡❝t✐♦♥

✷✳✶✳✹✳✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ❙❱❆ ❛❣❛✐♥st ❋❊▼✱ t❤❡ ◆❘▼❙❊ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❉❘❙s ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❋❊▼ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜②

◆❘▼❙❊ =
1

3

∑

i=x,y,z

√
1

N

∑N
n=1

(
∆Fn,i −∆F❋❊▼

n,i

)2

min [R,R❋❊▼]

✇✐t❤ R = max
(
∆~Fi

)
−min

(
∆~Fi

)

✇✐t❤ R = max
(
∆~F❋❊▼

i

)
−min

(
∆~F❋❊▼

i

)
. ✭✻✳✶✮

❚❤❡ ◆❘▼❙❊ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs ♦❢ x✲✱ y✲ ❛♥❞ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r N = A × B

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳

✻✳✷✳✷ ❙✐♥❣❧❡ ❱♦①❡❧ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ✜①❡❞ s❡t✉♣ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st

✭❘❖■✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❘❖■ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ K

✈♦①❡❧s✱ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ♦❢ s✐③❡ 1♠♠× 1♠♠× 1♠♠✳ ■♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ♦❢ t❤✐s

❘❖■ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ 1♠♠× 1♠♠× 1♠♠ s✐♥❣❧❡ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛

✐s t❤❛t t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t [∆F ❙❱❆
x ]A×B✱ [∆F ❙❱❆

y ]A×B ❛♥❞ [∆F ❙❱❆
z ]A×B

❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❘❙s ❢r♦♠ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❞❡❢❡❝ts ❛s

[
∆F ❙❱❆

i

]
A×B

=
K∑

k=1

θk

(
[∆Fk,i]A×B

)
✇✐t❤ i ∈ {x, y, z}. ✭✻✳✷✮

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ θk ❞❡♣✐❝ts ✇❤❡t❤❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❉❘❙ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

✭θk = 1✮ ♦r ♥♦t ✭θk = 0✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♦♥❧② s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❉❘❙

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ ✈♦①❡❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

♦r ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s [∆F
❋❊▼✴♠❡❛s
x ]A×B✱ [∆F

❋❊▼✴♠❡❛s
y ]A×B ❛♥❞ [∆F

❋❊▼✴♠❡❛s
z ]A×B ❝❛♥

❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r ∆~F❋❊▼✴♠❡❛s ∈ R
3(A·B)×1✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ s✉♠s ♦❢ ✭✻✳✷✮ ❝❛♥

❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛tr✐① [L](3(A·B)×K) ❛♥❞ ❛ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~θ ∈ R
K×1 ✇✐t❤

❡♥tr✐❡s θk ✐s ❜✉✐❧t✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✈❡❝t♦r✲♠❛tr✐①✲❢♦r♠ ∆~F❋❊▼✴♠❡❛s = [L]~θ✱ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡
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❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❙✐♥❣❧❡ ❱♦①❡❧ ❆♣♣r♦❛❝❤

♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ■❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❘❖■

♦♥❝❡ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❜② ❛♥② ❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✈❛r✐♦✉s ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

❧♦❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❇❊❙▼ ❬✸✽❪ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛st ❛♥❞ ❡❛s② ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳

❚❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❉❘❙s ✭✻✳✷✮ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❉❘❙

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈♦①❡❧s ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥

t❤❡ ❉❘❙ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❇❊❙▼ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ 2♠♠ × 1♠♠ × 1♠♠ ❞❡❢❡❝t✳ ❋♦r t❤❡

♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ✈♦①❡❧s ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✈❛r② ❢♦r t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧s

❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐❢ ♠♦r❡ ✈♦①❡❧s ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❡❞✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❙❱❆ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❉❘❙s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤✲

❜♦r❤♦♦❞s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❞❡❢❡❝t ✈♦①❡❧s ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❉❘❙s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s a× 1♠♠× 1♠♠ ❜② ❇❊❙▼ ❛♥❞ ❜② ❙❱❆

❢♦r a = 2, 4, ❛♥❞ 6♠♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❢♦r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥

x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♣♦✐♥t✲✇✐s❡ ❞✐✈✐s✐♦♥

[αa
x]C×D =

[
∆F

❇❊❙▼(a)
x

]
C×D[

∆F
❙❱❆(a)
x

]
C×D

,
[
αa
y

]
C×D

=

[
∆F

❇❊❙▼(a)
y

]
C×D[

∆F
❙❱❆(a)
y

]
C×D

,

[αa
z ]C×D =

[
∆F

❇❊❙▼(a)
z

]
C×D[

∆F
❙❱❆(a)
z

]
C×D

. ✭✻✳✸✮

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡♣t❤s d = 2♠♠ ❛♥❞ 10♠♠ s❡♣✲

❛r❛t❡❧②✳ ❆ ✷❉ ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈❛❧✉❡s tr❡❛ts t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❛ ❞✐✈✐s✐♦♥

❜② ✵ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❝❡♥tr❛❧❧② ✐♥ t❤❡ x✲y✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥✉st✲

♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ C×D ♣♦✐♥ts t❤❛t ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢

t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts A × B✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❢♦r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱
[
βb
x

]
C×D

✱
[
βb
y

]
C×D

✱
[
βb
z

]
C×D

❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 1♠♠×b×1♠♠✱ ✇❤❡r❡

b = 2, 4, ❛♥❞ 6♠♠✳

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦①❡❧✲✇✐s❡ ✭❋✐❣✳ ✻✳✸✮✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♥❡✐❣❤✲

❜♦r❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ k✲t❤ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✻✳✸ ❝✱

❣r❡❡♥✮ ✐s ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ a = 6♠♠ ✭❋✐❣✳ ✻✳✸ ❝✱ ♦r❛♥❣❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✮ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡✲

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ C ×D ❡❧❡♠❡♥ts ✭❋✐❣✳ ✻✳✸ ❜✮ ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✜ts t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✭♦r❛♥❣❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✮ ❛♥❞ ❝✉t ✐♥t♦ A×B

❡❧❡♠❡♥ts ✭❋✐❣✳ ✻✳✸ ❞✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈♦①❡❧s ❛r❡ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❡st

✜tt✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❧✐❦❡ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✭❋✐❣✳ ✻✳✸ ❝✮✳ ❚❤❡

❛❞❥✉st♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ♣♦✐♥t✲✇✐s❡ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✶✵✻



✻✳✸✳ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❡①❡♠♣❧❛r② ❢♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t
✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✿ ❋♦r t❤❡ k✲t❤ ✈♦①❡❧ ✭❣r❡❡♥✱ ❝✮✱ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✻♠♠✱
♦r❛♥❣❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✮ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

[
α6
x

]
C×D

✱
[
α6
y

]
C×D

❛♥❞
[
α6
z

]
C×D

❛r❡ s❤✐❢t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✜ts t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
✭♦r❛♥❣❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✮✳ ❚❤❡ ❝✉t ❛❞❥✉st♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❞✮ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ♣♦✐♥t✲✇✐s❡ ✇✐t❤ t❤❡
k✲t❤ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❜✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❧♦r s❝❛❧❡s ❛r❡ ✐♥ ➭◆✳

✻✳✸ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❘❙s ❜② ❆❋❙✱ ❊❆❆ ❛♥❞ ❙❱❆ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡s ❧❡❛❞s t♦

t❤❡ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ✭✻✳✶✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ❢♦r

t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d = 2♠♠ ❛♥❞ 10♠♠✳ ❋✐❣✳ ✻✳✹ s❤♦✇s ❡①❡♠♣❧❛r② ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❢♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❢♦r ❙❱❆

✐♥ ❛❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❡♣ ❞❡❢❡❝ts ❛t

d = 10♠♠✳ ❋♦r ❆❋❙ ❛♥❞ ❊❆❆✱ t❤❡ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ d = 2♠♠

t♦ d = 10♠♠ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❱❆✳

✻✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ❆❋❙ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦✇❡st ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ▲✲s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✭❚❛❜❧❡ ✻✳✶✮✱

✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ ▲✲s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❡rr♦r ❝♦♠✲

♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✱ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡

✇✐t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ❞❡❡♣❡r ❞❡❢❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤

✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✷✷❪✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ ◆❘▼❙❊s✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❞❡♣t❤

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧❧② s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❬✶✼✱✶✾✱✷✷❪✳ ❆ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤

❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❆❋❙ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t s✐③❡ ✐s ♥♦t ❝♦rr❡❝t ❬✷✹❪✳

✶✵✼



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❙✐♥❣❧❡ ❱♦①❡❧ ❆♣♣r♦❛❝❤

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ∆Fx ✭❣r❛②✮ ❛♥❞ ∆Fz ✭❜❧❛❝❦✮ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❆❋❙ ✭❧❡❢t✮✱
❊❆❆ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ❙❱❆ ✭r✐❣❤t✮ ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❋❊▼ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r t❤❡
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❞❡♣t❤s d = 2♠♠ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ d = 10♠♠ ✭❜♦tt♦♠✮✳
❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr② ❧✐♥❡ ✭y = 0♠♠✮ ✇❤❡r❡ ∆Fy ✈❛♥✐s❤❡s✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ◆❘▼❙❊ ✐♥ ✪ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❉❘❙s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❆❋❙✱ ❊❆❆ ❛♥❞ ❙❱❆ ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❋❊▼ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡s ❛t t❤❡ ❞❡♣t❤s d = 2 ❛♥❞ 10♠♠✳

❉❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d ✷♠♠ ✶✵♠♠

❉❡❢❡❝t
❋♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥

❆❋❙ ❊❆❆ ❙❱❆ ❆❋❙ ❊❆❆ ❙❱❆

❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ✻✳✻✺ ✸✳✻✵ ✶✳✾✸ ✼✳✽✾ ✼✳✽✻ ✶✳✾✽
❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ✻✳✽✶ ✷✳✽✶ ✶✳✶✹ ✶✶✳✽✻ ✻✳✾✵ ✶✳✹✸
❈②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✹✳✶✸ ✶✳✹✷ ✵✳✺✷ ✽✳✾✷ ✻✳✸✽ ✶✳✷✼
▲✲s❤❛♣❡ ✹✳✻✹ ✶✳✺✼ ✶✳✺✷ ✼✳✹✷ ✹✳✹✻ ✷✳✸✶

❚❤❡ ❊❆❆ ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t♦rs s❤♦✇s ❧♦✇❡r ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❆❋❙

✭❚❛❜❧❡ ✻✳✶✮✳ Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ s❤♦✇❡❞ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✇✐❞t❤

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞❡❡♣❡r

❞❡❢❡❝ts ♠✐❣❤t ❜❡ ♣❛rt❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❊❆❆ ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t♦rs

✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r

t❤❡ ▲✲s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ❛t ❞❡♣t❤ d = 2♠♠ ❧♦✇ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❊❆❆✳ ❋♦r

t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✭x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮✱ ❋✐❣✳ ✻✳✹ ✈✐s✉❛❧✐③❡s t❤❛t t❤❡ ❊❆❆

✭❋✐❣✳ ✻✳✹✱ ♠✐❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥✮ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr② ❧✐♥❡ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❙❱❆

✭❋✐❣✳ ✻✳✹✱ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❢r♦♠ ❛❧❧ N = A×B ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♥♦✈❡❧ ❙❱❆ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦✇❡st ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r

✶✵✽



✻✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❡♣ ❞❡❢❡❝ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥

✷✳✺✪✳ ■❢ t❤❡ ❙❱❆ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡

◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❝♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✉♣ t♦ ✾✪ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❙❱❆ ✉s❡s t❤❡ ❇❊❙▼

❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❉❘❙s ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❇❊❙▼ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤✐s

♣❛rt✐❝✉❧❛r st✉❞② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛st ❛♥❞ ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❬✸✽❪✳ ❖t❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ s✉❝❤ ❛s ❋❊▼ ♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❬✶✹✸❪✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧➤ ❈♦r❡❚▼ ✐✼✲✹✼✾✵❑ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞

✸✷ ●❇ ♦❢ ❘❆▼ ✉s✐♥❣ ▼❆❚▲❆❇➤ ❘✷✵✶✽❛✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

∆Fx✱ ∆Fy ❛♥❞ ∆Fz ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❡✳❣✳ ❢♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t

✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡ 0.23 s✱ 165 s ❛♥❞ 0.12 s ❢♦r ❆❋❙✱ ❊❆❆ ❛♥❞ ❙❱❆✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❙❱❆ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r✲♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐✲

♣❧❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ❧♦✇ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❙❱❆ ❝❛♥

❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❡❛s✐❧② ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❧✐♥✲

❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ✈♦①❡❧s ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ♥♦✈❡❧ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❙❱❆ ②✐❡❧❞s s♠❛❧❧❡r ◆❘▼❙❊s t❤❛♥ ❆❋❙ ❛♥❞ ❊❆❆ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❞❡♣t❤s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❘❙ ✐♥ ▲❋❊✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡

t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❱❆ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r✲♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡

♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✶✵✾



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❙✐♥❣❧❡ ❱♦①❡❧ ❆♣♣r♦❛❝❤

✶✶✵



✼ ❱❡❧♦❝✐t② ❉❡♣❡♥❞❡♥t ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉✲

❛t✐♦♥✿ ❆ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❙t✉❞②

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ▲❋❊✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✶✵✱✶✼✱✶✾✱✷✷❪ ❛s ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳

❚❤❡ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡❧②

❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ②✐❡❧❞s ❛

♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡rr♦r ❢♦r ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s t❤❡ ◆❘▼❙❊ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❘❙ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡

❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❉❘❙✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❧❛②❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝t

❞❡♣t❤✳ ■♥ ▲❋❊✱ t❤❡ ❉❘❙s ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❞❡❢❡❝t ♥❡❛r t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ❛

❧❛r❣❡r ❛♥❞ ❞❡❡♣❡r ❞❡❢❡❝t ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ s✐♠✐❧❛r ◆❘▼❙❊s✱ ❛❣❣r❛✈❛t✐♥❣ t❤❡

❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✸✱ ✹ ❛♥❞ ✺✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s

t❤❡ ▲❋❊ ❛s ❛♥ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣

t❛s❦✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st✉❞② ✐s✱ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s

✈❡❧♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲❋❊✱ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳ ■♥ ▲❋❊✱ t❤❡ ❉❘❙ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ r✐s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❇✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✲❡✈♦❦❡❞ s❦✐♥ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❉❘❙ ♦❢

❞❡❡♣ ❞❡❢❡❝ts ✐s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s❦✐♥ ❡✛❡❝t

❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊❈❊✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ r✐s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲❋❊ ✉s❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝t

❞❡♣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❉❘❙ s✐❣♥❛❧s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❤♦✇ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✲❡✈♦❦❡❞ s❦✐♥ ❡✛❡❝t

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ♦❢

❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ❛♥❞ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t

✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❞❡♣t❤s ❛t ✈❛r②✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡

♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❉❘❙s✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥t❛✐♥s ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡s✉❧ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ❬✸✵❪ ❛♥❞ ❛r❡

♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✸✶❪✳

✶✶✶



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❉❡♣❡♥❞❡♥t ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✿ ❆ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❙t✉❞②

✼✳✷ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s

✼✳✷✳✶ ❙❡t✉♣

❆ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ✐s ♠♦✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t

♠❛❣♥❡t ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✮✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s✐③❡ ♦❢ L×W ×H = 250♠♠×
50♠♠ × 50♠♠ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡t ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ∆z = 2♠♠✳ ❚❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠

s❤❡❡ts ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ σ0 = 21▼❙✴♠✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❙❡t✉♣✿ ❆ ♣❛❝❦❛❣❡ ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❞❡❢❡❝t ✐s ♠♦✈❡❞
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞②
❝✉rr❡♥ts ✭♦r❛♥❣❡ ❧✐♥❡s✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡✳

❚❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ D♠ = 22.5♠♠ ❛♥❞ ❛

❤❡✐❣❤t ♦❢ H♠ = 17.6♠♠ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ~M = Br/µ0 ~ex (Br = 1.43❚)✱

✇❤❡r❡ Br ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡♠❛♥❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t δz = 1♠♠

❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦♣✲s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳

❉❡❢❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s❤❛♣❡s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✷ ✇✐t❤ ❛ ❤❡✐❣❤t ♦❢ h❞ = 2♠♠ ❛r❡ ✐♥✲

✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s d = 0, 2, 4, 6, 8, 10♠♠✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡

x✲y✲♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σ❞ = 0✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡

❉❘❙s ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ~v = [0.1, 0.25, 0.5, 1, 2.5, 5, 10, 25]♠✴s~ex✳

❚❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Fx ❛♥❞ Fz ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❧✐♥❡

✭y = 0♠♠✮ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣✱ ✇❤❡r❡ Fy ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

tr❛♥s✐❡♥t ♠♦✈✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✹✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❊▼✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❢♦r x ❜❡t✇❡❡♥ −30♠♠ ❛♥❞ 30♠♠ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ dx = 1♠♠✳

❈♦♥st❛♥t ♦✛s❡ts ❛r❡ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ♦✛s❡ts ❛r❡

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

∆Fx ❛♥❞ ∆Fz ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋✐❣✳ ✼✳✸ s❤♦✇s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ∆Fx ✭❛✮

❛♥❞ ∆Fz ✭❜✮ ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✶✶✷



✼✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ■♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡s✳

✼✳✷✳✷ ❉❡❢❡❝t ❉❡♣t❤ ❊st✐♠❛t✐♦♥ P❛r❛♠❡t❡rs

■♥ ▲❋❊✱ t❤❡ ❉❘❙ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ r✐s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✶✮ ❛♥❞ ❖❤♠✬s

❧❛✇ ❢♦r ♠♦✈✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝t♦rs ✭✷✳✺✮✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②

t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧✐❦❡ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊❈❊✳ ❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡♣t❤ ♦❢

♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❢♦r ▲❋❊✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♠♦t✐♦♥✲❡✈♦❦❡❞ s❦✐♥ ❞❡♣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞

❜② ❬✷✵❪

δ =

√
2D♠

3πvµ0σ0
, ✭✼✳✶✮

■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✲❡✈♦❦❡❞ s❦✐♥ ❡✛❡❝t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡

✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤✱ t❤❡ ❉❘❙ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ∆Fx ❢♦r t❤❡

❧♦♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭❋✐❣✳ ✼✳✸ ❛✱ r❡❞ r❛♥❣❡s✮

✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ 10♠✴s ✭❋✐❣✳ ✼✳✸ ❛✱ r✐❣❤t✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②

♦❢ 0.1♠✴s ✼✳✸ ❛✱ ❧❡❢t✮✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦ ✭✼✳✸ ❛✱ ♦r❛♥❣❡

❜♦①❡s✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✲❡✈♦❦❡❞ s❦✐♥ ❡✛❡❝t✱ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s s♠❛❧❧❡r ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤

d = 10♠♠ ✭❋✐❣✳ ✼✳✸ ❛✱ ❜♦tt♦♠✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ d = 2♠♠ ✭❋✐❣✳ ✼✳✸ ❛✱ t♦♣✮✳ ❆ s✐♠✐❧❛r

❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ∆Fz ✭❋✐❣✳ ✼✳✸ ❜✮✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s v = 0.1♠✴s ❛♥❞ v = 10♠✴s✱ ❛

s❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝t ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✭❋✐❣✳ ✼✳✸✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❧✉rr✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ✐♥

x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❤✐❢t ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥

♣❡❛❦s ♦❢ ∆Fx ❛♥❞ ∆Fz ✭❋✐❣✳ ✼✳✸✱ r❡❞ ❛rr♦✇s✮✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s❤✐❢t ✭❋✐❣✳ ✼✳✸✱ ❣r❡❡♥ ❜♦①❡s✮

✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ 10♠♠ ✭❋✐❣✳ ✼✳✸✱ ❜♦tt♦♠✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ 2♠♠ ✭❋✐❣✳ ✼✳✸✱

t♦♣✮✳

✶✶✸



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❉❡♣❡♥❞❡♥t ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✿ ❆ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❙t✉❞②

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❉❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ∆Fx ✭❛✮ ❛♥❞ ∆Fz ✭❜✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❧✐♥❡
✭y = 0♠♠✮ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✿ ❚❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭r❛♥❣❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ r❡❞✮
✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✭v = 0.1♠✴s ✭❧❡❢t✮ ✈s✳ v = 10♠✴s ✭r✐❣❤t✮✮✱ r❡✢❡❝t❡❞
❜② t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✲❡✈♦❦❡❞ s❦✐♥ ❡✛❡❝t✱ t❤❡s❡ r❛t✐♦s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r
❢♦r ❞❡❡♣❡r ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✶✵♠♠ ✭❜♦tt♦♠✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✷♠♠ ✭t♦♣✮✳ ❚❤❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧s♦ s❤✐❢ts t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦s ✭r❡❞ ❛rr♦✇s✮ ♦❢ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦s rx ❛♥❞ rz ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❞❡❢❡❝t

❞❡♣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜②

rx =
[max(∆Fx)−min(∆Fx)]

v❤✐❣❤

[max(∆Fx)−min(∆Fx)]v❧♦✇
, ✭✼✳✷✮

rz =
[max(∆Fz)−min(∆Fz)]

v❤✐❣❤

[max(∆Fz)−min(∆Fz)]v❧♦✇
. ✭✼✳✸✮

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❤✐❢ts sx ❛♥❞ sz ♦❢ t❤❡ x✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ min(∆Fx) ❛♥❞ max(∆Fz)✱ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧② ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛s ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜②

sx = x
v❤✐❣❤
min(∆Fx)

− xv❧♦✇min(∆Fx)
, ✭✼✳✹✮

sz = x
v❤✐❣❤
max(∆Fz)

− xv❧♦✇max(∆Fz)
. ✭✼✳✺✮

✼✳✷✳✸ P❛r❛♠❡t❡r ❙t✉❞✐❡s

❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② v❧♦✇ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s v❧♦✇ = 0.1♠✴s✳ ❆t t❤✐s ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝

✜❡❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

✶✶✹



✼✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❉❘❙ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦s rx ❛♥❞ rz ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ s❤✐❢ts sx ❛♥❞ sz ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s v❤✐❣❤✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ▼♦t✐♦♥✲❡✈♦❦❡❞ s❦✐♥ ❞❡♣t❤ ✭✼✳✶✮ ❢♦r ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② v ❢♦r t❤❡ s❡t✉♣ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✳

✭❋✐❣✳ ✼✳✸ ❛ ❛♥❞ ❜✱ ❧❡❢t✮ ❛r❡ ♥♦t s❤✐❢t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱

t❤✐s ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② v❧♦✇✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✶✱ ❛❝t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s v❤✐❣❤✳

❋✐❣✳ ✼✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦s rx ❛♥❞ rz ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s❤✐❢ts sx ❛♥❞ sz ❢♦r

t❤❡ ❧♦♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d ❛♥❞ t❤❡

✈❛r②✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s v❤✐❣❤✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✷✺ ❛♥❞ ✶ ♠✴s ♥♦ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✭❋✐❣✳ ✼✳✹✮✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✲❡✈♦❦❡❞ s❦✐♥

❞❡♣t❤ ✭❋✐❣✳ ✼✳✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s d > 10♠♠ ❢♦r t❤❡s❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s❡t✉♣✱ t❤❡

♠♦t✐♦♥✲❡✈♦❦❡❞ s❦✐♥ ❡✛❡❝t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s v❤✐❣❤ ≥ 2.5♠✴s✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝❧❡❛r❧②

✈✐s✐❜❧❡ ✭❋✐❣✳ ✼✳✹✮✳ ❚❤❡ str♦♥❣❡st ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② v❤✐❣❤ = 25♠✴s

✭❋✐❣✳ ✼✳✹✮✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡s

✭❋✐❣✳ ✼✳✻✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s

❛❣❣r❛✈❛t❡❞ ❛t v = 25♠✴s ✭❋✐❣✳ ✼✳✼✮✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ∆Fx✳

✶✶✺



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❉❡♣❡♥❞❡♥t ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✿ ❆ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❙t✉❞②

❋✉rt❤❡r✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐s

♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t✱ ❛s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

❬✷✵❪✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② v❤✐❣❤ = 10♠✴s ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ✐♥ t❤✐s

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❉❘❙ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦s rx ❛♥❞ rz ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ s❤✐❢ts sx ❛♥❞ sz ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s v❤✐❣❤✿ ✭❛✮ ❧♦♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱
✭❜✮ s❤♦rt r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✭❝✮ s❤♦rt r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱
✭❞✮ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t✳

✶✶✻



✼✳✸✳ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ∆Fx ❛♥❞ ∆Fz ❛t ✈❡❧♦❝✐t② v = 25♠✴s ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣ r❡❝t✲
❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t ❞❡♣t❤ d = 8♠♠✿ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦ ✭r❡❞
❛rr♦✇✮ ♦❢ ∆Fx ✭❧❡❢t✮ ✐s ❛❣❣r❛✈❛t❡❞✳

✼✳✸ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✳ ✼✳✽ s❤♦✇s rx✱ rz✱ sx ❛♥❞ sz ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s d ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡s✳

❆ ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣❡ ✭❋✐❣✳ ✼✳✽✱ ❣r❛② t✉❜❡s✮ ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛t

❡❛❝❤ ❞❡♣t❤✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

❛ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ 12♠♠ × 2♠♠ × 2♠♠ ❛t d = 6♠♠ ❧❡❛❞s t♦ rx = 29.61✱ rz = 29.96✱

sx = −5♠♠ ❛♥❞ sz = −8♠♠ ✭❋✐❣✳ ✼✳✽✱ st❛rs✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦ rx ❛ ❞❡❢❡❝t

❞❡♣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ 6 − 10♠♠ ✭❋✐❣✳ ✼✳✽✱ ❞♦✉❜❧❡ ❛rr♦✇s✮ ✐s ❞❡r✐✈❡❞✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❞❡❢❡❝t

❞❡♣t❤s ❜❡t✇❡❡♥ 6 − 8♠♠✱ 0 − 6♠♠ ❛♥❞ 6 − 8♠♠ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ rz✱ sx ❛♥❞ sz✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭❋✐❣✳ ✼✳✽✱ ❞♦✉❜❧❡ ❛rr♦✇s✮✳ ❚❤✉s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡

❞❡♣t❤ d = 6♠♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❉❘❙ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦s rx ❛♥❞ rz ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ s❤✐❢ts sx ❛♥❞ sz ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣t❤ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ v❧♦✇ = 0.1♠✴s ❛♥❞ v❤✐❣❤ = 10♠✴s✳ ❚❤❡
●r❡② t✉❜❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣❡s✳

✶✶✼



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❉❡♣❡♥❞❡♥t ▲♦r❡♥t③ ❋♦r❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✿ ❆ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❙t✉❞②

✼✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ✐♥❞✐❝❛t❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥t s❡t✉♣ r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲❋❊✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ✐s

fs =
v

dx
, ✭✼✳✻✮

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② v ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ dx ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❧✐♥❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛ s♠❛❧❧❡r dx✱ ❡✳❣✳ dx = 0.1♠♠ ✐s ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡✳

■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② v❧♦✇ = 0.1♠✴s✱ fs s❤♦✉❧❞ ❜❡ fs ≥ 1 ❦❍③ ❛♥❞ fs ≥
100 ❦❍③ ❢♦r v❧♦✇ = 10♠✴s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❤✐❣❤ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣

t♦ r❡❛❧✐③❡✳ ❯s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ dx✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛t

❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s v❤✐❣❤✳ ❚❤✉s✱ ❧♦✇❡r s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❢♦r❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ r✐s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

❢♦r❝❡ s❡♥s♦rs ✐s ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡✳

❆ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇♦✉❧❞ ✜rst ❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❉❘❙ ❜② ❛ ▲❋❊ s❝❛♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡r t❡st✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣

♦♥❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❧✐♥❡ t❤❛t ❝r♦ss❡s t❤✐s ❝❡♥t❡r ♣♦✐♥t ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s v❧♦✇ ❛♥❞

v❤✐❣❤✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐✲

♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♦t❤❡r ♠♦✈❡♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s ♦❢

▲❋❊ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦t❤❡r ❢♦r♠s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t t❡st✐♥❣✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲❋❊ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❢r❡q✉❡♥❝②

❡❞❞② ❝✉rr❡♥t t❡st✐♥❣ ❬✶✹✹❪✳ ■♥ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t t❡st✐♥❣✱ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛

t✐♠❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ s❡♥s❡❞ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ r✐s✐♥❣

❢r❡q✉❡♥❝② ❜✉t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ❞❡❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❦✐♥ ❡✛❡❝t✳

❚❤❡ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛ ❞❡❢❡❝t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛

str♦♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❛ ❧♦✇ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛ ❞❡❡♣ ❞❡❢❡❝t ✇✐❧❧

❣✐✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ♦r ❛❜s❡♥t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥

t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲❋❊✱ ❛ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

✼✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ ▲❋❊ ❛ ❞❡❢❡❝t

❞❡♣t❤ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡

❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✲❡✈♦❦❡❞ s❦✐♥ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞

❞❡❝✐s✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✶✶✽



✽ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

✽✳✶ ❙✉♠♠❛r②

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥♦✈❡❧ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝✲

t✐♦♥ ✐♥ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭▲❋❊✮ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

✐♥ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❊❈❊✮✳ ❆♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ▲❋❊ ♦♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r✱

❛ ♥♦✈❡❧ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❛t ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡

❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠✲

♣❛r✐s♦♥ t♦ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ ▲❋❊ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢

t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❛s s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ❞✐r❡❝t ❜✐♥❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭✈♦①❡❧s✮ ❜❡❧♦♥❣

t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ▲❋❊ ♦❢ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s♣❡❝✲

✐♠❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝t s❤♦✇❡❞ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❱❛r②✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❇♦t❤

♠❡t❤♦❞s s❤♦✇❡❞ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s✐③❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤✐♥ ▲❋❊ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❤♦✇♥

❢r♦♠ r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❧✐❣❤t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡

❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♣♦✐♥t✳

■♥ ❊❈❊✱ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ❛❧s♦ s♣❡❝✐♠❡♥s ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ✇❤❡r❡

❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ s❤❡❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❱❛r✐♦✉s ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞✳

❚✇♦ s❤❛♣❡s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✇❤❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✱ ❛ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ♦♥❡ ❛♥❞ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♦♥❡ ❛❝ts ❛s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s❡t✉♣ ♦❢ ▲❋❊✳ ❚❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲

P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❊❈❊ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❧✐❣❤t❧②

♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ st❛r✲

s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦ ✇❛s s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r ❞❡❡♣❡r ❞❡❢❡❝ts✳ ❋♦r t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝t

✶✶✾



❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦♦ ❧❛r❣❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝❛♠❡ ✇♦rs❡ ✇✐t❤

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳ ❋♦r ❜♦t❤ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❜♦t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛

❜❧✉rr✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠ ♠❛♣s ✇❛s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳

❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ▲❋❊ ❛♥❞ ❊❈❊ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ✐♥ ▲❋❊ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❊❈❊✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ▲❋❊ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❞❡❢❡❝ts ✉♣ t♦ ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✽♠♠✱ ✇❤❡r❡❛s

t❤❡ ❊❈❊ ✉♣ t♦ ✹♠♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛♥❛r ✉♥✐❢♦r♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❝♦✐❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❜r✐♥❣s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠

❜✉t ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡❡♣ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ ❊❈❊ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t

❝♦♠♣❧❡① ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ s❤♦✇♥ st❛r✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ▲❋❊ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡

❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r r❡❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♦r q✉❛❞r❛t✐❝ s❤❛♣❡ ✐♥

x✲y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢

▲❋❊✳ ■t ❛❧s♦ ✉s❡❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛s

❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡s ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦

t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❞❡❡♣❡r ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❜♦✈❡

t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤

❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

t✐♠❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣ ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r

✐t❡r❛t✐♦♥✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥

♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ r❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❛

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r✇❛r❞

s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ■t ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡

♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡✲

s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦❢

st❛❝❦❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ✇✐t❤ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

❜② t❤❡ ❣♦❛❧✲❢✉♥❝t✐♦♥✲s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✿ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤

s❝❛♥✳ ■t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▲❋❊ ❞❛t❛✱ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥✱

t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♦♥❡ ❢♦r ❞❡❡♣❡r ❞❡❢❡❝ts s✐♠✐❧❛r❧② t♦

t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡

❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ✇❛s ♣❛rt❧② ❡st✐♠❛t❡❞ t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇✐t❤ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛

❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡

✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✉❜♦✐❞❛❧ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❡①t❡♥s✐♦♥s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞

❛r❡❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣❛✈❡ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s

♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢

✶✷✵



✽✳✶✳ ❙✉♠♠❛r②

❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r

t❤❡ s②♠♠❡tr② s❝❛♥♥✐♥❣ ❧✐♥❡ ❛❜♦✈❡ ❛ ❞❡❢❡❝t✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r r❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝ts✱

❞❡s♣✐t❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❞❡❢❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♥

✐t❡r❛t✐✈❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡①❝❧✉❞❡s t❤❡ ❢❛st ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❇♦t❤ ❢♦r✇❛r❞

s♦❧✉t✐♦♥s ❛ss✉♠❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡❢❡❝t ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡❞❣❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛ ♥♦✈❡❧

❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡

♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❞❡❢❡❝t ✈♦①❡❧s ♦♥❝❡ ✐♥

❛❞✈❛♥❝❡ ❜② ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ✐s t❤❡♥

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✈♦①❡❧s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥

♣r✐♥❝✐♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ❢♦r ❧✐♥❡❛r

✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭◆❘▼❙❊✮✳

❱❛r✐♦✉s ❞❡❢❡❝t s✐③❡s ❛♥❞ s❤❛♣❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡

✈♦①❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇❡❞ ❛❝r♦ss ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❁✷✳✺✪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❁✽✪

❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❁✶✷✪ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❢r♦♠ ❛ ✷❉ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥t ▲❋❊ s✐❣♥❛❧ r❡♠❛✐♥s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦✳ Pr❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❞❡♣t❤ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞

❜② r❡❛❧✐③✐♥❣ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥

✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆❘▼❙❊ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡

❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳ ■♥ ▲❋❊✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❞❡❢❡❝t ♥❡❛r t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡

♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ❞❡❡♣❡r ❞❡❢❡❝t ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ s✐♠✐❧❛r

◆❘▼❙❊s✱ ❛❣❣r❛✈❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ r❡❢❡rr❡❞

t♦ ❛s ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲❋❊ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ■t ✉s❡s t❤❡ ♠♦t✐♦♥✲❡✈♦❦❡❞ s❦✐♥ ❡✛❡❝t✱

✇❤✐❝❤ ❛❧t❡rs t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s ❛t ❛ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t②

✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✉s❡s ❛ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② ✭v ❂ ✶✵♠✴s✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✲

✐s♦♥ t♦ ❛ ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✭v ❂ ✵✳✶♠✴s✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❤✐❢ts ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❤❛♥❣❡s

♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❤❛s

❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t❡st❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s✐③❡s✱ s❤❛♣❡s ❛♥❞

❞❡♣t❤s✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡

♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❊❈❊ ❛♥❞ ▲❋❊ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ◆❉❊✳

✶✷✶



❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

✽✳✷ ❖✉t❧♦♦❦

❆ ♠❛❥♦r ✉♣❝♦♠✐♥❣ t❛s❦ ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t

▲❋❊✱ ❢♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥

❢✉rt❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ▲❋❊✱ ♦t❤❡r ✜❡❧❞s ♦❢ ♥♦♥❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦r ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤

❛r❡❛s t❤❛t r❡q✉✐r❡ t♦ s♦❧✈❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❞❡♠❛♥❞s ❢♦r ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥✳

❇❡s✐❞❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❢✉rt❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥

❢✉t✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❡❣✲

✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❬✾✻❪ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ▲❋❊✳ ❇② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ t❡r♠ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❞❡t❛✐❧s ❧✐❦❡ ♥♦✐s❡

s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❦❡♣t✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ♦r ✈❛r②✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s✳

❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ ▲❋❊

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤

❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ✜❡❧❞s ♦❢ ♥♦♥❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ❊❈❊ ❬✶✹✺✕✶✹✽❪✱

✉❧tr❛s♦♥✐❝s ❬✶✹✾✱✶✺✵❪ ♦r t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❬✶✺✶❪✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st

✐❢ ❛ ▲❋❊ s❡t✉♣ ✐s ❜r♦✉❣❤t ✐♥t♦ ✐♥❞✉str②✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡

s✐❣♥❛❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡

❣✐✈❡♥ s❡t✉♣ ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣

tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇

s❡❝♦♥❞s✳

✶✷✷



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ◆❉❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✷ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❝❛♥♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✷✳✸ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❉❘❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✹ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ∆Fx✱ ∆Fy ❛♥❞ ∆Fz ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✺ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❇❊❙▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✻ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ♦❢ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✼ ▼♦❞❡❧s ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✽ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡s ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✳ ✶✾

✷✳✾ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥ ✷✸

✷✳✶✵ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✶✶ ❘❡❛❧ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✭r✐❣❤t✮ ♣❛rt ♦❢ ▼❋P ∆bx ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❋❊▼

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✶✷ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✶✸ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ❢♦r ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✶✹ ❙✐♥❣❧❡ ❝♦✐❧ ♣❧❛♥❛r ♣r♦❜❡ ✇✐t❤ ●▼❘ s❡♥s♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✶✺ ❉♦✉❜❧❡ ❝♦✐❧ ♣❧❛♥❛r ♣r♦❜❡ ✇✐t❤ t✇♦ ●▼❘ s❡♥s♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✶✻ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ∆~j ✸✶

✷✳✶✼ ❋♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❊❈❊✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

❛ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡❞❞②

❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✐♥t♦ sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

❜ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ∆b̃x ✐♥ ➭❚ ♦❢ ♦♥❡

✉♥✐t❛r② sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✶✽ ■♥❞❡①✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝✉rr❡♥t sq✉❛r❡ ❧♦♦♣s I❞ ✐♥t♦

∆jx ❛♥❞ ∆jy ❬✺✶❪ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✹✼✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✶✾ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ◆❉❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✷✵ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✶ Pr♦❜❧❡♠ s❡t✉♣✿ ❆ ♣❛❝❦❛❣❡ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡ts ✇✐t❤ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝t

✐s ♠♦✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✶✷✸



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✸✳✷ ❉❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤

∆F❋❊▼
x ✭t♦♣✮✱ ∆F❋❊▼

y ✭♠✐❞❞❧❡✮✱ ∆F❋❊▼
z ✭❜♦tt♦♠✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✸ ▼❡❛s✉r❡❞ r❛✇ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Fx ✭t♦♣✮✱ Fy ✭♠✐❞❞❧❡✮✱

Fz ✭❜♦tt♦♠✮ ❢♦r ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d = 2♠♠ ❛♥❞ tr✐❛❧ ♥♦✳ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✹ ❉❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t tr✐❛❧ ♥♦✳

✶ ✇✐t❤ ∆F♠❡❛s
x ✭t♦♣✮✱ ∆F♠❡❛s

y ✭♠✐❞❞❧❡✮✱ ∆F♠❡❛s
z ✭❜♦tt♦♠✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✸✳✺ ❙◆❘ ♦❢ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✻ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞

t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ = 0.5 ❢♦r ❚P❘✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

❛ ❈✉r✈❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦r♠ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ❢♦r t❤❡

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ λ✲✈❛❧✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

❜ ❆ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ◆❘▼❙❊= 4.83% ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧

λ = [2.52 · 10−8, 1.99 · 10−7] ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✸✳✼ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ ✐♥ ❚P❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✽ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ γ ❛♥❞ λ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ = 0.5

❢♦r ❊◆❘✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

❛ ❈✉r✈❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦r♠ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ❢♦r t❤❡

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ λ✲✈❛❧✉❡s ❢♦r γ = 6 · 10−5. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

❜ ❈♦❧♦rs ✐♥❞✐❝❛t❡ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t γ✲λ✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✾ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t❤ ❢♦r ❊◆❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸✳✶✵ ❉❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ❜② ◆❘▼❙❊ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❧❛②✲

❡rs ❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❞❡❢❡❝ts ❛t d = 2✱ ✹ ❛♥❞ ✽♠♠ ❞❡♣t❤

❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮ ❛♥❞ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✶✶ ❉❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ❜② ◆❘▼❙❊ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❧❛②✲

❡rs ❢♦r ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✭tr✐❛❧ ♥♦✳ ✶✮ ✇✐t❤ ❞❡❢❡❝ts ❛t d = 2✱ ✹ ❛♥❞ ✽♠♠

❞❡♣t❤ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮ ❛♥❞ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲

P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✶✷ Pr♦❜❧❡♠ s❡t✉♣✿ ❆ ♣❧❛♥❛r ❝♦✐❧ ❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❝✉rr❡♥t ❧❡❛❞s t♦

✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ✭♦r❛♥❣❡ ❧✐♥❡s✮ ✐♥ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s♣❡❝✐♠❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✶✸ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦✐❧ ♣❛rts ❛♥❞ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✶✹ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥t ∆bx ✐♥ ➭❚ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ✵◦✲ ❛♥❞ ✾✵◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸✳✶✺ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥t ∆bx ✐♥ ➭❚ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ ❞❡❢❡❝t ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ✵◦✲ ❛♥❞ ✾✵◦✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸✳✶✻ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✶✷✹



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✸✳✶✼ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▼❋P ∆bx ✐♥ ➭❚ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡✲
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✶✲✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✽ ❉❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ♦♥ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊❆❆ ❢♦r ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs

✶✲✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✾ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ✉s✐♥❣ ❆❋❙ ✭❛✮ ❛♥❞ ❊❆❆ ✭❜✮ ❢♦r ❉❘❙

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❞❡♣t❤ d = 2♠♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✺✳✶✵ ❉❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲✇✐❞t❤✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❢♦r ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r ✻ ✇✐t❤ t✇♦

♠✐♥✐♠✉♠ r❡❣✐♦♥s ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r ❆❋❙ ✭❛✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r

❊❆❆ ✭❜✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✺✳✶✶ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ✉s✐♥❣ ❆❋❙ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❊❆❆ ✭r✐❣❤t✮ ❢♦r ❉❘❙s

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t tr✐❛❧ ♥♦✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✻✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✷ ❉❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
[
∆F❋❊▼x

]
A×B

✱
[
∆F❋❊▼y

]
A×B

❛♥❞
[
∆F❋❊▼z

]
A×B

✐♥ ➭◆✿ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r

❞❡❢❡❝t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✸ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✻✳✹ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ∆Fx ✭❣r❛②✮ ❛♥❞ ∆Fz ✭❜❧❛❝❦✮ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❆❋❙ ✭❧❡❢t✮✱

❊❆❆ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ❙❱❆ ✭r✐❣❤t✮ ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❋❊▼ ✭s♦❧✐❞

❧✐♥❡s✮ ❢♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✶✷✻



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✼✳✶ ❙❡t✉♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✼✳✷ ■♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✼✳✸ ❉❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ∆Fx ✭❛✮ ❛♥❞ ∆Fz ✭❜✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✼✳✹ ❉❘❙ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦s rx ❛♥❞ rz ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ s❤✐❢ts sx ❛♥❞ sz ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣

r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✼✳✺ ▼♦t✐♦♥✲❡✈♦❦❡❞ s❦✐♥ ❞❡♣t❤ ✭✼✳✶✮ ❢♦r ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✼✳✻ ❉❘❙ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦s rx ❛♥❞ rz ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ s❤✐❢ts sx ❛♥❞ sz ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s v❤✐❣❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✼✳✼ ❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ∆Fx ❛♥❞ ∆Fz ❛t ✈❡❧♦❝✐t② v = 25♠✴s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✼✳✽ ❉❘❙ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦s rx ❛♥❞ rz ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ s❤✐❢ts sx ❛♥❞ sz ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ d ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✶✷✼



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✷✽



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✷✳✶ ■♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σ0 ❛♥❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ❤❡✐❣❤t H ✳ ✳ ✶✵

✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲✷✲♥♦r♠ ✭❈◆✮✱ t❤❡

❙❦❡❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t ̺ ❢♦r ▲❋❊ ❛♥❞ ❊❈❊✳ ✳ ✳ ✸✻

✸✳✶ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉✲

❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✸✳✷ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉✲

❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✹✳✶ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞

▲❛♥❞✇❡❜❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✹✳✷ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❞❡❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞

▲❛♥❞✇❡❜❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✺✳✶ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r✲❞❡♣t❤ s❝❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❆❋❙ ❛♥❞ ❊❆❆ ♦❢ ✷✺ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥t tr✐❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✻✳✶ ◆❘▼❙❊ ✐♥ ✪ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❉❘❙s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❆❋❙✱ ❊❆❆ ❛♥❞ ❙❱❆ ✐♥

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❋❊▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✶✷✾





❆❝r♦♥②♠s ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧s

❆❝r♦♥②♠s

❆❋❙ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥

❇❊❙▼ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t s♦✉r❝❡ ♠❡t❤♦❞

❉❆◗ ❞❛t❛ ❛q✉✐st✐♦♥

❉❋❚ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠

❉❘❙ ❞❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧

❊❆❆ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r❡❛ ❛♣♣r♦❛❝❤

❊❈❊ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❊◆❘ ❡❧❛st✐❝ ♥❡t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❋❊▼ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞

●▲❆❘❊ ❣❧❛ss✲✜❜❡r r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❧❛♠✐♥❛t❡

●▼❘ ❣✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st✐✈❡

●P■❇ ●❡♥❡r❛❧ P✉r♣♦s❡ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❇✉s

▲❆❙❙❖ ❧❡❛st ❛❜s♦❧✉t❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r

▲❋❊ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

▼❉❆ ♠♦✈✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤

▼❉▼ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐♣♦❧❡s ♠❡t❤♦❞

▼▼❆ ♠♦✈✐♥❣ ♠❛❣♥❡t ❛♣♣r♦❛❝❤

▼◆❊ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥

▼❋P ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

✶✸✶



●❧♦ss❛r② ♦❢ ❆❝r♦♥②♠s ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧s

▼❯❙■❈ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✐❣♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

◆❉❊ ♥♦♥❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

◆❘▼❙❊ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r

P❈❇ ♣r✐♥t❡❞ ❝✐r❝✉✐t ❜♦❛r❞

◗❙❆ q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤

❘❖■ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st

❙◆❘ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡✲r❛t✐♦

❙❱❆ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

❙❱❉ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❙◗❯■❉ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❞❡✈✐❝❡

❚P❘ ❚✐❦❤♦♥♦✈✲P❤✐❧❧✐♣s✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❚❙❱❉ tr✉♥❝❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❚❱ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥

✈♦①❡❧ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t

❙②♠❜♦❧s

~· ✈❡❝t♦r

[·] ♠❛tr✐①✱ t❡♥s♦r

· ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r

[·]T tr❛♥s♣♦s❡❞ ♠❛tr✐①

[·]−1 ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①

[·]+ ▼♦♦r❡✲P❡♥r♦s❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①

[·]∗ ❛❞❥♦✐♥t ♠❛tr✐①

·̂ ✷❉✲❉❋❚ tr❛♥s❢♦r♠❡❞

α r❡❧❛t✐✈❡ z✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✐♥ ▼❉▼ ❢♦r ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t

♠❛❣♥❡t

✶✸✷



●❧♦ss❛r② ♦❢ ❆❝r♦♥②♠s ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧s

β r❡❧❛t✐✈❡ r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✐♥ ▼❉▼ ❢♦r ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t

♠❛❣♥❡t

γ ♥♦r♠ ✇❡✐❣❤t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❊◆❘

δ ❞❡♣t❤ ♦❢ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥

δz ❧✐❢t✲♦✛ ❞✐st❛♥❝❡

ε ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❊❆❆

η st❡♣ s✐③❡ ♦❢ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ✐t❡r❛t✐♦♥

~θ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r

Γa ❛✐r ❜♦① s✉r❢❛❝❡

Γc ❝♦♥❞✉❝t♦r s✉r❢❛❝❡

Γd ❞❡❢❡❝t s✉r❢❛❝❡

ε0 ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡

µ0 ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡

µr r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧

µ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②

σ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

σ0 ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡r t❡st

σd ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

Φ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ▼❋P

ϕ ❡❧❡❝tr✐❝ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧

Ωd ❞❡❢❡❝t✲❞♦♠❛✐♥

Ωm ♠❛❣♥❡t✲❞♦♠❛✐♥

ω ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②

~A ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧

~A∗ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧

Ad ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥

ad s✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠♠✷

✶✸✸



●❧♦ss❛r② ♦❢ ❆❝r♦♥②♠s ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧s

~B = ~Bp +~bs t♦t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t②

~Bp ♣r✐♠❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t

~bs s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts

∆bx(t) = (Bx,0(t)−Bx(t)) ▼❋P ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥

∆bx ▼❋P ❛s ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r

∆bx
BS ▼❋P ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❇✐♦t✲❙❛✈❛rt ❧❛✇

Bx,(0)(t) = Bp,x(t) + bs,x,(0)(t) x✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t♦t❛❧ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t②

♦❢ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ ✭✇✐t❤♦✉t✮ ❛ ❞❡❢❡❝t

Bp,x(t) x✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♣r✐♠❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❝♦✐❧

bs,x,(0)(t) x✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞

❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ♦❢ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ ✭✇✐t❤♦✉t✮ ❛ ❞❡❢❡❝t

Br ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡♠❛♥❡♥❝❡

Cd ❞✐♣♦❧❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r

cx ❛①✐s ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥

cy ❛①✐s ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥

d ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤

~D ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞

Dd ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

Dm ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t

d0 ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❞❡❢❡❝t

dx ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥

dy ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥

∆~F = ~F − ~F0 ❞❡❢❡❝t r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ✭❉❘❙✮

~F(0) ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ ✭✇✐t❤♦✉t✮ ❛ ❞❡❢❡❝t

∆~FAFS/EAA/SVA ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ x✲✱ y✲ ❛♥❞ z✲❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❆❋❙✴❊❆❆✴❙❱❆
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●❧♦ss❛r② ♦❢ ❆❝r♦♥②♠s ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧s

∆~FFEM/meas ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ x✲✱ y✲ ❛♥❞ z✲❉❘❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

fe ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②

fs s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡

G(~x) ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r

H ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥

Hd ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

Hm ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t

I❞(i, j) ✉♥✐t❛r② sq✉❛r❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ ❛t ❡❧❡♠❡♥t i, j I❞(i, j)

∆~j = ~j −~j0 ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②

~j(0) ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ ✭✇✐t❤♦✉t✮ ❛ ❞❡❢❡❝t

~Je ❡①t❡r♥❛❧ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦✐❧ ❛s ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r

[L] ❧❡❛❞ ✜❡❧❞ ♠❛tr✐①

L ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥

lc ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠

Ld ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

~M ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t

~m ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t

~mp ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐♣♦❧❡ ✐♥ ▼❉▼

~n ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧ t♦ ❛ s✉r❢❛❝❡

Nd ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡s ♦❢ t❤❡ ▼❉▼ ❢♦r ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t

Nh ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ▼❉▼ ❢♦r ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t

Nr ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ▼❉▼ ❢♦r ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t

qj s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ j✲t❤ ❡❧❡♠❡♥t

~r. ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r

Rm ♠❛❣♥❡t✐❝ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r

rx ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦ ♦❢ ∆Fx
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rz ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦ ♦❢ ∆Fz

Si s✐③❡ ♦❢ i✲t❤ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❡❧❡♠❡♥t

sx x✲s❤✐❢t ♦❢ ♠❛✐♥ ∆Fx ♣❡❛❦

sz x✲s❤✐❢t ♦❢ ♠❛✐♥ ∆Fz ♣❡❛❦

t t✐♠❡

t❤ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r

~v r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡r t❡st

V ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡r t❡st

Vd ❞❡❢❡❝t ✈♦❧✉♠❡

VE ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ✈♦①❡❧

Vm ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t

W ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥

Wd ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

~x s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r

xe ❞❡❢❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥

~y ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

ye ❞❡❢❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥

∆z t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡t
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