Technische Universitat [lmenau
Institut fiir Mathematik

Operatortheorie fiir
PT-symmetrische Quantenmechanik

Dissertation zur Erlangung des akademischen Grades Doktor
der Naturwissenschaften (Dr. rer. nat.)

vorgelegt der Fakultat fur Mathematik und Naturwissenschaften
der Technischen Universitat Ilmenau

von M. Sc. Florian Leben

1. Gutachter: Prof. Dr. Carsten Trunk
2. Gutachter: Prof. Dr. Volodymyr Derkach
3. Gutachter: Prof. Dr. Petr Siegl

Tag der Einreichung: 13. September 2019
Tag der wissenschaftlichen Aussprache: 08. November 2019

urn:nbn:de:gbv:ilm1-2019000405






Zusammenfassung

Eine Verallgemeinerung der klassischen Quantenmechanik stammt von C. M. Bender
und S. Boettcher welche alle Axiome der Quantenmechanik tibernahmen, aufler der
Bedingung, dass der Hamiltonoperator Hermitesch ist. Sie fordern stattdessen, dass der
Hamiltonoperator P7T -symmetrisch sein soll. Hier sind P beziehungsweise 7 die Paritét
und die Zeitumkehr. Besonderes Augenmerk liegt auf den speziellen Hamiltonoperatoren

H=1p*—(iz)"?, 2zeTl

auf einer Kontur I' und mit einer natiirlichen Zahl N. In der vorliegenden Arbeit be-
handeln wir die Operatoren H, sowie Hamiltonoperatoren mit einem allgemeineren P7T -
symmetrischen Potential q, erklirt auf einer keilférmigen Kontur I'. Das dazugehorige
Eigenwertproblem hat nach einer Parametrisierung der Kontur die Gestalt

—eF20u" () + qe(2)w(z) = Mw(x), v € Ry.

Fiir das zu H gehorige Problem gilt ¢i(z) = —(ix)Vt2e* N2 Dies sind Sturm-
Liouville Differentialgleichung auf (—oo, 0] und [0, 00), welche wir mit operatortheoreti-
schen Methoden behandeln. Wir geben, mittels WKB-Analysis ein Grenzpunktfallkrite-
rium an und fiir das spezielle Potential aus H eine vollstandige Klassifikation beziiglich
der Weyl’schen Grenzpunkt-/Grenzkreisfall Alternative. Wir definieren die zu den obi-
gen Differentialgleichungen gehorenden minimalen und maximalen Operatoren, welche
zueinander adjungiert beziiglich der komplexen Konjugation sind. Diese Operatoren sind
auf den reellen Halbachsen definiert und wir fligen diese zu dem minimalen und maxi-
malen Operator auf der ganzen Achse zusammen, die wiederum zueinander adjungiert
beziiglich des neuen inneren Produktes [-,-] := (P-,-) sind. Mithilfe einer Kopplungs-
bedingung G € C?*? in Null erhalten wir den Operator Ag, eine Einschriankung des
maximalen Operators. Diese Bedingung besitzt Freiheitsgrade und wir geben Bedin-
gungen an G an, sodass Ag PT-symmetrisch oder [-, -]-selbstadjungiert ist. Dafiir kon-
struieren wir ein Randtripel. Aulerdem berechnen wir die Weyl-Funktion und erhalten
somit eine Bedingung fiir die Existenz und Lage der Eigenwerte von Ag. Mithilfe der
WKB-Analysis untersuchen wir diese Bedingung und kénnen Bereiche der komplexen
Ebene ausschlieffen, in denen sich kein Spektrum befindet. Ferner besitzt Ag strukturell
dieselben Spektraleigenschaften wie die entsprechenden Operatoren auf den Halbachsen.






Abstract

A generalisation of conventional quantum mechanics was coined by C. M. Bender and S.
Boettcher. They adopted all axioms of quantum mechanics except the one that assumes
the Hamiltonian to be Hermitian. Instead, it is assumed that the Hamiltonian is P7T-
symmetry, where P is the spatial reflection and 7T is the time reversal. The authors
consider a non-Hermitian Hamiltonian corresponding to

H=p*— (iz)"?, zel,

where N is a natural number and z runs along a complex contour I'. In the present the-
sis, we consider the operator H and more general PT-symmetric Hamiltonians defined
on a wedge-shaped contour I'. After a parametrisation of I', the associated eigenvalue
problems

—eF20u" () + qo(2)w(z) = Mw(x), v € Ry

are Sturm-Liouville differential equations on (—oo, 0] and on [0, 00), in which the corre-
sponding potential of H yields to qi(x) = —(iz)VT2eFN+2® With the help of asymp-
totic analysis we give a limit point criterion and for the potential of H a complete limit
point /limit circle classification. Corresponding to the above differential equations we de-
fine the minimal and the maximal operator, which are adjoint with respect to complex
conjugation. These operators are defined on the real semi-axis and we merge them to
the minimal operator and the maximal operator on the full axis, which are adjoint with
respect to the new inner product [-,-] := (P-,-). With a coupling condition G € C?**?
in zero we obtain an operator Ag, which is a restriction of the maximal operator. We
give conditions on G, such that Ag is PT-symmetric or [-, -]-self-adjoint. To this end, we
construct a boundary triple. Moreover we calculate the Weyl function and thus obtain a
condition for the existence and position of eigenvalues of Ag. With asymptotic analysis
we also can exclude areas of the complex plane, where As has no eigenvalues. Further-
more, characteristics of the spectrum of Ag match structurally with the characteristics
of the operators defined on the semi axis.
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1. Einleitung

In der klassischen Quantenmechanik sind die Hamiltonoperatoren hermitesche bezie-
hungsweise selbstadjungierte Operatoren. Diese Eigenschaft wird in der neueren For-
schung als zu restriktiv angesehen. In Jahr 1998 untersuchten C.M. Bender und S. Boett-
cher in ihrer wegweisenden Arbeit [12] eine grofie Klasse nicht-hermitescher Hamilton-
operatoren und erkannten mithilfe numerischer Berechnung, dass diese reelles Spek-
trum_besitzen. Dies war der Beginn einer nicht-hermiteschen Quantenmechanik, siehe
12, 13, 19, 49] oder fiir einen Uberblick [9, 11, [15, 42]. Es wurden dabei alle Axio-
me der klassischen Quantenmechanik iibernommen, aufler jenes, welches die Hermiti-
zitit des Hamiltonoperators forderte. Stattdessen sollten die Hamiltonoperatoren PT -
symmetrisch sein. In [12] wird der nicht-hermitesche Operator beziiglich

p*—(i2)"*? zel (1.1)

betrachtet, wobei N eine natiirliche Zahl groler als Null ist. Im Gegensatz zur klassischen
Quantenmechanik durchlduft z eine komplexe Kontur I'. Im Allgemeinen kann man nicht
erwarten, dass der Operator zu () hermitesch im Hilbertraum L? ist und somit reelles
Spektrum besitzt.

Hamiltonoperatoren der Form () sind nicht hermitesch, erfiillen jedoch eine antili-
neare P7T-Symmetrie, welches die gemeinsame Invarianz unter gleichzeitiger Raumre-
flektion P und Zeitumkehr 7 darstellt. Die Bedingung, dass der Hamiltonoperator PT -
symmetrisch sein soll, ist eine physikalische Voraussetzung, da sowohl P als auch T Ele-
mente der homogenen Lorentzgruppe, als Lorentz-Boost und Raumreflektion sind. Heut-
zutage existieren eine Vielzahl von Arbeiten in diversen Forschungsbereichen iiber P7T -
symmetrische Hamiltonoperatoren, unter anderem [[10, 11, 16, 19, B0, B9, 43, 48, 49]. Zum
Beispiel wurde eine enge Verbindung zwischen Metamaterialien und P7T-symmetrischen
Operatoren entdeckt, da diese Operatoren in der Lage sind negative Permeabilitdt und
Permittivitdt miteinzubeziehen, vergleiche [30, B9, 43].

In (ll:l]) liegt die Kontour I' in Regionen der komplexen Ebene, sodass die Eigenfunktio-
nen ¢ : I' = C von ([L.1) exponentiell gegen null gehen, wenn |z| — oo entlang I'. Die
Regionen der komplexen Ebene, in denen die Losungen von ([L.11) exponentiell verschwin-
den sind Sektoren, so genannte Stokes-Sektoren. Der Offnungswinkel dieser Sektoren,



1 FEinleitung

und somit die Anzahl der Sektoren, hingt nur von der Zahl N ab, siche Abbildung @
Die Sektoren werden von Strahlen, genannt Stokes-Linien begrenzt, siehe [9, 12, 13]. Die
Kontur I' ist so gewahlt, dass sie in zwei Sektoren liegt, so dass mit z € ' auch —z € T’
erfiillt ist, das heifit I' ist symmetrisch beziiglich der Wirkung von P7 in dem Sinne,
dass fur die Funktion f, die auf I' erklért ist, auch die Funktion PT f iiber I' erklért ist.
Sowohl die Stokes-Sektoren, als auch die Stokes-Linien sind symmetrisch beziiglich der
Wirkung von PT.

Wir wollen diese Zweiteilung in Stokes-Sektoren und Stokes-Linien mit der klassischen
Grenzpunkt- /Grenzkreisfall Alternative aus der Sturm-Liouville Theorie mit komplexen
Potential in Beziehung zu setzen.

Aus Griinden der Vereinfachung nutzen wir die spezielle Kontur (siehe [6])
.= {z = ze"?9m@) ;g € R} , o€ (—m/2,71/2),

siehe Abbildung .

Abbildung 1.1: Kontour I in der komplexen Ebene mit Offnungswinkel ¢ und je 6 Stokes-
Sektoren und Stokes-Linien fiir N = 2

Somit fiihrt () auf das zugehorige Eigenwertproblem

—y"(2) = (12) " Py(2) = Ay(2), z€T.
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Mit der Parametrisierung
2(x) == ze*® g e R, (1.2)
erhalten wir Sturm-Liouville Differentialgleichungen auf [0, 0c0) und auf (—oc, 0],

row(x) == —e 2" () — (iz) N 2eWN Ty (1) (x), z € Ry (1.3)

= \w
T_w(z) == —e¥w" (z) — (ix)N2e” Wiy () = Aw(z), z € R_. (1.4)

Es ist unser Ziel (@) und () mit operatortheoretischen Methoden zu behandeln. Dies
stellt einen neuen Ansatz verglichen mit der oben zitierten Literatur aus der theoreti-
schen Physik dar. Dariiberhinaus lassen wir allgemeinere Potentiale q : [' — C, als jenes
—(i2)N+2 in (|L.1)) zu, sodass wir mit g4 (z) == q(ze#*9"®)), 7 € R analog zu oben die
Sturm-Liouville Differentialgleichungen auf [0, 00) beziehungsweise auf (—oo, 0],

Trw(z) == —e” " (z) + g (z)w(x)

Aw(z), x € Ry
T_w(z) = —e*w"(x) + ¢_(x)w(xr) = Iw

(x), x € R_ (1.6)

erhalten.

Die Gleichungen () und (@) entsprechen einem Sturm-Liouville Problem —(py’)" +
qy = Ay mit nicht-reellem p und nicht-reellem ¢ auf einer Halbachse. Bevor wir die-
sen Fall naher betrachten, rufen wir uns die klassische Sturm-Liouville Theorie auf einer
Halbachse (siche zum Beispiel [34, b4]) fir reellwertige, lokal summierbare Koeffizi-
enten p, ¢ und regularem Randpunkt 0 ins Gedéachtnis. Die klassische Sturm-Liouville
Theorie fir reelle p, g folgt (grob) dem folgenden Schema:

(a) Man bestimme die Anzahl der L?-Losungen von —(py') + qy = Ay mit A € C\R.
Nach der bekannten Weyl’schen Alternative erhalten wir entweder eine oder zwei
linear unabhéngige L?-Losungen. Die entsprechenden Félle nennt man dann Grenz-
punktfall (falls genau eine Losung existiert) oder Grenzkreisfall (fiir zwei Losun-
gen).

(b) Man definiere den maximalen und minimalen Operator beztiglich des entsprechen-
den Differentialausdruckes —(py')’ + qy. Grob gesagt verschwinden die Elemente
des Definitionsbereiches des minimalen Operators am (reguldren) Randpunkt Null
und die Elemente des Definitionsbereiches des maximalen Operators bendtigen kei-
ne Randbedingungen.

(c) Man zeigt, dass der minimale Operator symmetrisch ist und sein Adjungierter der
maximale Operator ist. Im Grenzpunktfall hat der minimale Operator Defekt eins,
im Grenzkreisfall ist sein Defekt zwei.

(d) Beschreibe alle selbstadjungierten Erweiterungen Ay des minimalen Operators mit-
tels eines geeigneten Parameters 6 (abhénig von der gewéhlten Beschreibung) und

11
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l6se das Spektralproblem Agy = Ay. So ist zum Beispiel in [53] im Grenzpunktfall
0 eine reelle Zahl, wahrend im Grenzkreisfall § ein Paar 2 x 2 Matrizen ist.

Dieses Vorgehen ist seit dem bahnbrechenden Paper von A. Weyl [b4] tiberaus erfolg-
reich und fithrt zu dem noch immer sehr aktiven mathematischen Forschungsgebiet der
Erweiterungstheorie, siehe zum Beispiel die Monographien [27, 29, 36, 47, b5].

Eine analoge Theorie wurde fiir nicht-reelles Potential ¢ von A.R. Sims [51] bewiesen.
Zuerst wurde Punkt (a) von A.R. Sims [51] fir Img < 0 erweitert. Diese Erweiterung
besagt, dass zumindest eine Losung von (h) im mit dem Gewicht Im(A—q) gewichteten
Raum L?(0, 00, Im(\ — q)) existiert. AuBlerdem ist diese Losung fiir A aus der oberen
komplexen Halbebene in L?(0, 00). Im Gegensatz zur obigen Alternative von Weyl aus
Punkt (a), gibt es nun drei mogliche Félle:

1. Grenzpunktfall I: Es existiert (bis auf eine komplexe Konstante) genau eine Losung
von —(py') + qy = Ay, welche sowohl in L?(0, 0o, Im(\ — ¢q)) als auch in L?(0, o0)
ist.

2. Grenzpunktfall IT: Es existiert eine Losung in L2(0, 0o, Im(A —¢q)), aber alle Losun-
gen sind in L?(0, 00).

3. Grenzkreisfall: Alle Losungen sind sowohl in in L?(0, 0o, Im(A — ¢)) als auch in
L?(0, 00).

Der obige Ansatz von A.R. Sims [b1] beschrankt sich auf Potentiale ¢ mit Img < 0.
Wir nutzen jedoch eine weitere Verallgemeinerung, welche weniger Voraussetzungen an
das Potential ¢ und die komplexwertige Funktion p stellt, siehe [20]. Es existieren auch
hier drei Félle, welche den obigen Fallen Grenzpunktfall I, Grenzpunktfall IT und Grenz-
kreisfall entsprechen (und welche in [20, Theorem 2.1] mit case I, II und III bezeichnet
werden). Mithilfe dieses Resultates geben wir eine komplette Klassifikation in_Grenz-
punktfall beziehungsweise Grenzkreisfall der Differentialgleichungen (@) und () an.
Dies geschieht mit Hilfe der sogenannten WKB-Analysis, siehe [28], die eine Naherung
der Losungen von Differentialgleichung bereitstellt. Abhéngig von der Lage der Kontur
I', in Form des Winkels ¢, bestimmen wir den Grenzpunktfall I.IT oder den Grenzkreis-
fall. Im Grenzpunktfall I sind keine Randbedingungen bei +o00 nétig, dies bedeutet, dass
die Funktionen ¢ aus dem Definitionsbereich des maximalen Operators |(x)| — 0 er-
fillen, falls |z| — oo und falls ¢ eine Losung von (B) oder () ist, verschwindet |4|
sogar exponentiell fiir |x| — oco. Somit reduzieren wir die (physikalische) Notation von
Stokes-Sektoren und Stokes-Linien auf die Grenzpunkt-/Grenzkreisfall Klassifikation fiir
() und () im folgenden Sinne.

Gleichungen (), () im Grenzpunktfall I << T liegt in zwei Stokes-Sektoren.

Grenzpunktfall IT ist nicht moglich.
Gleichungen (), () im Grenzkreisfall < T liegt auf zwei Stokes-Linien.

12



Der Zusammenhang zwischen PT-symmetrischer Quantenmechanik und der bekannten
Notation aus der Sturm-Liouville Theorie mit komplexen Potential ist ein wichtiges
Resultat dieser Arbeit. Fiir die allgemeineren Gleichungen (@) und (@) geben wir
ein Kriterium an, welches garantiert, dass sich diese Gleichungen im Grenzpunktfall
I befinden. Dies ist ein Novum, denn Kriterien fir Grenzpunkt-/ Grenzkreisfélle fiir
Sturm-Liouville- Ausdriicke mit komplexen Koeffizienten sind bislang kaum vorhanden.

AnschlieBend entwickeln wir fiir den nicht-hermiteschen Hamiltonoperator (@) eine
Spektraltheorie, welche der Anleitung (b)—(d) von oben folgt. Wir beschrénken uns hier-
bei auf den physikalisch relevanten Fall, den Grenzpunktfall I beziehungsweise, dass I"
in zwei Stokes-Sektoren liegt (fiir einige Resultate zum Grenzkreisfall siehe [4, p]). Wir
beschranken uns dabei nicht nur auf die nicht-hermiteschen Hamiltonoperatoren mit der
speziellen Klasse von Potentialen —(iz)V*2 aus (), sondern entwickeln eine Spektral-
theorie fiir Operatoren mit einem allgemeineren Potential q(z) an, sodass der zugehérige
Operator PT-symmetrisch bleibt. Die maximalen beziehungsweise minimalen Operato-
ren Apaey (7)) und Agy(7,) gehoren zu dem Differentialausdruck 7, auf der positiven
reellen_Achse, siehe (ﬁ), wohingegen A, (7-) und Ag_(7_) zu 7_ auf R_ gehoren,
siehe ([L.6). Analog wie in Punkt (b) bestimmen wir zunéchst die Definitionsbereiche der
minimalen Operatoren Apy(7+) und der maximalen Operatoren A, .+ (7+) als

dom Apaps (72) i= {w € L*(Ry) : mew € L*(Ry), w,w' € AC.(R1)}
und
dom Agy(72) := {w € dom A4+ (7+) : w(0) = w'(0) = 0}

(im Grenzpunktfall I). Es stellt sich heraus, dass die minimalen Operatoren T-symmetrisch
sind (in der Literatur, zum Beispiel [29], besser bekannt als J-symmetrisch, dies bedeu-
tet symmetrisch unter der komplexen Konjugation), und deren Adjungierte sind die
maximalen Operatoren. Mittels der formal Adjungierten

miw(z) = -0 () + gz (z)w(z), v € Ry,
zeigen wir zudem

Amaa:i (Ti)* = AOi (T:—Ii_)

Wir nutzen die maximalen und minimalen Operatoren A,u.+(7+) und Agy(74) als
Grundbausteine fiir die Operatoren auf der ganzen reellen Achse. Den maximalen Opera-
tor auf der ganzen Achse definieren wir als die direkte Summe der maximalen Operatoren
auf den Halbachsen,

Amam = Amax— (7——) s> Amax-l— (7_+)

mit Definitionsbereich

Doz = {w € L*(R) : Aw € L*(R), w|r,, w'|r, € ACioe(Ry)} .

13
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Auf dieselbe Art und Weise erhalten wir den minimalen Operator
Ag i=Ag-(7-) © Aoy (14)
mit Definitionsbereich

dom Ay = {w € Doy : w(0+) = w(0—) = w'(0+) = w'(0—) = 0}.

Es zeigt sich, dass die Operatoren A,,,.. und A, adjungiert beziiglich eines inneren
Produkts [+, | sind, sieche zum Beispiel [40, 41, 42, 62|, wobei das neue innere Produkt

[-,] als
[ ] = (P-)

definiert ist. Hierbei steht (-, -) fiir das klassische Skalarpodukt in L?. Im néchsten Schritt
erweitern wir Ag. Dazu nimmt man Verkniipfungsbedingungen fiir die beiden Halbach-
senoperatoren in Null an, das heiflit mittels Randbedingungen in Null schrankt man den
maximalen Operator A,,,, ein (beziehungsweise erweitert den minimalen Operator Ap).
Wir fithren eine invertierbare Matrix GG ein und erhalten so den gewiinschten Operator

Ag,
dom (Ag) == {w € Dinaa : (;U'(((())TL))) =G (5’2%:)))}

und

=0 (2) + gy (z)w(z), >0
Aguw(x) ._{ ) P2

Wir geben Bedingungen an G an, sodass der Operator Ag selbstadjungiert im neuen
inneren Produkt [-, -] beziehungsweise P7T -symmetrisch ist:

o Fiir
(eQMKG)* = KG, mit K := (? é) ,
ist Ag selbstadjungiert beziiglich des inneren Produktes [-, -].
o Fiir
— . 1 0
GJG = J, mit J := (0 _1> ,
ist Ag PT-symmetrisch.

Schlussendlich untersuchen wir das Spektrum von Ag. Fir nicht selbstadjungierte Ope-
ratoren wie Ag existiert dafiir im Allgemeinen keine Standardtheorie. Deshalb nutzen
wir eine bestimmte Erweiterung des minimalen Operators Agy. Dafiir fithren wir die
Operatoren Ay, welche Erweiterungen der minimalen Halbachsenoperatoren (oder Ein-

14



schrankungen der maximalen Halbachsenoperatoren) mit Definitionsbereich
dom Ay := {w € dom Az (7+) : w(0) =0}

sind, ein. Aus [20] ist bekannt, dass die Operatoren AL T-selbstadjungiert sind. Ferner
existieren Abschitzungen fiir die Lage des Spektrums und des essentiellen Spektrums.
Insbesondere besitzen diese Operatoren eine nichtleere Resolventenmenge und auflerhalb
des essentiellen Spektrums besteht das Spektrum nur aus isolierten Eigenwerten mit end-
licher algebraischer Vielfachheit. Fiir die spezielle Wahl des Potentials ¢(z) = —(iz)" 2
beziehungsweise g (z) = —(ix) V2V +2) konnen wir sogar zeigen, dass das essentielle
Spektrum leer ist.

Offensichtlich unterscheiden sich Ag und die direkte Summe von A_ & A, nur in zwei
Dimensionen. Als zweites grofles Resultat dieser Arbeit zeigen wir, dass Ag strukturell
dieselben Spektraleigenschaften wie die direkte Summe A_ @ A, besitzt, das heifit fir
das Potential aus (@) besteht das Spektrum des dazugehorigen Operators Ag nur aus
isolierten Eigenwerten mit endlicher algebraischer Vielfachheit, das essentielle Spektrum
ist leer und die Resolventenmenge p(A) ist nichtleer. Mithilfe der oben beschriebenen
WKB-Analysis konnen wir die Lage der Eigenwerte abschétzen, beziehungsweise Regio-
nen der komplexen Ebene bestimmen, in denen keine Eigenwerte liegen kénnen. Dazu
bestimmen wir die sogenannte Weyl-Funktion, welche einen Zusammenhang zwischen
den Spektren von Ag und A_ & A, herstellt.

Es ist tiberraschend, dass in der physikalischen Literatur, beginnend mit dem Paper
von C.M. Bender und S. Boettcher [12], die oben genannten Techniken aus der Sturm-
Liouville Theorie fiir komplexwertige Potentiale nicht genutzt werden. Es ist das Ziel die-
ser Arbeit einen mathematischen Aufbau der (heutzutage) klassischen Bender-Boettcher-
Theorie im Sinne der spektralen Erweiterungstheorie fiir Sturm-Liouville Ausdriicke mit
komplexen Potential bereitzustellen. Allerdings gibt es mehrere Arbeiten, welche basie-
rend auf den Asymptotiken aus [0] und Argumenten aus der Funktionentheorie zeigen,
dass fiur bestimmte Potentiale und Konturen reelles Spektrum vorliegt. So wird in [49]
bewiesen, dass das Eigenwertproblem

—u"(2) = (i2)" " Pu(z) = \u(z)

auf der Kontur I' mit Offnungswinkel ¢ = -5+ NZ—L, N > 0 nur einfache, isolierte,
unendlich viele Eigenwerte besitzt, die reell und positiv sind. Der imagindre kubische

Oszillator
H =p*+ia®

auf der reellen Achse wird in [31] behandelt. Hier wird mit [50] und Ergebnissen aus der
Funktionentheorie ebenfalls gezeigt, dass dieser Hamiltonoperator nur diskretes Spek-
trum mit unendlichen vielen reellen und positiven Eigenwerten besitzt. Auch in [26] wird
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die Schrodingergleichung auf der reellen Achse mit N > 1
—u"(z) — (iz)*Mu(z) = Iu(z)

(sogar mit einem leicht allgemeineren Potential) betrachtet und gezeigt, dass die Eigen-
werte reell sind. In den beschriebenen Arbeiten werden funktionstheoretische Methoden
mit einer festgelegten Verkniipfungsbedingung bei Null genutzt, wihrend wir einen ope-
ratortheoretischen Zugang benutzen. Alle drei Arbeiten legen sich auflerdem auf eine
ganz bestimmte Kontur (eventuell in Abhéngigkeit des Parameters N) beziehungsweise
den dazugehérigen Offnungswinkel ¢ fest, wihrend wir in der vorliegenden Arbeit eine
groflere Auswahl fiir den_Winkel ¢ zulassen. Dariiberhinaus erlauben wir allgemeinere
Potentiale als jenes in (@) aus [12] und allgemeinere Verkniipfungsbedingungen bei
Null.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut. In Kapitel E geben wir eine kurze Einfithrung
in Kreinrdume und Operatoren in Kreinraumen und fithren das Konzept von linearen
Relationen und Randtripeln in Kreinrdumen in Abschnitt , sowie die dazugehorige
Weyl-Funktion ein. Kapitel a behandelt Differentialoperatoren zweiter Ordnung und
bildet das Grundgeriist dieser Arbeit. Dabei orientieren wir uns an [29, Chapter III]
und beginnen mit dem reguldren Sturm-Liouville Problem. Darauf aufbauend behan-
delt Kapitel ﬁ Differentialausdriicke mit einem regularen Endpunkt, welche wir zur
Konstruktion der Halbachsenoperatoren Aoy (7+) und Aqp+(72+) nutzen. Auerdem be-
reiten wir die Weyl’sche Grenzpunkt-/Grenzkreisfall Alternative aus [20] auf. Die WKB-
Asymptotiken, welche sowohl fir die Bestimmung der Grenzpunktfille und des Grenz-
kreisfalles, als auch zur Abschatzung der Lage der Eigenwerte essentiell sind, fithren
wir im Kapitel @ ein. Kapitel H behandelt den operatortheoretische Aufbau der PT-
symmetrischen Quantenmechanik. Dazu fithren wir Abschnitt @ die oben erwdhnten
Halbachsenoperatoren A,,q,+(7+) und Agx ein. Diese setzen wir in Kapitel zu den
maximalen und minimalen Operatoren A,,,, und Ay auf der gesamten reellen Achse
zusammen. Anschliefend fiihren wir in Kapitel die entsprechenden Erweiterungen
Ag des minimalen Operators Ay ein, wobei die Matrix G die Verkniipfungsbedingun-
gen in Null beschreibt. Dabei charakterisieren wir fiir welche Wahl von G wir stetige
Randbedingungen generieren beziehungsweise der Operator Ag P7T-symmetrisch oder
selbstadjungiert im inneren Produkt [, -] ist. Wir schlieBen dieses Kapitel indem wir die
Weyl-Funktion berechnen und erhalten so eine Gleichung, die fiir Eigenwerte von Ag
erfiillt ist. Im letzten Kapitel geben wir fiir das spezielle Potential q(2) = —(iz)V "2 eine
vollstandige Klassifikation in Grenzpunkt- und Grenzkreisfall an. AnschlieBend nutzen
wir_die Weyl-Funktion und die Gleichung zur Abschatzung der Eigenwerte aus Kapi-
tel  zum Abschatzen des Spektrums beziehungsweise der Lage der Eigenwerte. Somit
konnen wir mithilfe der WKB-Analysis aus Kapitel § Bereiche der komplexen Ebene
bestimmen, in der keine Eigenwerte liegen konnen.
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2. Kreinraume

In diesem Kapitel fithren wir Kreinrdume, lineare Relationen und Randtripel ein, welche
die Grundlagen der Arbeit bilden. Desweiteren betrachten wir Operatoren in Kreinraum-
en ein und geben einige Aussagen iiber deren Symmetrieeigenschaften und Spektrum an.
Fiir eine umfassendere Darstellung verweisen wir auf [, B, 18, B7].

2.1 Kreinraume und Operatoren

Wir beginnen mit der Definition eines Kreinraums, dessen Struktur durch ein inneres
Produkt gegeben ist.

Definition 2.1. Es sei K ein Vektorraum mit einer hermiteschen Sesquilinearform |-, -] :
K x K — C. Fiir zwei Unterriume L, M von K schreiben wir K = L[+]M, falls die
Summe direkt ist und [I,m] = 0 gilt fur alle [ € L und m € M.

K beziehungsweise das Tupel (IC, [+, -]) heiit Kreinraum, falls zwei Unterrdume X, und
KC_ existieren mit

K= IC+H‘]IC_,
wobei (K, [-,+]) und (K_, —[-,-]) Hilbertrdume sind. Eine solche Zerlegung heifit Fun-
damentalzerlegung von K.
Es sei (K, [,]) ein Kreinraum und K = K,[+]K_ eine Fundamentalzerlegung von K.

Eine solche Fundamentalzerlegung ist nicht eindeutig, es gilt jedoch fiir eine beliebige
andere Fundamentalzerlegung K = K/, [+]K”

dim K, = dim K,

sieche [B7, §1.1]. Fiir jedes € K existieren x4 € Ky mit x = x; + 2. Wir definieren
durch

('7 ) KX K — (C> (may) = [$+7y+] - [x*ﬂg*]
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2 Kreinrdume

ein Skalarprodukt auf K. Offensichtlich bildet (K;(-,-)) einen Hilbertraum. Die Un-
terrdume K, und K_ stehen beztiglich (-,-) orthogonal aufeinander. Es seien P, die
orthogonalen Projektionen beziiglich (-, -) auf 1. Man nennt den Operator

J:K—-K, J:=P,—P_
Fundamentalsymmetrie und es gilt
[z,y] = (J,y) und (z,y) = [Jz,y], z,y€K.

Die Skalarprodukte zu verschiedenen Fundamentalzerlegungen induzieren zueinander
dquivalente Normen und erzeugen somit die gleiche Topologie, siehe [37] oder [[18, Chap-
ter V.1J.

Wir nennen einen Vektor x € K positiv, neutral beziehungsweise negativ, falls [z, x] > 0,
[z, 2] = 0 beziehungsweise [z, z] < 0 gilt. Sind alle Elemente x # 0 eines Teilraumes A
von K positiv, neutral oder negativ, so heit N positiv, neutral bezichungsweise negativ.
Mit N bezeichnen wir das orthogonale Komplement von N C K beziiglich [-,-], das
heifit N = {z € K : [2,y] = 0 fiir alle y € N'}. Ist A ein abgeschlossener Teilraum
von K existieren nach [3, Chapter I1.6] abgeschlossene Teilraume Ny, N und Ny mit

N = N [FHIN-[HINo, (2.1)

wobei N, positiv, Ay neutral und N_ negativ ist. Es gilt Ay € M. Wir nennen N,
den positiven Teil, Ny den isotropen Teil und N_ den negativen Teil von N und s (N),
ko(N) und x_(N) seien die entsprechenden Dimensionen von N, , Ny beziehungsweise
N_. Obwohl die Zerlegung (@) nicht eindeutig ist, sind x4 (N), ko(N) und k_(N)
unabhéngig von der Wahl der Zerlegung, siehe [3, Chapter 1, §6].

Der Adjungierte eines Operators im Kreinraum wird analog wie im Hilbertraum definiert,
siehe [B, Definition 2.1.1] oder [37, §1.3].

Definition 2.2. Es sei T ein abgeschlossener, dicht definierter Operator im Kreinraum
(KC, [+, ]) mit Definitionsbereich dom 7. Die Adjungierte T von T ist definiert durch

dom T := {y € K : es existiert z € K mit [T'z,y] = [, 2] fiir alle z € dom T},

Tty =z, firy € domT™.

Offensichtlich ist 7" linear. Ebenso ist T" abgeschlossen, da fiir eine Folge (y,), in
dom T mit y,, — y und Ty, — 2 gilt

[Tz,y] =lim [Tz, y,] = lim [z, T"y,] = [, 2]

und somit y € dom7™ und z = Ty gilt. Der Operator T heiit symmetrisch im Krein-
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2.2 Lineare Relationen und Randtripel

raum (IC, [, +]), falls T'C T und selbstadjungiert im Kreinraum, falls 7= T.

Mit o(7T') bezeichnen wir das Spektrum eines abgeschlossenen Operators in K. Fiir eine
Menge A C C bezeichne A* := {Z: z € A}. Die folgende Proposition zeigt, dass das
Spektrum eines selbstadjungierten Operators im Kreinraum gewisse Symmetrieeigen-
schaften besitzt, siehe [37, Proposition 1.3.2].

Proposition 2.3. Es sei T' ein selbstadjungierter Operator in (I, [-,-]). Dann ist o(T)
symmetrisch beziiglich der reellen Achse, das heif§t

2.2 Lineare Relationen und Randtripel

Wir wiederholen einige Grundlagen fiir lineare Relationen, vergleiche [2, 21, 25, B2, B3].
Im Folgenden bezeichne (IC, [+, -]) einen separablen Kreinraum. Ein Untervektorraum 7°
von K? heifit lineare Relation in K. Fiir eine lineare Relation T fithren wir folgende
Begriffe ein

dom (T)={f e K|{f, f'} €T fur ein f' € K} ist der Definitionsbereich von T,
ran (T) = {f € K|{f,f'} € T fir ein f € K} ist der Wertebereich von T,

ker (T') = {f € K|{f,0} € T} ist der Kern von T, und

mul (T') = {f" € K|{0, f'} € T} ist der mehrwertige Teil von T.

Falls wir einen linearen Operator T in K mit seinem Graphen graph (T') := {{z, Tz} :
x € dom (7))} identifizieren, kann man 7" auch als lineare Relation auffassen. Diese
Identifikation werden wir im Folgenden immer voraussetzen. In diesem Sinne ist eine
lineare Relation genau dann ein linearer Operator, falls mul (7') = {0}.

Es seien S,T C K? lineare Relationen und a € C, dann definiert man Vielfaches, Sum-
me und Produkt analog zu den entsprechenden Operationen bei linearen Operatoren,
némlich

ol = {{f,af }|{f, f'} €T},
T+S={HF+dYHL Y eT {f,d} €S} und
TS = {{f, '} | {f.h} € S und {h, f'} € T fiir ein h € K}.

Die Inverse T~ ! einer linearen Relation T existiert immer und ist definiert als

T V.= {{a 2} : {z,2"} € T}.
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2 Kreinrdume

Auflerdem wird zuséatzlich zur Summe 7"+ S von linearen Relationen, die Summe der
Untervektorrdume als

TFS :={{z+y, o +vy}: {z, 2} € T, {y,y'} € S}

eingefithrt. Ist diese Summe direkt, d. h. 7N S = (§, schreiben wir 7&S. Eine lineare
Relation T ist abgeschlossen, wenn sie ein abgeschlossener Unterraum von K? ist.

Mit p(T') bezeichnen wir die Resolventenmenge der abgeschlossenen linearen Relation T,
das sind alle A € C, sodass (T — A\)~! ein linearer stetiger Operator ist und dom (7' —
A1 = K gilt. Das Spektrum o(T) ist das Komplement der Resolventemenge, o(T) =
C\p(T). Die Menge der reguldren Punkte von T ist

r(T):={Ae€ C:ker (T —\) = {0},ran (T" — X) ist abgeschlossen}.
Fiir Operatoren ist wohlbekannt, dass r(7) auch geschrieben werden kann als
r(T) ={X:3FkA) >0 mit |[(T — Nu|| > k(A)||u]| fur alle uw € dom T’}

und fur lineare Relationen lasst sich dies analog beweisen, siehe [7].
Definition 2.4. Die adjungierte Relation T einer linearen Relation T beztiglich [, ]
ist durch

T = {y, v} € K*: [y, 2] = [y, 2] fiir alle {z,2'} € T}

gegeben. Eine lineare Relation heifit symmetrisch, falls Tt C T beziehungsweise selbst-
adjungiert, falls TT = T.

Es gilt mit [25, Proposition 3.1], dass T+ abgeschlossen ist und 77+ = T. AuBerdem
gilt mul (7+) = dom (7)), insbesondere ist 7F genau dann ein Operator, wenn 7' dicht
definiert ist.

SchlieBlich fithren wir Randtripel ein, siche auch [22, Definition 2.1].

Definition 2.5. Es seien T eine abgeschlossene symmetrische Relation im Kreinraum
(K, [,]), (H,(,-)%) ein Hilbertraum und T'y,I'y : Tt — H lineare Abbildungen. Ein
Tripel {H,Ty,T'1} heiBt Randtripel der Relation TF, wenn fir alle ¥ = {z,2'},y =
{y,y'} € T" die abstrakte Greensche Identitat

[ZL”, y] - [‘Ta yl] - (Fl/x\v FO@\)H - (F()&?? Fl@\)ﬂ
gilt und die lineare Abbildung I' := (T, Fl)T : TT — H x H surjektiv ist.

Im Folgenden sei T eine abgeschlossene symmetrische Relation und {#,[,I'1} ein
Randtripel fir 7F. Dann (siehe [24, Remark 1.1]) sind die Abbildungen I', Ty und
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2.2 Lineare Relationen und Randtripel

[y stetig und kerI' = 7. Aulerdem ist r(7") symmetrisch beztiglich der reellen Achse,
vergleiche [22, Section 1.2]. Fir A € »(T) ist der Defektraum von T definiert durch
NA(TH) :=ker (TT — \) = (ran (T — X)) und durch

ﬁ)\(T+) = {{az,\,)\m} X € N)\(T+)}

ist die Defektrelation gegeben.

Eine lineare Relation S mit 7' C S C T heifit Erweiterung von T. Eine symmetrische
Relation T hat Defekt m € N U {oo}, falls eine selbstadjungierte Erweiterung S mit
dim (S/T) = m existiert, [8, Section 2]. Die nichste Proposition zitieren wir wir aus [22,
Proposition 2.1]. Diese stellt eine Bijektion zwischen den abgeschlossenen Erweiterungen
S und der abgeschlossenen linearen Relation im Randraum H dar.

Proposition 2.6. Es sei T eine abgeschlossene symmetrische Relation in K und
{H,Ty,T1} ein Randtripel fir T™. Dann gilt das Folgende.

(i) Die Abbildung I induziert eine Bijektion zwischen der Menge der abgeschlossenen
Erweiterungen Ag von T und der Menge der abgeschlossenen linearen Relationen
0 in H mittels

0— Ag:={T€T":TT €} =ker(I'y —0y).

(i) Die Erweiterung Ay von T ist eine symmetrische (beziehungsweise selbstadjun-
gierte) Relation im Kreinraum K genau dann, wenn die Relation 6 symmetrisch
(beziehungsweise selbstadjungiert) im Hilbertraum H ist.

Man sieht leicht, dass die beiden Erweiterungen Ay := kerI'y und A; := kerI'; von
T selbstadjungiert sind, da die dazugehorigen Relationen 6 in H gegeben durch 6, :=
{0} x H beziechungsweise ¢, := H x {0} selbstadjungiert sind.

Gibt es eine selbstadjungierte Erweiterung von 7' mit nichtleerer Resolventenmenge,
dann existiert auch ein Randtripel fiir T, vergleiche [22, Proposition 2.2].

Proposition 2.7. FEs sei T eine abgeschlossene symmetrische Relation in K und Ay =
Ag eine Erweiterung von T mit p(Ag) # 0. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Fir alle X € p(Ao) gilt
TT = A DNA\(TH).

(i) Es existiert ein Randtripel {H,To, 1} fir die Relation T, sodass ker 'y = Ay.

Die Abbildung I'o|z, 7+ : N)(T+) — H ist mit Proposition @ fir A € p(Ayp) injektiv,
da kerT'y = Ay. Nach Definition ist auflerdem I’y = T — H surjektiv und demzufolge
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2 Kreinrdume

ist T : No(TF) — H, X € p(Ay), bijektiv. Somit bildet auch die Umkehrabbildung

-1
A€ p(Ag), A=A\ = (Fo!ﬁA(Tﬂ)

H bijektiv auf Ny(7TF) ab. Das heiBt insbesondere ist dimH = dim N,(T™*) konstant
auf p(Ap). Weiter sind 77 /Ay und N,(7T") isomorph zueinander, das heifit

dim (T /Ag) = dim H = dim N\(T™),
was gerade der Defekt von T ist. Da I' surjektiv und kerI' = T ist, folgt das T /T
isomorph zu H? ist und damit dim(A4y/7T) = dim (T /Ag) = dim H.

Es sei m; die Projektion auf die i-te Komponente von K2, i = 1,2. Dann bildet m; den
Raum N, (T") bijektiv auf Ny(T") ab. Die Abbildung

A= y(A) =1 0y(N)
heifit y-Feld zum Randtripel {#, o, I'1}. Mit [22, Proposition 2.2] gilt
YA = 7(W) + (A =w) (Ao =N (W), A w e p(Ao).

Zu einem Randtripel gehort auflerdem eine holomorphe operatorwertige Weyl-Funktion,
vergleiche [22, Definition 2.2].

Definition 2.8. Es sei T' eine abgeschlossene symmetrische Relation in (K, [-,+]) und
{H,Ty,T1} ein Randtripel fiir TF. Setze Ay := ker I’y und es sei p(Ag) # 0. Die Abbil-
dung

—1 ~ ~ ~ ~
A M(A) =T, (royﬁA(Tﬂ) — {{FofA,FlfA} e NA(TJF)} A€ p(Ay)
heifit Weyl-Funktion zum Randtripel {#, o, "1 }.

Mit einigen der grundlegende Eigenschaften der Weyl-Funktion befasst sich die nachste
Proposition, siche [22, Section 2.2 und Proposition 2.3]

Proposition 2.9. Es sei T eine abgeschlossene symmetrische Relation in (K, [,-]),
{H,To,T1} ein Randtripel fir TT und Ay := kerT'g. Dann gelten fiir das v-Feld v und
die Weyl-Funktion M folgende Aussagen.

(1) M(X) ist ein linearer beschrankter Operator fir alle A € p(Ap).
(17) Fir alle A € p(Ay) gilt fir jedes f; € NA(TJF), dass M()\)Foﬁ\ = Flf,\.
(1i7) Fir alle A\, p € p(Ao) gilt die Gleichung

M) = M(p)* = (A =m)v(p) v\,
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2.2 Lineare Relationen und Randtripel

insbesondere gilt fiir A € p(Ag) M(\)* = M(X).

Das néchste Theorem ist die Kreinsche Resolventenformel, siehe [22, Theorem 2.1]. Diese
beschreibt, wie die Differenz der Resolventen von Ag = ker I'y und einer abgeschlossenen
Erweiterung Ay (vergleiche Proposition @) in Abhéngigkeit der Weyl-Funktion und des
~v-Feldes ausgedriickt werden kann.

Theorem 2.10. Es sei T eine abgeschlossene symmetrische Relation in (IC,[,-]),
{H,To,T'1} ein Randtripel fir Tt und Ay := ker I'yg. Weiter sei M die Weyl-Funktion und
6 C H? eine abgeschlossene lineare Relation in H und X\ € p(Ap). Dann gilt X € p(Ay)
genau dann, wenn 0 € p(M(X) — 0) ist und fir alle X € p(Ag) N p(Ag) gilt

(Ao =071 = (Ag = N) " =y (M) = )y (X"

Im Allgemeinen gibt es mehrere mogliche Randtripel fiir eine symmetrische Relation
(sofern iiberhaupt eines existiert). So kann ein gegebenes Randtripel in ein anderes
transformiert werden. Eine Mogleichkeit beschreibt das folgende Lemma, siehe auch [23,
Proposition 1.7].

Lemma 2.11. Es sei T' eine abgeschlossene symmetrische Relation und {H,To, 1} ein
Randtripel fir TT. Definiere T'g := 'y und I'y := —Tg. Dann ist {H,To,I'1} ebenfalls
ein Randtripel fir T™.
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3. Differentialoperatoren zweiter
Ordnung

Wir untersuchen im folgenden Kapitel Differentialoperatoren zweiter Ordnung, insbeson-
dere Differentialoperatoren die symmetrisch beziehungsweise selbstadjungiert beziiglich
der komplexen Konjugation sind. Dabei orientieren wir uns an [29, Kapitel III]. Wir
interessieren uns vor allem fiir Differentialoperatoren, welche auf den Halbachsen R_
und R, definiert sind. Auflerdem behandeln wir eine entsprechende Verallgemeinerung
der Weyl’schen Grenzpunkt-Grenzkreisalternative, vergleiche [20], welche charakterisiert
wieviele Losungen der Eigenwertgleichung quadratintegrierbar sind.

Es sei I C R ein, nicht notwendigerweise beschranktes, Intervall. Mit AC),.(I) bezeich-
nen wir die Menge aller Funktionen, die auf jedem kompakten Teilintervall von I absolut
stetig sind. Mit L} _(I) bezeichnen wir dabei die (Aquivalenzklassen von) lokal inte-
grierbaren Funktionen f. Dies sind alle (Aquivalenzklassen von) messbaren Funktionen
f I — C, die fir alle kompakten Mengen K C I

J1r@lds <

erfiillen, so ist zum Beispiel L}, [a,b) der Raum aller Funktionen f mit

X
/ |f(z)|dz < oo fiir alle X € [a, b).

Wir betrachten den Differentialausdruck zweiter Ordnung der Form
Tw = —(pw') +quw = w, NeC (3.1)

auf einem Intervall I = (a,b) mit —oco < a < b < co und komplexwertigen Funktionen
p: 1 — Cund q : I — C. Desweiteren setzen wir fiir die gesamte Arbeit folgende
Bedingungen voraus

o p(z) # 0 fast uberall auf (a,b) und %D e L} (a,b)

loc
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3 Difterentialoperatoren zweiter Ordnung

e g€ L (a,b).

loc

Diese Voraussetzungen variieren von den Voraussetzungen in [29, Chapter I11.10], da
wir im Gegensatz zu [29] eine komplexwertige Funktion p zulassen.

Eine Funktion y heiit Losung der Gleichung 7w = f, f messbar, wenn y, py’ € ACj,.(a,b)
und 7y = f fast tiberall gilt. Wir zitieren nun (vergleiche [44, §16.2] und [b3, Korollar
13.3]) den Existenz- und Eindeutigkeitssatz fir die Gleichung 7w = f.

Theorem 3.1. Es sei f € L}, (a,b), dann gibt es fiir beliebige co,c; € C und jedes
zo € (a,b) eine eindeutige Losung ¢ von Tw = f in (a.b) mit p(xy) = ¢y, p'(xo) = 1
und T = f fast dberall, das heifit die Losungen von (B.1)) bilden einen 2-dimensionalen

Vektorraum tber C.

Definition 3.2. Die Gleichung (@) heifit reguldr in a, falls
. 1 1
a endlich und —, q € L;,.[a,b),
p

sonst_singuldr in a. Analog definieren wir singuldr in 0. Falls (@) regular in a und b ist,
ist (@) requldr auf [a, b] und es gilt

1
a,b endlich und ~,q € L'[a, b]. (3.2)
p
Ist @ = oo oder b = o0, so heifit (@) singuldr in a (beziehungsweise b).

Wenn (@) reguldr in a ist, gilt Theorem @ auch fiir o = a.
Es sei die formal Adjungierten von 7 definiert als
tw = —(pw') + qu.

Man beachte, wenn Gleichung (@) reguldr (singuldr) bei a oder b ist, dann auch die
Gleichung 7w = Aw. Mit

[w,v](2) == w(z)p(x)V'(x) — V(x)p(x)w'(z)
gilt das folgende Lemma.

Lemma 3.3 (Greensche Formel). Es seien ¢ und v sowie pp’ und p)’ absolut stetig
auf [, 5] C (a,b), dann gilt

B
/ Fro — orFBdt = [0, 9)(8) — [, ¥ ().

26



3.1 Das regulire Problem

Beweis. Mit partieller Integration folgt

B _ B
/ YT — T dt = / Y (=(pe') + qp) — (= (PY') +qv) dt
_ _ B__ .
= —pe |5 + opd|) + / Vpg' — DY dt = [p,¥](B) — [0, Y] ().
0

Der Ausdruck 7 heiit formal T -symmetrisch, wobei T : L*(a,b) — L*(a,b), Tu = u,
falls 7t = 7 mit Tw := —(pw’)’ + quw. Beachte, dass in [29] T gleich J ist. Man sieht

leicht, dass

Tt =1

Definition 3.4. Ein dicht definierter Operator T in L?(a,b) heifit T -symmetrisch, falls
TTT CT"

und 7T -selbstadjungiert, falls
TTT =1T",

siehe auch [29, Definition IIT 5.2.].

3.1 Das regulare Problem

Die Gleichung (@) sei in diesem Abschnitt regulér, das heifit es gilt (@) Wir definieren
den Operator T'(7) in L?(a,b) mit Definitionsbereich

D(7) = {w: w,puw’ € ACpc[a,b], 7w € L*(a,b)}

und

T(r)w = Tw fir w € D(7).
Der Operator T'(7) ist auf dem groftmoglichen Definitionsbereich erklért und heifit
mazimaler Operator. Analog definieren wir D(71) und T'(77).

Lemma 3.5. Es sei (@) requlir und f € L*(a,b), dann besitzt die Gleichung Tw = f
eine Losung ¢ € D(1) mit p(a) = pe'(a) = ¢(b) = pY'(b) = 0 genau dann, wenn f
orthogonal auf den Losungen von 7w = 0 in L*(a,b) steht

Den Beweis fiir das Lemma @ und das folgende Lemma findet man in [29, Lemmata
111 10.3. und 10.4.].
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3 Difterentialoperatoren zweiter Ordnung

Lemma 3.6. Es sei (@) reguldr. Fir beliebige komplexe Konstanten A, ao, ax, Bo, b
existiert eine Funktion ¢ € ker (T(77) — X\)(T(1) — X\) C D(7), mit

p(a) = ap, pgp’(a) =ai, @(b) = po, p¢,(b) = f31.

Man beachte, dass das Lemma auch gilt, wenn man 7 durch 7 ersetzt.

Es bezeichne Tj(7) die Einschrankung von 7'(7) auf
Do(7) :={w € D(7) : w(a) = pw'(a) = w(b) = pw'(b) = 0},
dann gilt folgendes Theorem [29, Theorem III 10.5.].

Theorem 3.7. Es sei (@) requlir, dann ist Do(T) ein dichter Teilraum von L*(a,b),
To(T) abgeschlossen und

To(r)" =T(t%), To(r")=T(7)". (3.3)

Fiir jedes X € r(To(1)) st def (To(1) — A) := codimran (To(7) — A) = 2. Der Operator
To(7) ist insbesondere T -symmetrisch und daher ist T(7) ein abgeschlossener Operator.

Beweis. Aus [29, Theorem II1 10.5.] folgt die Abgeschlossenheit von Ty(7), dass Dy(7) ein
dichter Teilraum von L?(a, b) ist und (@) Aus A € r(Ty(7)) folgt, dass dim ker (Ty(7) —
A) = 0 und ran (Ty(7) — A) abgeschlossen ist. Somit gilt

L*(a,b) = ran (Ty(7) — A) @ ker (To(7)* — A) = ran (Tp(7) — A) @ ker (T(77) — N).

Das heifit def (To(7) — A) = dimker (T(77) — \) = 2.

Fir v mit Tu € domTy(7) folgt u, pu’ € ACjpe(a,b) und T7Tu = 7u € L*(a,b)
und somit v € domT(7%) = domTy(7)*. Mit Lemma sieht man, dass To(1) T-
symmetrisch ist. ]

Wir kénnen nun ebenfalls alle T-selbstadjungierten Erweiterungen von Ty(7) beziehungs-
weise die Einschrankungen von T'(7) bestimmen (dies ist ein Spezialfall von [29, Theorem

111 10.6.]).

Theorem 3.8. Es sei (@) requldar und fir A\ € r(Ty(r)) def (To(1) — N) = 2. Jeder
T -selbstadjungierte Operator S mit Ty(t) C S C T(71) und

r(To(T)) N {X: (S — \) ist Fredholm mit ind (S — \) = 0} # 0
ist die Einschrinkung von T(7) auf die Menge aller Funktionen u € D(7) mit

ajiu(a) + ajop(a)u’(a) + Bj1u(b) + Bip(D)u'(b) =0, j=1,2,
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3.2 Ein regularer Endpunkt

mit
Q1102 — (X120l = 511522 - 512521

und

Rang (0411 a2 P 512) —9

Qo1 (g9 521 522

3.2 Ein regularer Endpunkt

Wir betrachten nun den Fall, dass (Ell) und demzufolge auch 77w = \w regulér in a und
singulér in b sind. Man beachte, dass die Resultate &hnlich sind, wenn a ein singularer
und b ein reguldrer Endpunkt ist. Aulerdem sei 7 formal 7-symmetrisch. Der maximale
Operator T'(7) ist nun definiert durch T'(7)w := 7w fiir alle w aus dem Definitionsbereich
D(1) von T(7), gegeben durch

D(7) == {w € L*(a,b) : w,pw’ € ACjpc[a,b), 7w € L*(a,b)} .
Es sei T} (7) die Einschrankung von T'(7) auf

Dy(7) :={w € D(7) : w(a) = pw'(a) =0,w =0

auBerhalb einer kompakten Teilmenge von [a, b)}

Theorem 3.9. Der Operator T)(7) ist dicht definiert und abschliefbar in L?(a,b) und
To(T) bezeichne den Abschluss. Dann gilt

To(r)* =T(r%), To(v%) =T(7)".

Fiir jedes A € r(Ty()) ist def (To(7) — A) := codimran (Ty(7) — A) entweder 1 oder 2.
Der Operator Ty(T) ist insbesondere T -symmetrisch und somit ist T(T) abgeschlossen.

Beweis. Der Beweis der T-Symmetrie wird analog wie in Theorem @ gefithrt. Der Rest
folgt aus [29, Theorem III 10.7.]. O

Das folgende Theorem (siche auch [29, Theorem III 10.13.]) stellt das Hauptresultat
dieses Kapitels dar.

Theorem 3.10. Fir jedes A € r(To(7)) ist def (To(7) — A) = 1 genau dann, wenn

[0, 0](6) = lim [, 9])() =0, fiir alle € D(r), ¥ € D(r*)
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3 Difterentialoperatoren zweiter Ordnung

Dann gilt aufSerdem

Dy(1) = domTy(7) = {w € D(7) : w(a) = pw'(a) = 0}.

Wir kénnen nun ebenfalls alle T-selbstadjungierten Erweiterungen von Ty (7) beziehungs-
weise die Einschrdnkungen von T'(7) bestimmen (dies ist ein Spezialfall von [29, Theorem
11T 10.14.)).

Theorem 3.11. Es sei fir A € r(Ty(7)) def (To(7) — ) = 1. Jeder T -selbstadjungierte
Operator S mit Ty(T) C S C T(7) und

r(To(T)) N{A: (S — A) ist Fredholm mit ind (S — \) =0} # 0
ist die Einschrinkung von T(7) auf die Menge aller Funktionen w € D(7) mit

aru(a) + agp(a)u’(a) =0, a1, a9 € C, |ay| + |as| # 0.

Die Anzahl der quadratintegrierbaren Losungen der Gleichung
Tw(z) = —(p(x)w'(x)) + q(r)w(z) = Mw(z), =z € [a,b) (3.4)

entspricht gerade dem Defekt des Operators To(7) — A. Im Folgenden untersuchen wir
die Abhéngigkeit des Defektes vom Spektralparameter A, siehe auch [51] fiir den Fall
Img < 0. Wir werden uns jedoch an [20] orientieren. Sowohl bei [b1] als auch bei
[20] existieren drei Falle, zwei Grenzpunktfille und einen Grenzkreisfall, welche wir im
nachsten Theorem angeben. Wir setzen dafiir zusatzlich voraus, dass p und ¢ stetig sind.
Wir betrachten dazu die Menge

Q := cleconv{rp(z) + q(z) : 0 <r < oo, x € [a,b)}, (3.5)
wobei clconv der Abschluss der konvexen Hiille ist. Wir fordern, dass

Q#C

Fir A\ € C\Q sei K der (eindeutig bestimmte) Punkt in ¢ mit dem kleinsten Abstand
zu N\g. Die Gerade L mit

L:={2€C:z=1i-(K—X\)s+ K, seR}

steht senkrecht auf der Verbindungsstrecke von K und Ag und geht durch K, siehe
Abbildung Ell Wir fiithren eine Translation durch und verschieben K in den Ursprung.
Anschliefilend rotieren wir um den Winkel n € (—m, 7| so, dass L mit der imagindren
Achse zusammen fallt und )\ in der linken komplexen Halbebene liegt. Die Gerade
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3.2 Ein regularer Endpunkt

L' :={e" : 1 € L} = {is: s € R} trennt (\g — K) und Q' := {"(q — K) :
q € @}, in dem Sinn, dass die Menge @' in der rechten abgeschlossenen komplexen
Halbebene liegt und X := €(\g — K) in der linken komplexen Halbebene. Da L’ auf
der imaginiren Achse liegt, folgt A, = (K — )\¢) € R und somit folgt \) € R_,
siehe Abbildung @ Géabe es einen Punkte ¢’ € @' in der linken Halbebene, das heif3t
mit Re ¢’ < 0, aufgrund der Konvexitat von ) und somit auch von @)’, lage die gesamte
Verbindungslinie zwischen ¢’ und dem Ursprung {z¢’ : = € [0, 1]} in @’. Insbesondere der
Punkt 2’¢’ mit 2’ := min{1, %} liegt auf dieser Verbindungsstrecke. Es gilt jedoch
INg—2'q |2 = | Ny | —22' \yRe ¢ +2"2|¢'|? und da 2'|¢'|> < 2\,Re ¢, folgt |A\y—2'q'|* < |Np|?
im Widerspruch dazu, dass K € ) der nachste Punkt zu Ay ist. Somit trennt L’ die
Menge " und den Punkt A voneinander. Das heifit (man beachte, dass wir in [20] den

Im, L/
Im
. 3
2+ Q 2+
1 =+
1+ /
)\0 ):6 | Q |
% % % % b Re PR ‘ 5 ! Re
-2 -1 1 2
14 -1+
_924 L -2+
Abbildung 3.1: Die Gerade L trennt Mg Abbildung 3.2: Rotati,og um.den Winkel 7
und Q und @' liegt in der rechten
Halbebene

Parameter fiir die Randbedingungen o = 0 setzen)
Re e (rp(x) + q(z) — K) > 0 und Ree” (N — K) < 0. (3.6)
Wir definieren die Halbebene
Ag,={Ne€C:Ree"(\— K) <0}
und damit folgt fir alle A € Ag,,
Ree” (A — K) = =0, < 0,

wobei 0g, der Abstand von A zur Halbebene Ak, ist. Wie nennen n und K zuldssig,
falls wir obige Konstruktion durchfithren konnen. Somit ist C\@ die Vereinigung aller
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3 Difterentialoperatoren zweiter Ordnung

Halbebenen Ag , mit zuldssigen K und 7. Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses
Abschnittes, siehe [20, Theorem 2.1]. Dieses gibt drei verschiedene Falle fiir die Gleichung

TW = Aw (3.7)

an, je nachdem welche der Bedingungen

/ "Rec (Ol () + (a(t) — K ly(t)]) dt + / WOPd <o (38
und
y € L*(a,b) (3.9)
erfiillt sind.
Theorem 3.12. Fir zuldssige K, n und X\ € Ag,, ist genau einer der folgenden drei

Fdlle méglich.

Grenzpunktfall I: Es gibt genau eine (bis auf multiplikative Vielfache) Lésung von (@)
welche (B.§) erfillt und dies ist auch die einzige Losung, welche (B.9) erfillt.

Grenzpunktfall II: Es gibt genau eine (bis auf multiplikative Vielfache) Losung von (@)
welche (B.§) erfillt, aber alle Losungen erfillen (B.9).

Grenzpunktkreisfall: Alle Losungen von (@) erfiillen (@) und damit auch (@)

Die Klassifikation ist unabhéngig von A im Sinne der folgenden Bemerkung, siehe [20,
Remark 2.2].

Bemerkung 3.13. « Falls alle Losungen von ( @ die Bedingung ( @) fiir ein A\ €
Ak, erfiillen, dann erfiillen alle Losungen von ) die Bedingung (B.§) fiir alle
A e C.

« Falls alle Losungen von ( die Bedingung ( fir ein A € C erfiillen, dann
erfiillen alle Losungen von (B.7) die Bedingung (B.9) fur alle A € C.

Bemerkung 3.14. Der Grenzpunktfall I, IT und der Grenzkreisfall sind aquivalent zu
den Fallen I, IT und IIT aus [p1] und [20].

Abschlielend tragen wir Resultate iiber das Spektrum des zu (@) gehorenden Operators
zusammen. Dafiir definieren wir die Menge

Qb := Nee(apcleonv{rp(x) + q(x) : 0 <r < oo, x € [¢,b)}. (3.10)

Diese ist der Schnitt iiber alle Mengen, die analog zu (@) definiert sind, wobei das
zugrundeliegende Interval [c,b), mit a < ¢ < b, anstelle von [a, b) ist. Damit erhalten

32



3.2 Ein regularer Endpunkt
wir mit [20, Theorem 4.4, Theorem 4.5 und Theorem 4.7] und Theorem (mit a; =

1, as = 0) folgendes Resultat.

Theorem 3.15. Im Grenzpunktfall I ist der Operator A mit

dom A :={u € D(7) : u(0) = 0}

Au = T1u
T -selbstadjungiert und fir sein Spektrum o(A) gilt
o(4) C @,
und fir sein essentielles Spektrum oess(A) gilt
Tess(A) C Q.

In Q\Qy besteht das Spektrum aus isolierten Eigenwerten mit endlicher algebraischer
Vielfachheit, welche sich hdchstens gegen unendlich hdufen.
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4. Asymptotik von Losungen von
Differentialgleichungen 2. Ordnung

Im folgenden Kapitel stellen wir Ergebnisse zu einer asymptotischen Naherung von Lo-
sungen spezieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit komplexen Koeffizienten
zusammen, auch bekannt als WKB-Analysis. Unsere Naherungen der Losungen basie-
ren vorrangig auf [28, Theorem 1.3.1] und [p0, Chapter 4, Lemma 19.1]. Dariiber hinaus
findet man ahnliche Aussagen zum Beispiel in [17, 45, 46]. Hierfiir betrachten wir die
Differentialgleichung

y'(x) = (s(z) + t(x)) y(x), = € a,00) (4.1)

mit einer Konstanten a € [0, 00) und komplexwertigen, stetigen Funktionen s : [a, 00) —
C und ¢ : [a,00) — C. Dariiber hinaus soll s zweimal stetig differenzierbar sein. Im
Folgenden wollen wir die vierte Wurzel aus s ziehen. Dies ist in zwei Féallen problemlos
moglich: Entweder nimmt s keine Werte auf (—o00,0) an oder s nimmt ausschlieflich
Werte auf (—o0,0) an. Wir werden diese beiden Situationen in den Abschnitten
beziehungsweise getrennt untersuchen.

4.1 Die Funktionen s hat nur Werte in C\(—o0, (]

Wir setzen fur diesen Abschnitt voraus, dass s(z) € (—o0,0] fir alle x € [a,00) gilt.
Wir definieren die n-te Wurzel einer komplexen Zahl z = re®®(®) mit —7 < arg(z) <«
als zt/m = pl/neiare()/n und somit ist die Funktion x = {/s(x) stetig. Im folgenden
Theorem transformieren wir die Differentialgleichung (4.1)) in geeigneter Weise in ein
System von Differentialgleichungen.

Theorem 4.1. Die Differentialgleichung y"(x) = (s(x) + t(x))y(x) ist dquivalent zum
Differentialgleichungssystem

Ve = (207 0) v+ jewuer —wow@) (1 L) v, a2
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4 Asymptotik von Lésungen von Differentialgleichungen 2. Ordnung

mit u(x) == /s(x)

Beweis. Zunéchst transformieren wir y”(z) = (s(z) + t(z))y(z) in ein System Y'(x) =
A(z)Y (x) mit

_ (@) — 0 1
Y(z):= (y’(x)) und A(z) := (3(1:) () O) :
Dann setzen wir z(x) := u(z) 'y(z) = /s(x)y(x) und fir alle z € [a, c0)

Somit erhalten wir

Z(x) = <u(x)2 —u(z)u”(z) + t(z)u*(z) 0

Anschliefend transformieren wir ein weiteres mal

W(x) = % G _11> Z(x) beziehungsweise Z(z) :— (1 _1> W(z)  (45)

und dies fuhrt auf

Wi = ("7 ) W) 5 e —uone@) (1 L) wio),

SchlieBlich setzen wir V(z) := W (z)ela V()47 — i/ (g)eld w(9)7*do ynd erhalten fiir alle
x € [a,00) Gleichung (4.2). O

Im néchsten Theorem transformieren wir (@) in eine Integralgleichung und zeigen, dass
diese eine Losung besitzt.

Theorem 4.2. Unter den Voraussetzungen s(x) & (—o0, 0] fir alle x € [a,00) und

M = / " Ho)u(0)? — (o) ()| do < i (4.6)
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4.1 Die Funktionen s hat nur Werte in C\(—o0, 0]
besitzt die Gleichung (@) eine Losung V(x) = (zlgg) mit
2
vi(x) = Gi(z), va(z) =1+ G2(z), =€ [a,00),
und mit der Supremumsnorm || - ||« gilt
1G1]loe < €M =1 und ||Galloe < M —1. (4.7)
Auferdem gilt

|G1(z)| — 0, firaz — oo und |Go(z)| — 0, fir z — oo. (4.8)

Beweis. Zunachst setzen wir

S(x) = t(z)u(z)? — u(z)u” (z) (_11 _11)

und erhalten [ ||S(o)|lado < M, (wobei || - ||» die Operatornorm beziiglich der eukli-
dischen Metrik in C? darstellt). Somit ldsst sich (4.2) schreiben als

Vi(z) = <2“(§)_2 8) V() + S(@)V(x).

Das Fundamentalsystem fiir das System

V() = <2\/g(_x) 8) V(x), (4.9)

"24/5(0)do
0 1

bestimmen. Da Re(s(c))/2 > 0 fiir a < 2 < 0 < ¥ < oo gilt, folgt

‘<exp<—2ff<5<o>>1/2da> ?)

und somit [|®(z)®(z) ]2 = 1.

konnen wir sofort als

=1
2

Im Banachraum der beschrinkten, stetigen Funktionen f : [a,00) — C? mit der Supre-

mumsnorm erhalten wir eine beschrankte, stetige Losung von (@) mit hq(z) = (?)
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4 Asymptotik von Lésungen von Differentialgleichungen 2. Ordnung

und definieren F': B — B durch
(Ff)(x):=hi(z) — P(x) /OO @‘1(0)5’(0)]”(0) do. (4.10)

Da [|[F(f)|lec <14 M| fl|ls, bildet F' beschrénkte Funktionen auf beschrankte Funktio-
nen ab. Da f € B stetig ist, ist die Funktion F'f differenzierbar, das heiBt -£(F f)(o)
existiert fur alle o € [a, 00). AuBlerdem ist F' eine Kontraktion, da fir f; und f; in B die
Abschatzung [|[F(f1) — F(f2)lleo < M|f1 — follo < |Ifi — f2lloo gilt. Deshalb existiert,
nach dem Banachschen Fixpunktsatz, ein eindeutiges y € B, mit y = F(y).

Wir erhalten die Losung von y = F(y) durch Fixpunktiteration mit h; als Startwert.
Dafiir sei

hier () == (Fhy)(x), k € N,

Weiter gilt fir x > a
hafa) = ha(0)] =| — 2(2) [~ 07 0)S(0)(o) do
< [ Is@)ldo < 0.

Mit vollstandiger Induktion erhalten wir

es(a) = )] < | [ 1S alhe(o) = hcs(0)] do]

x

§ /:O HS(U)”Z (fo‘ ‘|fl§/i>‘|12)fiﬂ) dU‘

_/°° d ([ 1Sl dps)" o ’

do k!

L[> LMk
5 ([T 1sar) <3

Somit gilt fir allen >m > 1

n—1 Mk
Ul ) (@) = i ()| = smwmw\Ejhml O ED e

=m

und (hy,), ist gleichméBig konvergent. Wir setzen h(z) := lim,,_,o hy,(2) und dies ist eine
stetige Funktion auf [a, 00).

Wir zeigen, dass mit einer beschrankten Lésung h1 von (@) die eindeutig bestimmte
Funktion y € B mit y(x) = (Fy)(z) = h(x x) [Pt (0)y(o) ds eine Losung

38



4.1 Die Funktionen s hat nur Werte in C\(—o0, 0]

von (@) ist. Es gilt

2/ 8) (m - [ ™ b(0)15(0)y(0) da) T S(@)y(a)

= (Ve 0) o) + (et = (V) D) i) + S@into)

d
— (2\/% O) hi(z) — @' (z) /:o (o) ' S(0)y(o) do + S(x)y(x)
(

das heifit y erfiillt (@)
Auflerdem erfullt h h@ = (Fh)(z) und ist eine Losung von (@) Da h; eine Losung
)

von (4.9) und h von ( ist, ist h — hy ebenfalls eine Losung von (4.2). Wir bezeichen
mit G; und G4 die zwei Komponenten von h — hy und erhalten

Gy = ME
— — < R _
nnle=|(@)] <=

und somit
Gl <™ 1, j=1.2
Schlieflich zeigen wir, dass (@) gilt. Wir wéhlen zu ¢ > 0 ein X € [a, 00) so, dass
M(X) = /: 15(0) | do < In(1 + ).

Damit folgt fiir alle x > X analog zur obigen Rechnung, indem man M durch M (X)
ersetzt

h(e) - ()] = \(gg;;)\ < MO <,

Wir erhalten nun folgende Aussagen fiir eine Lésung von (@)

Proposition 4.3. Die Differentialgleichung (@) besitzt unter den Voraussetzungen von
Theorem eine Losung y, mit

yi (@) = s(z) Ve SV (14 Fi(2), @ € [a,00)
(s(2) /2y, (2) = s(2) e LIV (L1 4 FBy(2)), @ € [a,00)
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4 Asymptotik von Lésungen von Differentialgleichungen 2. Ordnung

wobei
1 F1 oo < 2eM =2 und || Fyloe < 2eM —2

mit M wie in (@)
Es gilt auflerdem

|Fi(x)] = 0, firx— oo und |Fy(x)| — 0, firz— .

Beweis. Aus dem obigen Theorem @ wissen wir, dass () eine Losung

V(z) = (1 flc(?;c()x)>

besitzt, die (@) erfllt. Aus (@) und dem Zusammenhang von V und W (vergleiche

Beweis von Theorem W.1)) folgt

]_—|—G1(.T)+G2($) — [*\/s(0)do
Z(x) - (-1 + Gl(fﬂ) — GQ(I)) € fﬂ md ’
Daraus folgt mit (Q), Fy =G +Gyund F, =G, — Gy
y(w) = s(z) Ve LIV @ (1 4 py(2))
und aus (@) )
(s(2)/y(a)) = s() 2 V007 (1 4 Fy(a)).
]

Die Gleichung (@) besitzt zwei linear unabhéangige Losungen. Das asymptotische Ver-
halten einer dieser Losungen wird in Proposition §.3 beschrieben. Um das der zweiten zu

beschreiben, benutzt man die Transformation V(z) := W (2)e™Ja V(29 (yergleiche En-
de des Beweises von Theorem @) und stellt fest, dass Gleichung (@) auch dquivalent
zum Differentialgleichungssystem

V) = (0 ey 2) Vo) 5ttt ~ u'e) (1) 1) v )

ist. Nun kann man analog zum Beweis von Theorem @ argumentieren:

V' (z) = (8 —2u(()x)_2) V(z) + S(2)V(2).
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4.1 Die Funktionen s hat nur Werte in C\(—o0, 0]

Das (@) entsprechende System lautet

O = A

1
und die Funktion die konstant (0 ist, ist eine Losung. Die Kontraktion F' ist nun

genauso wie in () (siche Seite BY) erklart, nur ersetzt man h; durch die Konstante

Funktion é . Ganz offensichtlich hingt die Argumentation im Beweis von Theorem

@ nicht von hy; ab und so erhalten wir unter der Voraussetzung M < }1 eine Losung v
von ({.11)), die ebenso (4.7) und (4.8) erfiillt. AnschlieBend verfahrt man wie im Beweis
von Porposition und erhalt folgende Aussage.

Proposition 4.4. Die Differentialgleichung (@) besitzt unter den Voraussetzungen von
Theorem eine Losung iy, mit

G (2) = s(a) VO (14 Fi(@), @€ o),

(s(2) /151 (2))' = s(2) /26l VO (14 Byy(2), @ € [a,00),

wobes R R
IFilloo < 26 =2, || Foy floo < 2™+ =2,
M, wie in (@) und

|ﬁ1+(a:)| — 0, fiir x = —o0 und |ﬁ2+(x)| — 0, fiir x — oo.

Bemerkung 4.5. Durch die einfache Transformation z : [a,00) — (=00, —a], © + —x
erhalten wir die folgende Aussage:

Fir ¢ : (—oo,—a] — C stetig und s(—o0, —a] — C zweimal stetig differenzierbar mit
s(x) & (—o0,0] fir alle z € (—o0, —al, u(x) := <, 3(113)_1 und

M_ = /_a [t(o)u(o)? — u(o)u(0)|do < i

o0

hat die Differentialgleichung

y'(x) = (s(x) + t(2))y(z), =€ (o0, —a]

mittels Proposition @ und Proposition Q Losungen y_ und y_ mit

y_(z) = s(x) Ve Vo@D (1 L B _(2)), z € (—o0,—d],
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4 Asymptotik von Lésungen von Differentialgleichungen 2. Ordnung
(s(2)/y_(2)) = s(a) 2/ V"D (L1 4 By (2), @€ (o0, ],

| F1|loo < 2eM —2und ||Fo_||oe < 2eM- —2

und
|Fi_(x)] — 0, fir £ - —oo und |F,_(x)| — 0, fir z — —oc0.
beziehungsweise
7 (z) = s(z) Ve I Velo)do <1 + ﬁl_(x)> , x € (—o0,—al,
(s(2) 17 (2))' = s(2) /2™ LV @4 (14 By (1)), @€ (~o0,—d],
[F_ [l < 2¢™ — 2 und ||Fo_||o < 2eM- — 2
und

|Fi_(z)| = 0, fiir 2 — —o0 und |Fy_(z)| — 0, fiir 2 — —o0.

Als Beispiel sowie als Vorbereitung auf Kapitel B betrachten wir zwei Differentialglei-
chungen, eine auf [a,00) und eine auf (—oo, —a|, mit speziell gewéhlten Koeffizienten.
Wir haben auf (—oo, —a| zwei Asymptotiken y_ und 7 und auf [a, c0) zwei Asympto-
tiken y, und 7, fiir die Losungen dieser Differentialgleichungen. Aulerdem koénnen wir
auch angeben, wie sich deren Ableitungen asymptotisch verhalten.

Theorem 4.6. Die Differentialgleichungen
w”(r) = g, (2)w(z) — e Aw(z), 2 € [a,00) (4.12)

mit Konstanten ¢ € (—g, g) , A € C und zweimal stetig differenzierbaren Funktionen

q+ : |a,00) = C beziehungsweise q_ : (—oo, —a] — C haben unter den Voraussetzungen
e cleonv{e™*r 4+ qy(x) : 0 < r < 00, +x € [a,00)} # C,
e )\ & cleconv{e™¥r + qu(x) : 0 <r < oo, £z € [a,00)} und
1

- i i - 5s'y (x)? s’ (@)
o mit si(w) = GO (a) — AN git My = [, [ O gy

) 55" ()2 s" (z)
und M_ = f(—oo,—a} 165_(z)5/2  4s_(x)3/2

1
de<Z

Losungen y4 mit

yi(x) = Si('x)il/éle:’:fia #(0) do (1 + F1i<x>> ) tr € [av OO)?
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4.1 Die Funktionen s hat nur Werte in C\(—o0, 0]

(se(a)Y4yy (2)) = sy(2)PeFliaVeos@do (1 L By (2)), +z € [a,0),

wobei |Fi(z)] — 0 und |Fox(z)] — 0 fiir v — doo und ||Fi+]|eo_< 2eM* — 2 und
| Fot||oo < 2eM= — 2. Auferdem besitzen die Differentialgleichungen () Lésungen Yy
mat
Ga(w) = su(2) VAT LN OW (14 Pu(a)), da € [o,00),
(52 (2) /' Gal)) = s(@) /2T HaV07 (14 o)), o € [a,00),

wobei |Fiy(z)| — 0 und |Fay(z)| — 0 fir + — 400 und ||Fisle < 2¢M+ — 2 und
| Fot||loo < 2eM= — 2. Gilt dariiberhinaus

. 5, (0) ()
7 oo | 165, (02~ A5, ()72
v - |
(700770‘}

folgt || Fi<|loo — 0 und ||Fot||lec — 0 fiir |A\| — o0, sowie ||F\1i||oo — 0 und ||F\2i||oo —0
fir |A| — oc.

dx — 0, fir |\ — oo

und
55" (z)? s" (x)
16s_(x)%%  4s_(x)3/?

dx — 0, fir |\ — oo

Beweis. Wir haben nur zu zeigen. dass sy (x) ¢ (—o00,0] fur alle 2 € [a,00). Die
Aussage folgt dann aus Theorem Y.2, Proposition und Bemerkung §.5.

Angenommen, es existieren ein A € R, und ein |z| € [a,00) mit si(xz) = —A, bezie-
hungsweise qi(r) — A = —eT%%A. Dies fithrt auf A\ = q.(z) + eT??A und damit ist
A € cleonv{e™??r 4+ g (z) : 0 < r < 0o, £z € [a,00)}, im Widerspruch zur Vorausset-
zung. O

Als Anwendung von Lemma @ betrachten wir das Potential
4a (&) = — (i) N+ 220, (4.13)

mit + € Ry und N € N mit N > 2. Wir zeigen, dass das Potential in () die
Voraussetzungen des Lemmas erfillt. Dafiir haben wir nur

cleonv{eT?%r — (iz)N 2N+ 0 < 1 < 00, +2 € [a,00)} # C

Mi:/
Ry

und
bsl(x)’ s ()
165+ (2)%/2  4sy(z)3/?

dr <

Z?
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4 Asymptotik von Lésungen von Differentialgleichungen 2. Ordnung

mit s (z) := e*?qy(x) — eF?®\ zu zeigen. Der erste Teil gilt, da die Menge
{eF20r — (j2)N T2V . ) < 1 < 00, £ € [a,00)}

aus zwei (nicht notwendigerweise verschiedenen) Strahlen in der komplexen Ebene be-
steht und deren konvexe Hiielle nicht die gesamte komplexe Ebene sein kann. Wir zeigen,

5s’, (z) sl ()
dass My = fRi 1651 (x)5/2 sy (z)3/?

Lemma @ fiir grofle A erfiillt sind. Dies geschieht im folgenden Lemma. Wir definieren
dafiir

’ dxr — 0, fiir |[\| — oo, mithin alle Bedingungen von

P _(_Z-)N+263F(N+2)z¢/\

und damit folgt

Si(ﬁ) — _€:|:2i¢l~N+2€:|:(N+2)z‘¢(xN+2 _ >\:i:)

Lemma 4.7. Fur
A1

und fiir ein p mit 0 < p < 7 und
larg Ay | > p und Jarg (=1)VA_| > p

folgt
1@V = AL)| = 22|V F2 fiir alle 2 > VR/2[N],

2. [N =My > Sin(p)|)\|, +r < YR/2|M|, und

55! (z) e
5 M= o, | Za - 55| o < B0
Beweis. Zunéachst gilt
<5 ld@)] 1 |gi(=)|

‘5Si($) _ si(x)
1654 (x)5/2  4dsy(x)3/?

16 |qs(z) — AP/2  4lge(x) — A2
Mit ¢4 wie in () lautet die rechte Seite der Ungleichung

5 (N +2)z2VH)] 1 (N+2)(N+1)z"|
16 [(iz)N+2eF(N+26 1 \[5/2 T 4| (iz)NF2eHi(N+2)6 4 \[3/2

beziehungsweise

5 (N + 2)2|22N+1) N 1(N +2)(N+1)|zV]
16 |xN+2 _ /\i|5/2 4 |xN+2 _ )\i|3/2

Wir zeigen die Aussage des Lemmas fir z € R,..
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4.1 Die Funktionen s hat nur Werte in C\(—o0, 0]

1. Wir setzen A := “%/2[|Ay|. Falls x > A und Re Ay < 0 folgt

2V Z A = \/(@¥4 — ReA,)? + Im® Ay > 242,
Falls x > A und Re Ay > 0 gilt

:L.N+2

> A = Re )y

und somit

LN+2 2 ZN+2
|xN+2_>\+|:\/<xN+2_Re)\+)2+Im2)\+Z ( 5 ) —|—1m2)\+2 5

2. Wir nehmen an, dass z < A ist. Gilt Re A} < 0 folgt

|zN T2 — A | = \/(xN+2 —ReAp )2+ Im* Ay > A4,

Gilt hingegen Re A > 0 folgt mit |arg A, | > p, dass

M2~ 2 = /(@42 —Re A )2 + Im? Ay > [TmA.] > |y lsinp.

3. Somit gilt mit
S, ()° @) | B (V2] LN+ (N + D
=16 |2Vt — AL 4 |aNtE o PR

165, (2)%/2  4s,(z)3/?

firo<zxz < A
5520) ()

A

/ 5/2 3/2

o |16sY7(x) 4s/7(z)
</A 5 (N 42242040 1 (N 4 2)(N + 1)AN
T Jo 16 (sin p)P AP 4 (sin )PP
1(N 4 2)(N 4+ 1)AN+
4 (sin p)3/2
(N+2)2(2|>\|)(N+1)/(N+2)

dx

5 (N + 2)2A2(N+1)+1
" 16 (sin p)5/2
- 5 (N+ 2) (2|>\|) 2N+3)/(N+2)

|>\|—5/2 |/\|—3/2

(
\|-5/2 \|-3/2
—16 (sin p)5/2 AT+ 4(sin p)3/2 A
<E4(N + 2)2(|\|) BV +3)/(N+2) A (N 4 2)2(|\|) D/ (N+2) NEE
—16 (sin p)5/2 2(sin p)>/2
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4 Asymptotik von Lésungen von Differentialgleichungen 2. Ordnung

2
_T(N+2)

—‘A’—1/2—1/(N+2)‘
~4(sin p)®/?

Fir A <z gilt
[ e
A 1653/2@) 451/2(30)
- /°° 5 (N 4272”0 1 (N 4 2)(N 4 1)

L 16 (aN2/2)5R T (2N+2/2)372 dz

o 1
:/ — 22N 4 2)% V23 ¢ 123/2<N +2)(N + 1)z V23 4y

2 1 2
PN 92 T932 T (N Q)N 1)) AN
(N + )N+4+4 N+4( +2)(N+1)

. (5\/5 (V42 V2(N + 2)2> V3 )

2 N+4 N +4

5<N+2>2 (N+2)2 |>\‘71/271/(N+2).
2(N +4) N+4

Somit folgt

[|2
0 1651/2@) 431/2(37)
bs't(x)  si(x) bslt(x)  si(x)

A 00
= — dx + / —
/0 168i/2(x) 451/2@) A 1651/2@) 45‘1/2(1*)

T(N+2)*  T(N+2)? A2V V) < 21<N+2)2|)\|—1/2—1/(N+2)
4(sin p)5/2 ~ 2(N +4) ~ 4(sin p)5/2 '

Analog gilt dann auch

I

55" (x) s" (z)

165" %(x) 45 (x)

21(N +2)?

S I(sin p)2 AL/ (N+2),

Wir fassen die erhaltenden Resultate aus Lemma @ und Lemma @ in folgendem
Theorem zusammen.

46



4.2 Die Funktionen s hat nur Werte in (—o0,0)

Theorem 4.8. Die Differentialgleichungen
w"(z) = e (—(ix) V2N _ Nw(z), = e Ry (4.14)

mit Konstanten ¢ € (—=%,Z), X € C, |arg — (£1)N*2(—)NF2eFWFD0N| > p > 0, fiir

p < T und X\ & cleonv{e™r + g (x) : 0 < r < oo,z € Ry} besitzen mit si(x) :=
— 20 (jg)NT2eEWNH2)i6 _ o220} ynd M, < L Lisungen yo mit
yi(z) = sy (a) VATl Vo@D (1 4 [ (2)), x€Ry,
(54 (x)Y4ys(z)) = si(x)lﬂeﬂom Veel@do (1 L By (x)), z € Ry,

wobei |Fi4(z)] — 0 und |Fox(x)| — 0 fir v — +oo und ||Fiille < 2eM= — 2 und

| Fot||oo < 2eM= — 2 mit
Mi ::/
Ry

bsi(z)  si(x)

16Si/2(l‘) 431/2(:@

Dariiberhinaus folgt aus

bsi(r)  si(x)

_ 21(N +2)% | 10 1/(vs2)
52 32 Ry
16sY7(x)  4sy"(x)

M, = i SV
= ~ 4(sin p)5/2

Ry

| Fi+ oo = 0 und || Fot||oc — O fiir |\ — oc.

4.2 Die Funktionen s hat nur Werte in (—oc,0)

Zum Schluss dieses Kapitels entwickeln wir Asymptotiken fiir die Losungen der Diffe-
rentialgleichung (4.1]) mit einer reellwertigen, negativen Funktion s. Diese Asymptotiken
benotigen wir im folgenden Kapitel fiir die genauere Untersuchung der Differentialglei-
chung (4.14) fiir den Fall, dass fiir die Konstante e*?@iN+t2ex(N+2)i0 — 1 gilt. Somit

betrachten wir die Differentialgleichung

y'(2) = (—r(2) +t@)y(2), € a,0) (4.15)

mit einer Konstanten a > 0 und einer komplexwertigen stetigen Funktion ¢ : [a, 00) —
C und einer positiven reellwertigen und zweimal stetig differenzierbaren Funktion r :
[a,00) — (0,00). Analog zu Theorem transformieren wir diese Differentialgleichung
in ein System.

Theorem 4.9. Die Differentialgleichung () ist dquivalent zum Differentialgleichungs-
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4 Asymptotik von Lésungen von Differentialgleichungen 2. Ordnung

system (vergleiche Theorem @)

V() = (Qi“(g)_Q 8) V() + S(t)u(r)? — ula(2) (_11 _11) Vi), (4.16)

Beweis. Die Differentialgleichung ist dquivalent zum System Y'(z) = A(z)Y (z) mit
Y(z):= y(z) und A(z) = 0 L
-\ (=) - \r(@) +tx) 0

Wir setzen z(x) := ei'u(z) y(r) und Z(z) := (—zué)?z"(w)) fir alle x € [a,00) und

erhalten

beziehungsweise

z(:c):(ezi%x?;) - )wx).

—e 1 T (r)

Diese Transformation iiberfithrt Y'(x) = A(x)Y () in

N 0 iu(z)?
Z(x) = (zu(m)2 + wu(z)u” (z) — it(z)u(x)? 0 Z(@).
Anschlieffend transformieren wir ein weiteres Mal

1
W(z) := 5 G _11> Z(x) beziehungsweise Z(z) :

I
7N
— =
I =
[S—y
~_
E

&

und dies fuhrt auf

Schliefilich setzen wir

V(x) = W(z)eJa VIO do — 7 (g)el Ja o)™ do (4.17)
und erhalten fiir alle x € [a, 00) Gleichung () O
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4.2 Die Funktionen s hat nur Werte in (—o0,0)
Wir erhalten somit _das folgende Theorem, wobei wir auf den Beweis verzichten, da er

dem von Theorem entspricht.

Theorem 4.10. Unter den Voraussetzungen r(z) € (0,00) fir alle x € [a,00) und

M= / T o)u(0)? — (o) ()| do < i

besitzt die Gleichung (1.16) eine Losung V(x) = (Ul (I)) mit

va ()
vi(z) = Gi(z), wva(z) =1+Ga(z), = € [a,00),
und
1G1lloe < €M —1 und ||Gals < M —1.
Auflerdem gilt

|G1(x)| = 0, firz — oo und |Go(x)| — 0, fir x — oo.

Wie in Proposition @ erhalten wir aus dem Zusammenhang () von V und W und
Y und Z die Asymptotik einer Losung vy, von (K.15),

ye () = e~ Fir(x) e VIO (14 F(),
(r(2) /4y (@) = ()2 VO (1 4 By(a))

wobei F} := G1 + Go und Fy := G| — G5 diesselben Eigenschaften wie in Proposition
haben. Um die Asymptotik der zweiten Losung y_ zu erhalten, benutzt man nun die

Transformation
V(ZE) — W(I)e_lf; \/r(o)do _ W(x)e_i [T u(o)"2do

Y

und erhélt, &hnlich wie in Proposition @, folgende Proposition.

Proposition 4.11. Die Differentialgleichung () besitzt unter der Voraussetzung

1

M, = /OO t(o)u(o)? — u(o)u(o)|do < 1

eine Losung i, mit

Gi(2) = e Fir(a) VA VIO (14 B (2)), @ € [a,00),
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4 Asymptotik von Lésungen von Differentialgleichungen 2. Ordnung

(r(@)'F (@) = eTir(@) 2 VD09 (14 By (2)), @ € [a,00),

wobei || Fiy|loo < 26M+ — 2, und || For||sc < 2¢M+ — 2. Es gilt auferdem

|Fi ()] = 0, fiir # — oo und |Fyy ()| — 0, fiir z — co.

Analog erhalten wir die entsprechenden Losungen, falls die Differentialgleichung auf der
negativen reellen Achse (—oo, —a| erklart ist, siche auch Bemerkung {.5.

Proposition 4.12. Die Differentialgleichung
y'(x) = (=r(z) + t(x)y(z), € (-o0,—q]

hat fir v(x) > 0 fir alle x € (—o00,a] und M_ = [~ |t(o)u(0)? — u(o)u”(0)|do <
Losungen y_ und y_ mit

y_(z) = e_%r(x)_l/d‘eiffamd” (14+ Fi_(x)), z€(—o0,—d]
(r(z)Y4y_(2)) = eir(a) V2 Za V@ (L1 4 By (2)), € (—o0, —d],
T (x) = e Tir(z) Vet 2o V/r(@)do (1 + ﬁl_(;p)) , 2 € (—00,—d]

(r(@)V4G (1)) = eFir(a)V2e-i Vi) do (1 + ﬁQ_(:g)) .z € (—00, —a,

1 F1 oo < 2eM- — 2 und || Fo_||oo < 2eM- — 2,
1P [|loe < 2¢M — 2 und ||Fo_ oo < 2™ —2

und
|F\_(z)| = 0, firaz— —oo und |Fy_(z)| — 0, firz— —oo,
sowie

|Fi_ ()| = 0, fiir & — —oo und |Fy_(z)| — 0, fiir z — —oo.
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5. PTsymmetrische
Hamiltonoperatoren auf R

In diesem Kapitel wollen wir spezielle Differentialausdriicke und die dazugehorigen Ope-
ratoren der Form (B.1]) aus Kapitel  untersuchen. Dieses Kapitel basiert auf der Arbeit
[B8]. Zunéchst betrachten wir die Differentialausdriicke auf den reellen Halbachsen und
setzen sie anschliefend zusammen und erhalten dann Differentialausdriicke und Ope-
ratoren, die auf der gesamten reellen Achse erklart sind. Dabei wollen wir bestimmte
Symmetrieeigenschaften ausnutzen, genauer wollen wir P7T-symmetrische Operatoren
behandeln.

Dies ist physikalisch die Invarianz eines Hamiltonoperators unter der Paritat P und
der Zeitumkehr 7. Die Zeitumkehr 7 ist dabei mathematisch betrachtet der Konju-
gationsoperator aus Kapitel H In der Literatur, sieche zum Beispiel [9, 12, 52|, ist die
Paritat P oftmals stark vereinfacht durch x +— —x definiert. Darunter ist das Folgende
zu verstehen. Fiir eine Funktion f € L*(R) mit fi := flg, und f_ := f|g_ bedeutet
dies

f-(=z) fallsz >0,

(P1)w) = { fi(—z) fallsz <0.

Durch die Paritit P erhélt man auf natiirliche Weise ein neues inneres Produkt, welches
bereits in vielen Arbeiten in der theoretischen Physik erwahnt wird, siche zum Beispiel
[10, 41, 42, p2]. Somit definiert P ein inneres Produkt [-, -] (vergleiche [4]), via

] = (P) = / f(@)Pg@)dr f,g€ IA(R) (5.1)

und der Raum (L*(R),[-,+]) ist somit ein Kreinraum, vergleiche Kapitel E Wie wir
zeigen werden, ist dies das geeignete innere Produkt, mit welchem die Operatoren ent-
sprechende Symmetrieeigenschaften besitzen. Wir konnen nun den zentralen Begriff der
PT-Symmetrie eines Operators angeben und definieren ihn wie folgt.

Definition 5.1. Ein abgeschlossener, dicht definierter Operator A auf L?(R) heifit PT-
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5 PT symmetrische Hamiltonoperatoren auf R

symmetrisch genau dann, wenn fir alle f € dom A die Beziehung PT f € dom A und
PTAf =APTf

gilt, siehe [36, III. §5.6].

Motiviert aus der theoretischen Physik, insbesondere [12], betrachten wir den Hamilto-
noperator

1
H=—p° 5.2
5P Td (5.2)

auf I' mit einem Potential q, wobei wir die Konstante ﬁ aus Griinden der Uber-
sicht gleich 1 setzen. In [12] wird dabei die spezielle Klasse von Potentialen q(z) =
—(iz)N*2, N € N betrachtet, wohingegen wir zunichst allgemeinere Potentiale untersu-

chen. Wir wéhlen eine keilférmige Kontur,
.= {z = 2e"®9"@) ;g e ]R}

mit einen Winkel ¢ € (—7/2,7/2), siehe [6]. Wir verweisen auerdem auf [35],[40] und
[43], wo eine dhnliche Kontur verwendet wird. Nun setzen wir R, := [0,00), R_ :=
(—00,0] und q+(z) = q(xe*?), fir x € Ry, wobei g stiickweise setig sein sollen.
Dartiber hinaus definieren wir die Mengen

@+ = clconv {e_Qi(bT + q+(a:),0 <r<oo,xE R_;,_}
und

Q- = cleonv {e"*r + ¢_(2),0 <r < oo,z € R_}.

Das zu (@) gehorige Eigenwertproblem lautet
—y"(2) +a(2)y(z) = \y(z), ze€l, (5.3)

und ist auf der Kontur I' = {z = ze'?59@) : g € R} C C in der komplexen Ebene
definiert. Da die Kontur in 0 zwar stetig, aber keine differenzierbare Kurve ist, verstehen
wir unter einer Losung der Eigenwertgleichung (5.3) eine auf {z = ze™* : x € R_} und
{z = ze'® : x € R,} absolut stetige Funktion y : I' — C, deren Ableitung 3’ dort
ebenfalls absolut stetig ist und welche die Gleichung () fiir fast alle z € R erfiillt.
Insbesondere ist die Losung von (5.3) in Null nicht notwendigerweise stetig. Analoges
gilt auch fur die Ableitung der Losung von (b.3).

Zunachst transformieren wir das Problem zuriick zur reellen Achse mithilfe der Parame-
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trisierung
2:R—=C, z(zx):=ze®9m@, (5.4)
Daher 16st y (@) genau dann, wenn w, w(zx) := y(z(z)),
—eF20" (2) + qe(v)w(z) = Mw(x), =€ Ry
beziehungsweise
w’(x) = ey (2)w(z) — e Aw(x), xRy (5.5)

16st. Weiter setzen wir mit einem geeignetem (hinreichend grofem) xy > 0 folgenden
Bedingungen an ¢ voraus.

(1) Die Funktionen ¢4 : Ry — C sind zweimal stetig differenzierbar.

(2) Die Menge @ liegt in einem Sektor mit Offnungswinkel kleiner als 7.
(3) Es sei

g, (—z)=q_(x), zeR_,

beziehungsweise
PTd(:) =a(z), zeT.
(4) Es gelte

0 ¢ cleonv {e %1 + g, (2),0 < r < 00, € [29,00)} .

(5) Es sei
/ 5(62%¢q;($))2 — 62.i¢qi(x) dr < ln§
wowc0) | 16(e29q ()52 4(e?i9q, (x))3/? 4
und
5 —2ip ./ 2 —2i¢p N
/ (e (x)" e q’(x) | 5
(—oor—ao] | 16(e720q_(2))5/2  d(e~29q_(x))/2 4

(6) Es gelte

- 1
(o) <2 (2Re (D) + ;) g ()], fir alle 7 > 70,
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5 PT symmetrische Hamiltonoperatoren auf R

und

. 1
—|g-(x)' <2 <2Re e~%¢q_(x) — E) lg— ()], fir alle x < —xy.

Man beachte, dass aus Bedingung (E) und der Definition von Q4+ die Beziehung Q, = Q*
folgt und somit die Mengen Q4 jeweils in einem Sektor mit Offnungswinkel kleiner als
7 liegen, woraus

Qi UQ #C (5.6)
folgt. Desweiteren folgt aus den Bedingungen (a) und (@), dass
0 ¢ cleonv {e™r + q_(x),0 < r < 00, z € (—o0, —T0) } -

Die Bedingung (@) garantiert dariiber hinaus, dass ¢+ # 0 fiir alle |z| > x. Der Ausdruck

et?%q, (z) in den Bedingungen (H) und (B) ist erklért. Falls namlich ein A € R und
+x > 1y existiert mit e*??qy (x9) = —A beziehungsweise qi (1) = —eT2? A, liegen die
beziiglich des Ursprunges punktsymmetrischen Punkte ¢ (7) und e¥%¢A in Q., womit
Bedingung (E) (beziehungsweise Bedingung (@), falls A = 0) verletzt wére. Somit gilt

e*29q, (x) ¢ R_ und Re \/e*2%q, () > 0 fiir alle |z > .

Die obigen Bedingungen garantieren, dass die beiden Gleichungen (@) im Grenzpunkt-
fall I sind, was wir im folgenden Theorem zeigen.

Theorem 5.2. Fulls q1 die Bedingungen (El) bis (B) erfillt, liegt der Grenzpunktfall I
vor.

Beweis. _Die Bedingungen garantieren, dass mit Theorem @ je eine Losung der Glei-
chung (@) mit A = 0 auf dem Intervall [zg, 00) beziehungsweise (—oo0, —x¢] asympto-
tisch wie

@\+($) — (€2i¢Q+(I))_1/4ef;0 \V4 62i¢q+(0)d0' <1 + F\1+($)> ’ T E [,ZUO?OO)’
. ) - R (5.7)
?/J\_(ZE) _ (6—21¢q_($))—1/46*f_10 e=2¢q_(0)do (1 + F1_<I')> . z€ (—OO, _fEO],
verhalt. Aufgrund der Voraussetzung (H) gilt

~ 1
1P || < 26M —2 < 25 —2 = 5

Mit Bedingung (B) gilt auf der positiven Achse (man beachte, dass nach Bedingung (@)
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5.1 Maximale und minimale Operatoren auf den Halbachsen

g+ (2)| # 0)

N —

* ‘ 1
(In|gs(x)] — In|qs(z0)]) < / <2Re e?tq, (t) + ;) dt, fir alle x > x

o

beziehungsweise

V@ _ o e @ 2 ey >y

g+ (0)| Lo

Dies fiithrt auf

, fur alle x > x.

Lo < vV ’CI+($0)|62f;0 Rey/€2i%q, (t) dt
T

g+ ()]

Somit ist die Funktion

~ 1 ¥ Req/e2i®qy (t)dt &
yi(z) = Wefxo q+(t) (1+ Fri(z))

nicht in L?([zg,c0)). Demzufolge existiert eine Losung von @) fir A = 0, welche
nicht im L?(R. ) liegt und analog existiert eine Losung von (@) welche nicht in L2(R_)
liegt. Mit Theorem M und Bemerkung ‘ sind die beiden Gleichungen in (p.5) im
Grenzpunktfall 1. O

5.1 Maximale und minimale Operatoren auf den
Halbachsen

Wir beschrénken uns im Folgenden auf den Grenzpunktfall I aus Theorem , das heif3t
(@) besitzt genau eine Losung, welche in L2(R.) liegt. Dies ist zum Beispiel der Fall,
wenn das Potential die Bedingungen ([ll) bis () erfillt. Wir werden drei verschiedene
Arten von Operatoren auf R, und R_ definieren: den maximalen, den minimalen und
den praminimalen Operator. Dies ist durch das klassische Vorgehen bei Sturm-Liouville-
Ausdriicken im Grenzpunktfall motiviert. Bei klassischen Sturm-Liouville-Problemen
mit reellen Koeffizienten ist der minimale Operator der Abschluss des praminimalen
Operator, er ist symmetrisch im Hilbertraum und sein Adjungierter ist der maximale
Operator.

In unserem Fall ist die Situation leicht unterschiedlich. Dennoch sind die Definitionen
der entsprechenden Operatoren formal gleich wie in den klassischen Sturm-Liouville-
Problemen, aber aufgrund der komplexwertigen Koeffizienten verhalten sich die Adjun-
gierten anders.
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5 PT symmetrische Hamiltonoperatoren auf R

Wir betrachten die folgenden Differentialausdriicke
ew(z) = —eT " (2) + g1 (v)w(x) (5.8)
und die formal Adjungierte
THw(r) = —e 0w’ () + u (v)w(z)
auf Ry. Das Potential g, erfiille dabei die Bedingungen (EI) bis (B) Es gilt
=TT, (5.9)
Dann gilt folgendes Lemma.

Lemma 5.3. Falls 7+ im Grenzpunktfall I ist, so ist auch 7 = T1+T im Grenzpunktfall
L

Beweis. Mit dem Beweis von Theorem @ erhalten wir fir A = 0 eine Losung von
72w = Aw = 0 auf dem Intervall (—oo, —z| beziechungsweise [zg, 00) der Gestalt (b.7)
welche nicht im L?((—oo, —z¢]) beziehungsweise L*([zg,c0)) ist. Dies stellt sicher, dass
eine Losung 74 von 7w = 0 existiert, die nicht im L?*(R.) liegt.

Die Funktion 77 16st die Gleichung 75w = 0, da
TIT/y\i == TTiZ/J\i =0.

Mit |y+(x)| = |Ty«(x)| fir alle £ > x( ist somit die Funktion 7yx(x) ebenfalls nicht

im L*((—o0, —x¢]) beziehungsweise L?([zg,00)). Demzufolge existiert eine Lésung von

7w = 0, welche nicht im L?(R.) ist und somit ist 7,7 fiir A = 0 und mit Bemerkung

fir alle A € C im Grenzpunktfall I. O

Wir definieren die folgenden Operatoren mit

dom Ay, (14) := {w € L*(Ry) : pw € L*(Ry),w,w" € ACi(Ry),
w(0) = w'(0) = 0, w hat kompakten Trager in Ry}

Ab (to)w(x) = Tyw(z).

Mit Aos(74) bezeichnen wir den Abschluss von A, (71) (Af.(7+) ist nach Theorem @
abschlieBbar). Die Operatoren Ay, (74) entsprechenden den praminimalen Operatoren
in der klassischen Sturm-Liouville-Theorie, siehe zum Beispiel [53, Kapitel 13], wobei
Ap+(7+) den minimalen Operatoren entsprechen.
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Auflerdem definieren wir die maximalen Operatoren

dOHlAmaxi(Ti) = {w S LQ(R:‘:) TTHW € LQ(]Ri),w,w' S AC[OC(R:E)}

Apaz+ (Te)w () := mrw(z).
Theorem 5.4. Die Funktionen erfiillen (El) bis (B) Dann gilt
Amazi(Tj:)* = A0i<7'1) Uﬂ,d Aoi(Ti)* = Amazi(TiF)- (510)

Weiter gilt T Aow(2)T C Ags(me)* und def (Aps(72) — N) = def (Ags(7)) — ) ist
entweder 1 oder 2 fir alle A € r(Aox(11)).

Im Grenzpunktfall I erhalten wir def (Agx(7+) — N) =1 fir alle A € r(Aox(7+)) und
dimdom A0+ (73 ) /dom Agy (74) = 2. (5.11)
Auperdem ist im Grenzpunktfall I r(Aox(11)) # 0,

C\Qa C r(Ags (7)) und r(Ag_ (1)) N r(Aos (1)) 2 0. (5.12)

Beweis. Wir nutzen Theorem @ Es bleibt nur () zu zeigen und dass im Grenz-
punktfall def (Ao, (r4) — A) = 1 und (5.11) gilt.

Beachte, dass @* = @, und mit ( gilt Q4 UQ_ # C. Fir A € C\Q+ erhalten wir
nach der Konstruktion aus Sektion (siche auch die Abbildungen und @) analog
zu (@) folgende Ungleichungen

Re e (e¥r + g4 () — K1) > 0 und Ree”™ (A — K4) <0, fir 0 < r < o0,z € Ry.
(5.13)

Fir A € C\Q4, u € dom Af,, (1) und ||ul| = 1 folgt
1(Ap () = Mull = [(Age (), u) = A

:’/ —eT2u" T + qu(z)|ul? dx — )\‘

Ry

:)/ P+ g (o) uf? dr — A
Ry

>Re e+ </ e )2 + qu () |uf? — Ki|u|? do + Ky — A)
Ry
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5 PT symmetrische Hamiltonoperatoren auf R

Mit (.13) gilt
/ Re e (7|0 |> + qu (2)|u]® — Ky|u?) dz+ Ree™™ (Ky — \)
Ry
> 5:i:<>\) > 0.
Da Ay (7+) der Abschluss von Ay, (74 ) ist, gilt ebenso fiir w € dom Apy (74) mit ||w|| =1
1(Aox(72) = Mwl| = 0:(X)

und mit (@) ist (p.12) gezeigt.

Jetzt nutzen wir [29, Theorem III 5.6.] und erhalten mit A € r(Ags (7))
dim dom (T Ags (72)*T) /dom Ay (72) = 2def (Age (1) — A) (5.14)
sowie
dom (T Agx(12)*T)
= dom Ao (72)+ker (Ao ()" = N (T Ao (72)*T — X)) .
Mit Ao (72)* = Apos (1), (B.9) und
T Aox ()T = Amazs(72)
folgt mit (5.14)
dim dom Apeee (72) /dom Agy (72) = 2def (Ags (74) — A) (5.15)
und
dom A;,qp 4 (74) (5.16)
= dom AOi(TiH‘dim ker ((TAma:c:t(T:I:)T - X)(Amaz:t(T:l:) - )\)) .

Da 74 und 777 im Grenzpunktfall I sind, siche Lemma @, haben die Gleichungen
(7+ — Mu = 0 und (7727 — AN)u = 0 genau eine Losung in L*(R.). Das heifit, es
existiert genau eine Funktion u mit (A,;40+(7) — A)u = 0 und genau eine Funktion v
mit (T Apmaes (72) T —A)u = 0. Mit (E(l_’é) und (E;)ﬂ) folgt, dass dim ker ((7 Apazs (72) T —
A) (Apaes(T2) — A)) gerade ist. Da dimker (T Apqet (72)T — A) = dim ker (Apaps (74) —
A) = 1 ist die Dimension des Kernes des Produktes dieser beiden Operatoren hochstens
2, somit folgt

dim ker ((TAmaa:i (Ti)T — X) (Amami (Ti) — )\)) =2
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und

2 = dimdom A, 4.+ (71) /dom Ags (72) = 2def (AgL(72) — ).

Mit Theorem folgt sofort die folgende Proposition.

Proposition 5.5. Im Grenzpunktfall I erhalten wir
dom Ap+(71) = {w € dom A,4p4 (72) : w(0) = w'(0) = 0}
und fiir v € dom At (72) und v € dom A, gps (73)

lim (uv' —u'?) (z) = 0.
T—300

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit der folgenden Bemerkung, welche sich aus Theorem
ergibt.

Bemerkung 5.6. Im Grenzpunktfall sind die Operatoren A4 mit
dom Ay = {w € dom A,,,4,+(72) : w(0) = 0}

und
Ajw(z) == mpw(x)

sind T -selbstadjungiert und es gilt mit QQ,+ wie in ()
0(Ay) C Q1 und 0ess(Ar) C Qpa.

Ferner besteht das Spektrum in o(AL)\0ess(A+) nur aus isolierten Eigenwerten mit
endlicher algebraischer Vielfachheit.

5.2 Maximale und minimale Operatoren auf der ganzen
Achse

In diesem Abschnitt definieren und analysieren wir den maximalen und minimalen Ope-
rator auf der reellen Achse. Dies geschieht durch geeignetes Zusammenfiigen der entspre-
chenden Operatoren auf den Halbachsen aus Abschnitt p.1l.

59



5 PT symmetrische Hamiltonoperatoren auf R

Der maximale Operator auf R ist durch

Doz - = {w € L*(R) : Tow|r, € L*(R), wlp,, w'|r, € ACic(Ry)}
= dom Ap— (7-) @ dom Appap i (T4)

und

| mw(x), x>0,
Amagt(2) = { T w(z), x<O0.

gegeben, oder kurz
Amax = Amax— (T—) S Amax-l—(T-i-)'

Insbesondere erfiillen die Funktionen und deren Ableitungen aus D,,,., keine Stetigkeits-
bedingungen in 0.

Lemma 5.7. Der Operator Aya. ist PT -symmetrisch, falls Bedingung (H) qilt.

Beweis. Mit Bedingung (B) und w € dom A4, mit wy := wlg, folgt fir z € R

,PTAmaacw(x> =PT (Amamf (7-*>w* (LE) D Amaer (T+)w+ (J?))
= Amaz (T4 )01 (=) & Apaa— (T2 )W (=2) = Apax PTw(z).

Lemma 5.8. Fiir v,w € D4, gilt

[Apazw, v] — [w, Apaav]
= ¥ (w'(04+)7(0—) + w(0+)7'(0—)) — e~ 2 (w'(0—=)T(0+) + w(0—)T (0+)),

falls Bedingung (a) gilt.

Beweis. Mit 71 = T74.T (siche (@)) gilt U|g, € dom A,u.+(71). Mithilfe von

T2 PTw(z) = rpw(—x) = rew(—z) = PT (t2w(x))

sieht man, dass die Funktion z +— w(—z) fir x € Ry in dom A4+ (73 ) liegt. Dann folgt
mit Proposition

lim w(—z)v'(z) + w'(—x)v(x) = 0. (5.17)

r—+o00
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5.2 Maximale und minimale Operatoren auf der ganzen Achse

weiter gilt
[Amazw7 U] - [w, Amaxv] = (PAmaa:wa U) - (Pw, Amaxv)
0 [e's)
_ / row(—2)5(z) dr + / - w(—z)5(z) dz
0

—00

_ / ’ w(—2)70(x) dz — /0 " w(—a)o(r) da

—00

= /000 (—e*uw”(—z) + ¢_(—z)w(—2)) V(z) dx

+ / (_€*2i¢w//<_w) + Q+(—$)w(—£€)) v(z) dx

—0o0

- / " (=) (TR @) T gy @)o(@)) da

und mit partieller Integration
[Amaxwa U] - [U), Amaxv]
= lim e*?(w'(—2)v(x) + w(—2)7'(z)) — lim e *?(w'(—2)v(2) + w(—2)7(x))
T—00 T——00

+ e (! (04)0(0-) + w(0+)7'(0-)) — € (' (0-)p(0+) + w(0-)7'(0+)).

Dann beweist () (nach komplexer Konjugation) die Aussage des Lemmas. N

Analog zum maximalen Operator auf der reellen Achse, definieren wir den minimalen
Operator Ay auf der reellen Achse als direkte Summe der entsprechenden minimalen
Operatoren auf den Halbachsen,

AO = AO,(T,) @ A0+<T+>.
Beachte, dass mit Proposition @ fiir den Definitionsbereich von Ay

dom Ay = {w € Do : w(0+) = w(0—) = w'(0+) = w'(0—) = 0}
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5 PT symmetrische Hamiltonoperatoren auf R

gilt. Theorem @ liefert 7(Ag) = r(Ao— (7)) N7r(Aos(74)) # @ und fir A € r(Ay) gilt
def (Ag — A) = def (Ag_(7-) — A) + def (Agy(74) — A) = 2.

Proposition 5.9. Es gelten die Bedingungen @) bis (B) Ag ist symmetrisch beziiglich
[-, -], beziehungsweise symmetrisch im Kreinraum (L*R), [-,]), wobei |-, -] das Kreinraum-
produkt (El]) ist. Auperdem gilt Ay = Apmaz = Amaz—(T-) B Aoz (T4)-

Beweis. Die Symmetrie im Kreinraum folgt mit Lemma @ Es bleibt noch Aj = A0z
Zu zeigen.

Mit [18, Lemma VI.2.1.] gilt Al = PA§P. Wir werden zunichst A5 = A (7_)* &
Aoy (T4)* zeigen.

Es gilt fir beliebiges v € dom Af mit vy := v|g, und fiir alle w € dom Ay mit wy = w|g,

(w’ ASU) :(Aowv U) = (AO_w_a U—)Rf + (A0+w+7 U+)R+
:<w*> ASfIU*)R_ + <w+7 A8+U+)R+ = <w> (Agf D A8+>U>

Somit gilt mit () und mit Apees (7)) = T Apmaws (72)T

Ay =PAYP = P(Ao—(1_)" & Aoy (14)")P
:PT<Amax7 (7—7) () Amagg+(7-+))7-7) = PTAmazTP = Amaa:a

da nach Lemme @ PT Az = Anmaac PT . O

5.3 Operatortheoretischer Ansatz zu P77 symmetrischen
Hamiltonoperatoren

Zu den in Abschnitt @ erklérten minimalen Operatoren werden in diesem Abschnitt
Erweiterungen Ag betrachtet, die Einschrankungen von A,,,, sind,

AO C AG’ C Amaw- (518)

Diese Erweiterungen sind iiber Verkniipfungsbedingungen bei 0 bestimmt, die mittels
einer invertierbaren Matrix
G- (911 912) c 22
921 g22

beschrieben werden. Wir beschranken uns hier wieder auf den Grenzpunktfall I und
setzen (@) voraus. Dies ist unter anderem erfiillt, falls die Bedingungen @) bis (B)
erfiillt sind.
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Der Definitionsbereich von Ag wird definiert als

iomaci={we s (B00) = (00)) 4

Agu = Apuztl.

Ag erfiillt nun () Im Folgenden beschreiben wir in den Lemmata bis wie

die Eigenschaften von As von G abhédngen.

Lemma 5.10. Fir w € dom Ag gilt, dass mit w(x , 2 € I' und der Parame-

) = y(z(x))
. o , . 1 0
trisierung z wie in (@) y und y' stetig sind, falls G = =R

Beweis. Durch die Parametrisierung von z in (@)

w(z) = y(z(z))

erhalten wir '
w'(z) = ()Y (2(2)) = €Dy (2(2),
fur x # 0. Dann ist y'(0+) = y'(0—) dquivalent zu

e w'(0+) = ¥ (0+) = ¢/ (0—) = e/ (0-).

Damit gilt
und es folgt

]

Lemma 5.11. Es sei Bedingung (B)_ erfillt. Der Operator Ag ist genau dann PT -
symmetrisch, wenn GJG = J, wobei G die komplexe Konjugation von G bezeichnet und

J = L0 . Fir G = (9" 92 yniissen in diesem Fall die folgenden Gleichungen
0 —1 921 g22
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5 PT symmetrische Hamiltonoperatoren auf R

erfillt sein.

911911 — g12921 = 1
912G22 — 911912 = 0
G22G22 — 92112 = 1
921911 — g22921 = 0.

Beweis. Es sei Ag PT-symmetrisch. Dann gilt fiir w € dom Ag, dass PTw € dom Ag
nach Definition le und es folgt

PT(IU(O-i-)) 2911777'(@0(0—)) + ngT(w’(O—))
=g110(0+) — g1 (0+)
=g11 (guw(0—) + 7120’ (0—)) — g12 (G210 (0—) + Goz@'(0—))
=119 PT (w(0+)) — 91192 PT (w'(0+))
= 912021 PT (w(0+)) + 912922 PT (w'(0+)).

Dies zeigt die ersten beiden Gleichungen. Die letzten beiden Gleichungen folgen aus

PT(U/(O"‘)) :921PT(M(0_)) + 922737(11/(0_))
=g210(0+) — g2 (0+)
=21 (guw(0—) + g1z (0—)) — gaa (G210(0—) + Ga2w0'(0—))
=gnguiPT (w(0+)) — 92192 P T (w'(0+))
— 922921 PT (w(04)) + g22g2 P T (w'(0+)).

]

Lemma 5.12. Es seien die Bedingungen (m) bis (B) erfillt. Der Operator Ag ist [-,-]-
symmetrisch genau dann, wenn

(*9KG)" = K G,

. (0 1
wobei K := (1 0).

Beweis. Zunéachst setzen wir W, = (Zj,%%i%) und Vi = (g,((%i))> mit w € dom Ag
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und v € dom Af,. Wir erhalten somit mit Lemma @ und da W, = GW_

[Agw, v] — [w, Afv] =e*Pw'(0+)T(0—) + 2w (0+)7'(0—)
— e 2w (0-)v(0+) — e *Pw(0—)V'(0+)
0 0 0 %
(w0 0 e o | [V,
S\ 0 —e7% 0 0 V_
—e %9 0 0 0
=W GTKV_ — e W KV .

Nun ist Ag genau dann [-, -]-symmetrisch, wenn e?*GTKV _ — e 29KV, = 0. Dies ist
wegen K = K~! dquivalent zu

Ve =e"KG*KV_
beziehungsweise wegen V. = GV_ zu

e "KG'KV_ =GV_
und damit zu

(F*PKG)" = e KG.

Das folgende Theorem ist die Hauptaussage dieses Kapitels. Wir zeigen, dass der Ope-
rator Ag sogar [+, -]-selbstadjungiert ist, wenn

(*PKG)" = 29KG.

Wir fassen dazu die Operatoren Ay und A, als lineare Relationen auf und erhalten mit
Proposition ASr = A, 0z nun im Sinne von Definition R.4. Wir konstruieren zunéchst
ein Randtripel zur linearen Relation A = A,,., siche Definition @ Wir definieren die
linearen Abbildungen

I:= (go) : Dipaw — C* @ C?, (5.20)
1

via
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and nin = (ki)

Theorem 5.13. Es seien die Bedingungen (El) bis (B) erfillt. Der Operator Ag ist

[+, ]-selbstadjungiert genau dann, wenn (e**KG)" = e K G, wobei K := (? (1)) Dies
bedeutet, dass Ag genau dann [-,-|-selbstadjungiert ist, wenn folgende Gleichungen erfillt

sind.

€2i¢911 = 6_2%@
2id
%

¥ g1y = e g0,

e go1 = e .
Dariiber hinaus ist {C* ,Ty,T'1} ein Randtripel fir A = Anmaz-

Beweis. Es gilt ran (I') = C? & C? und fiir alle f,g € D,,4, gilt mit Lemma @

[Ama:cfa g] - [f7 Amaxg] = (Flfa FOg> - (FOfa Flg)

Daher ist {C?, Ty, "1} ein Randtripel fiir Aj = Aqee. Das die Bedingung notwendig ist,
folgt direkt aus Lemma p.12.

Wir zeigen, dass die lineare Relation

T €2i¢g21x + 62i¢g22y
’= {{ (gnx + 912?;) ’ ( —e 2%y r,yeC (5.21)

selbstadjungiert ist und somit auch die dazugehorige Erweiterung Ay = Ag, vergleiche
Proposition R.6. Um zu zeigen, dass 6 selbstadjungiert ist, zeigen wir zunéchst, dass 6
symmetrisch ist. Fuar alle {f, '}, {g, ¢’} € 0 existieren f,, f,, gz, 9, € C mit

A fz 62i¢g21fx + 62i¢g22f
U= { (911fw + 912fy> ’ < —e 20 f, y) }

(9.} = 9z €% 4919, 42"62%92297;) }
’ 9119z + G129y )’ —e Z(ﬁgy

und somit gilt mit (e??KG)* = 2 KG
< <€2i¢9219x + 62i¢9229y) ( Ja ) )
_6_2Z¢gy 7 gllfx + ngfy C2
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B <( 9 ) <€2i¢921fx + 62i¢922fy)) =0
9119 + 9129y ) —e ¥, -

und 6 ist symmetrisch. Jetzt wiahlen wir {f, f'} € 6* beliebig mit

s ={(2) (1)}
s €2i¢ggll’ .
und {(gux) , ( 0 )} € 0 mit x # 0, dann folgt

o= ((75)-(3) . () ().

genau dann, wenn f] = e%®gy; fi + €%®gyy(—€?? f5). Analog erhalten wir fo = gi1f1 —
e?®g1o f5. Somit ist {f, f'} € 0 und deshalb ist 6 selbstadjungiert. O

Bemerkung 5.14. Der Operator beztiglich ker 'y ist selbstadjungiert beziiglich [-, ]
und Ap := A_ @ Ay. Aus [20, Theorem 4.5] folgt def (A} — ) = def (A_ — A) =0 und
def Ap = def(Ay — \) + def (A_ — X\) = 0. Dariiber hinaus folgt mit [29, Theorem III
3.5.] und def (Ag — A) = def (Ag_(7-) — A) +def (Agy(74) — A) = 2, dass dim Ap\ A4y = 2.

Die Operatoren Ay besitzen mit Bemerkung @ in Q+\Qp+ nur Spektrum aus isolierten
Eigenwerten mit endlicher algebraischer Vielfachheit und nichtleerer Resolventenmengen.
Somit gilt 0(Ap) C o(A_) Ud(Ay), 0ess(Ap) C 0ess(A) U 0ess(Ar) C Qpe U Qs
und p(Ap) = p(A-) N p(A;) (vergleiche [29, Seite 426]). Aus Bemerkung folgt
o(Ap) Co(A_)Uo(Ay) C Q- U Q4 und mit (@), dass p(Ap) # 0.

5.4 Berechnung der Weyl-Funktion

Zum Abschluss dieses Kapitels werden wir im folgenden Theorem zunéchst die Weyl-
Funktion zu dem Randtripel () berechnen und erhalten anschlieend eine Bedingung
fiir die Lage des Spektrums beziehungsweise der Resolventenmenge. Es sollen in diesem
Abschnitt stets die Bedingungen @) bis (B) erfiillt sein.

Theorem 5.15. Die Weyl-Funktion M()), siehe Definition @, zum  Randtripel
C% Ty, T}, mit Ty, Ty wie in () und N € p(Ap) unter den Bedingungen (@) bis
(

), hat die Gestalt
0 62i¢¢'+(0)
— , 0+(0)
M(N) <_62i¢9"(0) 0 .

©—(0)
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Beweis. Nach Theorem ist {C?,Ty,T'1} ein Randtripel fiir AaL = A4 und wegen
Bemerkung @ gilt p(Ap) # 0.

Da 74, definiert als (siehe (@))
row(z) = —e¥2u" (2) + g (2)w(z)

jeweils im Grenzpunktfall sind (Theorem ), existiert je genau eine Losung ¢4 ) €
dom A,ue+(72) von Tow = Aw welche im L?(Ry) ist. Diese Losungen ¢4 ) setzen wir
auf der jeweils anderen Halbachse R+ identisch O fort und erhalten somit ¢ y € Dypyoq.

Offensichtlich gilt

@i € Nx(Amaz) = {{z, A2} : 2 € ker (Apas — A}

Somit gilt mit der Abbildung I" (siehe ()) aus Abschnitt @, dass
2i¢p, A 0
90-"- )\ (6 S0(—)"_7)\( )) )

o) "
") e = (Lo 0)
o)

Lo(p+.) (
Lo(e-n) (

Wir setzen M (\) = <

(5.22)

und es gilt mit Proposition @ (ii) und ()

iggg) =Ti(p40) = (e2i¢¢é’A(o)> :

also my(\) = 0 und mo(\) = ew’wi—io Analog folgt mi(A) = 0 und ms3()\) =
: ,
O

Als néchstes berechnen wir mithilfe von Theorem m unter welchen Bedingungen der
Operator Ag Spektrum beziehungsweise Resolventenmenge besitzt.

Theorem 5.16. Der Operator Aq besitzt unter den Bedingungen (m) bis (B) einen
FEigenwert A, X € p(Ap), falls fir A € C die Gleichung

@ A0)  g210-2(0) + g22¢0” ,(0)

= ) 5.23
P (0) g1 x(0) + gi2¢” ,(0) (5.23)

erfillt ist, wobei py \ die im Beweis des vorherigen Theorems definierten Funktionen
darstellen.
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Beweis. Man beachte, dass Ag = Ay mit der selbstadjungierten Relation 6 aus ()
ist. Wir wissen, dass A € p(Ag) genau dann gilt, wenn 0 € p(M () — ) (siche Theorem
m) Zuerst bestimmen wir M () — 6, via

MO 0= (S~ SV MO) (g} <0}
} {{ (91196 : 912@/) | (mQ(A)r(rf; e gmy)) ) (e wggi—tiingmy) } s C} |

Man beachte, dass dabei G = (g 1 912) ist. Weiter folgt
921 922

(M) —0)~! } }
_ {{ (m2(>\)7(5;(1§; glzy)) B <e Z¢ggi:2f2ii;¢gzzy) ’ (gnx i glzy)} mye C}

e ) G) G ) G rvesy

und dies ist ein linearer Operator, wenn der mehrwertige Teil mul (M (\) — 0)~! = {0}
und dom (M(X) — )~ = C? gilt. In diesem Fall liegt A in der Resolventenmenge von
Ag. Aufgrund der Gestalt von (M (A\) —6)~! miissen wir nur die erste Bedingung zeigen,
da dies die Invertierbarkeit von

m2<)\)911 - €2i¢921 mz()\)gm - €2i¢922
ms(\) e~ 29

impliziert und somit auch dom (M (\) — #)~! = C?. Wir betrachten die Gleichungen

ma(A) (g7 + g12y) — € g — ¥ gagy = 0
ms(\)x + e %y = 0.

Es folgt y = —e??m3(\)z und
0 =ma(N)(gnz — 912€2i¢m3£[)) — gy + €2i¢922€2i¢m3()\)$.

Falls x = 0 folgt ¥ = 0 und die Behauptung ist bewiesen. Wir nehmen demzufolge x # 0
an und somit gilt

0= mz(/\)(edmgn - g12m3()\)) — g1+ €2i¢g22m3(>\)
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5 PT symmetrische Hamiltonoperatoren auf R

und falls =299y, — g1oms()\) # 0 folgt

g21 — €2i¢922m3()\)

) = :
mz(A) e~29g11 — grams(A)

beziehungsweise mit Theorem

eia0) o 92160~ 2(0) + g2” ,(0) g210-2(0) + g22¢” ,(0)
PN “2i¢ 2idg o - / :
¢4 (0) e 29 g11p-A(0) + e 22g120" 1 (0)  g11p-A(0) + gr12¢” ,(0)

Gilt hingegen e 2%g;; — gioms(A\) = 0, das heiBt g;; — e*?g1om3(\) = 0 und demzufolge
g1 + g2y = 0, kann dies mit my(N\) (9117 + g12y) — €2Pgnx — €2 Pgaoy = —e*P gy —
T 0

2% gony = 0 nur gelten falls G y) = \o und demzufolge x = y = 0, da G invertierbar

ist.

Daraus folgt, dass wir genau dann einen nichttrivialen mehrwertigen Teil mul(M (\) —
6)~" haben, falls (5.23) gilt. 0

Wir schliefen dieses Kapitel mit einer einfachen Beobachtung iiber das Spektrum von

Ag.

Proposition 5.17. Es sei A € 0,(Ag) und y die Eigenfunktion. Dann ist PTy ebenfalls
eine Eigenfunktion zu A, falls Ag PT -symmetrisch ist.

Beweis. Aus y € dom Ag folgt PTy € dom Ag and AgPTy = PTAgy = PTA\y =
APTy. ]
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6. Bender-Boettcher Potentiale

Schlieflich nutzen wir die bisherigen FErgebnisse und wenden sie auf den Hamiltonopera-
tor aus [12] an. Dies bedeutet, dass wir den Hamiltonoperator (@) mit dem speziellen
Potential q(z) = —(iz)V™2 betrachten. Somit gilt mit den Bezeichnungen von Kapitel

qi(x> _ _(Z-x)N+2eﬂ:z‘(N+2)¢> (6.1)

und die Gleichung (@) hat die Gestalt
w"(z) = —eFH ()N T2 W0y () — eF2Nw(z), = € Ry. (6.2)

Wir werden zunéchst eine vollstandige Klassifikation dieser Gleichung in Grenzpunkt-
beziehungsweise Grenzkreisfall angeben und im letzten Abschnitt mithilfe der Resultate
aus Abschnitt @ die Lage des Spektrums des zugehorigen Operators Ag, siehe (@ ,
abschitzen. Zunéchst stellen wir sicher, dass die Bedingungen ([ll) bis (E) erfiillt sind,
was wir im folgenden Lemma zeigen.

—

Lemma 6.1. Fir das Potential (@) mit

N+2 2%
IN+8 T4+ N

sind die Bedingungen @) bis (E) erfillt.

b+ — k=0,....N+3 (6.3)

Beweis. zu (1) Die Funktionen ¢+ sind offensichtlich zweimal stetig differenzierbar.

zu (2) Die Menge @, gegeben mittels
Q- = cleonv {e ?¥r — (iz)N 2/ NP 1 € [0,00),0 < 7 < 00},
besteht aus den zwei Strahlen
{e7%r:r € Ry} und {—iV P2/ W95 s e R, Y.

Somit liegt @, in einem Sektor mit Offnungswinkel kleiner als 7, falls sich die
Strahlen nicht gegeniiber liegen. Angenommen die Strahlen lidgen auf einer Gerade,
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6 Bender-Boettcher Potentiale

dann gilt

o216 — NH2Li(N+2)¢ _ im(N+2)/2+i(N+2)¢

Dies bedeutet wiederum, dass

N +2 2k

= — k=0,....,N
0] 2N+87T+N—|—47T’ 0,...,N+3,

im Widerspruch zur Voraussetzung (@)
zu (3) Fur z € R_ gilt

7, (—a) = —(iw) V2 O = (),

zu (4) Da fur alle £p > 0 und mit (@) 0 ¢ {—iNT2e!N+225 . 5 > 74} gilt, folgt somit
Bedingung (@)

0 & cleonv{e 2%r — (iz)N T2/ V429 . 0 < 1 < 00,29 < = < 00}

zu (5) Es gilt

/ 5(e*?q (x)) e*q!l (x) d

o) | 16(e29. ()72~ A(e20g. ()2 |

< 5(N + 2)? (N+2)(N+1)d

— [20,00) 163+N/2 Ap3+N/2 x

_ (5N + 2?2 (N+2)(N+1) LN 9(N + 2)2%,2,N/2
8(N +4) 2(N + 4) 0 ~ 8(N+4) "

9(N+2)? > 2/(N+4)

und damit ist fir zg > (m

5(e2% (1))2 021011 ( 5
PR O PR
[z0,00) 16(6 qu(.CC)) 4(6 qu(.fL')) 4
Analog gilt auch
5(e~%9q (x))? e 20¢" (x 5
[ ) S R P
(—o0,—ao] | 16(e7*?q_(2)) A(e*9q_(z)) 4

zu (6) Es gilt

o E2i0 N+2 £(N+4)ip _ emi(N+2)m/2i(N+4)i¢mNH

qs(x) = —(iz)" e
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6.1 Grenzpunkt- und Grenzkreisfallklassifikation fiir Bender-Boettcher Potentiale

Angenommen, dass Argument e™+(NV+2)im/26(N+4)i¢ jst 7 (und somit e*?¢q. (z) auf
der negativen reellen Achse), dann gilt

7+ (N+2)r/2+ (N +4)p =7+ 2km,

beziehungsweise

¢

1 N +2
 N+4 2

T+ Qkﬂ) ,

im Widerspruch zur Voraussetzung. Somit folgt

Re \/e2i¢q, (2) = eiw/?ﬂ:(N+2)%'7r/4i(1\“r4)i¢>/2|$|(N+2)/2

N+2 N+4
sin( il T+ ;— ¢)‘|x\<N+2)/27

4

mit 27 4+ Mg o kr. Wir erhalten £|g.| = £(x£2"2) = (N + 2)[z[Y™ und

2/(N+2)
somit folgt fir z¢ > ( Nl ¢)|> und alle |z| >

2 sin(—]\7227%‘,-—]\7;'4

N+ 2 N +4 1
(N +2)[2[MH <2 (2(sm ( I T+ 2+ ¢) a2 4 —> | V2.
xr

6.1 Grenzpunkt- und Grenzkreisfallklassifikation fiir

Bender-Boettcher Potentiale

Im folgenden Theorem geben wir eine vollstandige Klassifikation der Gleichung (@) in
Grenzpunkt- beziehungsweise Grenzkreisfall. Da die Bedingungen ([l) bis () mit Lemma

erfiillt sind, impliziert diese Klassifikation, dass der Grenzpunktfall 1T aus Theorem
fiir das spezielle Potential (El!) nicht moglich ist.

Theorem 6.2. Fir alle A € C gilt genau eine der folgenden Bedingungen.

(1) Falls ¢ # —2]}[\[—:287T—|— ﬁ—kNﬂ, k=0,...,N+3, existiert eine, bis auf eine Konstante,

eindeutige Losung w von (@) mit w € L*(Ry). Insbesondere existiert ein Lisung
von (@g, welche micht im L?(Ry) ist.

(II) Falls ¢ = —%fsw - ﬁ—kNﬂ, k=0,...,N + 3 erfillen alle Losungen w von (@)

w € L2<Ri)
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6 Bender-Boettcher Potentiale

Fall (I) ist der Grenzpunktfall I und Fall (II) ist der Grenzkreisfall.

Beweis. Fur

N +2 2k

_ k=0.... N
ON+s T ILNT 0oy N 43

¢ F

sind mit Lemma @ die Bedingungen (m) bis (B) erfullt und somit liegt nach Theorem
der Grenzpunktfall I vor.

Wir miissen somit noch den Fall ¢ = — QZ]VVfSW—l— ﬁ—kNﬂ mit k € Z betrachten. Wir erhalten

qu(x) _ _(ix)N+2€—(N+2)iw/2+2kiw _ _l.N—i-Q

und die Schrodingergleichung ist somit
—w"(z) — 2V PPw(x) = ¥ w(x).

Aus Theorem M und Proposition wissen wir, dass wir mit x > 0, r(z) = 2V 2+
und A = e~ %%k beide (linear unabhingigen) Losungen von (6.2) erhalten und diese die
Gestalt

wi(x) _ e—%zr<x>—1/4eﬂ:if5”\/r(o)do (1 + FH_(JI))

haben. Diese Losungen liegen wiederum beide in L?(R, ) und fallen polynomiell gegen
0 fiir x gegen oo ab, weil

we (@) = r(@) 2L+ P (@) = (@2 4+ 8) 2L+ Py (o)

fiir N > 0 integrierbar ist, da fiir alle x > x¢ > 0

o0

o0 o0 2
/ s ()] de < / Ly R () dr < (1 [P )

Zo o z0

gilt.
Wir werden Theorem benutzen. Dazu sei die Menge () gegeben mittels

N+2

Q = cleonv {r — 2™*? : 1 € [0,00),0 < r < 00} .

Wir bestimmen die Zahlen K und n aus Theorem . K ist die Zahl in @) mit dem
kleinsten Abstand zu A und daher K = Re A. Die Zahl n ist der Winkel, welcher @) in die
(abgeschlossene) rechte komplexe Halbebene rotiert, sodass A in der linken Halbebene
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6.1 Grenzpunkt- und Grenzkreisfallklassifikation fiir Bender-Boettcher Potentiale

liegt, das heifit n = +7. Daher gilt

+ /000 Rei (Jw'(z)]” + (=2 = Re \)|w(z)|?) dz = 0.

Die Bedingung (@) wird daher von beiden Losungen erfiillt und wir sind im Grenz-
kreisfall, vergleiche Theorem @ Analog erhalten wir die Aussage auf der negativen
reellen Achse. O

Im Grenzpunktfall existiert genau eine Losung von (@), welche in L?*(R.,) beziehungs-
weise L2(R_) ist und mithilfe der Asymptotiken aus Theorem wissen wir sogar, dass
diese Losungen exponentiell gegen 0 gehen fiir || — co. Die Regionen in der komplexen
Ebene, fiir die I" diese Bedingung erfiillt sind Sektoren, siehe auch [12, 40, 42].

Wir unterteilen geméfl Theorem @ die komplexe Ebene beziiglich des Winkels 6 =
NA2 g 4+N7r in N + 4 Sektoren

2N+8
oo dseg, NH2 ko2 o N42 %
TS T oN s T e N M S TN TR TN
k=0,...,N+3.

Die Réander jedes Sy bestehen aus zwei Strahlen L

N+2 | 2k
IN+8 T TUIEN

Lk::{zeC:arg(z):— W},k:O,...,N+3.

In den Sektoren Sy, k =0, ..., N+3 fillt eine Losung von (@) exponentiell, wohingegen
auf den Strahlen L, beide Losungen polynomiell fallen, vergleiche Theorem [6.2. Die
Regionen Sy, heiflen Stokes-Sektoren Sy (vergleiche [9, 12, [14]) und die Strahlen Ly
heiflen Stokes-Linien. Somit haben wir N + 4 Stokes-Linien und Stokes-Sektoren.

Nach Definition ist I" entweder in zwei Stokes-Sektoren enthalten oder liegt auf zwei
Stokes-Linien. Dies bedeutet, dass wir die Gleichung () in Abhangigkeit des Winkels
¢ der Kontur I klassifizieren konnen.

Theorem 6.3. (i) Falls T in zwei Stokes- Sektor@n welche symmetrisch zur imagi-

ndren Achse liegen, enthalten zst dann ist ( im Grenzpunktfall fir alle A € C,
dass heifst Fall (1) in Theorem Insbesondere impliziert dies, dass eine Losung
von (6.9) in L*(R,) beziehungswezse L*(R_) ist.

(ii) Falls ' auf zwei Stokes-Linien liegt, ist (@) im Grenzkreisfall fir alle A € C, dass
heifit Fall (II) in Theorem @ Dies impliziert insbesondere, dass beide Losungen
von (6.2) in L*(Ry) beziehungsweise L*(R_) liegen.
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6 Bender-Boettcher Potentiale

Im
3 =+
13 Lo
2T S3
AN %
Ly Ly
f T T t T f Re
- —2 —1 1 2 3
S5 1T S,
91 SO
Ls Ly
—_34

Abbildung 6.1: Stokes-Linien L; und Stokes-Sektoren S, fir N = 2

6.2 Abschatzung des Spektrums

Im letzten Abschnitt dieser Arbeit, werden wir die Lage des Spektrums beziehungsweise
der Eigenwerte des Operators Ag mit dem Potential ¢u(z) = —(iz)V*2e*(N+29 4 c Ry
im Grenzpunktfall I, das heifit ¢ # —2N+2 T+ ﬁ—kNﬂ', k= 0,....N + 3 abschétzen.
Dabei werden wir auf die in Abschnitt erhaltene Gleichung () zuriickgreifen
und Regionen der komplexen Ebene bestimmen, in denen kein Spektrum liegt. Wir

betrachten die Differentialgleichung, siehe ([5.2)

w'(z) = (—(ix)N+26i(N+4)i¢ — ei2i¢)\) w(z), =€ Ry.
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit definieren wir die Konstanten

VARG (NA2)im /2 (N )i\ L2y

Mt 1= Hy

und erhalten

w”(z) = pe (VP = A ) w(z), z€Ry. (6.4)

Wir wollen im folgenden Theorem Gebiete bestimmen, in denen keine Eigenwerte liegen.

Theorem 6.4. Unter der Bedingung ¢ # —2%1287T+ ﬁ—kNﬂ, k=0,...,N+3, (das heifst

im Grenzpunktfall 1) ist fiir den Operator Ag, G = zn g12> , mit g12 # 0 oder g1o = 0
21 g22
und g11€"® # gare " und dem speziellen Potential qi(x) = —(iz)NT2eN+2@ 4 c Ry,
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6.2 Abschéatzung des Spektrums

A kein Eigenwert von Ag, wenn X die drei folgenden Bedingungen erfillt

(1)) N Q- UQ, (und somit A € p(Ap), siehe Bemerkung )
(ii) |A| > 1, fir ein 0 < p < % gelte

larg u'e* A > p > 0 und |arg (—1)VpZle PN > p > 0,

(7ii) und fir g2 # 0 und C = 2(N+2)*

4(sin p)5/2
2 —aNTY
4 1. 3v244) "
Al > | — ma , , und [N > | =In ———
A2 (o maxtlonl o loml} ) wnd |3 (O - )
. . i 2
und fiir g1o = 0 und 116" — gase™ # 0 und C := f(ls(iiv;;?p

9 2
|A| > ( 1921} ) und

‘9116”’ - 9226*”5‘
e
1.1 1 — gope?
s (ke Jmemomel .
c 2 2(|g11| + |g21| + |g22])

Insbesondere ist die Resolventenmenge p(Ag) nichtleer.

Beweis. Man beachte zunachst, dass mit der speziellen Wahl des Potentials die Bedin-
gung (@) erfiillt ist und somit A € () U (), existieren, genauer existieren Sektoren in
der komplexen Ebene, die nicht in

cleonv {e*?r — (iz)N T2 W29 5 € (—00,0],0 < 7 < 00}

U cleonv {e ¢r — (iz)V T2 N9 2 € [0,00),0 < 7 < 00}

liegen. Mit Theorem @ erhalten wir asymptotische Abschatzungen fiir die Losungen
der Differentialgleichung (@) mit der Gestalt si(z) == py (V72— \y)
ye(z) = sy (a) VATl V@ (1 4 [ (2)), 2 €Ry,
(s50(0)Mys(@)) = su(2) V2T VorlO@ (L1 4 Fyu(z), @Ry,

wobei || Fi|lso; [[Fos]lo — 0 fiir [A| = oo gilt. Da wir mit ¢ # —HE2x + 2hor, k € Z

nach Theorem im Grenzpunktfall I sind, sind diese Losungen quadratintegrierbar.
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6 Bender-Boettcher Potentiale

Insbesondere fiir x = 0 erhalten wir somit

y+(0) = Si(O)_1/4 (1+ F1+(0)), =z € Ry,
(5:(0)*y5(0)) = 5£(0)"* (=1 4+ F51(0)), =z € Rx,

beziehungsweise

(—pade) V4 (1 4+ F12(0), 2 € Ry,
y;(O:l:) = (—,u:t)\:t)l/4 (—1 + Fg:t(O)) , €T e Ri.

<

H_

—~
e}
H_

~—
Il

Mit Lemma @ folgt, dass

J.

Mit Theorem @ erhalten wir

bs(r)  si(x)

- 21(N + 2)?
1651/2(95) 4si/2(x)

~ 4(sin p)5/2

|/\|71/271/(N+2).

C‘A|—1/271/(N+2) C|A|—1/271/(N+2) .

| ]loo < 2 — 2 und || Foln < 2 2 (65)
C = % und fiir beliebiges € > 0 erhalten wir fiir grofie A somit
|F14(0)| < € und |F54(0)] < e. (6.6)

Dies konnen wir auf Gleichung () anwenden. Man beachte, dass wir strenggenommen
anstelle von ¢, mit deren Vielfache y. arbeiten, die Konstanten sich aber aufgrund der
Gestalt von Gleichung () kiirzen.

Angenommen die Gleichung () ist erfiillt, dann folgt

(=1 A) Y (=1 4 F2(0)) (g (=p-A) ™4 (1 + Fi(0))
+gra(—p-A ) (—1+ F,(0)))

= (= A) T (1 + Fii(0)) (gar (—p-A) "4 (14 F1(0))
o (—p- A ) (—1+ £, (0)))

beziehungsweise

(_62i¢)\>1/4(912(_6—2¢¢/\)1/4 _ gll(_6—2i¢)\)—1/4)
+ (_621'(;5)\)—1/4(922(_6—21'(;5)\)1/4 _ 921(_6—2i¢)\)—1/4)

=(—eN) "1 (g2 Fa- (0) (=€ 20 4 goa Fr (0) (=1 + Fo— (0)) (—e*A) /1
+g21 L (0) (—e 72 0) Y 4 g F (0) (L + By (0)) (—e20) 1Y)
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6.2 Abschéatzung des Spektrums

. (_622'(;5)\)1/4 (_gn(_e—%d)/\)—l/lel_(O) o 912(_6—2i¢/\)1/4F2_ (0)
+g11(—e 7PN TV E L (0)(1+ Fi-(0) 4 g1a(—e 2N VA Py (0) (=1 + Fo(0))) -
Wir nehmen den Betrag auf beiden Seiten und erhalten
| 21(;5)\)1/4(9 (_6—2i¢)\)1/4 . gll(_e—2i¢)\)—1/4)

(=
+ ( 2@(;5)\)—1/4( ( 2i¢)\)1/4 . 921(_6—2i¢)\)—1/4)|
<|

(— 62i¢)\)—1/4922< 2i¢)\)1/4’€+ (—e 2i¢>)\)—1/4922(_6—2i¢>)\)1/4|5(1+5)
+[(—e200) T gy (—e 20N e 4 |(—e20N) M igy (—eH0N) (1 + )
+ |(—e2eA) gy (—e20) 1/4ra+\<—e%)l“gm<—e*2f¢x>1/4|a
(=N g (e X)L ) | (=N A gua(—e N e (1 )

beziehungsweise
‘912(_621'(1))\)1/4(_6—2@'(;5)\)1/4 . gueiqb + 9226—2'(;5 . 921(_62i¢)\)—1/4(_6—22‘@5)\)—1/4|
< |gaole + [ga2le(1 + ) + A7 2|garle + [A] 72 |gar|e(1 + €)
+ |guile + A2 |giale + |gu]e(L + ) + |AY?|guale(1 + €).

Dies fiithrt auf

‘912(_e2i¢)\)1/4(_e—2z‘¢)\)1/4 - gneid’ + 922e—id) o g21(—62i¢)\)_1/4(—6_2i¢)\)_1/4‘
|g22] + 1g11] + IA7Y2|gar| + [A[Y/2|g12]

e(2+¢)

Falls gi» # 0 und mit |A|'/2 > max{|gi1|, |ga1, |g22|} folgt

lg12] 12|
|goa| + [gu1] + A7 [gar | + [A]2[g12] < 2|gia] A2
und
|gra(— 2NV (=20 \VA g 6 1 gone™ — go (—e20N)"VA(—em2i0\) 14|
> |gaal A2 = lgua| = lgaal — lgaa| > i|912||)\|1/2~
Somit erhalten wir

<e2+¢)

co| =
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6 Bender-Boettcher Potentiale

was fir € < Li_zl einen Widerspruch darstellt. Mit (@) und (@) folgt somit

—1/2—1/(N+2 3\/_—4
ecw / /(+)_2< 0 ’

2

1
A/ +) (l In M)

C 8
beziehungsweise
_ N+44
1. 3v244)
Al>|=In—— .
Al> | mIn—g

1 —gane %]

Falls hingegen gia = 0 und gy — gaae™® £ 0 folgt mit [gay [|A| /2 < laue=pme ™l
dass
|9116i¢ - 92267i¢|

2(|g22| + |g11| + |g21])

<e(2+4¢)

und dies ist fir

i —i¢
fe 14 J1a |9116 ga2€ |
2(|g22| + |gu1| + |g21])

ein Widerspruch. Mit (@) und (@) folgt somit

260‘)‘|_1/2_1/(N+2) L9 1414 |911@i¢ - 922€_Z¢| 7
2(|g22| + |g11] + [g21])

-1

e o ( Ly L0y e — gee 7]
c 2 2(|go2| + |g11] + [g21])

beziehungsweise

BEe =)

1.1 6 — goge~i0 :

A (Lmd( fry Jmetmgme ] :
C 2 2(|g11] + |go1| + lga2|)

und damit ist unsere Behauptung bewiesen. [
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6.2 Abschéatzung des Spektrums

Schliefllich geben wir zwei Beispiele an. Im ersten setzen wir N = 3, ¢ = {5, p = 155 und

0 e
und nach Theorem [-, -]-selbstadjungiert. Mit Theorem @ befinden wir uns im
Grenzpunktfall I. Somit ergibt sich

1 0
G = ( 2 Z) Der dazugehorige Operator ist nach Lemma PT-symmetrisch

Q=+ = cleonv {8 + |z|° : r € (0,00),2 € Ry}

und folgende Werte

2125
4 (sin p)5/2
|g116 — gaoe™ | = [¢™/10 +i| < 1,618,

M:T:le:l:Qi(ﬁ — _/L‘ezl:57r/10 = +1.

~3in
1.1 @ — goge™ v
2t 14 |911€ ga2€ | +1
c 2 2(|g11| + |g21| + |g22])
_ T
1 1 5.618 v
In = 2141 .
= (107227 "9 ( " >> =TT

Nach Theorem @ besitzt der Operator Ag fiir

> 750591,

Weiter gilt

™

: >_ R
A {ze€C: |arg(2)] 5—1—100

und
[A| > 70770

keine Eigenwerte. Eigenwerte konnen somit nur im roten Bereich aus Abbildung @
liegen. Die roten Punkte sollen mogliche Eigenwerte symbolisieren.

1 e 5
Im zweiten Beispiel setzen wir N = 2, ¢ = ¢, p = 155 und G = ( _2”). Der
0 e 3

dazugehorige Operator ist nach Lemma PT-symmetrisch und nach Theorem
[-, -]-selbstadjungiert. Mit Theorem .2 befinden wir uns im Grenzpunktfall I. Wir erhal-
ten

Q= cleonv {F™/3r — 423 . € (0,00), 2 € Ry}

= {ejF’”'/3|x| cx € Ry}
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6 Bender-Boettcher Potentiale

und

21-16
C = ——5 > 480379,
4 - (sin p)°>/?
pylet?io — gtmifs

Weiter gilt

__N+4 _3
3 4\ W 1 3vV24+4\ °
(51n \/_8+ ) < szt */_8+ < 64464716800.

Nach Theorem @ besitzt der Operator Ag fiir

A (€ C:farg () £ 5| 2 775}

und
|A| > 64464716800

keine Eigenwerte. Die Eigenwerte konnen somit nur im roten Bereich aus Abbildung @

Die roten Punkte sollen mogliche Eigenwerte symbolisieren. In Abbildung sind, im
Gegensatz zu Abbildung 6.3, reelle Eigenwerte die sich gegen unendlich hdufen moglich.
Im Im
} } } } } ~ Re } } } t } - Re
Abbildung 6.2: Fir N = 3 und ¢ = {; Abbildung 6.3: Fir N =2 und ¢ = %

Aus Theorem und [29, Theorem IX 2.4.] folgt die folgende Beobachtung.
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6.2 Abschéatzung des Spektrums

Proposition 6.5. Die essentiellen Spektra von Ap und Ag stimmen tberein und sind
somit leer,

Oess (AD) = Uess(AG’) = wa

da Qpr =0 (siehe Bemerkung und ())

83






Literaturverzeichnis

1]

8]

[9]
[10]
[11]

[12]

T. ANDO, Linear operators on Krein spaces. Sapporo: Hokkaido University, Divi-
sion of Applied Mathematics. Research Institute of Applied Electricity, 1979.

R. ARENS, Operational calculus of linear relations, Pac. J. Math., 11 (1961), 9-23.

T. Azizov UND I. IOKHVIDOV, Linear operators in space with an indefinite metric,
Chichester: John Wiley & Sons Ltd., 1989.

T. Azizov uND C. TRUNK, On domains of PT symmetric operators related to
—y"(z) + (—=1)"2*"y(x), J. Phys. A, Math. Theor., 43 (2010), 13.

T. Azizov UND C. TRUNK, PT symmetric, Hermitian and P-self-adjoint ope-
rators related to potentials in PT quantum mechanics, J. Math. Phys., 53 (2012),
012109, 18.

T. Azizov UND C. TRUNK, On a class of Sturm-Liouville operators which are
connected to PT -symmetric problems, Proc. Appl. Math. Mech., 14 (2014), 991
992.

T.Y. Azizov, J. BEHRNDT, P. JoNAs UND C. TRUNK, Spectral points of definite
type and type m for linear operators and relations in Krein spaces., J. Lond. Math.

Soc., II. Ser., 83 (2011), 768-788.

J. BEHRNDT UND C. TRUNK, Sturm-Liouville operators with indefinite weight

functions and eigenvalue depending boundary conditions, J. Differ. Equations, 222
(2006), 297-324.

C. BENDER, Making sense of non-Hermitian Hamiltonians, Rep. Prog. Phys. , 70
(2007), 947-10118.

C. BENDER, PT -symmetric quantum theory, J. of Phys.: Conference Series, 613
(2015), 1-12.

C. BENDER, PT symmetry in quantum physics: From a mathematical curiosity to
optical experiments, Europhysics News, 42 (2016), 17-20.

C. BENDER UND S. BOETTCHER, Real spectra in non-Hermitian Hamiltonians
having PT symmetry, Phys. Rev. Lett., 80 (1998), 5243-5246.

85



Literaturverzeichnis

[13]

[14]

[15]
[16]
[17]
[18]
[19]

[20]

[27]

28]

C. BENDER, D. C. BrRoODY UND H. F. JONES, Complex extension of quantum
mechanics, Phys. Rev. Lett., 89 (2002), 4.

C. BENDER, D. C. BroDY, H. F. JONES, A. MILTON UND M. OGILVIE, Fquiva-

lence of a Complex PT -Symmetric Quartic Hamiltonian and a Hermitian Quartic
Hamiltonian with an Anomaly, J. of Phys. A — Math. and Gen., 39 (2006), 1657
1668.

C. M. BENDER, PT symmetry in quantum and classical physics, Hackensack, New
Jersey: World Scientific, 2018.

M. V. BERRY, Optical lattices with PT symmetry are not transparent, J. Phys. A:
Math. Theor., 41 (2008), 1-7.

S. BODINE UND D. Lutz, Asymptotic integration of differential and difference
equations, Heidelberg New York Dordrecht London Cham: Springer, 2015.

J. BOGNAR, Indefinite inner product spaces, Berlin Heidelberg New York: Springer-
Verlag, 1974.

D. Borisov UND D. KREJCIRIK, PT -symmetric waveguides, Integral Equations
Oper. Theory, 62 (2008), 489-515.

B. BrRowN, D. McCorMAacK, W. EVANS UND M. PrLuM, On the spectrum of

second-order differential operators with complex coefficients, Proc. R. Soc. Lond.,
Ser. A, Math. Phys. Eng. Sci., 455 (1999), 1235-1257.

R. Cross, Multivalued linear operators, New York: Marcel Dekker, 1998.

V. DERKACH, On generalized resolvents of Hermitian relations in Krein spaces, J.
Math. Sci., 97 (1999), 4420-4460.

V. DERKACH UND M. MALAMUD, The extension theory of Hermitian operators
and the moment problem, J. Math. Sci., 73 (1995), 141-242.

V. DERKACH UND M. MALAMUD, Non-self-adjoint extensions of a Hermitian
operator and their characteristic functions, J. Math. Sci., 97 (1999), 4461-4499.

A. DIJKSMA UND H. DE SNOO, Symmetric and selfadjoint relations in Krein spaces
I, Oper. Theory Adv. Appl., 24 (1987), 145-166.

P. Dorey, C. DUNNING UND R. TATEO, Spectral equivalences, Bethe ansatz

equations, and reality properties in PT -symmetric quantum mechanics, J. Phys. A,
Math. Gen., 34 (2001), 5679-5704.

N. DUNFORD UND J. T. SCHWARTZ, Linear operators. Part II: Spectral theory,
self adjoint operators in Hilbert space, New York: John Wiley & Sons Ltd., 1988.

M. EASsTHAM, The asymptotic solution of linear differential systems. Applications
of the Levinson theorem, Oxford: Clarendon Press, 19809.

86



[29]

[30]

[31]

[40]
[41]

[42]

Literaturverzeichnis

D. EpmMunDs UND W. EVANS, Spectral theory and differential operators, Oxford:
Oxford University Press, 1987.

R. EL-GaNAINY, K. MAKRIS, M. KHAJAVIKHAN, Z. MUSSLIMANI, S. ROT-
TER UND D. CHRISTODOULIDES, Non-Hermitian physics and PT -symmetry, Nat.
Phys., 14 (2018), 11-19.

[. GIORDANELLI UND G. M. GRAF, The real spectrum of the imaginary cubic
oscillator: an expository proof, Ann. Henri Poincaré, 16 (2015), 99-112.

M. GORBACHUK UND V. GORBACHUK, Boundary value problems for operator
differential equations, Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 1991.

M. HAASE, The functional calculus for sectorial operators, Basel: Birkhauser Verlag,
2006.

E. HILLE, Lectures on ordinary differential equations. Addison-Wesley Publishing
Company, London, 1969.

H. JoNES UND J. MATEO, An equivalent Hermitian Hamiltonian for the mon-
Hermitian —z* potential, Phys. Rev. D, 73 (2006), 085002.

T. KATO, Perturbation theory for linear operators, Berlin Heidelberg New York:
Springer-Verlag, 1976.

H. LANGER, Spectral functions of definitizable operators in Krein spaces, Lect.
Notes Math., 948 (1982), 1-46.

F. LEBEN UND C. TRUNK, Operator based approach to PT -symmetric problems
on a wedge-shaped contour, Quantum Stud.: Math. Found., (2019), 1-19.

K. G. MAKRIs, R. EL-GANAINY, D. N. CHRISTODOULIDES UND Z. H. MuUss-
LIMANI, PT -symmetric periodic optical potentials, Int. J. Theor. Phys., 50 (2011),
1019-1041.

A. MOSTAFAZADEH, Pseudo-Hermitian description of PT -symmetric systems de-
fined on a complex contour, J. Phys. A, Math. Gen., 38 (2005), 3213-3234.

A. MOSTAFAZADEH, Krein-space formulation of PT symmetry, CPT -inner pro-
ducts, and pseudo-Hermiticity, Czech. J. Phys., 56 (2006), 919-933.

A. MOSTAFAZADEH, Pseudo-Hermitian representation of quantum mechanics, Int.
J. Geom. Methods Mod. Phys., 7 (2010), 1191-1306.

A. MOSTAFAZADEH, Point interactions, metamaterials, and PT -symmetry, Ann.
Phys., 368 (2016), 56—69.

M. NAIMARK, Linear differential operators, part I, London, Harrap, 1968.

F. OLVER, Error bounds for the Liouville-Green (or WKB) approximation, Proc.
Camb. Philos. Soc., 57 (1961), 790-810.

87



Literaturverzeichnis

[46]
[47]

[48]

[49]
[50]
[51]
[52]
[53]

[54]

[55]

F. OLVER, Asymptotics and special functions. Computer Science and Applied
Mathematics. New York - London: Academic Press, 1974.

M. REED UND B. SIMON, Methods of modern mathematical physics. I: Functional
analysis. New York: Academic Press, 1980.

C. RUTER, K. MAKRIS, R. EL-GANAINY, D. CHRISTODOULIDES, M. SEGEV
UND D. Kip, Observation of parity—time symmetry in optics, Nat. Phys., 6 (2010),
192-195.

K. C. SHIN, On the reality of the eigenvalues for a class of PT -symmetric oscilla-
tors, Commun. Math. Phys., 229 (2002), 543-564.

Y. SIBUYA, Global theory of a second order linear ordinary differential equation
with a polynomial coefficient. North-Holland Mathematics Studies, Oxford, 1975.

A. R. Sims, Secondary conditions for linear differential operators of the second
order, J. Math. Mech., 6 (1957), 247-285.

T. TANAKA, PT -symmetric quantum theory defined in a Krein space, J. Phys. A|
Math. Gen., 39 (2006), 369-376.

J. WEIDMANN, Lineare Operatoren in Hilbertrdumen. Teil II: Anwendungen, Stutt-
gart: Teubner, 2003.

H. WEYL, Uber gewdéhnliche Differentialgleichungen mit Singularititen und die
zugehdrigen Entwicklungen willkirlicher Funktionen, Math. Ann., 68 (1910), 220—
269.

A. ZETTL, Sturm-Liouville theory, Providence, RI: American Mathematical Society
(AMS), 2005.

88



	Einleitung
	Kreinräume
	Kreinräume und Operatoren
	Lineare Relationen und Randtripel

	Differentialoperatoren zweiter Ordnung
	Das reguläre Problem
	Ein regulärer Endpunkt

	Asymptotik von Lösungen von Differentialgleichungen 2. Ordnung
	Die Funktionen p hat nur Werte in p1
	Die Funktionen p hat nur Werte in p1

	-symmetrische Hamiltonoperatoren auf R
	Maximale und minimale Operatoren auf den Halbachsen
	Maximale und minimale Operatoren auf der ganzen Achse
	Operatortheoretischer Ansatz zu -symmetrischen Hamiltonoperatoren
	Berechnung der Weyl-Funktion

	Bender-Boettcher Potentiale
	Grenzpunkt- und Grenzkreisfallklassifikation für Bender-Boettcher Potentiale
	Abschätzung des Spektrums

	Literaturverzeichnis

