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1 Einleitung

Berechnungsmethoden mit Berlicksichtigung des physikalisch nichtlinearen Verhaltens von
Stahlbetonkonstruktionen werden mit Einfihrung der europaischen und nationalen Normung
verstarkten Einsatz in der Tragwerksplanung finden. Hierbei sind im Gegensatz zu linearen
Berechnungen zeitliche Aspekte der Tragwerksbeanspruchung zu bertcksichtigen. Ein
Lésungsansatz zur Beherrschung von Lastfolgeeffekten kann auf der Grundlage der Theorie
des adaptiven Tragwerkes abgeleitet werden. Wie die nachfolgenden Erlauterungen zeigen,
lassen sich derartige Probleme unter Verwendung von Algorithmen der mathematischen
Optimierung l6sen. Von besonderem Interesse sind dabei spezielle Formulierungen zur
Bestimmung von Grenzwiderstdanden, die zur Bemessung von Stahlbetontragwerken
herangezogen werden kdnnen.

Im Beitrag werden zwei Konzepte zur numerischen Bestimmung von adaptiven
Grenzwiderstanden auf der Basis der nichtlinearen Optimierung vorgestellt, diese sind:

- Konzept des superponierten Restzustandes (Konzeption 1)
- Konzept der gekoppelten plastischen Antwort (Konzeption 2).

Es wird von einem elastisch-plastischen Verhalten der untersuchten Struktur ausgegangen.

2 Extremalprinzipen zur Bestimmung von Grenzzustanden mit Sicherung der
Tragwerksadaption

2.1 Der adaptive Grenzzustand

Klassische Grenzzustandsbetrachtungen gehen von der Voraussetzung proportionaler
einsinniger Belastungssteigerung aus. Im Normalfall wird aber eine Veranderung der
Belastung Uber die Zeit zu verzeichnen sein. Unter diesem Aspekt ist eine uneingeschrankte
Anwendung dieser Modelle fir die Behandlung von Lastfolgeproblemen kritisch zu
beleuchten. Folgende akkumulative Schadigungsmechanismen sind moglich:

- Alternierende Plastizierung: Im Laufe der Belastungsgeschichte werden ein oder mehrere
Querschnitte  plastischen Formanderungen in entgegengesetzten Richtungen
unterworfen. Dies flihrt, verglichen mit Ermidungsproblemen (high cycle fatigue), schon
nach wenigen Zyklen zur Verminderung der Querschnittskapazitat oder zum Bruch (low
cycle fatigue).

- Progressive Plastizierung: Im Laufe der Belastungsgeschichte werden in einem oder
mehreren Querschnitten kontinuierlich plastische Formanderungen in derselben Richtung
auftreten, die sich aufsummieren und zum Versagen des Querschnittes fihren.

Diese Formen der Schadensakkumulation kénnen nicht auftreten, wenn sich bei gegebener
Belastungs- und Widerstandsverteilung nach einer endlichen Zahl von Lastwiederholungen
ein stabiler Restverformungs- bzw. Restspannungszustand ausbildet und alle weiteren



Lastwechsel lediglich elastische Formanderungen erzeugen. Der zugehdrige Grenzzustand
wird als Einspiel-, shake down- oder Adaptionsgrenzzustand bezeichnet.

Die Aufgaben zur Bestimmung des adaptiven Grenzzustandes kénnen sowohl als Grenzlast-
als auch Grenzwiderstandsaufgabe formuliert werden. Aus der Sicht der Tragwerksplanung
sind vor allem Methoden zur Bestimmung des Grenzwiderstandes von Interesse, da diese
zur Lésung von Bemessungsaufgaben herangezogen werden kdénnen. Der adaptive Grenz-
widerstand beschreibt einen solchen Tragwerkszustand, bei dem nach dem Einspielen keine
Dissipationsleistung mehr erbracht wird. Der Beitrag befalt sich mit dieser Form der
Grenzzustandsbeschreibung, wobei der Widerstand durch eine geeignete Groéfle des
verwendeten mechanischen Modells z.B. bei Stabtragwerken durch das Fliemoment s(x) zu
untersetzen ist. Es qilt:

s(X) = r so(x). (1)

Bei einem einparametrischen Problem wird die Ausgangsverteilung s, als bekannt
vorausgesetzt und lediglich der Widerstandsfaktor r variiert. Im folgenden werden zwei
Modelle zur Bestimmung des einparametrischen adaptiven Grenzwiderstandes vorgestellt,
wobei diese in kinematischer Formulierung angegeben werden.

2.2 Das Konzept des superponierten Restzustandes (Konzeption 1)

Ein linear elastisch-plastischer Koérper wird durch eine unendliche Folge willkirlich
wiederkehrender Lastfelder f eines gegebenen Lastprogramms unterhalb der adaptiven
Grenzlast beansprucht. Das Konzept des superponierten Restzustandes beruht auf der
Annahme, dall flir diesen Korper die Gesamtantwort im Einspielzustand als
Linearkombination aus einem linear elastischen Anteil (Index e) und einem Restanteil (Index
r) fir die Spannungen o, Dehnungen € und Verformungen u aufgefal3t werden kann:

0= O0eto; (2a)
€= g+ g (2b)
us= u.+u. (2c)

Abb. 1 Zur vektoriellen Zerlegung der Tragwerksantwort

In Abb. 1 wird diese vektorielle Verknipfung exemplarisch dargestellt. Die Restanteile
verbleiben nach voélliger Entlastung im Tragwerk und bilden eine neue Ausgangskonfigura-
tion fir den nachsten Lastschritt. Die Restfelder selbst setzen sich aus elastischen und
plastischen Anteilen zusammen, die bis zum Erreichen des Einspielzustandes kumulativ
aufgebaut werden.

Unter der Voraussetzung, dal} die Restfelder keinen Einflul auf die elastischen Teil-
antworten ausiben, sind die Restfelder nur von den umhtllenden Antworten des elastischen
Teilsystems abhangig. Die Berechnung kann somit entkoppelt in drei Teilschritten ausgefiihrt
werden:

Schritt 1 Berechnung der elastischen Umhdillungsantwort
Schritt 2 Berechnung des Restzustandes
Schritt 3 Superposition von elastischen Anteilen und Restanteilen der Tragwerksantwort



Alle zeitabhangigen Aspekte werden im ersten Teilschritt berticksichtigt. Unter geometrisch
linearen Verhaltnissen kann die Umhillende durch Anwendung der Superpositionsregeln
bestimmt werden. Die Zugehdrigkeit einer Antwort zum Vektor der umhullenden elastischen
Spannungsreaktion o, kann bezlglich der FlieRfunktionen @ bei Kenntnis des
Restspannungszustandes o, eingeschatzt werden. Fur die Analyse deformationsbasierter
Grenzzustande [1] nach dem Konzept des superponierten Restzustandes miissen ebenfalls
die zu den Deformationsbedingungen zugehorigen elastischen Verformungs- und
Deformationsumhillenden u. und g, bestimmt werden. Die Ermittlung erfolgt analog zur
elastischen Spannungsumbhiillenden. Prinzipiell bestehen keine methodischen Unterschiede
bei der Ermittlung der Umhillungsvektoren flir statisch oder dynamisch beanspruchte
Kdérper. Im statischen Fall werden die Extremwerte aus den Antworten aller
Lastkombinationen herausgefiltert, wohingegen im dynamischen Fall die Werte des
gesamten Untersuchungszeitraums betrachtet werden.

Bei der Berechnung des Restzustandes muf} folgendes Komplemetaritatsproblem (Kuhn-
Tucker-Problem) zugrundegelegt werden:

Gleichgewichtsbedingung Ao, =0 eV (3a)
Vertraglichkeitsbedingung Au-g=0 eV (3b)
Materialgesetz Do, + A(%j -=0 eV (3c)

A>0 eV (3d)

A ®(oe + 0,,rsoA) = 0 eV (3e)
Statische Randbedingungen qur -g.=0 €St (3f)
Geometrische Randbedingungen u;-us =0 €Sy (39)

Die Belastungsintensitat liegt im Bereich der Adaption des Tragwerkes, falls sich ein
Restzustand angeben laRt, von dem aus die Lastdnderungen nur elastische
Zusatzformanderungen erzeugen und die FlieRbedingungen

®(o. + o1,rspr) <0 eV (3h)

nicht verletzen. Unter diesen Bedingungen ergeben sich endliche Verformungsgréf3en, die
bei Anwendung von deformationsbasierten Grenzzustandskonzepten mit Hilfe von
Deformationskriterien bewertet werden kdnnen

€cte -g<0 eV (3i)
U+ U -up<0 eV. (3))

Der Grenzzustand kann durch Formulierung der Extremalbedingung
r - Min (4)

und unter Beachtung von Gl. (3a-j) direkt ermittelt werden.

Die separate Untersuchung des Restzustandes entspricht der traditionellen Strategie zur
Lésung adaptiver Grenzzustandsaufgaben. Die vorgeschaltete Untersuchung der elastischen
Teilantwort ermdglicht eine erhebliche Straffung des numerischen Aufwandes bei
Lastfolgeuntersuchungen. Vorteilhafte Anwendung findet das Konzept neben der Lésung



statischer Aufgaben ebenfalls bei der Loésung von Problemstellungen aus dem
Erdbebeningenieurwesen [2].

2.3 Das Konzept der gekoppelten plastischen Antwort (Konzeption 2)

Im Gegensatz zum Konzept des superponierten Restzustandes werden die elastischen und
plastischen Teilantworten des Systems gemeinsam in einem Berechnungsschritt bestimmit.
Grundlage des Konzeptes ist die Annahme, dal® im Einspielzustand allen mdglichen
Antworten des Systems nur ein plastischer Deformationszustand g, zugrundeliegt. Dieser
Zustand bildet sich infolge wechselnder Einwirkung von k Lastkombinationen f bis zum
Erreichen des Adaptionszustandes aus. Der Gesamtzustand muf} folgenden Bedingungen
genlgen, wobei der hochgestellte Index die Zugehdrigkeit zur Lastkombination j (j=1,...,k)
bezeichnet:

Gleichgewichtsbedingung Ao — ) =0 eV (5a)
Vertraglichkeitsbedingung Aul) g =9 eV (5b)
Materialgesetz DoV +e -V =0; AV>0 ev (5¢)

AToeW rs,)=0 eV (5d)
Statische Randbedingungen Ao —g, =0 €S (5e)
Geometrische Randbedingungen  u' —ug =0 €S, (5f)
Das System spielt ein, falls keine Verletzungen der FlieRbedingungen

o0 rs;)<0 eV (59)

vorliegen. Deformationsbedingungen kdnnen nach Gl. (3i-j) zusatzlich formuliert werden.
Analog zur Vorgehensweise nach Abschnitt 2.2 wird zur Losung der
Grenzwiderstandsaufgabe der Widerstandsfaktor r einem Minimum zugefthrt.

Unter gleichen Voraussetzungen liefern das Konzept des superponierten Restzustandes und
das Konzept der gekoppelten plastischen Antwort Ubereinstimmende Ergebnisse bei der
Berechnung des adaptiven Grenzzustandes. Die bevorzugten Anwendungsgebiete des
Konzepts der gekoppelten plastischen Antwort erschlielen sich aus der Mdglichkeit zur
Untersuchung aller Anteile der Tragwerksantwort in einem einzigen Analyseschritt. So ist es
moglich, den EinfluR von plastischen Formanderungen auf andere Material- oder
Systemeigenschaften direkt zu erfassen. Diese Eigenschaft ist vor allem bei der Lésung von
Aufgaben aus der Tragwerksplanung von Nutzen, da bei einer Widerstandsanderung in der
Regel auch Veranderungen anderer Tragwerksparameter wie z.B. der Steifigkeit und
Duktilitdt wahrend der Analyse zu erfassen sind.

Fir dynamische Untersuchungen flihrt die Anwendung des Konzeptes der gekoppelten
plastischen Antwort zu einer dulerst komplexen Aufgabenstruktur. Demgegeniber sind
Verfahren, die das Grenzzustandsmodell nach dem Konzept des superponierten
Restzustandes mit externen Iterationen kombinieren, in der numerischen Behandlung
effektiver. Das Konzept der gekoppelten plastischen Antwort wird deshalb vorzugsweise in
Verbindung mit statischen Untersuchungen angewandt.

3 Numerische Berechnung adaptiver Grenzzustande mit Methoden der nichtlinearen
Optimierung



Die im Abschnitt 2 angegebenen Extremalprinzipe missen flir eine numerische Behandlung
in diskrete Beziehungen uberfluhrt werden. Hierzu bieten sich die etablierten Verfahren der
Finite-Elemente-Methode an. Nach Diskretisierung liegen die Aufgaben als nichtlineare
Optimierungsprobleme vor und kénnen in dieser Form direkt gelést werden. In Tafel 1 und 2
sind flr die zwei vorgestellten Konzepte die Optimierungsschemata angegeben.

Tafel 1 Berechnung des adaptiven Grenzwiderstandes nach dem Konzept des
superponierten Restzustandes

Ur A r (1 u = Vektor Restverform.
Zielfunktion ZF 1 — | Min Q= inv.
Flexibilitatsmatrix

Gleichgewichtsbed. ATQA | -ATQA, =| 0 A= Vektor

GGB Fliellparameter
Plastizitatsbedingung ASQA | -AQA, |-so|se| < 0 A, = Koeff. lineare

PLB FlieRbedingungen
Komplementaritatsbe | AT ( ApTQA - ApTQAp -So|Sel| )= 0 se = Vektor der elast.

d. KB Umbhillenden
Nichtnegativitatsbed. -1 < 0 A = mech.

NNB Transformationen

Tafel 2 Berechnung des adaptiven Grenzwiderstandes nach dem Konzept der gekoppelten
plastischen Antwort

u u® 2™ Ak r 1
ZF 1 > | Min
GGB ATQA -AQA, ) | = 0
ATQA -A'QA, 0 | =
PLB A,"QA -AJQA, | | -AQA, | -5 < 0
AQA | -AQA, | . | -AQA, | -so < 0
KB A ATQA ASQA, | | -ATQA, | - s )=| 0
T(
1)
(
T T T —
A AJQA | -ATQA, | L | -ATQA, | -5 )=1| 0
k)
(
NNB -1 < 0

In Tafel 2 kann die Abhangigkeit der Steifigkeit El vom Fliekmoment (als Funktion von u und
A) z.B. mit Hilfe folgender linearer Zusatzbedingung:



El = Az (QAu -QAL) -El (6)

und durch Hinzufligen eines neuen Variablensatzes fir die Steifigkeit El erfalt werden. Ag
und Ely enthalten die Koeffizienten bzw. die konstanten Glieder der Zusatzbedingung, die vor
Beginn der Berechnung durch eine Querschnittsanalyse zu bestimmen sind.

4 Beispiel

Fir den in Abb. 2 dargestellten Rahmen werden die Restmomentenzustande im adaptiven
Grenzzustand nach den beiden vorgestellten Konzepten berechnet. In den Ergebnissen
konnen deutliche Unterschiede festgestellt werden, die darauf zurickzuflhren sind, daR die
Steifigkeiten je nach verwendeter Berechnungskonzeption im Tragwerk unabhangig
(Konzeption 1) bzw. abhangig (Konzeption 2) von der Widerstandsverteilung im
Berechnungsmodell formuliert sind.

Abb. Beispiel
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