Ermittlung von Spannungen am Rand eines elastischen Kontinuums

1. Differentialform der Bestimmungsgleichungen

Gegeben sind die Punkte x € R? eines Gebiet V. Die differentielle Form der linearen Elastizi-
titstheorie ist eine Randwertaufgabe zweiter Ordnung fiir die Feldfunktionen o, € und u:

€ = Du VxEevV Kinematik (1)
¢6—o0,=E (e — eo) VxEevV Konstitutivgleichung (2)
D¢ + p, =0 VxeV Gleichgewichtsbedingung (3)

Der Rand F des Gebietes besitzt die AuBennormale n. Zur Férderung der Ubersichtlichkeit wird
vorausgesetzt, dal3 die Menge der Randpunkte x € F disjunkt in eine Menge F, miteingeprig-
ten Verschiebungen u,und in eine Menge F¢ mit eingeprigten Randspannungen s, zerlegt wer-

den kann:
Sn =5 Vx€E€F Spannungs-Randspannungsbeziehung 4)
u=u, Vx € Fy Verschiebungsrandbedingung (5)
s =8, Vx € F, Spannungsrandbedingung (6)

Die differentielle Form ist fiir die Anwendung der Finite Elemente Methode ungeeignet. Es wird
daher mit der Methode der gewichteten Reste die Arbeitsgleichung des erweiterten Prinzips vir-
tueller Verschiebungen abgeleitet. Durch die Erweiterung werden zusétzlich duf3ere Randspan-
nungen s an den Punkten des Randes F, gewonnen. Die Bestimmung derartiger Spannungen aus
den Auflagerkriften ist bereits zu einem frithen Zeitpunkt der Entwicklung der Finite Elemente
Methode von verschiedenen Autoren berichtet worden [1]-[4]. Die systematische Einordnung
in die generalisierte Methode der gewichteten Reste sowie die quantitative Beurteilung der Er-
gebnisse ist neuartig und Gegenstand dieses Beitrags.

2. Das Prinzip virtueller Verschiebungen

Fiir die Herleitung des Prinzips virtueller Verschiebungen wird ein Ansatz u" fiir die Verschie-
bungen im Gebiet V gewiihlt. Die Dehnung ", die Spannung ¢" und die Randspannung s" wer-
den mit den Gleichungen (1), (2) und (4) aus dem Ansatz u" ermittelt. Weder fiir den Spannungs-
zustand im Gebiet noch fiir den Spannungsvektor auf dem Rand wird ein eigener Ansatz gewihlt.
Von dem Ansatz fiir die Verschiebung u" wird gefordert, daB er die eingepriigten Werte u, auf

dem Verschiebungsrand F, annimmt. Dadurch sind die Gleichungen (1), (2), (4) und (5)a
priori befriedigt. Es verbleiben die Gleichungen (3) und (6) fiir die Anwendung der Methode
der gewichteten Reste:

I ) uT(DT(r + Po) dv + I 6uT(s — 50) dF =0 (7)
v Fy

Nach Anwendung des Integralsatzes von Gauf3 auf den ersten Term der Gleichung (10) folgt:

Su'SndF + I 6uT(s — 50) dF =0 (8)

= I —6(Du)T(rdV+ I dulp,dv + I
\% \% F F,

u,Fs



Die Variationen du der Verschiebung sind auf dem Rand F, unzulissig und entfallen daher in
Gleichung (8). Aus der Substitutition der a priori befriedigten Gleichungen (1), (2) und (4) folgt
das Prinzip der virtuellen Verschiebungen in der konventionellen Form:

< [ 5(Du)'E (Du)dV= [ Sulp,dV+ [ Suls dF 9)
\Y v F

Die Vorgehensweise impliziert, da3 Losungen nur fiir solche Verschiebungs- und Spannungs-
verldufe gefunden werden kénnen, die dem gewihlten Ansatz entsprechen. Beim Aufstellen der
algebraischen Form dieses Prinzips muf} beriicksichtigt werden, daf} die Variationen auf dem
Rand F, unzulissig sind. Sind in einem System mit n Freiheitsgeraden k Knotenverschiebungen
eingeprigt, so werden aus Gleichung (9) nur n-k Gleichungen gewonnen. Die restlichen k Glei-
chungen liefert die Gleichung (5).

3. Das Prinzip virtueller Verschiebungen in erweiterter Form

Fiir die Herleitung des erweiterten Prinzips virtueller Verschiebungen wird ein Ansatz u" fiir die
Verschiebungen im Gebiet V und ein unabhiingiger Ansatz s" fiir die Randspannung auf dem
gesamten Aullenrand F, aber nicht im Inneren des Gebietes V gewihlt. Der Dehnungszustand
€"und der Spannungszustand ¢" wird mit den Gleichungen (1) und (2) aus dem Ansatz u"ermit-
telt. Der Ansatz s" fiir die Randspannung wird so gewiihlt, daB er auf dem Spannungsrand F;
die eingeprigten Werte s, annimmt. Dadurch sind die Gleichungen (1), (2) und (6) a priori be-
friedigt.

Die Gleichung (4) driickt die Vertriiglichkeit der Randspannung S"n, die mit den Gleichungen

(1) und (2) aus dem Ansatz u" ermittelt wird, mit der unabhiingigen Randspannung des Ansatzes

s" aus. Diese Gleichung ist im Gegensatz zum Prinzip in der konventionellen Form hier wegen

der Unabhiingigkeit der Ansiitze u" und s" nicht befriedigt. Weiterhin wird im Gegensatz zum
Prinzip in der konventionellen Form nicht gefordert, da3 der Ansatz u" fiir die Verschiebung
am Rand F, die eingepréigten Werte u,auf dem Verschiebungsrand F, annimmt. Es verbleiben
daher die Gleichungen (3), (4) und (5) fiir die Anwendung der Methode der gewichteten Reste:

I 0 uT(DT(r + Po) dv + I
\%

Sul(s — Sn) dF + I ) sT(u — “0) dF=0 (10)
Fy F,

Fy

Nach Anwendung des Integralsatzes von Gauf3 auf den ersten Term der Gleichung (10) folgt:

- I —5(Du) odV + I
Vv

dulp,dv + I
\%

SulsdF + I ) sT(u — “0) dF=0 (11)
Fy F,

Fy

Die Variationen duder Verschiebung sind auf dem gesamten Rand F zuldssig. Aus der Substituti-
tion der a priori befriedigten Gleichungen (1), (2) und (6) folgt das Prinzip der virtuellen Ver-
schiebungen in der erweiterten Form:

< [ 5(Du)'E (Du)dV- [ SuTsdF- [
\Y Fy

d sTudF= I
Fy

dulp,dv+ I
\%

duls,dF- I dsTu,dF(12)
F;

Fy

Die Vorgehensweise impliziert, daf} bei der Formulierung der differentiellen Form der Bestim-
mungsgleichungen keine der Gleichungen, die nicht a priori befriedigt sind, in eine der anderen
Gleichungen substituiert wird. Das gilt insbesondere fiir die Substitution von Gleichung (4) in
Gleichung (6).



4, Algebraische Form des erweiterten Prinzips

Die Integralgleichung (12) wird in eine Summe von Elementintegralen zerlegt. Dafiir wird der
globale Ansatz fiir die Verschiebungen als Summe e lokaler Ansitze mitC,-Kontinuitit ausge-
driickt. Entsprechend der Zerlegung des Gebietes wird der globale Ansatz tiir die Randspannung
auf dem Verschiebungsrand F, als Summe r lokaler Ansétze mitC -Kontinuitit ausgedriickt:

u(x) = > ucx(z)) ue(x(z)) = Pe(z)uc e

c

R.u Vxev

R;s Vx€EF, (13)

s(x) = Z s:(x(z)) si(x(z)) = 0(z) s; S

T

Substitution der Ansitze (13) in die Arbeitsgleichung (12) liefert folgende Systembeitrige:

> J( 5(Du) 'E(Du) dV = > St K, =duKu  Steifigkeit K
€ Ve €
( T _ AT o a AT A . .
Z du'sdF = Z du, C;s;,=908u Cs Randgleichgewicht C
r F; r
Z(éuT dV =" dti, py, = Ot p Volumenlast p
J Po e Pg, = Ou pg olumenlas Po
e Ve €
> J( duls;dF = > 8u s, =dus, Flichenlast So
r F, €
D [ 5T el AT i} . .
J s u,dF = Z 08 uy=0s wu, Flichenverschiebung u, (14)
r F; r

Jede Variation der Stiitzwerte fiir sowohl die Verschiebungen im Gebiet V als auch die Randspan-
nungen auf dem Rand F, lieferteine Zeile des nachfolgenden symmetrischen, positiv semidefini-
ten, reguldren, linearen Gleichungssystems:

K C i\l f)o + §0 Kss Ksu 0 ug pOs + Sos
= =1 Kus Kuu C i\'lu = f)Ou + /S\Ou
ct | o s u o/ crlol|]|s u
i i (15)

Das Gleichungssystem (15) wird in drei positiv definite, regulére lineare Gleichungssysteme
zerlegt. Dazu wird der Stiitzwertevektor der Verschiebung u aufgeteilt in den Vektor u, der Stiit-
zwerte auf dem Verschiebungsrand F, und in den Vektor u, fiir die iibrigen Stiitzwerte. Aus der
dritten Zeile der Zerlegung folgt ein symmetrisches Gleichungssystem fiir die unbekannten Ver-

schiebungen uy:

Clay, = (16)

Aus der Substitution der Losung u, der Gleichung (16) in die erste Zeile der Zerlegung folgt ein
symmetrisches Gleichungssystem fiir die unbekannten Verschiebungen us:
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KSS ﬁS = i\)OS + /S\OS - KSU ﬁu (1 7)

Aus der Substitution der Losung ug aus Gleichung (17) und der Losung u, aus Gleichung (16)
in die zweite Zeile der Zerlegung folgt ein symmetrisches Gleichungssystem fiir die stetige
Randspannungsverteilung s auf dem Rand F,:

Cg = KUS ﬁS + Kuu ﬁu - i\)ou - /S\Oll (18)

Wenn der gegebene Verschiebungszustand u(x) auf dem Rand F, vom Ansatz fiir die Verschie-
bung u(x) exakt erfa3t wird, dann nehmen die mit Gleichung (16) berechneten Stiitzwerte u,
genau den gegebenen Wert an dieser Stelle an. Dann ist auch die Losung fiir die Verschiebungen
u; aus Gleichung (17) identisch zu dem Ergebniss, die aus der Anwendung des Prinzips in der
konventionellen Form erhalten wird.

Die rechte Seite der Gleichung (18) liefert das integrale Residuum beziiglich des inneren
Gleichgewichts, die Auflagerkrifte. Das Ergebniss s aus Gleichung (18) ist ein Ausdruck fiir
die verteilten Auflagerkrifte, den Randspannungen auf F,. Sie stehen im Gleichgewicht mit den
angreifenden Lasten. Diese Randspannungen sind Teil des erweiterten Prinzips und werden im
Gegensatz zur Anwendung des konventionellen Prinzips nicht durch eine nachgeschaltete
Gleichgewichtsbetrachtung ermittelt.

5. Anwendung

Anhand einer Modellaufgabe werden die durch die Erweiterung des Prinzips gewonnenen Rand-
spannungen mit denen aus einer analytischen Losung der Aufgabe sowie den durch Differentia-
tion des Verschiebungsansatz gewonnenen Spannungen verglichen. Betrachtet wird eine unend-
lich ausgedehnte Scheibe mit einem kreisférmigen FEinschluf3, dessen Radius R ist. Die
Materialkonstanten von Lame werden fiir den Einschlu3 mit p, und A, sowie fiir die Scheibe
mit u, und A, bezeichnet. Der Einschlul} unterliegt einem initialen, eingeprégten konstanten dila-
torischen Eigendehnungszustand des Betrags d,,. Aufgrund der Rotationssymmetrie hingt die
analytische Losung der Aufgabe in Zylinderkoordinaten r, 6 nur von der Koordinate r ab. Aus
dem gleichen Grund sind auch die Verschiebung u(r), die Dehnung e o(r) sowie die Spannung
O,9(r) Null. Die analytische Losung lautet:

u(r)=Cr Vr:r=R ur(r)=CRT2 Vr:r >R
+ M) d
mit co Mttt d (19)
My + A+,
Uy I, u, C

v, = 0,33
d, = 10%
R = 5mm A D B
L = 25mm ,ﬁ
|

Bild 5.1 : Unendliche Scheibe mit Einschlufs
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In Bild 5.1 sind die Aufgabe, die gewihlten Abmessungen und Materialparameter sowie eine
Elementierung des Losungsgebietes dargestellt. Fiir die Berechnung wird ein kreisférmiger Be-
reich aus dem Kontinuum geschnitten. Wegen der Symmetrie in Geometrie und Belastung wird
nur ein Viertel des Ausschnitts modelliert. Die Randstiicke zwischen den Punkten AB und AC
des Symmetrierandes sind in der 6-Richtung gefesselt. Das Randstiick BC gehorcht (19).

Der Einschluf3 wird mit linearen Dreieckselementen gendhert. Fiir den librigen Ausschnitt wer-
den bilineare Viereckselemente eingesetzt. In Bild 5.2 ist die Radialverschiebung u,, die Radial-
dehnung €, und die Ringdehnung €, der analytischen Losung in Abhéingigkeit der Koordinate
raufgetragen. Zusitzlich ist die Ndherungslosungs fiir u, markiert, die mit der in Bild 5.1 darge-
stellten Elementierung durch Anwendung der Gleichung (17) gewonnen wird. Die Ndherung fiir
die Dehnungen e, sowie €, wird aus Gleichung (1) bestimmt. Dargestellt ist deren Wert im
Flichenschwerpunkt des Elementes. Die Verschiebungen und dementsprechend die Dehnungen
der Nidherungslosung sind erwartungsgeméil} zu gering. Die Diskontinuitit in der Radialdehnung
wird qualitativ reproduziert. Diese Ergebnisse sind identisch zu denjenigen, die aus der Anwen-
dung des Prinzips in konventioneller Form gewonnen werden.

ur(r) Err(r) Eee(r)
0.4 0,10 0,10
| — analytisch | — analytisch — analytisch
034 / X genihert 0,05 X genihert 1 X genéhert
1 | |
[\ \
0,2+ 0.00 0,05 \
/ N
- \ - \
0.1+ 005y 7 <
i i ]
050 T T T T T T T T T _0510 T T T T T T T T T 0500 T T T T T T T T T r
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Bild 5.2 : Verschiebungen u,(r) sowie Dehnungen e..(r) und ey(r)

Die Auflennormale am Rand AB ist gleichann = [0 — 1]T. Dort ist die Randspannung s der ana-

lytischen Losung gleich an s = [0 —oee]T. Das erweiterte Prinzip fiihrt per Definitionem auf die
exakte Losung fiir die erste Komponente dieses Vektors. Von besonderem Interesse ist die Dis-
kontinuitét der analytischen Losung an der Stelle r = R fiir die zweite Komponente dieses Vek-
tors. Mittels der Berechnung von Gleichung (18) liefert das erweiterte Prinzips eine Nidherung
tiir diese Komponente. Dabei ist wegen des € -kontinuierlichen Ansatzes fiir die Randspannung
s auf dem Rand F, der Verlauf dieser Nidherung stetig. In Bild 5.3, links, ist der Verlauf dieser
Niherung zusammen mit der analytischen Losung und der Niherungsldsung aus Differentiation
der Verschiebungen aufgetragen. Die Spannungen aus Differentiation vermdgen die Diskonti-
nuitéit der Ringspannung oy(r) an der Stelle r = R qualitativ wiederzugeben. Das Ergebniss
aus der Anwendung der Erweiterung des Prinzips ist aufgrund der Annahme der Stetigkeit der
Randspannungen kontinuierlich und damit unbefriedigend.

Das unbefriedigende Ergebniss kann durch geeignete Schnittfiihrung verbessert werden: Die
Verschiebungsldsung wird fiir das gesamte Losungsgebiet einmalig ermittelt. Der Einschlul3
wird aus der Scheibe ausgeschnitten. Die Analyse der Randspannung auf dem Schnittrand wird
mit der Gleichung (18) fiir das Randstiick AD sowie das Randstiick DB seperat durchgefiihrt.
Das damit erzielte Ergebniss fiir die Ringspannung o, ist auf der rechten Seite von Bild 5.3 dar-
gestellt. Es istersichtlich, da3 durch die Trennung des Losungsgebiet in Teilgebiete mit homoge-
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ner Materialbelegung das Ergebniss insbesondere an der Stelle r = R wesentlich verbessert
wird.

Eine verbesserte Beurteilung der Randspannung wird durch die Integration der Differenz von
analytischer Ringspannung o4,(r) zur Ndherungslosung lings des Randes AB angestrebt. Das
Integral kennzeichnet den Fehler in der Normalkraft. Dieser Fehler ist fiir die Erweiterung des
Prinzips per Definitionem immer Null. Weiterhin das Quadrat der Abweichung integriert. Dafiir
wird das Randstiick AB in die Teilstiicke AD und DC zerlegt. In Bild 5.4 stellt sind die Abwei-
chungen fiir verschiedene Gitter in Abhéngigkeit derer Knotenanzahl k dargestellt.

Ogo(T) Ogo(T)
50

5
N \
| I\ | e\
I\
25 A 25 \
ol 1/% ol M‘

-25 -25

| — analytische Losung i _* — analytische Losung
-504—/—— ® ecrweitertes Prinzip —SOi,—/z — ® crweitertes Prinzip

X' Differentiation X' Differentiation
T T

_75 T T T T _75 T T [l [l

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Bild 5.3 : Ringspannung o.(r) inhomogen (links) und homogen (rechts)

Der Fehler in der Normalkraft betrégt selbst fiir die feinste Elementierung noch 14% zum
exakten Wert aus dem erweiterten Prinzip. Das Quadrat der Abweichung der Randspannung aus
dem erweiterten Prinzip ist erheblich geringer als diejenige, die mit den Spannungen aus Ditfe-
rentiation bestimmt wird. Die Konvergenzraten, die aus den Ausgleichsgeraden der dargestellten
Kurven ermittelt werden, sind weitgehend identisch.

N In|s — s"|

rel 0 rell.2(T)

— |

o--o—eo—o—o

RDiff = 0,75

| ® erweitertes Prinzip | ® erweitertes Prinzip
X' Differentiation In/k X' Differentiation
-1 k -4 In/k
1 2 3 1 2 3
; . h
Bild 5.4 : Konvergenz N, und | s — s Hrsz(r) auf dem Rand T .y



6. Zusammenfassung

Durch systematische Anwendung der Methode der gewichteten Reste konnte die Erweiterung
des Prinzips virtueller Verschiebungen hergeleitet werden. Das zugehdrige Funktional besitzt
ein ausgeprigtes Minimum, sodal} eine robuste und effiziente numerische Ausfiihrung gewihr-
leistet ist. Aus der Erweiterung werden Randspannungen am Verschiebungsrand erhalten, die
im Gleichgewicht zu den Belastungen stehen. Die Giite dieser Spannungen wurde an einer Mo-
dellaufgabe diskutiert. Dabei wurde durch Integration der Abweichung der Randspannung zur
analytischen L&sung das Gleichgewicht fiir die Randspannung aus dem erweiterten Prinzip
nachgewiesen und der Fehler im Gleichgewicht fiir die Randspannung, die durch Differentiation
des Verschiebungsfeldes gewonnen wird, quantifiziert. Im Falle inhomogener Materialien und
an Ecken des Losungsgebietes miissen besondere Mallnahmen getroffen werden, um auch bei
der Integration des Quadrats der Abweichung bessere Ergebnisse aus der Erweiterung des Prin-
zips zu erhalten. Die Konvergenzrate fiir die Randspannungen aus dem erweiterten Prinzip ist
auch fiir andere untersuchte Aufgaben in gutem Einklang mit der aus Differentiation des Ver-
schiebungsfeldes.
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