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Einleitung

Die in den letzten Jahren stark angestiegene Mobilitdt im Personen- und Giiterverkehr hat
die Leistungsfahigkeit, Sicherheit und Umweltvertriglichkeit der Verkehrssysteme nachhal-
tig beeintrachtigt. Zur Losung der bestehenden Verkehrsprobleme ist eine ganzheitliche Ver-
kehrsplanung mit dem Ziel der bestmdglichen Nutzung der bestehenden Verkehrsanlagen er-
forderlich. Dazu z#éhlt unter anderem die Verkehrsleittechnik zur Steuerung von
Verkehrsablaufen auf SchnellstraBen. Fiir eine Vielzahl von Maflnahmen der Verkehrsleit-
technik reicht es nicht aus, lediglich den aktuellen Verkehrszustand mit Messungen zu erfas-
sen. Um moglichst wirkungsvolle Steuerungen zu gewéhrleisten, sind dariiber hinaus dyna-
mische Verkehrsprognosen erforderlich. Hierzu werden Echtzeitsimulationen von
Verkehrsablaufen bendtigt, die gut mit makroskopischen Verkehrsmodellen durchgefiihrt
werden konnen. Makroskopische Modelle bilden den Verkehr als kontinuierliche Fahrzeug-
strome ab. Es besteht daher eine gewisse Analogie zu den Modellen der Stromungsmechanik.
In diesem Artikel wird gezeigt, dass sich numerische Verfahren, insbesondere die Methode
der Finiten Elemente, die sich zur Losung von Modellen der Stromungsmechanik bewéhrt
haben, auch zur Losung makroskopischer Verkehrsmodelle eignen.

Grundlagen makroskopischer Verkehrsmodelle

Der Verkehrsablauf auf einer Schnellstrae wird durch die Bewegung mehrerer Fahrzeuge
in dieselbe Richtung auf jeweils einer Fahrbahn charakterisiert. Zur Modellierung dieses
Verkehrsablaufs, bei der die Betrachtung des Bereichs einer Richtungsfahrbahn ausreicht
(Abbildung 1 oben), existiert eine Vielzahl von Modellansidtzen. Neben mikroskopischen
Modellen, die den Verkehrsablauf als Menge von Einzelfahrzeugen abbilden (Abbildung
1a), stellen makroskopische Modelle, die den Verkehrsablauf als kontinuierlichen Fahrzeug-
strom beschreiben (Abbildung 1b), die Grundlage fiir Verkehrsprognosen dar.
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Abbildung 1: Mikroskopische und makroskopische Verkehrsmodellierung

Die Beschreibung des Verkehrsablaufs durch makroskopische Modelle beschréinkt sich im
Gegensatz zu mikroskopischen Modellen ausschlieBlich auf makroskopische Grofen. Zwei
dieser GroBlen werden an Querschnitten der Richtungsfahrbahn gemessen. Dies sind zum ei-
nen der VerkehrsfluB3 Q(x, ), der die Fahrzeuganzahl N pro Zeitintervall Az an einem Quer-
schnitt x beschreibt, und zum anderen die mittlere Geschwindigkeit V(x, ¢), die das Mittel
der Geschwindigkeiten aller Fahrzeuge v, bei x im Intervall A¢ darstellt:
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Ein Ubergang dieser mittleren Werte auf integrale GroBen fiihrt zur Modellvorstellung des
Verkehrsablaufs als ein Kontinuum. Mit der Annahme, die Fahrzeuge gedanklich zu einem
Kontinuum “verfliissigt” oder “verdampft” zu haben, lassen sich die makroskopischen Gros-
sen unabhéngig von der Fahrzeuganzahl bestimmen. So gilt etwa in den makroskopischen
Verkehrsmodellen analog zur Stromungsmechanik die FluBrelation fiir ein Kontinuum:

0x,1) = 259X = p(r )V, 0 2)
Hiermit wird die Verkehrsdichte p(x, ¢) eingefiihrt. Die Bedeutung der Fahrzeuganzahl N
muf durch die Annahme eines Kontinuums fiir den Verkehrsablauf neu definiert werden, da
N in einem Kontinuum nicht mehr einer Summe von Einzelfahrzeugen entsprechen kann.
Sinnvoll ist die gedankliche Gleichsetzung von N mit der Masse eines homogenen Kdorpers
und so mit einem Integral der Dichte p(x, f) liber dem betrachteten Streckenabschnitt Ax:

N = j p(x, 1) dx 3)

Makroskopische Verkehrsmodelle bestehen aus mindestens zwei Bestimmungsgleichungen:
Analog zur Stromungsmechanik beschreibt die Kontinuitétsgleichung (4) unter Beriicksich-
tigung des Massenerhalts die zeitliche Anderung der Verkehrsdichte. Die Geschwindigkeits-
gleichung (5) beschreibt die zeitliche Anderung der mittleren Geschwindigkeit:
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Die beiden ersten Terme der linken Seite der Geschwindigkeitsgleichung (5) stellen die lo-
kale und konvektive Beschleunigung dar. Der dritte Term wird Antizipationsterm genannt.
Er bildet den EinfluB} des stromabwiértigen Verkehrsablaufs in Form des Verkehrsdrucks P
auf den Zustand am Ort x ab. Der Term der rechten Seite heiflit Anpassungsterm. Er stellt die
Anpassung der mittleren Geschwindigkeit V(x, 7) an eine Gleichgewichtsgeschwindigkeit
Ve(p) mit einer Anpassungszeit 7 dar. V.(p) beschreibt die dichteabhéingige mittlere Ge-
schwindigkeit im homogenen und stationdren Zustand des Verkehrsablaufs. Da ein solcher
Zustand praktisch nicht messbar ist, gibt es fiir das soganannte Fundamentaldiagramm V(p)
eine Vielzahl von unterschiedlichen Vorschldgen (Abbildung 2):
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Abbildung 2: Verschiedene Fundamentaldiagramme V(p)

Zur allgemeinen Formulierung existiert eine grof3e Anzahl verschiedenartiger makrosko-
pischer Verkehrsmodelle. Im folgenden wird am Beispiel des Modells von Kerner und Kon-
hiuser [2] die numerische Umsetzung makroskopischer Verkehrsmodelle gezeigt. Das Mo-
dell zeichnet sich durch eine dichteabhidngige Druckparametrisierung mit konstanter
Ausbreitungsgeschwindigkeit c% und durch einen zusétzlichen Diffusionsterm zur Abbil-
dung einer Verkehrszihigkeit mit konstanter Viskositit ¢ aus. Die Gleichung (5) erscheint
so fiir das Modell von Kerner und Konhéuser wie eine Navier-Stokes-Gleichung:
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Numerische Umsetzung

Zur Simulation des Verkehrsablaufs auf einer Schnellstrae mit Hilfe eines makrosko-
pischen Verkehrsmodells ist eine numerische Naherung ihrer kontinuierlichen Modellan-
sitze erforderlich, da im allgemeinen keine geschlossene analytische Losung existiert. Die
nichtlinearen orts- und zeitabhéngigen partiellen Differentialgleichungen (4) und (5) sind
mit thren Anfangs- und Randbedingungen durch numerische Verfahren in eine diskrete Mo-
dellformulierung zu tiberfithren. Dazu wird hier das Modell von Kerner und Konhiuser in
eine Matrixschreibweise mit dem Zustandsvektor u(x, f) tiberfiihrt:
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Sowohl das Modell von Kerner und Konhéuser als auch alle anderen makroskopischen Ver-
kehrsmodelle werden derzeit mit der Methode der Finiten Differenzen geldst. Aufgrund des
dominanten Transportcharakters der Gleichungen muf3 dabei ein hoher Aufwand zur Stabili-
sierung getrieben werden. Ausgehend von den guten Erfahrungen beim Einsatz Finiter Ele-
mente in der Stromungsmechanik wird eine Realisierung mit der Methode der Finiten Ele-
mente fiir makroskopische Verkehrsmodelle vorgestellt.

Mit der Methode der Finiten Elemente wird eine Ortsapproximation vorgenommen, die for-
mal von der Ndherung in der Zeit getrennt betrachtet werden kann. Die Finite-Elemente-Ap-
proximation ergibt ein gewdhnliches Differentialgleichungssystem, das mit standardisierten
Zeitschrittverfahren gelost wird.

Fiir die Herleitung der Finiten-Elemente-Approximation wird zunéchst der unendliche
Raum der Losungsfunktionen durch einen endlichen Teilraum ersetzt. Dieser Teilraum wird
durch N Ansatzfunktionen ¢ (x) aufgespannt:

T
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Das Ersetzen des Zustandsvektors u(x, ) durch seine Approximation u,(x, f) fiihrt zu einem
Defekt d(c;) der Differentialgleichungen (7):
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Ziel ist es nun, diesen Defekt d(c;) zu minimieren. Erfolgt die Minimierung durch Orthogo-
nalisierung des Defekts beziiglich des Raums der Ansatzfunktionen, so ergibt sich das Stan-
dard-Galerkin-Verfahren. Fiir die Orthogonalisierung wird das Skalarprodukt aus d(c;) und
Jeder der N Ansatzfunktionen ¢,(x) zu Null gesetzt:

[“o/mdeyas =0 (10)

Das Standard-Galerkin-Verfahren neigt bei Transportdominanz der Gleichungen zu physi-
kalisch unrealistischen Schwingungen in der Losung. Durch Kombination mit einem Verfah-
ren, das die Losung eher gléttet, wird nun versucht, die nicht gewiinschten Schwingungen
zu unterdriicken. Auf diese Weise entsteht ein Petrov-Galerkin- Verfahren:

j <1¢,(x) +ad a"gfix)) d(c,) dx = 0 (11)



Die Zahl a wird als Upwinding-Koeffizient bezeichnet. Ein optimaler Upwinding-Koeffi-
zient a,,; konnte fiir matrizenférmige Vorfaktoren 4 und B in Vektorgleichungen wie (7)
bisher nicht gefunden werden. Fiir skalarwertige Vorfaktoren 1at sich jedoch a,,, bei einer
dquidistant in Ax eingeteilten Strecke herleiten und beweisen [1]:

onll 4%
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Die dabei verwendete Peclet-Zahl Pe beschreibt das Verhéltnis der Konvektion zur Diffu-
sion. Bei dem Versuch, die Matrizen 4 und B durch reprisentative Skalare a und b zu erset-
zen, hat sich die naheliegende Verwendung der Spektralnorm |- |, als ungeeignet erwiesen.
Die Wahl des Betrags vom betragsméBig groften Eigenwert hat dagegen in numerischen Si-
mulationen zu sehr guten Ergebnissen gefiihrt. Der Grund hierfiir konnte in der Analogie zur
Berechnung der Charakteristik der zugrundeliegenden Gleichungen zu sehen sein. Ein Be-
weis hierfiir gibt es jedoch noch nicht. Angewandt auf das Modell von Kerner und Konhéuser
ergeben sich so aus den Matrizen 4 und B die skalaren GroBen a = V + c¢yund b = u/p.
Eingesetzt in Gleichung (11) ergibt sich damit ein Upwinding-Koeffizient von:
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Die analytische oder numerische Integration der Gleichung (11) fiihrt unter Verwendung li-
nearer Ansatzfunktionen zum globalen Gleichungssystem:
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Die Losung des Gleichungssystems (14) kann entweder durch die Bildung der inversen Ma-
trix M~ ! oder die Verwendung eines Gleichungslosers erfolgen. In Zusammenhang mit der
Zeitapproximation kann bei hinreichend kleinem Zeitschritt die Matrix M auf eine Diagonal-
matrix reduziert werden, indem die Nebendiagonalen fiir den vorhergehenden Zeitpunkt be-
rechnet und von der rechten Seite subtrahiert werden:

a1
Mdiagé =r—= M,y éalt’ Mdiag = %[ - 41:| (15)
Auf diese Weise ergibt sich ein gewohnliches Differentialgleichungssystem, das sich mit
standardisierten Verfahren zur Losung von Anfangswertproblemen bestimmen 1d6t. Die Dy-
namik der beschreibenden Grofen legt eine automatische Schrittweitensteuerung nahe. Die
verwendete Steuerung stellt sicher, dass zum einen der Zeitschritt immer kleiner als der Cou-
rant-Schritt ist und zum anderen eine vorgegebene Genauigkeit eingehalten wird.

Anwendung

Die vorgestellte numerische Approximation des makroskopischen Verkehrsmodells von
Kerner und Konhéuser ist in JAVA implementiert. Im folgenden wird die Wirkung einer klei-
nen Storung in einem anfdnglich homogenen Verkehrsablauf bei unterschiedlichen Ver-
kehrsdichten betrachtet. Als Modellbereich wird eine RingstralBe gewéhlt, sodass die Ge-
samtanzahl der Fahrzeuge (die globale Dichte p;;) wahrend der Simulation konstant bleibt.
Die Anordnung als Ringstrafe fiihrt zu periodischen Randbedingungen der Simulation (Ab-
bildung 3). Die Modellparameter werden zunichst wie in [2] gewéhlt: Die Lange der Strecke
ist 30 km, die Anpassungszeit betrigt 7 = 6 s, die Viskositdt 4 = 60 m/s und es wird das
Fundamentaldiagramm von Kerner und Konhduser tibernommen.
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Abbildung 3: Periodische Randbedingungen fiir eine Ringstralie

Obwohl dieses Beispiel in der Realitét so nie auftritt, 148t sich daran doch deutlich die Entste-
hung typischer Verkehrsphdnomene wie Staus oder Stop-and-Go-Wellen zeigen. Es hat sich
gezeigt, dass die Entstehung der Phdnomene nicht auf globale Dichteinderungen zuriickzu-
fiihren ist, sondern eine lokale Erscheinung darstellt.

Der Verkehrsablauf bei einer niedrigen globalen Dichte p;; wird freier Verkehr genannt. In
diesem Fall konnen sich die Fahrzeuge unabhingig von den anderen bewegen. Bei der Ver-
kehrssimulation mit p, = 12.5 Fz/km verschwindet die aufgebrachte Anfangsstorung
nach wenigen Minuten. Dies entspricht auch den Beobachtungen im realen Verkehrsablauf.

Wird die globale Dichte auf p;; = 25 Fz/km erhoht, so entsteht mit der Zeit aus der An-
fangsstorung ein typischer Stau mit einem Dichtecluster, wo die Geschwindigkeit auf Null
reduziert ist, einem grofer werdenden Bereich niedriger Dichte und einem Ubergangsbe-
reich zur globalen Verkehrsdichte (Abbildung 4a). Nach gentigend langer Zeit ist eine Stau-
welle entstanden, die sich unveréndert mit konstanter Geschwindigkeit stromaufwirts be-
wegt.

Bei einer mittleren globalen Dichte entwickeln sich aus der Anfangsstorung mehrere Dichte-
cluster, die mit einer mehr oder weniger gro3en RegelméBigkeit aufeinander folgen (Abbil-
dung 4b). Das Phanomen ist als Stop-and-Go-Welle im Verkehr bekannt.

Bei py; = 56.25 Fz/km entsteht eine regelméBige Struktur des Verkehrsablaufs, die als Di-
polschicht bezeichnet wird (Abbildung 4c). Aus der Anfangsstorung entsteht ein Bereich
konstanter niedriger Dichte p < pj stromabwirts gefolgt von einem Bereich sehr hoher
Dichte p > p,. Beide Bereiche werden im Laufe der Zeit breiter.

Bei weiterer Erhohung der globalen Dichte (p;; = 60 Fz/km) ist der Verkehrsablauf so
dicht, dass die Anfangsstorung wie beim freien Verkehr nach wenigen Minuten verschwin-
det.

Fazit und Ausblick

Bei der Simualtion treten aufler den im Modell begriindeten Instabilitdten (Staus, Stop-and-
Go-Wellen, ...) im Bereich mittlerer Dichten keine Oszillationen mit dem Upwinding-Pe-
trov-Galerkin-Verfahren auf. Dies ist insofern bemerkenswert, als dass die steilen Gradien-
ten beispielsweise fiir eine Staufront oder den Ubergang von einer niedrigen zu einer hohen
Dipolschicht numerisch schwer zu beherrschen sind. Versuche mit einigen Finite-Differen-
zen-Verfahren haben spétestens bei der Simulation der Dipolschichten zu Oszillationen und
Programmabstiirzen gefiihrt. Das vorgestellte Upwinding-Petrov-Galerkin-Verfahren hat
sich nicht nur bei dem Modell von Kerner und Konhiuser als geeignet erwiesen, auch fiir
andere makroskopische Verkehrsmodelle konnte es mit Erfolg eingesetzt werden [4]. Schon
mit einem einfachen Euler-Verfahren und einer Zeitschrittsteuerung kann das Petrov-Galer-
kin-Verfahren die Modelle fiir einen 30 km langen Modellbereich bei dquidistanten Ortsin-
tervallen von 20 m in Echtzeit simulieren. Die Erweiterung auf Streckennetze, der Einsatz
adaptiver Aufteilungen und die Anwendung von Parallelrechnern wird die Mdglichkeit
erdffnen, grofle Verkehrsnetze zu simulieren.
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Abbildung 4: Dichteentwicklung bei p,; = 25 Fz/km (a), py; = 50 Fz/km (b) und

Py = 56.25 Fz/km (c) in Form eines Zeitverlaufs sowie zu den Zeitpunkten
t =3 min, t = 11 minund ¢ = 30 min.
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