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1. Problembeschreibung und mathematisches Modell

Gegenstand der Betrachtungen ist ein spezielles Tourenproblem der Sch�uttgutoptimie-
rung, wie es in [1] und in allgemeinerer Form in [2] beschrieben wird. Man stelle sich als
Realit�atsbezug ein Transportunternehmen vor, das eine begrenzte Anzahl von gleicharti-
gen Fahrzeugen in einem Fuhrpark stationiert hat. Vorgegebene Mengen von Sch�uttgut
m�ussen von einer Kiesgrube zu mehreren Baustellen transportiert werden. Unterstellt
man als Lieferzeitraum einen Tag, so darf die Schichtzeit f�ur jeden einzelnen Fahrer nicht
�uberschritten werden. Zu ber�ucksichtigen sind auch Be- und Entladezeiten sowie unter-
schiedliche mittlere Geschwindigkeiten f�ur Leer- bzw. Lastfahrten. Jedes Fahrzeug, das zu
Schichtbeginn den Fuhrpark verl�a�t, f�uhrt zuerst eine Leerfahrt zur Kiesgrube durch. Da-
nach folgen im Wechsel Lastfahrten von der Kiesgrube zu den Baustellen und Leerfahrten
von den Baustellen zur Kiesgrube. Am Schichtende schlie�t jedes eingesetzte Fahrzeug
mit einer Leerfahrt von einer Baustelle zum Fuhrpark. Gesucht ist die optimale Anzahl
von einzusetzenden Fahrzeugen und die zugeh�origen Tourenpl�ane mit dem Ziel der Mini-
mierung der Transportkosten unter Beachtung aller Bedingungen.

Zur mathematischen Modellierung werden folgende Bezeichnungen verwendet:

F Fuhrpark
D0 Kiesgrube
Dj j=1,...,n Baustellen
h0 L�ange der Wegstrecke von F nach D0

cj j=1,...,n L�ange der Wegstrecke von D0 nach Dj

dj j=1,...,n L�ange der Wegstrecke von Dj nach D0

hj j=1,...,n L�ange der Wegstrecke von Dj nach F

xj j=1,...,n Anzahl der von D0 nach Dj durchzuf�uhrenden Lastfahrten
r Anzahl der verf�ugbaren Fahrzeuge
T Schichtzeit
t Be- und Entladezeit eines Fahrzeuges
G1 mittlere Geschwindigkeit eines Fahrzeuges bei Leerfahrt
G2 mittlere Geschwindigkeit eines Fahrzeuges bei Lastfahrt

Die Gesamtzahl der durchzuf�uhrenden Lastfahrten ist durch x =
Pn

j=1 xj gegeben.



Die ben�otigten Variable werden wie folgt vereinbart:

(A1) wv
0 2 f0; 1g v = 1; :::; r

wv
0 = 1, falls Fahrzeug v von F nach D0 f�ahrt.

(A2) xvj 2 f0; 1; :::; xjg v = 1; :::; r j = 1; :::n

H�au�gkeit der Strecke D0 nach Dj f�ur Fahrzeug v

(A3) yvj 2 f0; 1; :::; xjg v = 1; :::; r j = 1; :::n

H�au�gkeit der Strecke Dj nach D0 f�ur Fahrzeug v

(A4) wv
j 2 f0; 1g v = 1; :::; r j = 1; :::n

wv
j = 1, falls Fahrzeug v von Dj nach F f�ahrt.

Die Restriktionen lassen sich wie folgt formulieren:

(A5) wv
0 +
Pn

j=1 y
v
j =
Pn

j=1 x
v
j v = 1; :::; r

Flu�bedingung f�ur D0

(A6) yvj + wv
j = xvj v = 1; :::; r j = 1; :::; n

Flu�bedingung f�ur Dj

(A7) wv
0 = 0 =)

Pn
j=1 x

v
j = 0 v = 1; :::; r

Nichteingesetzte Fahrzeuge f�uhren keine Lastfahrten durch

(A8)
Pr

v=1 x
v
j = xj j = 1; :::; n

Erf�ullung der Lieferbedingungen

(A9) h0
G1

wv
0 +
Pn

j=1(
cj

G2

+ t)xvj +
Pn

j=1
dj

G1

yvj +
Pn

j=1
hj

G1

wv
j � T v = 1; :::; r

Ber�ucksichtigung der Schichtzeit

Zur Realisierung des Zieles gen�ugt die Minimierung der Leerfahrtstrecke:

(A10) z = h0
Pr

v=1 w
v
0 +
Pn

j=1 dj
Pr

v=1 y
v
j +
Pn

j=1 hj
Pr

v=1 w
v
j �! Min.

2. Ein heuristisches L�osungskonzept

In einer ersten Phase soll die Frage gekl�art werden, wieviele Fahrzeuge (mindestens) ein-
gesetzt werden m�ussen und welche zu den Leerfahrten geh�origen Teilstrecken wie oft zu
befahren sind. Bei diesem sogenannten verdichteten Modell sind folgende Variable zu
bestimmen:



(B1) w0 2 f0; 1; ::: : rg Anzahl der Fahrten von F nach D0,
entspricht der Zahl der einzusetzenden Fahrzeuge

(B2) yj 2 f0; 1; :::; xjg j = 1; :::n

Anzahl der Fahrten von Dj nach D0

(B3) wj 2 f0; 1; :::; xjg j = 1; :::n

Anzahl der Fahrten von Dj nach F

Die Restriktionen (A5) bzw. (A6) werden zusammengefa�t:

(B4) w0 +
Pn

j=1 yj = x

(B5) yj + wj = xj j = 1; :::; n

Aus (A10) erh�alt man die Zielfunktion

(B6) z = h0w0 +
Pn

j=1 djyj +
Pn

j=1 hjwj �! Min.

Die einzelnen Ungleichungen zur Schichtzeit nach (A9) werden ebenfalls zusammengefa�t
und haben in Verbindung mit der Zielfunktion (B6) die folgende Darstellung:

(B7) h0w0 +
Pn

j=1 djyj +
Pn

j=1 hjwj � G1Tw0 �G1(tx +
Pn

j=1
cj
G2

xj)

Das verdichtete Modell kann als ein vom Parameter w0 abh�angiges spezielles Knapsack-
problem mit einer zus�atzlichen Nebenbedingung an die Zielfunktionsvariable interpretiert
werden, dessen L�osung recht einfach ist.

Hat man eine Optimall�osung (w0
0 , y0j , w0

j , z0 j j = 1; :::; n) des verdichteten Modells
gefunden, so mu� in einer zweiten Phase die Menge der zu fahrenden Teilstrecken, cha-
rakterisiert durch (w0

0 , xj , y
0
j , w

0
j j j = 1; :::; n), so auf die Fahrzeuge aufgeteilt werden,

da� f�ur jedes Fahrzeug eine zul�assige Tour entsteht. Bezeichnet man mit q die Anzahl der
einzusetzenden Fahrzeuge, dann gilt f�ur die vorliegende L�osung q = w0

0. O.B.d.A. werden
die Fahrzeuge mit den Nummern v = 1; :::; q eingesetzt. Das sogenannte Aufteilungsmo-
dell beinhaltet die folgenden Restriktionen:

(C1)
Pq

v=1 x
v
j = xj j = 1; :::; n

(C2)
Pq

v=1 y
v
j = yj j = 1; :::; n

(C3)
Pq

v=1 w
v
j = wj j = 1; :::; n

jeweils f�ur v = 1; :::; q die Forderungen (A1) (A2) (A3) (A4) an die Variable, sowie

Flu�bedingungen (A5) (A6) und Schichtzeitbedingungen (A9), wobei wv
0 = 1 gilt

Zur L�osung des Aufteilungsmodells werden heuristische Verfahren eingesetzt.



Die Idee besteht darin, ausgehend von einer Grundtour die Touren der einzelnen Fahr-
zeuge schrittweise aus den zu befahrenden Teilstrecken zusammenzusetzen. Dabei werden
gewisse Kriterien f�ur die Auswahl der n�achsten zu bearbeitenden Tour bzw. aufzunehmen-
den Teilstrecke verwendet. Ziel dieser Kriterien ist es, daf�ur zu sorgen, da� f�ur ein l�osbares
Aufteilungsproblem das schrittweise Zusammenstellen der Touren in so wenig F�allen wie
m�oglich zu keinem Ergebnis f�uhrt.

Kann f�ur das Aufteilungsmodell keine zul�assige L�osung mit den Heuristiken gefunden
werden, so wird die Zahl der einzusetzenden Fahrzeuge q um Eins erh�oht und mit dieser
�xierten Fahrzeugzahl w0 = q das verdichtete Modell abermals gel�ost und anschlie�end
ein neues Verteilungsmodell aufgestellt. Bei dieser Vorgehensweise wird ein eventueller
Verlust der Optimalit�at in Kauf genommen.

3. Numerische Experimente

Zur Untersuchung der G�ute des N�aherungsverfahrens liegt zum Vergleich ein exaktes Ver-
fahren vor, das auf einem �ahnlichen Konzept beruht. Es wurden 32000 zuf�allig erzeugte
Testaufgaben mit praxisorientierten Daten ausgewertet und hinterfragt, f�ur wieviel Pro-
zent aller Testaufgaben der Zielfunktionswert der N�aherungsl�osung mit dem optimalen
Zielfunktionswert �ubereinstimmt. F�ur den Fall, da� die N�aherungsl�osung einen schlech-
teren Zielfunktionswert besitzt, wurde die prozentuale Abweichung zum Optimalwert be-
stimmt.

Testaufgaben Optimall�osung gefunden prozentuale Abweichung
3 Baustellen 20000 95.85% 1.50%
4 Baustellen 10000 93.11% 1.18%
5 Baustellen 2000 91.20% 1.09%

Damit liefert das vorgestellte Verfahren f�ur die erzeugten Testaufgaben zumindest sehr
gute N�aherungen. Eine Optimall�osung wird nur bei Beispielen nicht gefunden, f�ur die die
sogenannte Pu�erzeit Tp = w0

0T � z0 sehr klein ist.

�Ubertr�agt man das vorgestellte Konzept auf den Fall mehrerer Kiesgruben, so treten beim
zugeh�origen Aufteilungsmodell zus�atzliche Schwierigkeiten auf. Es werden weitere Krite-
rien f�ur die Aufnahme einer Teilstrecke in eine zu bearbeitende Tour ben�otigt, um die
Zusammenhangseigenschaft zu garantieren. Die Erfolgsquote sinkt insbesondere bei einer
Teilklasse von Beispielen mit schwach besetzten Bedarfsmatrizen.
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