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✹❪ ❢ü❤rt❡ ③✉ ❡✐♥❡r ❘❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥✐❦ ✉♥❞ ❘❡❝❤❡♥t❡❝❤♥✐❦✳ ❉✐❡s❡ ✐st ❤❡✉t❡ ❡✐♥
❛❧❧tä❣❧✐❝❤❡r ❇❡st❛♥❞t❡✐❧ ✉♥s❡r❡s ▲❡❜❡♥s✱ ♠✐t ❞❡ss❡♥ ❍✐❧❢❡ ✇✐r ♠✐t ●❡rät❡♥ ✐♥t❡r❛❣✐❡r❡♥
✉♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ s♣❡✐❝❤❡r♥✱ t❡✐❧❡♥ ✉♥❞ ✈❡r❛r❜❡✐t❡♥✳ ❙❡✐t ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❡rst❡♥
▼✐❦r♦♣r♦③❡ss♦r❡♥ ✐st ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❈❤✐♣ ✐♥t❡❣r✐❡rt❡♥ ❚r❛♥s✐st♦r❡♥ ✈♦♥ ✇❡✲
♥✐❣❡♥ ❚❛✉s❡♥❞❡♥ ❛✉❢ ü❜❡r ③✇❡✐ ▼✐❧❧✐❛r❞❡♥ ❛♥❣❡✇❛❝❤s❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❡♥♦r♠❡ ❋♦rts❝❤r✐tt✱ ❞❡r
❞✉r❝❤ ❞❛s ✈✐❡❧③✐t✐❡rt❡ ✏▼♦♦r❡s❝❤❡ ●❡s❡t③✑❬✺❪ ✐❧❧✉str✐❡rt ✇✐r❞✱ ❞❡♠③✉❢♦❧❣❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧
✐♥t❡❣r✐❡rt❡r ❚r❛♥s✐st♦r❡♥ ❛❧❧❡ ❡✐♥ ❜✐s ③✇❡✐ ❏❛❤r❡ ✈❡r❞♦♣♣❡❧t✱ ✐st ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞❡r ❢♦rts❝❤r❡✐✲
t❡♥❞❡♥ ▼✐♥✐❛t✉r✐s✐❡r✉♥❣ ③✉ ✈❡r❞❛♥❦❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❡r❧❛✉❜t ♥✐❝❤t ♥✉r ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇❡✐t❡r❡r
❘❡❝❤❡♥❡✐♥❤❡✐t❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❈❤✐♣ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣sst❡✐❣❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤ ♣❛r❛❧❧❡❧❡ ❱❡r✲
❛r❜❡✐t✉♥❣✱ s♦♥❞❡r♥ ✐st ❛✉❝❤ ❞✐r❡❦t ♠✐t ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❙❝❤❛❧t❢r❡q✉❡♥③ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇❛✉❡❧❡✲
♠❡♥t❡ ✈❡r❦♥ü♣❢t❬✻❪✳ ❉✐❡ ▼✐♥✐❛t✉r✐s✐❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ❥❡❞♦❝❤ s♣ät❡st❡♥s ❜❡✐ ❞❡r ●röÿ❡ ❡✐♥③❡❧♥❡r
❆t♦♠❡ ❛♥ ✐❤r❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❡♥ st♦ÿ❡♥✳ ❙♦❧❧ ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣ ✇❡✐t❡r ❣❡st❡✐❣❡rt ✇❡r✲
❞❡♥✱ s✐♥❞ ❛❧s♦ ❛♥❞❡r❡ ❆♥sät③❡ ♥öt✐❣❬✼❪✳ ❆✉❢ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡r ❊❜❡♥❡ ✇❡r❞❡♥ ❜❡r❡✐ts ❤❡✉t❡
♦♣t✐s❝❤❡ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ✉♠ ❞✐❡ ●r❡♥③❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❉❛t❡♥❧❡✐t✉♥❣❡♥ ③✉ ✉♠❣❡✲
❤❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ③✉ ❡r❤ö❤❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ♣❤♦t♦✲
♥✐s❝❤❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❞❡r ❊❜❡♥❡ ❡✐♥③❡❧♥❡r P❧❛t✐♥❡♥ ♦❞❡r s♦❣❛r ❈❤✐♣s ❦ö♥♥t❡
❛✉❝❤ ❤✐❡r ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❙❝❤❛❧t❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡r❤ö❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❚r❛❞✐✲
t✐♦♥❡❧❧ ❤❛❜❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ✇❡✐t ❣röÿ❡r❡ ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ✐♠ ▼✐❧❧✐♠❡t❡r✲
♦❞❡r ▼✐❦r♦♠❡t❡r✲❇❡r❡✐❝❤✳ ▼✐t ❞❡r ▼✐♥✐❛t✉r✐s✐❡r✉♥❣ ♦♣t✐s❝❤❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❜❡s❝❤ä❢t✐✲
❣❡♥ s✐❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆♥sät③❡✳ ❉❛③✉ ③ä❤❧t ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥✱
❞✐❡ ❞❛s ▲✐❝❤t ❛✉❢❣r✉♥❞ ✐❤r❡s ❤♦❤❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ❛✉❝❤ ❛✉❢ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r✲
❤❛❧❜ ❞❡r ❱❛❦✉✉♠✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❡✐♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ❦ö♥♥❡♥❬✽❪ ♦❞❡r ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✱ ❞✐❡
♣❧❛s♠♦♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❡♥ ♠✐t s♦❣❛r ♥♦❝❤ ❤ö❤❡r❡♥ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞✐③❡s ❢ü❤r❡♥❬✾✱ ✶✵❪✳
◆❡❜❡♥ ❞❡r ▼✐♥✐❛t✉r✐s✐❡r✉♥❣ ❜❡st❡❤❡♥❞❡r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❞✐❡ ◆❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡
❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ✈ö❧❧✐❣ ♥❡✉❛rt✐❣❡r ❑♦♥③❡♣t❡ ✇✐❡ ▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥❬✶✶✱ ✶✷❪ ✉♥❞
▼❡t❛✢ä❝❤❡♥❬✶✸❪✳
❇❡✐ ❞❡r ■♥t❡r❛❦t✐♦♥ ♠✐t ❤♦❝❤❜r❡❝❤❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✉♥❞ ❙✉❜✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥str✉❦t✉r❡♥

✈❡r❤ä❧t s✐❝❤ ▲✐❝❤t ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❡✐♥❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ str❛❤❧❡♥♦♣t✐s❝❤❡♥ ■♥t✉✐t✐♦♥✳
❙t❛tt❞❡ss❡♥ ♠✉ss ❞❡r ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡ ❈❤❛r❛❦t❡r ❞❡s ▲✐❝❤ts ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✉♥❞ ❡s ♠üss❡♥ ❞✐❡
✈♦❧❧❡♥ ▼❛①✇❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❞❛s ❙②st❡♠✈❡r❤❛❧t❡♥ ❦♦rr❡❦t ✇✐❡❞❡r③✉❣❡✲
❜❡♥✳ ❇❡✐ ❞✐s♣❡rs✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✉♥❞ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❜❡✐ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❊✛❡❦t❡♥✱ ❞✐❡ ❢ür ❛❧❧❡
❛❦t✐✈❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❡r❧äss❧✐❝❤ s✐♥❞✱ ♠üss❡♥ ③✉❞❡♠ ❞✐❡ ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ◆❛✲
t✉r ❞❡s ▲✐❝❤ts ✉♥❞ ❞✐❡ ■♥t❡r❛❦t✐♦♥ ♠✐t ❞❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧s②st❡♠ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ s♦ ❞❛ss
❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ♥✐❝❤t❞✐s♣❡rs✐✈❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ♥✐❝❤t ♠❡❤r ♠ö❣✲
❧✐❝❤ ✐st✳ ❩✉r ❊rs❝❤❧✐❡ÿ✉♥❣ ♥❡✉❛rt✐❣❡r ❊✛❡❦t❡ ✐♥ s♦❧❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✉♥❞ ③✉r ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ❢ür
♠ö❣❧✐❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✐st ❡✐♥ ❣❡♥❛✉❡s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ③✉❣r✉♥❞❡❧✐❡❣❡♥❞❡♥ P❤②s✐❦ ♥♦t✲

✻



✶✳ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

✇❡♥❞✐❣✳ ■♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡s ❛✉s ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡
❡✐♥❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ▲ös✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥ tr❛❞✐t✐♦♥❡❧❧❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ P❤②s✐❦ ③✉✲
❣ä♥❣❧✐❝❤ s✐♥❞✳ ■♥ ✈✐❡❧❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✐st ❞✐❡s ❥❡❞♦❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡r ③✉ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡
♦❞❡r ❛✉❢❣r✉♥❞ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❊✐♥❡ ❆❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ st❡❧❧t ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❞✐❡ ❈♦♠♣✉t❡rs✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛r✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❞❛s ❙②st❡♠
❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥❞❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥❞❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐♠ ❘❡❝❤♥❡r
❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt ✉♥❞ ❞❛s s♦ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❣❡❧öst✳ ❉✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱
❦♦♠♣❧❡tt❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❛♠ ❘❡❝❤♥❡r ♥❛❝❤③✉❜✐❧❞❡♥ ✉♥❞ ❞❛❜❡✐ ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r
P❛r❛♠❡t❡r ♦❞❡r ③✉sät③❧✐❝❤❡r ❊✛❡❦t❡ ✐♥ ❞❡♥ ③✉❣r✉♥❞❡❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱
❤❛t ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ❞r✐tt❡♥ ❩✉❣❛♥❣ ③✉ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ♥❡❜❡♥
❞❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✉♥❞ ❞❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❣❡♠❛❝❤t✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t
❜❡❢❛sst s✐❝❤ ♠✐t ❞✐❡s❡♠ ❩✉❣❛♥❣ ✉♥❞ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ♥✉♠❡✲
r✐s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ♥❛♥♦♣❤♦t♦♥✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠❡♥✳
❉❛ ❞✐❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❦♦♠♣❧❡tt ♦♣t✐s❝❤❡r ❘❡❝❤♥❡r ❛✉❢❣r✉♥❞ ✈✐❡❧❢ä❧t✐❣❡r ❙❝❤✇✐❡r✐❣❦❡✐t❡♥

✇✐❡ ❱❡r❧✉st❡♥ ♦❞❡r ❞❡♠ ❋❡❤❧❡♥ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ st❛r❦❡r ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät❡♥ ✐♥ ✇❡✐t❡r ❋❡r♥❡ ❧✐❡❣t✱
st❡❧❧❡♥ ❤②❜r✐❞❡ ❙②st❡♠❡ ❡✐♥❡♥ ✈✐❡❧✈❡rs♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❆♥s❛t③ ❞❛r✳ ❉❛❜❡✐ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ tr❛❞✐t✐♦✲
♥❡❧❧❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ❞❡r ❘❡❝❤❡♥t❡❝❤♥✐❦ ❛✉❢ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡r ❇❛s✐s ❡r❤❛❧t❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ Ü❜❡rtr❛✲
❣✉♥❣sstr❡❝❦❡♥ s♦ ✇❡✐t ✇✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤ ♠✐t ♣❧❛s♠♦♥✐s❝❤❡♥ ♦❞❡r ♣❤♦t♦♥✐s❝❤❡♥ ❇❛✉t❡✐❧❡♥ r❡❛❧✐✲
s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❆♥ ❞❡r ❙❝❤♥✐ttst❡❧❧❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
✇❡r❞❡♥ ❞❛❤❡r ❦♦♠♣❛❦t❡ ✉♥❞ ❡✣③✐❡♥t❡ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✳ ❊✐♥❡♥ ✈✐❡❧✈❡rs♣r❡❝❤❡♥❞❡♥
❆♥s❛t③ st❡❧❧❡♥ ❤✐❡r ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡❬✶✹✱ ✶✺❪ ❞❛r✳ ❉✐❡s❡ ❦ö♥♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❝❤❡♠✐s❝❤❡
❲❛❝❤st✉♠s♣r♦③❡ss❡ ✐♥ ❣r♦ÿ❡♥ ▼❡♥❣❡♥ ❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ ✐❤r❡ ❤♦❤❡ ❑r✐st❛❧❧q✉❛✲
❧✐tät ✉♥❞ ❞❡♥ ❞✐r❡❦t❡♥ ❇❛♥❞ü❜❡r❣❛♥❣ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❦ö♥♥❡♥ s✐❡
s♦✇♦❤❧ ❛❧s ♦♣t✐s❝❤❡❬✶✻✱ ✶✼✱ ✶✽✱ ✶✾❪ ♦❞❡r ♣❧❛s♠♦♥✐s❝❤❡❬✷✵✱ ✷✶✱ ✷✷✱ ✷✸❪ ▲❛s❡r ❛❧s ❛✉❝❤ ❛❧s ♣♦✲
❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❇❛✉❡❧❡♠❡♥t❡❬✷✹✱ ✷✺❪ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ♣❧❛♥❛r❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈♦♥
❇❛✉t❡✐❧❡♥ ❛✉s ❙✐❧✐③✐✉♠ ✉♥❞ ❛✉s ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♥ ♠✐t ❞✐r❡❦t❡♠ ❇❛♥❞ü❜❡r❣❛♥❣ ❛✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥
■♥❦♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tät❡♥ ✐♥ ❞❡r ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐s❝❤ ✐st✱ ✇❡r❞❡♥ ◆❛♥♦❞rä❤t❡ ③✉♥ä❝❤st
❞✉r❝❤ ❑r✐st❛❧❧✇❛❝❤st✉♠ ❤❡r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛♥♥ ❢r❡✐ ❛✉❢ ❞❡♠ ❙✉❜str❛t ♣❧❛t③✐❡rt
✇❡r❞❡♥✳
■♥ ❡✐♥❡♠ ❡rst❡♥ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇❡r❞❡♥ ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✉♥❞

▲❛s✐♥❣ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥
❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♥ ❜❡r❡✐ts ❡✐♥ ✇❡✐t ❢♦rt❣❡s❝❤r✐tt❡♥❡s ❋♦rs❝❤✉♥❣s❣❡❜✐❡t❬✷✻✱ ✷✼❪
❞❛rst❡❧❧t✱ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❞♦rt ❡♥tst❛♥❞❡♥❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ❜✐s❤❡r ♥✐❝❤t ❛♥ ❞✐❡ rä✉♠❧✐❝❤
❛✉❢❣❡❧öst❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❣❡❦♦♣♣❡❧t✳ ■♥ ❞✐❡s❡r
❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s♠❡t❤♦❞❡♥ ❢ür ❞✐❡ ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❛❦✲
t✉❡❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✐♠ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✉♥❞ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
❞❡s ▲❛s✐♥❣✈♦r❣❛♥❣s ✐♥ ◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇❡r❞❡♥ ❱♦r❤❡rs❛❣❡♥ ❞❡r ❧♦♥❣✐t✉✲
❞✐♥❛❧❡♥ ✉♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ▲❛s✐♥❣♠♦❞❡♥ s♦✇✐❡ ❞❡r ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❉②♥❛♠✐❦ ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ❙②st❡♠❡♥
♠ö❣❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s②st❡♠s ❡r❢♦❧❣t❡ ❞❛❜❡✐ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲
❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ❋ür ❞❛s ♦♣t✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ✇✉r❞❡♥ ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆♥sät③❡ ✉♥t❡r✲
s✉❝❤t✳ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❦♦♠♣❧❡tt❡ ❙②st❡♠❣❡♦♠❡tr✐❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✜♥✐t❡r ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ✐♠
❩❡✐t❜❡r❡✐❝❤ ✭❋❉❚❉✮❬✷✽✱ ✷✾❪ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ●✐tt❡r ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt ✉♥❞ ❞✐❡ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ ▼❛①✇❡❧❧✲
✉♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡ ❛✉❢ ❞✐❡s❡♠ ●✐tt❡r ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❆♥s❛t③ ✐st ♥✉♠❡✲

✼



✶✳ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

r✐s❝❤ ❛✉❢✇ä♥❞✐❣✱ ❛❜❡r ❡r❧❛✉❜t ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ●❡♦♠❡tr✐❡♥✳ ❩✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✇✉r❞❡
❞✐❡ ❛✉❢ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡rs②st❡♠❡ ③✉❣❡s❝❤♥✐tt❡♥❡ ❈♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❡ ❚❤❡♦r②❬✸✵❪ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❡❧✲
❝❤❡ ❛✉❢ ③✉✈♦r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r♠♦❞❡♥ ♠✐t ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣s❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥
❜❛s✐❡rt✱ ✇❡❧❝❤❡ ③❡✐t❧✐❝❤ ✉♥❞ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❉r❛❤t❛❝❤s❡ ❛✉❢❣❡❧öst ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✉♥❞ ❛♥ ❞❛s ▼❛✲
t❡r✐❛❧s②st❡♠ ❣❡❦♦♣♣❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✐st ❛✉❢ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r❣❡♦♠❡tr✐❡♥ ❜❡s❝❤rä♥❦t✱
❛❜❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤ s❡❤r ❡✣③✐❡♥t ✉♥❞ ❡r❧❛✉❜t ❞❛❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❛❧✐st✐s❝❤❡r ❙③❡♥❛r✐✲
❡♥ ✐♥ ❦✉r③❡r ❩❡✐t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇❡r❞❡♥ ❞❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡
❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ◆❛♥♦❧❛s❡r♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ♥♦❝❤ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r❡r ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡
♠ö❣❧✐❝❤✳
❲ä❤r❡♥❞ ❢ür ❞❡♥ ▲❛s✐♥❣♣r♦③❡ss ❡✐♥❡ st❛r❦❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❞❡s ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧s ♥öt✐❣ ✐st✱

❡r❢ä❤rt ❛✉❝❤ ❞✐❡ ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♠ s❝❤✇❛❝❤ ❛♥❣❡r❡❣t❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r ✇❛❝❤✲
s❡♥❞❡s ■♥t❡r❡ss❡❬✸✶✱ ✸✷❪✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆♥r❡❣✉♥❣sr❡❣✐♠❡ ❡♥tst❡❤❡♥ ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡ ❘❡s♦♥❛♥③❡♥
✐♥ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ✇❡❧❝❤❡ st❛r❦ ❛♥ ❞❛s ♦♣t✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ❦♦♣♣❡❧♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤
❞✐❡ st❛r❦❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡♥ ◗✉❛s✐t❡✐❧❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s P♦❧❛r✐t♦♥❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞
✇❡✐s❡♥ ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ ▼❛ss❡✱ ❛❜❡r ❡✐♥❡ st❛r❦❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛✉❢✳ ❙✐❡ ❡✐❣♥❡♥
s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ s❡❤r ❣✉t ③✉r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ❑♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥s❡✛❡❦t❡♥ ✉♥❞ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡r
❉②♥❛♠✐❦✳ ■♥ ❡✐♥❡♠ ❦✉r③❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ✐♥ ◆❛♥♦❞rä❤t❡♥
✉♥t❡rs✉❝❤t ✉♥❞ ❡✣③✐❡♥t❡ rä✉♠❧✐❝❤ ❛✉❢❣❡❧öst❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❢ür ❞✐❡ P♦❧❛r✐t♦♥❡♥♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ❙♣❡③✐❡❧❧ ✇✐r❞ ❡✐♥ s❡♠✐❦❧❛ss✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❛♥
❛❦✉st✐s❝❤❡ P❤♦♥♦♥❡♥ ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥✳
■♥ ❡✐♥❡♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✉♥❞ P❧❛s♠❛❡r③❡✉✲

❣✉♥❣ ✈♦♥ ▲✐❝❤t ✐♥ ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❉❛❜❡✐ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡
❞❡r ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ P❤♦t♦♥❡♥ ✇❡✐t ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡s ♦♣t✐s❝❤❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣s ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧✱ s♦ ❞❛ss
❡✐♥❡ r❡s♦♥❛♥t❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ü❜❡r ❊✐♥♣❤♦t♦♥❡♥❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✳ ❇❡✐ ❡①tr❡✲
♠❡♥ ■♥t❡♥s✐tät❡♥ ❦❛♥♥ ❡✐♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ❥❡❞♦❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ♠❡❤r❡r❡r
P❤♦t♦♥❡♥ ❡r❢♦❧❣❡♥❬✸✸✱ ✸✹✱ ✸✺❪✳ ❉❛ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ Pr♦③❡ss s❡❤r ✈✐❡❧ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥s ▼❛t❡r✐❛❧ ❡✐♥✲
❣❡❜r❛❝❤t ✇✐r❞✱ ❣❡❤t ❡r ♠❡✐st ♠✐t ❡✐♥❡r ▼♦❞✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❡✐♥❤❡r✳ ❉✐❡s ❡r❧❛✉❜t
❞✐❡ ❣❡③✐❡❧t❡ ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ♠✐t ❦✉r③❡♥ ▲❛s❡r♣✉❧s❡♥✳ ❙♦ ❦ö♥♥❡♥ s♦✇♦❤❧ ❦♦♥✲
t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡①✈❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥❬✸✻❪ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ▼✐❦r♦❡①♣❧♦s✐♦♥❡♥ ❡r③❡✉❣t❡
❑❛✈✐tät❡♥ ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧✈♦❧✉♠❡♥ ❡r③❡✉❣t ✇❡r❞❡♥❬✸✼✱ ✸✽❪✳ ■♥ ❡✐♥❡♠ ❞r✐tt❡♥ ❘❡❣✐♠❡ ❦ö♥♥❡♥
❞♦♣♣❡❧❜r❡❝❤❡♥❞❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❡r③❡✉❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s s❡❧❜st♦r❣❛♥✐s✐❡rt❡♥ ◆❛♥♦❣✐tt❡r♥
✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧✈♦❧✉♠❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❬✸✾✱ ✹✵✱ ✹✶✱ ✹✷❪✳ ❉✐❡s❡ st❡❧❧❡♥ ♥✐❝❤t ♥✉r ❡✐♥ ❢❛s③✐♥✐❡r❡♥❞❡s
❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥s♣❤ä♥♦♠❡♥ ❞❛r✱ s♦♥❞❡r♥ ❦ö♥♥❡♥ ❛✉❝❤ ③✉r ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛✲
❧❡r ♦♣t✐s❝❤❡r ❙♣❡✐❝❤❡r♠❡❞✐❡♥✱❬✹✸❪ ③✉r ❊r③❡✉❣✉♥❣ str✉❦t✉r✐❡rt❡r P❤❛s❡♥♣❧❛tt❡♥❬✹✹✱ ✹✺❪ ❢ür
❞✐❡ ❍♦❧♦❣r❛♣❤✐❡❬✹✻❪ ♦❞❡r ❢ür ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥❬✹✼❪✱ ♦❞❡r ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ ➘t③✈♦r✲
❣❛♥❣ ❛❧s ♠✐❦r♦✢✉✐❞✐s❝❤❡ ❑❛♥ä❧❡❬✹✸❪ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❚r♦t③ ❞✐❡s❡r ✈✐❡❧❢ä❧t✐❣❡♥ ❆♥✇❡♥✲
❞✉♥❣s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ✐st ❞❡r ❊♥tst❡❤✉♥❣s♣r♦③❡ss ❞✐❡s❡r ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ✉♥✈❡rst❛♥✲
❞❡♥ ✉♥❞ ❡s ❡①✐st✐❡r❡♥ ♠❡❤r❡r❡ t❡✐❧s s❡❤r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❊r❦❧är✉♥❣s❛♥sät③❡❬✹✵✱ ✹✽✱ ✸✾✱ ✹✾✱ ✺✵❪✳
❉❛♠✐t ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ❞❡r ❧❡t③t❡ ❚❡✐❧ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡
③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲❛s❡r✲P❧❛s♠❛✲
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❉r✉❞❡✲▼♦❞❡❧❧ ❣❡❦♦♣♣❡❧t ❛♥ ❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❘❛t❡♥❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣✳ ❉✐❡s❡r ❆♥s❛t③ ✇✉r❞❡ ③✉r ❙✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❞❡r r❡✐♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ▼✉st❡r❜✐❧❞✉♥❣ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❡✐♥❡s ♥❛♥♦♣❧❛s♠♦♥✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s
✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉❛❜❡✐ ❦♦♥♥t❡♥ ❞✐❡ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❆s♣❡❦t❡ ❞❡r s❡❧❜st♦r❣❛♥✐s✐❡rt❡♥ ●✐tt❡r❜✐❧❞✉♥❣

✽



✶✳ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

✐♥ ●❧❛s ❦♦rr❡❦t r❡♣r♦❞✉③✐❡rt ✉♥❞ ❡✐♥ ❊r❦❧är✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
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✷✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣

❉✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ▲✐❝❤t ✐♥ ▼❡✲
❞✐❡♥ ♠✐t ❤♦♠♦❣❡♥❡♠ ♦❞❡r str✉❦t✉r✐❡rt❡♠ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡①✳ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡
❞✐r❡❦t❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛①✇❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♠ ❖rtsr❛✉♠ ✉♥❞ ✐♠ ❩❡✐t❜❡r❡✐❝❤ ♠✐t
❞❡r ❋✐♥✐t❡✲❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❚✐♠❡✲❉♦♠❛✐♥ ▼❡t❤♦❞❡ ✭❋❉❚❉✮✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦ö♥♥❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❆♥✲
r❡❣✉♥❣ss✐t✉❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ●❡♦♠❡tr✐❡♥ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ✐♠ ❩❡✐t❜❡r❡✐❝❤
❡r❧❛✉❜t ❛✉❝❤ ❞❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❆♥s❝❤❧✉ss ❞✐s♣❡rs✐✈❡r ✉♥❞ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡r ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡✳ ❉❡s
✇❡✐t❡r❡♥ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞✐❡ P❛r❛❧❡❧❧✐s✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❋❉❚❉✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❝♦❞❡s ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✳
■♠ ③✇❡✐t❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡s ❑❛♣✐t❡❧s ❜❡❤❛♥❞❡❧♥ ✇✐r ❞✐❡ ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ s♣❡③✐❡❧❧ ✐♥ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐✲

t❡rstr✉❦t✉r❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦♥ ▼♦❞❡♥❛♠♣❧✐t✉❞❡♥ rä✉♠❧✐❝❤ ❛✉❢❣❡❧öst
❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❉r❛❤t❛❝❤s❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ✐♠ ❩❡✐t❜❡r❡✐❝❤ ❡r❧❛✉❜t ❛✉❝❤ ❤✐❡r
❞✐❡ ❆♥❦♦♣♣❧✉♥❣ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡✳

✷✳✶✳ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛①✇❡❧❧✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭❋❉❚❉✮

❉❡r ✉♠❢❛ss❡♥❞st❡ ❆♥s❛t③ ③✉r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✐♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣ str✉❦t✉r✐❡rt❡♥
▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✐st ❞✐❡ ❞✐r❡❦t❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ▼❛①✇❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

∂

∂t
~D = ∇× ~H − ~J ✭✷✳✶✮

∂

∂t
~H = − 1

µ0
∇× ~E ✭✷✳✷✮

∇ ~H = 0 ✭✷✳✸✮

∇ ~D = ρ ✭✷✳✹✮

♠✐t ~D = ε(~r) ~E + ~P ✳ ❉❛❜❡✐ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡ ❙tr✉❦t✉r ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s s♦✇♦❤❧ ❞✉r❝❤ ❡✐✲
♥❡ ♦rts❛❜❤ä♥❣✐❣❡ P❡r♠✐tt✐✈✐tät ε(~r) ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ♦rts❛❜❤ä♥❣✐❣❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥❡♥ ~P ✉♥❞
❙tr♦♠❞✐❝❤t❡♥ ~J ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ▲❡t③t❡r❡ ✇❡r❞❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥❢❛❧❧s ❞✉r❝❤ ❡✐❣❡♥❡ ❉✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❞✐s♣❡rs✐✈❡♥ ✉♥❞ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❊✐✲
❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❆✉❝❤ ◗✉❡❧❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡r✇❡✐✲
s❡ ❞✉r❝❤ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ✉♥❞ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❱❡r❧ä✉❢❡ ❞❡r ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳ ❯♠
q✉❛s✐st❛t✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ✇✐❡ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ♦❞❡r ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡r
❢❡st❡♥ ❋r❡q✉❡♥③ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❡✐❣♥❡♥ s✐❝❤ ▼❡t❤♦❞❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ▼❛①✇❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
✐♥ ❞❡♥ ❋r❡q✉❡♥③❜❡r❡✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ▼ö❝❤t❡ ♠❛♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡r
▼❛t❡r✐❛❧✲ ✉♥❞ ❙tr✉❦t✉r❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ♦❞❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❊✛❡❦t❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ✐♠
❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❞❛s ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s♣r✐♥③✐♣ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❡r❢ü❧❧t ✐st✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ▼❛①✇❡❧❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ ❛❧s ❆♥❢❛♥❣s✇❡rt♣r♦❜❧❡♠ ✐♠ ❩❡✐t❜❡r❡✐❝❤ ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞
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✷✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣

❞✐❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛①✇❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✜♥✐t❡r ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❆✉✲
ÿ❡r❞❡♠ ✇❡r❞❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ❆s♣❡❦t❡ ❞❡r ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ♣r❛❦t✐s❝❤❡♥ ◆✉t③✉♥❣ ❞❡s
❱❡r❢❛❤r❡♥s ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ❉✐❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❑♦♥③❡♣t❡ ✇✉r❞❡♥ ❢ür ❞✐❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❡✐✲
♥❡s ❡✐❣❡♥❡♥ ❡❧❡❦tr♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❝♦❞❡s ✐♥ ❞❡r Pr♦❣r❛♠♠✐❡rs♣r❛❝❤❡ ❈✰✰❬✺✶❪
✈❡r✇❡♥❞❡t✳

✷✳✶✳✶✳ ❉❡r ❨❡❡✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s

❊✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ✉♥❞ ✈✐❡❧s❡✐t✐❣❡ ▼❡t❤♦❞❡✱ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✷✳✶ ✉♥❞ ✷✳✷ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ③✉ ❧ös❡♥✱ ✐st
❞✐❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✜♥✐t❡r ❉✐✛❡r❡♥③❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❢ü❤rt ③✉ ❞❡r ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❋✐♥✐t❡ ❉✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡ ❚✐♠❡ ❉♦♠❛✐♥ ✭❋❉❚❉✮ ✲ ▼❡t❤♦❞❡❬✷✽✱ ✷✾❪✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞❛s ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✈♦❧✉♠❡♥
✉♥❞ ❞✐❡ ❩❡✐t ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ äq✉✐❞✐st❛♥t❡♥ ●✐tt❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ s♦ ❞❛ss ♥✉r ♥♦❝❤ ❞✐s❦r❡t❡ ❋❡❧❞❡r

Fi,j,k,n = F (i△x, j△y, k△z, n△t) ✭✷✳✺✮

✈♦r❧✐❡❣❡♥✱ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✇❡r❞❡♥ ❛❧❧❡ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ✉♥❞ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ③❡♥tr✐❡rt❡
✜♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❡rs❡t③t✱ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧

[

∂

∂x
F

]

i+ 1

2
,j,k,n

→ Fi+1,j,k,n − Fi,j,k,n
△x . ✭✷✳✻✮

❉✐❡s❡s ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ss❝❤❡♠❛ ❜✐❡t❡t s✐❝❤ ❜❡s♦♥❞❡rs ❜❡✐ ❞❡♥ ▼❛①✇❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛♥✱ ❞❛
❢ür ❞✐❡ ❆❦t✉❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡r ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥
❋❡❧❞❡r ❜❡♥öt✐❣t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt✳ ❱❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❞❛③✉ ③❡♥tr❛❧❡ ✜♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥✱
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❥❡✇❡✐❧s ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❤❛❧❜❡♥ ❖rts✲ ✉♥❞ ❩❡✐ts❝❤r✐tt ✈❡rs❝❤♦❜❡♥❡ ●✐tt❡r ❢ür ❞✐❡
❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❋❡❧❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✳ ❉✐❡ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ❞❡s s♦ ❡♥tst❛♥❞❡♥❡♥ ●✐tt❡rs ✇✐r❞ ✒❨❡❡✲
❩❡❧❧❡✏ ❣❡♥❛♥♥t ✉♥❞ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶ s❦✐③③✐❡rt✳ ▼❛♥ ❡r❤ä❧t ❞✐s❦r❡t❡ ❱❡rs✐♦♥❡♥ ❞❡r
▼❛①✇❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧

Dx,i,j+ 1

2
,k+ 1

2
,n+1 −Dx,i,j+ 1

2
,k+ 1

2
,n

△t =

Hz,i,j+1,k+ 1

2
,n+ 1

2

−Hz,i,j,k+ 1

2
,n+ 1

2

△y −
Hy,i,j+ 1

2
,k+1,n+ 1

2

−Hy,i,j+ 1

2
,k,n+ 1

2

△z − Jx,i,j+ 1

2
,k+ 1

2
,n+ 1

2

✭✷✳✼✮

❢ür ❞✐❡ x✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s✳ ❩✉r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ▲ös✉♥❣ ❞❡s ❆♥❢❛♥❣s✇❡rt✲
♣r♦❜❧❡♠s ❧öst ♠❛♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❲❡rt ❢ür ❞❡♥ ♥ä❝❤st❡♥ ❩❡✐ts❝❤r✐tt Dx,i,j,k,n+1 ✉♥❞ ❡r❤ä❧t
❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ❡✐♥ ❡①♣❧✐③✐t❡s ❩❡✐ts❝❤r✐tt✈❡r❢❛❤r❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❆❦t✉❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❋❡❧❞❡r✱ ③✉♠
❇❡✐s♣✐❡❧

Dx,i,j+ 1

2
,k+ 1

2
,n+1 = Dx,i,j+ 1

2
,k+ 1

2
,n

+△t
(

Hz,i,j+1,k+ 1

2
,n+ 1

2

−Hz,i,j,k+ 1

2
,n+ 1

2

△y −
Hy,i,j+ 1

2
,k+1,n+ 1

2

−Hy,i,j+ 1

2
,k,n+ 1

2

△z

−Jx,i,j+ 1

2
,k+ 1

2
,n+ 1

2

)

. ✭✷✳✽✮

❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✷✳✸ ✉♥❞ ✷✳✹ ❜❧❡✐❜❡♥ ❞❛❜❡✐ ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ❆♥✲
❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡r❢ü❧❧t ✇✉r❞❡♥✳

✶✶



✷✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✳✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ✭✒❨❡❡✲❩❡❧❧❡✏✮ ❞❡s ❡❧❡❦tr♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥
❋❉❚❉✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ♠✐t ❞❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❦♦♠♣♦✲
♥❡♥t❡♥✳

✷✳✶✳✷✳ ❙t❛❜✐❧✐tät ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥

❉❛ ❞✐❡ ❋❡❧❞❡r ✐♥ ❞❡r ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❞✐s❦r❡t❡♥ ●✐tt❡r st❛tt ✐♠ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡♥
❘❛✉♠ ♣r♦♣❛❣✐❡r❡♥✱ ✐st ❛♥③✉♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡s ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✈♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❑❡tt❡ ✈♦♥ ❆t♦♠❡♥❬✺✷❪ ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❉✐s♣❡r✲
s✐♦♥sr❡❧❛t✐♦♥ ❛✉s✇✐r❦t✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡r ❛❧s ❡❜❡♥❡
❲❡❧❧❡♥ ❛♥✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥sr❡❧❛t✐♦♥❬✷✾❪

[

1

c△t sin
(

ω∆t

2

)]2

=

[

1

△x sin

(

kx∆x

2

)]2

+

[

1

△y sin

(

ky∆y

2

)]2

+

[

1

△z sin
(

kz∆z

2

)]2

✭✷✳✾✮

❢ür ❞✐❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❲❡❧❧❡♥ ✐♠ ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt❡♥ ❱❛❦✉✉♠✳ ▼❛♥ s✐❡❤t ❧❡✐❝❤t✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡
s✐❝❤ ❞❡r ❉✐s♣❡rs✐♦♥sr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡♥ ▼❛①✇❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ω2

c2
= k2 ❛♥♥ä❤❡r♥✱

✇❡♥♥ ∆x✱ ∆y✱ ∆z ✉♥❞ ∆t s❡❤r ❦❧❡✐♥ ❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❋❛❧❧✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✲
✇❡✐s❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ♥✉r ✐♥ z✲❘✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ✐♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥
❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥sr❡❧❛t✐♦♥ s♦❣❛r ❡①❛❦t r❡♣r♦❞✉③✐❡rt ✇❡r✲
❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❩❡✐ts❝❤r✐tt ❣❡♠äÿ

∆t =
∆z

c
✭✷✳✶✵✮

❣❡✇ä❤❧t ✇✐r❞✳
❆❧s ♥ä❝❤st❡s s♦❧❧ ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt❡♥ ▼❛①✇❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥✲

t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❋r❡q✉❡♥③ ω✳ ■st ❞✐❡s❡ ❢ür ❛❧❧❡
~k r❡❡❧❧✱ ❜❡❤❛❧t❡♥ ❛❧❧❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ✐❤r❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❜❡✐ ✉♥❞ ❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✐st st❛❜✐❧✳ ❑♦♠✲
♣❧❡①✇❡rt✐❣❡ ω ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❢ü❤r❡♥ ③✉r ❱❡rstär❦✉♥❣ ❞❡r ▲ös✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✇✐r❞

✶✷



✷✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣

✐♥st❛❜✐❧✳ ❆✉s ❞❡r ❉✐s♣❡rs✐♦♥sr❡❧❛t✐♦♥ ✷✳✾ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

ω =
2

∆t
sin−1 (ζ) ✭✷✳✶✶✮

♠✐t

ζ = c∆t

√

(

1

△x sin

(

kx∆x

2

))2

+

(

1

△y sin

(

ky∆y

2

))2

+

(

1

△z sin
(

kz∆z

2

))2

.

❉❛s ❆r❣✉♠❡♥t ζ ♥✐♠♠t ❲❡rt❡ ③✇✐s❝❤❡♥ 0 ✉♥❞ ζmax = c∆t
√

1
△x2

+ 1
△y2

+ 1
△z2

❛♥✳ Ü❜❡r✲

s❝❤r❡✐t❡t ζ ❞❡♥ ❲❡rt ✶✱ ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❲❡rt ❢ür ❞✐❡ ❋r❡q✉❡♥③ ω✳ ❉✐❡
❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❢ür ❡✐♥ st❛❜✐❧❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✐st ❛❧s♦ ζmax ≤ 1✳ ❆✉s ❞✐❡s❡r ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❡r❤ä❧t ♠❛♥
❞❛s ❜❡❦❛♥♥t❡ ❈♦✉r❛♥t✲❋r✐❡❞r✐❝❤s✲▲❡✈②✲❑r✐t❡r✐✉♠❬✺✸❪

△t < 1

c
√

1
△x2

+ 1
△y2

+ 1
△z2

. ✭✷✳✶✷✮

❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❲❛❤❧ ❡✐♥❡r ❢❡✐♥❡r❡♥ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡
❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❛♥❣❡♣❛sst ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ✉♠ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥s ③✉ ❣❛r❛♥t✐❡r❡♥✳

✷✳✶✳✸✳ ❖✛❡♥❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥

■♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✐st ❡s ❡r✇ü♥s❝❤t✱ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❤✐♥
♦✛❡♥❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥ ③✉ ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥✳ ❲ä❤r❡♥❞ r❡✢❡❦t✐❡r❡♥❞❡ ✉♥❞ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥✲
❣❡♥ ❧❡✐❝❤t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❞✐❡ ❋❡❧❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛♠ ❘❛♥❞ ❞❡s ❙✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s✈♦❧✉♠❡♥s ❛✉❢ ◆✉❧❧ ❣❡s❡③t ♦❞❡r ✈♦♥ ❞❡r ❣❡❣❡♥ü❜❡r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❙❡✐t❡ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s ❦♦✲
♣✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❣❡st❛❧t❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✛❡♥❡r ❘ä♥❞❡r ❛❧s s❝❤✇✐❡r✐❣❡r✳ ❩✇❛r ❡①✐st✐❡r❡♥
❛✉❝❤ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ♦✛❡♥❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡❬✺✹❪✱ ❥❡❞♦❝❤ s✐♥❞ ❞✐❡s❡
st❛r❦ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡♠ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥
❞❛❤❡r ✐♥ ❞❡r Pr❛①✐s s❡❧t❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ ✐st ❡s ❣❡❜rä✉❝❤❧✐❝❤✱ ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❞♦✲
♠ä♥❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❙❝❤✐❝❤t ❛✉s ❡✐♥❡♠ ♥✐❝❤t✲♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ③✉ ✉♠❣❡❜❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✐❡
❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡ ❙tr❛❤❧✉♥❣ ❛❜s♦r❜✐❡rt ✉♥❞ ❞❛❜❡✐ ♥✉r ❡✐♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ❛✉❢✇❡✐st✳ ❉✐❡✲
s❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡r ✭P▼▲✮❬✺✺✱ ✺✻✱ ✺✼✱ ✷✾❪✳ ■♥ ❞✐❡s❡r
❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❯♥✐❛①✐❛❧❡ P▼▲✲❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ✭❯P▼▲✮ ❛✉s ❘❡❢❡r❡♥③ ❬✷✾❪ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt✳
■♠ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡♥ ❋❛❧❧ ✐st ❞❛s P▼▲✲▼❛t❡r✐❛❧ ❦♦♠♣❧❡tt r❡✢❡①✐♦♥s❢r❡✐✳ ■♠ ❞✐s❦r❡t❡♥ ❋❛❧❧
❦ö♥♥❡♥ ♥♦❝❤ ❧❡✐❝❤t❡ ❘❡✢❡①✐♦♥❡♥ ❛♥ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ P▼▲✲▼❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞
❞❡♠ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✈♦❧✉♠❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡s❡♥ ❊✛❡❦t ③✉ ♠✐♥✐♠✐❡r❡♥✱ ✇✐r❞
✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❡✐♥❡ P▼▲✲❙❝❤✐❝❤t ❛✉s 10✲20 ❨❡❡✲❩❡❧❧❡♥ ♠✐t ❣r❛❞✉❡❧❧ ❛♥st❡✐❣❡♥❞❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥
✈❡r✇❡♥❞❡t✳

✷✳✶✳✹✳ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❡❜❡♥❡r ❲❡❧❧❡♥ ✭❚❋✴❙❋✲❋♦r♠❛❧✐s♠✉s✮

■♥ ✈✐❡❧❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙tr❡✉✉♥❣ ❛♥ ◆❛♥♦str✉❦t✉✲
r❡♥✱ ✐st ❡✐♥❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ♠✐t ❡❜❡♥❡♥ ❲❡❧❧❡♥ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✳ Pr✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❦❛♥♥ ❡✐♥❡ ❡❜❡♥❡ ❲❡❧❧❡

✶✸





✷✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣

❯♠ ❞✐❡s❡♥ ❘❡❝❤❡♥❛✉❢✇❛♥❞ ❜❡✇ä❧t✐❣❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ♠❡✐st ❛✉❢ ♠❡❤r❡r❡
❘❡❝❤❡♥❡✐♥❤❡✐t❡♥ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t✳ ❉❛❜❡✐ s✐♥❞ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆♥sät③❡ ♠ö❣❧✐❝❤❬✻✵❪✳
❋ür ❦❧❡✐♥❡r❡ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ P❛r❛❧❧❡❧✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❘❡❝❤♥❡r ♠✐t ♠❡❤✲
r❡r❡♥ Pr♦③❡ss♦r❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ❆r❜❡✐tss♣❡✐❝❤❡r ❡r❢♦❧❣❡♥ ✭❙❤❛r❡❞ ▼❡♠♦r②
❆r❝❤✐t❡❦t✉r✮✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷ ✭❛✮ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❊✐♥❡ ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥
❡✐♥③❡❧♥❡♥ Pr♦③❡ss❡♥ ✐st ❤✐❡r ♥✉r ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ✉♠ ❞✐❡ s②♥❝❤r♦♥❡ ❱❡r❛r❜❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❉❛t❡♥
s✐❝❤❡r③✉st❡❧❧❡♥✳ ❋ür ❣röÿ❡r❡ Pr♦❜❧❡♠❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ♠✉ss ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷
✭❜✮ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ❛✉❢ ♠❡❤r❡r❡ ❘❡❝❤♥❡r ✈❡rt❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐❣❡♥❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r ✈❡r✲
✇❡♥❞❡♥ ✭❉✐str✐❜✉t❡❞ ▼❡♠♦r② ❆r❝❤✐t❡❦t✉r✮✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ♠üss❡♥ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ❜❡♥öt✐❣t❡
❉❛t❡♥ ü❜❡r ❡✐♥ s❝❤♥❡❧❧❡s ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣s♥❡t③✇❡r❦ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❘❡❝❤♥❡r♥ ü❜❡rtr❛❣❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❊✐♥ ❣ä♥❣✐❣❡r ❙t❛♥❞❛r❞ ❢ür ❞✐❡ ❉❛t❡♥ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❘❡❝❤❡♥♣r♦③❡ss❡♥ ✐st ❞❛s
▼P■✲Pr♦t♦❦♦❧❧❬✻✶❪✱ ✇❡❧❝❤❡s ❛♠ ❆r❣♦♥♥❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r② ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✇✉r❞❡ ✉♥❞ ✐♥
♠❡❤r❡r❡♥ ♦✛❡♥❡♥ ✉♥❞ ♣r♦♣r✐❡tär❡♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❆♥❜✐❡t❡r ❡r❤ä❧t❧✐❝❤
✐st✳ ❉✐❡s❡s ✇✉r❞❡ ❢ür ❞✐❡ ❋❉❚❉✲■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉✐❡ ❱❡r✲
✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❉✐str✐❜✉t❡❞ ▼❡♠♦r② ❆r❝❤✐t❡❦t✉r st❡❧❧t ❞❛❜❡✐ ❦❡✐♥❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❞❛r✱ ❞❛
❡s ❛✉❝❤ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ♠❡❤r❡r❡ Pr♦③❡ss❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❡❝❤♥❡r ③✉
st❛rt❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❞❛♥♥ ♦❤♥❡ ❩✉t✉♥ ❞❡s ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s♣r♦❣r❛♠♠✐❡r❡rs ❞❡♥ ❣❡♠❡✐♥✲
s❛♠❡♥ ❆r❜❡✐tss♣❡✐❝❤❡r ③✉r ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥✳
■♠ ❋❛❧❧ ❞❡r ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡ ✇✐r❞ ❞❛s ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✈♦❧✉♠❡♥ ✐♥ ♠❡❤r❡r❡ ◗✉❛❞❡r ③❡r✲

❧❡❣t✳ ❉❛ ❞✐❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ♠✐t ✜♥✐t❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ✇✐❡ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✽
❥❡✇❡✐❧s ❛✉❢ rä✉♠❧✐❝❤ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡ ❋❡❧❞❡r ③✉❣r❡✐❢t✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡s❡ ❛♥ ❞❡♥ ●r❡♥③❡♥ ❞❡r ❡✐♥✲
③❡❧♥❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❞♦♠ä♥❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ Pr♦③❡ss❡♥ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❊s ❣✐❜t ♣r✐♥✲
③✐♣✐❡❧❧ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ③✉r ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❆✉st❛✉s❝❤s✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞❛r✐♥
✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❋❡❧❞❡r ✐♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑♥♦t❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ✇❡❧❝❤❡ ✈♦♠
◆❛❝❤❜❛r❦♥♦t❡♥ ❜❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❍✐❡r ✇✐r❞ ❞❛s ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ss❝❤❡♠❛ ❛✉s ❬✻✷❪ ✈❡r✇❡♥✲
❞❡t✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ③✉r Pr♦③❡ss❣r❡♥③❡ ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡r
s♦✇✐❡ ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ●r❡♥③❡ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t✳ ❉❡r ❆✉st❛✉s❝❤♣r♦③❡ss ❞❡r
❘❛♥❞③❡❧❧❡♥ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❡✐♥❡ ❨❡❡✲❩❡❧❧❡ ✈♦r ❞❡r ●r❡♥③❡ ③✇✐s❝❤❡♥
③✇❡✐ ❘❡❝❤❡♥❦♥♦t❡♥ ❣❡❧❡❣❡♥❡ ❊❜❡♥❡ ❛✉s ❋❡❧❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✇✐r❞ ❛♥ ❞❡♥ ◆❛❝❤❜❛r❦♥♦t❡♥
❣❡s❡♥❞❡t✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡s❡ ❣❡♥❛✉ ❛♥ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❡✐♥❢ü❣t✳ ❉✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❧❡t③t❡♥ ✉♥❞
✈♦r❧❡t③t❡♥ ❊❜❡♥❡ ❣❡❧❡❣❡♥❡♥ ❋❡❧❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✈♦♥ ❜❡✐❞❡♥ ❑♥♦t❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣
❜❡r❡❝❤♥❡t✳

✶✺
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Node n Node n+1

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✸✳✿ ❆✉st❛✉s❝❤ ✈♦♥ ❋❡❧❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ♣❛r❛❧❧❡❧❡♥ ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡✳
●❡③❡✐❣t ✐st ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❨❡❡✲❩❡❧❧❡ ❛✉❢ ❜❡✐❞❡♥ ❙❡✐t❡♥ ❡✐♥❡r ✐♥ ❞❡r xz✲❊❜❡♥❡ ✈❡r✲
❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ●r❡♥③❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ●❡❜✐❡t❡♥ ③✇❡✐❡r ❘❡❝❤❡♥❦♥♦t❡♥✳ ❉✐❡ ❣rü♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥
❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ◆❛❝❤❜❛r❦♥♦t❡♥ ❣❡s❡♥❞❡t✱ ❞✐❡ ❣r❛✉ ❞❛r❣❡st❡❧❧✲
t❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❡♠♣❢❛♥❣❡♥✳ ❉✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❣❡s❡♥❞❡t❡♥ ✉♥❞ ❡♠♣❢❛♥❣❡♥❡♥
❋❡❧❞❡r♥ ❣❡❧❡❣❡♥❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❘❡❝❤❡♥❦♥♦t❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳

✷✳✷✳ ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ▼♦❞❡♥ ✐♠ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r

❉❛s ✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❋❉❚❉✲❱❡r❢❛❤r❡♥ st❡❧❧t ❡✐♥❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❣ü❧t✐❣❡♥
❆♥s❛t③ ③✉r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❣❡♦♠❡✲
tr✐❡♥ ❞❛r✳ ❖❢t ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❛❜❡r ❛✉❝❤ s♣❡③✐❛❧✐s✐❡rt❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✜♥❞❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❜❡st✐♠♠❡
●❡♦♠❡tr✐❡♥ ③✉❣❡s❝❤♥✐tt❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❡♥ ❘❡❝❤❡♥❛✉❢✇❛♥❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❡r❤❡❜❧✐❝❤ r❡✲
❞✉③✐❡r❡♥✳ ❊✐♥ ❣r♦ÿ❡r ❚❡✐❧ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ♠✐t ◆❛♥♦❞rä❤t❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❧❛ss❡♥
s✐❝❤✱ ❛❜❣❡s❡❤❡♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥✱ ❛❧s ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞✐❡ ▼❛✲
t❡r✐❛❧❣❡♦♠❡tr✐❡ ❤ä♥❣t ♥✉r ✈♦♥ ❞❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ x ✉♥❞ y✱ ♥✐❝❤t ❛❜❡r ✈♦♥
❞❡r ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ z ❛❜✳ ■♥t❡r❡ss✐❡rt ♠❛♥ s✐❝❤ ♥✉r ❢ür ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡s ❉r❛❤ts ♣r♦♣❛✲
❣✐❡r❡♥❞❡ ❋❡❧❞❡r✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡s❡ ❛❧s ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✈♦♥ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r♠♦❞❡♥ ❬✸✵❪ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥
✇❡r❞❡♥✳

✷✳✷✳✶✳ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ▼♦❞❡♥ ✭❈▼❚✮

■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ P✉❧s❡♥ ✐♥ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r♥ ✉♥t❡r ❞❡r
❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät❡♥ ✉♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧❞✐s♣❡rs✐♦♥❬✻✸✱ ✸✵❪✳ ❲✐r ❜❡❣✐♥♥❡♥ ♠✐t
❞❡♥ ▼❛①✇❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♠ ❋r❡q✉❡♥③❜❡r❡✐❝❤

∇× ~E = iωµ0 ~H ✭✷✳✶✸✮

∇× ~H = −iωε0ε ~E − iω ~P . ✭✷✳✶✹✮

✶✻



✷✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣

❉❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥st❡r♠ ~P s♦❧❧ s♣ät❡r ❜❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s
❛♥③✉❦♦♣♣❡❧♥✱ s♦❧❧ ❛❜❡r ③✉♥ä❝❤st ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ ✭~P = 0✮✳ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❞✐❡
❣❡❢ü❤rt❡♥ ▼♦❞❡♥ ❡✐♥❡s ✐♥ z✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡rs✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠
❋❛❧❧ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ♠♦❞❛❧❡♥ ❋❡❧❞❡r ❛❧s

~E (x, y, z) = ~E±
m (x, y) e±iβmz,

~H (x, y, z) = ~H±
m (x, y) e±iβmz ✭✷✳✶✺✮

♠✐t ❞❡r Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ ±βm ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳
❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦

~γm,n =
(

~E±
n × ~H±∗

m + ~E±∗
m × ~H±

n

)

eiz(±βn∓βm). ✭✷✳✶✻✮

▼✐t ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✷✳✶✸ ✉♥❞ ✷✳✶✹ ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥❞❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥

∇~γm,n = 0. ✭✷✳✶✼✮

■♥t❡❣r✐❡rt ♠❛♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶✼ ü❜❡r ❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✉♥❞ ♥✉t③t ❛✉ÿ❡r❞❡♠
❞❡♥ ❯♠st❛♥❞✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❣❡❢ü❤rt❡♥ ▼♦❞❡♥ ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❦❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡
❘✐❝❤t✉♥❣ ❛❜str❛❤❧❡♥ (∇x,y~γm,n = 0)✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ st❛tt ❞✐❡s❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣

¨

R2

[

~E±
n × ~H±∗

m + ~E±∗
m × ~H±

n

]

z
dxdy i (±βn ∓ βm) e

iz(±βn∓βm) = 0. ✭✷✳✶✽✮

❉❛❜❡✐ st❡❤t ❞❛s ❙✉❜s❦r✐♣t z ❢ür ❞✐❡ z✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❱❡❦t♦rs✳ ❋ür ✉♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ▼♦❞❡♥ m 6= n ♠✉ss ❛❧s♦ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧ ❛✉❢ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ✉♥❞
✇✐r ❡r❤❛❧t❡♥ ❞✐❡ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐tätsr❡❧❛t✐♦♥ ❢ür ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r♠♦❞❡♥

¨

R2

[

~E±
n × ~H±∗

m + ~E±∗
m × ~H±

n

]

z
dxdy = δm,n. ✭✷✳✶✾✮

❆❧s ♥ä❝❤st❡s ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❞❡♥ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡r❡♥ ❋❛❧❧ ~P 6= 0✱ ❞❡r ✉♥s ❞✐❡ ❆♥❦♦♣♣❧✉♥❣
❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ✉♥❞ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡r❧❛✉❜t✳ ■♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❋❛❧❧ ❧ässt
s✐❝❤ ❞❛s ✐♠ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r ♣r♦♣❛❣✐❡r❡♥❞❡ ❋❡❧❞ ❛❧s ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡r ▼♦❞❡♥

~E =
∑

±,m

u±m(z) ~E
±
m ✭✷✳✷✵✮

~H =
∑

±,m

u±m(z) ~H
±
m. ✭✷✳✷✶✮

❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ➘❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ✈♦r❤❡r ✐♠ ❋❛❧❧ ~P = 0 ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❥❡t③t ❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ~γm = ~E×
~H±∗
m e∓iβmz+ ~E±∗

m e∓iβmz× ~H✱ ❞❡r ❛❧s ❇❡✐tr❛❣ ❞❡r ▼♦❞❡m ③✉♠ ❣❡s❛♠t❡♥ P♦②♥t✐♥❣✲❱❡❦t♦r
✈❡rst❛♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❘❡❝❤❡♥s❝❤r✐tt❡
✇✐❡ ③✉✈♦r

∇~γm = iω ~E±∗
m
~Pe∓iβmz. ✭✷✳✷✷✮

✶✼



✷✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣

■♥t❡❣r✐❡r❡♥ ✇✐r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ 2.17 ü❜❡r ❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ x ✉♥❞ y ✱ ❡r❤❛❧t❡♥
✇✐r

¨

R2

∂

∂z

([

~E × ~H±∗
m + ~E±∗

m × ~H
]

z
e∓iβmz

)

dxdy

= iω

¨

R2

(

~E±∗
m
~Pe∓iβmz

)

dxdy. ✭✷✳✷✸✮

❏❡t③t s❡t③❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ▼♦❞❡♥❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❋❡❧❞❡r ✷✳✷✵ ✉♥❞ ✷✳✷✶ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✷✸ ❡✐♥ ✉♥❞
❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐tät ❞❡r ▼♦❞❡♥ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶✾✮

∂

∂z
u±m ∓ iβmu

±
m =

iω

4γmm

¨

R2

(

~E±∗
m
~P
)

dxdy ✭✷✳✷✹✮

♠✐t ❞❡r ❣❡❢ü❤rt❡♥ ▲❡✐st✉♥❣

γmm =
1

4

¨

R2

(

~E±
m × ~H±∗

m + ~E±∗
m × ~Hm

)

z
dxdy. ✭✷✳✷✺✮

❉❛ s✐❝❤ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❊✛❡❦t❡ ✇✐❡ ▲❛s✐♥❣ ✐♠ ❋r❡q✉❡♥③❜❡r❡✐❝❤ s❝❤❧❡❝❤t ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥ ❧❛ss❡♥✱
tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥ ✇✐r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✷✸ ③✉rü❝❦ ✐♥ ❞❡♥ ❩❡✐t❜❡r❡✐❝❤✳ ❯♠ ❋❛❧t✉♥❣st❡r♠❡ ♦❞❡r
❤ö❤❡r❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥✱ ♥❡❤♠❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡
❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t

βm (ω) = β0,m +
1

vm
(ω − ω0)

❞❡r Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ ✈♦♥ ❞❡r ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❋r❡q✉❡♥③ ω ✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ❡✐♥❡r ❢r❡✐ ✇ä❤❧❜❛r❡♥
❚rä❣❡r❢r❡q✉❡♥③ ω0 ❛♥✳ ❉✐❡s ❡r❧❡✐❝❤t❡rt ✉♥s ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥ ❩❡✐t❜❡r❡✐❝❤✳ ❉❛❜❡✐

❣✐❧t β0,m = βm (ω0)✳ 1
vm

=
[

∂βm
∂ω

]

ω0

✐st ❞✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ●r✉♣♣❡♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ω = ω0✳

❉✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❧✐♥❡❛r❡r ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❜❡③✐❡❤t s✐❝❤ ❤✐❡r ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r ❜❡✐
~P = 0✳ ❉✉r❝❤ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ✈❡r✉rs❛❝❤t❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥st❡r♠❡ ❤ö❤❡r❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✇❡r❞❡♥
♥❛❝❤ ✇✐❡ ✈♦r ❦♦rr❡❦t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥❦♦♣♣❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ~P ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❞❡r❡♥
③❡✐t❧✐❝❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
❲✐r ❞❡✜♥✐❡r❡♥ ❛✉ÿ❡r❞❡♠ ❡✐♥❡ P✉❧s❡✐♥❤ü❧❧❡♥❞❡

û (z, t) = u (z, t) eiω0t−iβ0,mz ✭✷✳✷✻✮

❢ür ❞✐❡ ▼♦❞❡♥❛♠♣❧✐t✉❞❡♥ ✉♥❞

~̂P (z, t) = ~P (z, t)eiω0t ✭✷✳✷✼✮

❢ür ❞✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❉❛♠✐t ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❊✐♥❤ü❧❧❡♥❞❡
❞❡r ▼♦❞❡♥❛♠♣❧✐t✉❞❡ û±m

± 1

vm

∂

∂t

(

û±m
)

= − ∂

∂z
û±m +De∓iβ0,mz ✭✷✳✷✽✮

♠✐t ❞❡♠ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥st❡r♠

✶✽



✷✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣

D = −
∂
∂t − iω0

4γmm

¨

R2

(

~E±∗
m
~̂P
)

dxdy. ✭✷✳✷✾✮

❖❢t ✐st ❡s ✇ü♥s❝❤❡♥s✇❡rt✱ ③✉sät③❧✐❝❤ ♥♦❝❤ ❡✐♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ③✉♠ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡s
P✉♠♣❢❡❧❞ ~Epump (~r, t) ❡✐♥③✉❜❛✉❡♥✳ ❉❛♥♥ ❧❛✉t❡t ❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦ ❢ür ❞❛s s❡❧❜st❦♦♥s✐st❡♥t❡
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞

~E(~r, t) =
∑

±,m

û±m(z, t)
~E±
m (x, y) e±iβ0,mze−iω0t ✭✷✳✸✵✮

+ ~Epump (x, y, z, t) .

❉✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ❣❡tr✐❡❜❡♥❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✈❡r✲
ä♥❞❡rt ❞✐❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣s❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ❦♦♣♣❡❧t ❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ✈ö❧❧✐❣ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣
♣r♦♣❛❣✐❡r❡♥❞❡♥ ▼♦❞❡♥❛♠♣❧✐t✉❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣s✇❡✐s❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞❛❤❡r ❛✉❝❤
❛❧s ❈♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❡ ❚❤❡♦r② ✭❈▼❚✮✳

✷✳✷✳✷✳ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥

❉✐❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✷✽ ✐st s❡❤r ❡✐♥❢❛❝❤ ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❢ür ❞✐❡
❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r P✉❧s❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ♦❞❡r ③✉r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür
s♣❡③✐❡❧❧❡ ▼❛t❡r✐❛❧s②st❡♠❡ ❞✐❡♥❡♥✳ ❍✐❡r s♦❧❧ s✐❡ ❥❡❞♦❝❤ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❡♥❛✉s✲
❜r❡✐t✉♥❣ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛③✉ ✐st ❞✐❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥
✉♠❢❛ss❡♥❞❡s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧s ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ s♦ ❞❛ss ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ♥✉✲
♠❡r✐s❝❤ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳ ❋ür ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✷✽
❜✐❡t❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡♥t❧❛♥❣ ✈♦♥ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦❡♥ ❛♥❬✻✹❪✳ ❉❛③✉ ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡
rä✉♠❧✐❝❤❡ ✉♥❞ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣

[

û±m
]i

j
= û±m (i△z, j△t) .

❲ä❤❧t ♠❛♥ ❥❡t③t ❞❡♥ ❩❡✐ts❝❤r✐tt

△t = △z
|v| , ✭✷✳✸✶✮

❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥ s❡❤r ❡✐♥❢❛❝❤❡s ❩❡✐ts❝❤r✐tt✈❡r❢❛❤r❡♥

[

û+m
]i+1

j+1
=
[

û+m
]i

j
+

△t
2
D
i+ 1

2

j+ 1

2

,

[

û−m
]i−1

j+1
=
[

û−m
]i

j
+

△t
2
D
i− 1

2

j+ 1

2

. ✭✷✳✸✷✮

❉❛s ■♥t❡❣r❛❧ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧t❡r♠s D ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✷✾ ❦❛♥♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡❧✐❡✲
❜✐❣❡♥✱ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r❣❡♦♠❡tr✐❡ ❛♥❣❡♣❛sst❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❉✐❡ ❞❛③✉ ♥♦t✲
✇❡♥❞✐❣❡♥ ▼♦❞❡♥♣r♦✜❧❡ ~E±

m (x, y)✱ ~H±
m (x, y) ♠üss❡♥ ❞❛③✉ ✈♦r ❞❡r ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❛♥❛❧②t✐s❝❤ ♦❞❡r ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡s♦❧✈❡rs ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ ❊①tr❡♠✲
❢❛❧❧ ❡✐♥❡s ❡✐♥♠♦❞✐❣❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡rs ✐st ❡s ❛✉❝❤ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t
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❢ür ❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❆✉✢ös✉♥❣ ③✉ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ✉♥❞ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ s♦ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡
●❡♦♠❡tr✐❡ ③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥✳
❇❡r❡❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡ r❡✐♥❡ P✉❧s❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ♦❤♥❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐♥t❡r❛❦t✐♦♥✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛✉t♦✲

♠❛t✐s❝❤ ♦✛❡♥❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳ ❙♦❜❛❧❞ ❡✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧s②st❡♠ ❛♥❣❡❦♦♣♣❡❧t ✇✐r❞✱ ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ❡✐♥❡ s❝❤✇❛❝❤❡ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät✱ ❞✐❡ ❣❡♥❛✉ ❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ●r❡♥③❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❘❡✲
❣✐♦♥❡♥ ♠✐t ✉♥❞ ♦❤♥❡ ❛♥❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧s②st❡♠ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❋ür ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥
◆❛♥♦❞r❛❤t❧❛s❡r♥ ✐st ❡s ❥❡❞♦❝❤ ♦❤♥❡❤✐♥ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✱ ❞✐❡ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ❞❡r ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥
♠✐t ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉r ❘❡✢❡❦t✐♦♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ❡❜❡♥❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❦❛♥♥
❜❡✐ ❞❡r ❘❡✢❡❦t✐♦♥ ✈♦♥ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r♠♦❞❡♥ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❞✐r❡❦t❡ ▼♦❞❡♥♠✐s❝❤✉♥❣ ❛✉❢tr❡t❡♥✳
❯♠ ❡✐♥❡ r❡✢❡❦t✐❡r❡♥❞❡ ❊♥❞❢❛❝❡tt❡ ③✉ ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥✱ ✇✐r❞ ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ ❘❡✢❡❦t✐✈✐täts♠❛✲
tr✐① Rmn ❜❡st✐♠♠t✱ ❞✐❡ ❛♥❣✐❜t ✇✐❡ st❛r❦ ❞✐❡ ▼♦❞❡ n ✐♥ ❞✐❡ ▼♦❞❡ m r❡✢❡❦t✐❡rt ✇✐r❞✳
❉❛③✉ ❦❛♥♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❛s ❋❉❚❉✲❱❡r❢❛❤r❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥❬✻✺❪✳ ❉✐❡s❡ ✇✐r❞ ❞❛♥♥
✐♥ ❞❡r ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ r❡✢❡❦t✐❡rt❡♥ ❆♠♣❧✐t✉✲
❞❡♥ ❡✐♥③✉❢ü❣❡♥✳ ❲❡r❞❡♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✷✳✸✶ ❛✉❢ ❞❡♥ ❞✐s❦r❡t❡♥ ■♥❞✐③❡s i ∈ [0, Nz − 1]
❛✉s❣❡✇❡rt❡t✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ r❡✢❡❦t✐❡rt❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥ ❛♠ ❘❛♥❞

[

û−m
]Nz

j
=
∑

n

Rmn
[

û+n
]Nz−1

j

[

û+m
]−1

j
=
∑

n

Rmn
[

û−n
]0

j
. ✭✷✳✸✸✮
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✸✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r

▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣

❉✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐❞♠❡t s✐❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♥
✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥✳ ■♠ ❡rst❡♥ ❚❡✐❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ r❡s♦♥❛♥t❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✈♦♥ ▲✐❝❤t
♠✐t ❞❡♠ ❞✐r❡❦t❡♥ ❇❛♥❞ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❤✐❡r ✈❡r✇❡♥✲
❞❡t❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲
◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡✐❧ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ♥✐❝❤t✲r❡s♦♥❛♥t❡♥ ✉♥❞
♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✈♦♥ ▲✐❝❤t ♠✐t ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ü❜❡r ▼✉❧t✐♣❤♦t♦✲
♥❡♥♣r♦③❡ss❡ ✉♥❞ ❜✐❧❞❡t s♦♠✐t ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❢ür ❞✐❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❇✐❧❞✉♥❣ s❡❧❜st♦r✲
❣❛♥✐s✐❡rt❡r ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❜❡✐ ❞❡r P❤♦t♦✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ✐♥ ◗✉❛rt③❣❧❛s✳

✸✳✶✳ ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♠ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r

✸✳✶✳✶✳ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❍✐❡r s♦❧❧ ❞✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣
❡✐♥❡s ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ▲✐❝❤t❢❡❧❞❡s ♠✐t q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐♠ ❍❛❧❜✲
❧❡✐t❡r ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▲❛✲
❞✉♥❣strä❣❡r♥ ✐♥ ❞❡r ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳ ❉✐❡ s♦ ❣❡✇♦♥♥❡♥❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥✲
❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥❬✷✻✱ ✷✼❪ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❲✐r ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥ ✉♥s ❢ür
❞✐❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❛✉❢ ❥❡ ❡✐♥ ❡✐♥③❡❧♥❡s ❱❛❧❡♥③✲ ✉♥❞ ▲❡✐t✉♥❣s❜❛♥❞✳ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐♠
❱❛❧❡♥③✲ ✉♥❞ ▲❡✐t✉♥❣s❜❛♥❞ ♠✐t ❞❡♠ ❇❧♦❝❤✇❡❧❧❡♥✈❡❦t♦r ~k ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❢❡r♠✐♦♥✐s❝❤❡♥
❊r③❡✉❣❡r✲ ✉♥❞ ❱❡r♥✐❝❤t❡r♦♣❡r❛t♦r❡♥ c†

v,~k
, c
v,~k

❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ c†
c,~k
, c
c,~k

♠✐t ❞❡♥ ❆♥t✐❦♦♠✲

♠✉t❛t♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ {c†
v,~k
, c
v,~k

} = {c†
c,~k
, c
c,~k

} = δ
(

~k,~k′
)

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❊r③❡✉❣❡r✲ ✉♥❞

❱❡r♥✐❝❤t❡r♦♣❡r❛t♦r❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❇ä♥❞❡r ✈❡rt❛✉s❝❤❡♥ ♠✐t ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥❞❡♠ ❆♥t✐✲
❦♦♠♠✉t❛t♦r✳

✸✳✶✳✶✳✶✳ ❍❛♠✐❧t♦♥♦♣❡r❛t♦r ❢ür ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♠ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r

❉❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢ür ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♠ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r s❡t③t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❦✐✲
♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ◗✉❛s✐t❡✐❧❝❤❡♥ He✱ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ He−f ✉♥❞
❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ HC ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ◗✉❛s✐t❡✐❧❝❤❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥

H =He +He−f +HC . ✭✸✳✶✮
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✸✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣

❉✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❡♥❡r❣✐❡ ❤❛t ❞✐❡ ❜❡❦❛♥♥t❡ ❋♦r♠

He =
∑

~k

(

εc,kc
†

c,~k
c
c,~k

− εv,kc
†

v,~k
c
v,~k

)

. ✭✸✳✷✮

❉❡r ■♥❞❡① ~k s♦❧❧ ❞❛❜❡✐ st❡ts ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❙✉♠♠❛t✐♦♥ ü❜❡r ❙♣✐♥✲❩✉stä♥❞❡ ❜❡✐♥❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡
▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉✐♣♦❧♥ä❤❡r✉♥❣

He−f =
∑

~k

− ~dk ~E
(

c
†

c,~k
c
v,~k

+ c
c,~k
c
†

v,~k

)

✭✸✳✸✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❍✐❡r ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ s❡♠✐❦❧❛ss✐s❝❤❡ ◆ä❤❡r✉♥❣✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡
❋❡❧❞ ❦❧❛ss✐s❝❤ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✉♥❞ ♥✉r ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧s②st❡♠ q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❜❡❤❛♥❞❡❧t
✇✐r❞✳ ❊✐♥❡ ✈♦❧❧ q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❊rs❡t③❡♥ ❦❧❛ss✐s❝❤❡r
❋❡❧❞❡r ❞✉r❝❤ ❋❡❧❞♦♣❡r❛t♦r❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ s❡♠✐❦❧❛ss✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▲✐❝❤ts ✈❡r③✐❝❤✲
t❡t ♠❛♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♥✐❝❤t❦❧❛ss✐s❝❤❡r ❩✉stä♥❞❡ ❞❡s ▲✐❝❤ts s♦✇✐❡
❞❡r s♣♦♥t❛♥❡♥ ❊♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡t③t❡r❡ ❦❛♥♥ ❥❡❞♦❝❤ ♥❛❝❤trä❣❧✐❝❤ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤ ❡✐♥❣❡❜❛✉t
✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ❉✐♣♦❧♥ä❤❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ✐♥♥❡r✲
❤❛❧❜ ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❦♦♥st❛♥t ✐st✳ ❉❛ ❜❡✐♠ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✐♥ ❡✐♥ ❤ö❤❡r❡s
❇❛♥❞ ❦❡✐♥ ♥❡♥♥❡♥s✇❡rt❡r ■♠♣✉❧s ✈♦♠ ▲✐❝❤t ❛♥ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ü❜❡r❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ✐st ❞✐❡
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❧♦❦❛❧✳
❩✉r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡s ❈♦✉❧♦♠❜✲❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❜❡❣✐♥♥❡♥ ✇✐r ♠✐t ❞❡♠ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❍❛♠✐❧✲

t♦♥✐❛♥ ❢ür ♣❛❛r✇❡✐s❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♠ ❖rtsr❛✉♠

HC =

ˆ

R3

ˆ

R3

ρ (~r1) ρ (~r2)V (~r1 − ~r2) d~r1d~r2. ✭✸✳✹✮

❉❛s ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❛t ✐♥ ✉♥s❡r❡♠ ❋❛❧❧ ❞✐❡ ❋♦r♠

V (~r1 − ~r2) =
e2

4πεε0

1

|~r1 − ~r2|
. ✭✸✳✺✮

■♥ ③✇❡✐t❡r ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ◆♦r♠❛❧♦r❞♥✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡s

HC =

ˆ

R3

ˆ

R3

Ψ
† (~r1)Ψ

† (~r2)V (~r1 − ~r2)Ψ (~r1)Ψ (~r2) d~r1d~r2. ✭✸✳✻✮

❉❛❜❡✐ s✐♥❞ Ψ
† (~r) ✉♥❞ Ψ (~r′) ❞✐❡ ❋❡❧❞♦♣❡r❛t♦r❡♥ ❢ür ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❣❡♠äÿ ❞❡r ❆♥✲

t✐❦♦♠♠✉t❛t♦rr❡❧❛t✐♦♥ {Ψ (~r) ,Ψ (~r′)†} = δ (~r, ~r′) ✈❡rt❛✉s❝❤❡♥✳
❲✐r ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❥❡t③t ❞✐❡ ❇❧♦❝❤✇❡❧❧❡♥❜❛s✐s ❢ür ❞✐❡ ❋❡❧❞♦♣❡r❛t♦r❡♥

Ψ (~r) =
∑

~k,λ∈{c,v}

c
λ~k
ei
~k~ruλ (~r) . ✭✸✳✼✮

❉❛❜❡✐ st❡❤t ❞❡r ■♥❞❡① λ ∈ {c, v} ❢ür ❞❛s ▲❡✐t✉♥❣s✲ ♦❞❡r ❱❛❧❡♥③❜❛♥❞✳ ❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ uλ
st❡❧❧t ❞❡♥ ❣✐tt❡r♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ❇❧♦❝❤✲❋❛❦t♦r ③✉♠ ❇❛♥❞ λ ❞❛r✳

✷✷



✸✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣

❋ür ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❜❛s✐s

V (~r1 − ~r2) =
1

V

∑

~q

Ṽ~qe
i~q(~r1−~r2) ✭✸✳✽✮

❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ~r = ~r1−~r2 ♠✐t ❞❡♠ ❋♦✉r✐❡r✲❚r❛♥s❢♦r♠✐❡rt❡♥ ❈♦✉❧♦♠❜✲
P♦t❡♥t✐❛❧ Ṽ~q =

e2

εε0
1
q2

✉♥❞ ❡r❤❛❧t❡♥

HC =
1

V

ˆ

R3

ˆ

R3

d~r1d~r2
∑

~k1−~k4,λ1−λ4,~q

Ṽ~q

ei(
~k3−~k1)~r1ei(

~k4−~k2)~r2ei~q~r1e−i~q~r2

u∗λ1 (~r1)u
∗
λ2 (~r2)uλ3 (~r1)uλ4 (~r2)

c
†

λa, ~k1
c
†

λ2,~k2
c
λ3,~k3

c
λ4,~k4

. ✭✸✳✾✮

❲✐r ✐♥t❡❣r✐❡r❡♥ ✐♠ ❖rtsr❛✉♠ ③✉♥ä❝❤st ü❜❡r ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡♥✳ ❯♥t❡r ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss
❞✐❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❦♦♥st❛♥t s✐♥❞✱ ❡r❤❛❧t❡♥
✇✐r ❞❛❜❡✐ ❑r♦♥❡❝❦❡r✲❉❡❧t❛s ✐♠ ❇❛♥❞✐♥❞❡①✳ ❉❛♥❛❝❤ ❢ü❤r❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛❧❡ ü❜❡r ❞✐❡
❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❛✉s✳ ❲✐r ❡r❤❛❧t❡♥

HC =
1

V

∑

~k1−~k4,λ1−λ4,~q

Ṽ~qδλ1,λ3δλ2,λ4δ~k3−~k1,~qδ~k4−~k2,−~qc
†

λ1,~k1
c
†

λ2,~k2
c
λ3,~k3

c
λ4,~k4

✭✸✳✶✵✮

✉♥❞ ❞❛♠✐t

HC =
1

V

∑

~k,~k′,λ1,λ2,~q

Ṽ~qc
†

λ1,~k
c
†

λ2,~k′
c
λ1,~k+~q

c
λ2,~k′−~q

. ✭✸✳✶✶✮

❉✐❡ ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡r❧❛✉❜t ❛❧s♦ ❞❡♥ ❆✉st❛✉s❝❤ ❡✐♥❡s ■♠♣✉❧s❡s ~q ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐
❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❇❛♥❞ ✭λ1 = λ2✮ ♦❞❡r ③✇✐s❝❤❡♥ ▲❡✐t✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❱❛❧❡♥③❜❛♥❞ ✭λ1 6=
λ2✮✳ ❙♦❧❛♥❣❡ ✇✐r ♥✐❝❤t ✐♥ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥✲▲♦❝❤✲❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✇❡❝❤s❡❧♥✱ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❧❡❞✐❣❧✐❝❤
♥❡❣❛t✐✈ ❣❡❧❛❞❡♥❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❇ä♥❞❡r♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣
✐st r❡✐♥ ❛❜st♦ÿ❡♥❞✳

✸✳✶✳✶✳✷✳ ▼❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥ ✉♥❞ ✐❤r❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❋ür ❡✐♥❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❙②st❡♠s s✐♥❞ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞✐❡ ♠❡ss❜❛r❡♥ ●röÿ❡♥ ❞❡r ◗✉❛s✐t❡✐❧✲
❝❤❡♥❞✐❝❤t❡♥ n

c,~k
=< c†

c,~k
c
c,~k

> ✉♥❞ n
v,~k

=< c†
v,~k
c
v,~k

>✉♥❞ ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦✲

♥❡♥ ψ~k =< c
†

v,~k
c
c,~k

> ✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡✳ ❱♦r ❛❧❧❡♠ ❞✐❡ ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥❡♥ s✐♥❞

❢ür ❞✐❡ ❘ü❝❦❦♦♣♣❧✉♥❣ ❛♥ ❞❛s ❦❧❛ss✐s❝❤❡ ❡❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ü❜❡r ❞✐❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡
P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥

~P =
1

V
2ℜ





∑

~k

~d~kψ~k



 ✭✸✳✶✷✮

✷✸



✸✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣

r❡❧❡✈❛♥t✳ ❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt❡ ❦ö♥♥❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲
s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ d

dt < O >= i
~
< [H,O] > ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥✲

❞✐❝❤t❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

~
d

dt
n
c,~k

= 2ℑ
(

d∗kE
∗ψ~k
)

− 2

V

∑

~k′,~q

Ṽ~qℑ
(

< c†
c,~k
c
†

c,~k′
c
c,~k+~q

c
c,~k′−~q

> + < c†
c,~k
c
†

v,~k′
c
c,~k+~q

c
v,~k′−~q

>
)

✭✸✳✶✸✮

✉♥❞

~
d

dt
n
v,~k

= 0 + 2ℑ
(

d∗kE
∗ψ~k
)

− 2

V

∑

~k′,~q

Ṽ~qℑ
(

< c†
v,~k
c
†

v,~k′
c
v,~k+~q

c
v,~k′−~q

> + < c†
v,~k
c
†

c,~k′
c
v,~k+~q

c
c,~k′−~q

>
)

, ✭✸✳✶✹✮

✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❞r❡✐ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❞❡♠ ❇❡✐tr❛❣ ❛✉s ❞❡♠ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥✱ ❞❡♠❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s✲
✉♥❞ ❞❡♠ ❈♦✉❧♦♠❜t❡r♠ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

i~
d

dt
ψ~k = (εc,k + εv,k)ψ~k −

(

1− n
c,~k

− n
v,~k

)

~d ~E

+
1

V

∑

~k′,~q

Ṽ~q

(

< c†
v,~k
c
†

c,~k′
c
c,~k+~q

c
c,~k′−~q

> + < c†
v,~k−~q

c
†

c,~k′+~q
c
c,~k′
c
c,~k
>
)

+
1

V

∑

~k′,~q

Ṽ~q

(

< c†
v,~k
c
†

v,~k′
c
c,~k+~q

c
v,~k′−~q

> + < c†
v,~k−~q

c
†

v,~k′+~q
c
v,~k′
c
c,~k
>
)

. ✭✸✳✶✺✮

✸✳✶✳✶✳✸✳ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ◆ä❤❡r✉♥❣

❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✸✳✶✸✱ ✸✳✶✹ ✉♥❞ ✸✳✶✺ ❢ür ❞✐❡ ❢ür ✉♥s ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡♥ ●röÿ❡♥ ❦♦♣✲
♣❡❧♥ ♦✛❡♥❜❛r ❛♥ ❞✐❡ ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt❡ ❤ö❤❡r❡r ❖♣❡r❛t♦r♣r♦❞✉❦t❡✳ ❋ür ❞✐❡s❡ ♠üsst❡ ♠❛♥
♥✉♥ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶ s❦✐③③✐❡rt ✇❡✐t❡r❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢st❡❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ❛❜❡r
❞❛♥♥ ❛♥ ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt❡ ♥♦❝❤ ❤ö❤❡r❡r ❖♣❡r❛t♦r♣r♦❞✉❦t❡ ❦♦♣♣❡❧♥✳ ❉✐❡ s♦ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡
❍✐❡r❛r❝❤✐❡ ❛✉s ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♠✉ss ❛✉❢ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ ❛❜❣❡s❝❤♥✐tt❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❉✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ◆ä❤❡r✉♥❣✱ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜❡✛❡❦t❡ ♥♦❝❤ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✐st
❞✐❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✲◆ä❤❡r✉♥❣✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❥❡❞❡r ❱✐❡r❡r✲❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt ❛✉s ❊r③❡✉❣❡r✲ ✉♥❞
❱❡r♥✐❝❤t❡r♦♣❡r❛t♦r❡♥< c

†

λ1,~k1
c
†

λ2,~k2
c
λ3,~k3

c
λ4,~k4

> ✐♥ ❡✐♥❡ ❙✉♠♠❡ ✈♦♥ Pr♦❞✉❦t❡♥ ❛✉s ❥❡✲

✇❡✐❧s ③✇❡✐ ❩✇❡✐❡r✲❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt❡♥ δ~ki,~kj < c
†

λi,~ki
c
λj ,~kj

> δ~kk,~kl
< c†

λk,~kk
c
λl,~kl

> ③❡r❧❡❣t✳

❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❛❧❧❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ✈♦r❦♦♠♠❡♥❞❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱ ❞✐❡ ③✉
Pr♦❞✉❦t❡♥ ❛✉s ◗✉❛s✐t❡✐❧❝❤❡♥❞✐❝❤t❡♥ ✉♥❞✴♦❞❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥❡♥ ❢ü❤r❡♥✳ ❇❡✐ ❯♠♦r❞♥✉♥❣
❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥r❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ♠üss❡♥ ③✉❞❡♠ ❞✐❡ ❱❡rt❛✉s❝❤✉♥❣sr❡❣❡❧♥ ❢ür ❞✐❡
❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❡✐♥❣❡❤❛❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❆♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r

< c†
c,~k
c
†

c,~k′
c
c,~k+~q

c
c,~k′−~q

>→ − < c†
c,~k
c
c,~k+~q

>< c†
c,~k′
c
c,~k′−~q

> δ~q,0 ✭✸✳✶✻✮

+ < c†
c,~k
c
c,~k′−~q

>< c†
c,~k′
c
c,~k+~q

> δ
~q,~k′−~k

. ✭✸✳✶✼✮

✷✹



✸✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣

❉❡r ❡rst❡ ❚❡r♠ ❧✐❡❢❡rt ❞❛❜❡✐ ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ❢ür ~q = 0✳ ❉❡r ❇❡✐tr❛❣ ❞✐❡s❡s ❚❡r♠s ③✉
❞❡♥ ❙✉♠♠❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐st ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❦❧❡✐♥✳ ❱❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❡♥ ✇✐r
❞✐❡s❡♥✱ ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r ❢ür ✉♥s❡r❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧t❡r♠

< c†
c,~k
c
†

c,~k′
c
c,~k+~q

c
c,~k′−~q

>→ n
c,~k
n
c,~k′
δ
~q,~k′−~k

. ✭✸✳✶✽✮

❉✐❡ ♦❜❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣
~q = ~k′ − ~k ✭✸✳✶✾✮

❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡♥ ❤✐❡r ✈♦r❦♦♠♠❡♥❞❡♥ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❛✉s ~k✲■♥❞✐③❡s ❛✉❝❤ ❢ür ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥
❚❡r♠❡✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡ ❙✉♠♠❛t✐♦♥ ü❜❡r ~q ✐♥ ❞❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡♥t❢ä❧❧t✳

✸✳✶✳✶✳✹✳ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✐♥s ❊❧❡❦tr♦♥✲▲♦❝❤ ❇✐❧❞

❲✐❡ ✐♥ ❞❡r ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♣❤②s✐❦ ü❜❧✐❝❤✱ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ✐♠ ❲❡✐t❡r❡♥ ❞❛s ❊❧❡❦tr♦♥✲▲♦❝❤ ❇✐❧❞ ✈❡r✲
✇❡♥❞❡♥✳ ❉❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ❡r❢♦❧❣t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊rs❡t③✉♥❣❡♥

e~k = cc,~k, e
†
~k
= c†~k

h~k = c
†

v,−~k
, h†

~k
= c

v,−~k

n
e,~k

= n
c~,k
, n

h,−~k
=
(

1− n
v,~k

)

. ✭✸✳✷✵✮

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❊rs❡t③✉♥❣ ❞❡r ❱❛❧❡♥③❜❛♥❞❡❧❡❦tr♦♥❡♥♦♣❡r❛t♦r❡♥ ❞✉r❝❤ ▲ö❝❤❡r♦♣❡r❛t♦r❡♥ ✐♠
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣st❡r♠ ✸✳✶✶ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥ ③✉sät③❧✐❝❤❡r ❚❡r♠ ✐♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ▲ö❝❤❡r

εh,k = −εv,k +
∑

~k′

Ṽ~k′ . ✭✸✳✷✶✮

❉❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡r♠ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❣❡❢ü❧❧t❡♥ ❱❛❧❡♥③❜❛♥❞❡s ✉♥❞ ✐st ✐♥ ❞❡r ❛✉s ❞❡r
❇❛♥❞str✉❦t✉r ❣❡✇♦♥♥❡♥❡♥ ▲ö❝❤❡r❡♥❡r❣✐❡ ❜❡r❡✐ts ❡♥t❤❛❧t❡♥✳

✸✳✶✳✶✳✺✳ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❉❛♠✐t ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛❧s ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥

i~
d

dt
ψ~k =

(

1− n
e,~k

− n
h,~k

)

Ω~k

+
(

ε̃
e,~k

+ ε̃
h,~k

)

ψ~k ✭✸✳✷✷✮

♠✐t ❞❡r r❡♥♦r♠✐❡rt❡♥ ❘❛❜✐❢r❡q✉❡♥③

Ω~k =
~d~k
~E +

1

V

∑

~k′

Ṽ~k,~k′ψ~k′ , ✭✸✳✷✸✮

✉♥❞ ❞❡♥ r❡♥♦r♠✐❡rt❡♥ ◗✉❛s✐t❡✐❧❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡❡♥

ε̃
e/h,~k

= εe/h,k, −
1

V

∑

~k′

Ṽ~k,~k′

(

n
e,~k′

+ n
h,~k′

)

. ✭✸✳✷✹✮

✷✺



✸✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✳✿ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❍❛❧❜❧❡✐t❡rs ♠✐t ❞✐r❡❦t❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐✲
❣✉♥❣ ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♥ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ◆ä❤❡r✉♥❣ ✭❜❧❛✉✮ ✉♥❞ ❜❡r❡❝❤♥❡t ♦❤♥❡
❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✭❢r❡✐❡ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r✱ r♦t✮✳ ❉✐❡ ❙❦✐③③❡ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡
❜❡✐ ❞❡r ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ▼❡❤rt❡✐❧❝❤❡♥s②st❡♠❡✳

❋ür ❞✐❡ ❇❡s❡t③✉♥❣s③❛❤❧❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r

d

dt
n
e/h,~k

= −2

~
ℑ
(

Ω~kψ
∗
~k

)

. ✭✸✳✷✺✮

❉✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❢ü❤rt ♦✛❡♥❜❛r ❞❛③✉✱
❞❛ss ❞✐❡ ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt❡ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ~k✲❲❡rt❡ ❣❡❦♦♣♣❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ s♦ ❡♥tst❛♥❞❡♥
❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡
❘❡s♣♦♥s❡ ❡✐♥❡s s♦❧❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❜❧❛✉❡ ❑✉r✈❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶ ❞❛r❣❡✲
st❡❧❧t✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡♥t❤ä❧t s✐❡ ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡
❘❡s♦♥❛♥③❡♥ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡r❤ö❤t❡ ❆❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡✳ ❇❡✐ ❲❡❣❧❛ss❡♥ ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡r❤ä❧t
♠❛♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✉♥❣❡❦♦♣♣❡❧t❡ ❩✇❡✐♥✐✈❡❛✉s②st❡♠❡✱ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
❞❡r ❆t♦♠♣❤②s✐❦ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ❡✐♥❡s ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠s ♦❤♥❡
❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶ ✐♥ r♦t ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r❦r✐st❛❧❧ st❡✐❣t s✐❡ ❛❜ ❞❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ✇✉r③❡❧❢ör♠✐❣ ❛♥✳

✸✳✶✳✶✳✻✳ ❲✐♥❦❡❧❣❡♠✐tt❡❧t❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❊✐♥❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❇❛s✐s ❞❡r ❇❧♦❝❤✈❡❦t♦r❡♥ ♠✐t
❘✐❝❤t✉♥❣s❛✉✢ös✉♥❣ ✐st ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❡①tr❡♠ ③❡✐t❛✉❢✇ä♥❞✐❣✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ ✐st ❡s ✇ü♥s❝❤❡♥s✲
✇❡rt✱ ü❜❡r ❞❡♥ ❘❛✉♠✇✐♥❦❡❧ ❣❡♠✐tt❡❧t❡ ●röÿ❡♥ ψk✱ ne,k ✉♥❞ nh,k ③✉ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✱ ❞✐❡
❞❛♥♥ ♥✉r ♥♦❝❤ ✈♦♠ ❇❡tr❛❣ ❞❡s ❇❧♦❝❤✈❡❦t♦rs ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦ö♥♥❡♥ ♥✉r ♥♦❝❤ ❞✐❡
❙✲❖r❜✐t❛❧❡ ❞❡s ❊①③✐t♦♥s ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ✐st ❥❡❞♦❝❤ ✉♥♣r♦❜❧❡♠❛✲
t✐s❝❤✱ ❞❛ ❜❡✐ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ♠✐t s✐❝❤t❜❛r❡♠ ▲✐❝❤t ♦❤♥❡❤✐♥ ♥✉r ❞✐❡ ❙✲❖r❜✐t❛❧❡ ❡✐♥❡♥ s✐❣♥✐✜✲

✷✻



✸✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣

❦❛♥t❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ❧❡✐st❡♥✳ ❙✉♠♠❡♥ ü❜❡r ❩✉stä♥❞❡ 1
V

∑

~k
✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ③✉ 1

V

∑

~k
≈
´

D (k) dk

♠✐t ❞❡r ❩✉st❛♥❞s❞✐❝❤t❡ D(k)✳ ■♠ ✸❉✲❙②st❡♠ ❣✐❧t D(k) =
(

k
π

)2
✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ❞✐❡ ❙✉♠♠❛t✐♦♥

ü❜❡r ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙♣✐♥✲❩✉stä♥❞❡ ♠✐t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳
❙♦ ❦ö♥♥❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❈♦✉❧♦♠❜✲❙✉♠♠❡♥ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ✇❡r❞❡♥

1

V

∑

~k′

V
(

|~k − ~k′|
)

f
(

~k′
)

≈ 1

(2π)3

ˆ ∞

0

ˆ 2π

0

ˆ π

0
dk′dϕdΘ

Ṽ
(

~k2 + ~k′2 − 2~k~k′ cos (Θ)
)

f
(

k′
)

k′2 sin (Θ)

=

ˆ ∞

0
f
(

k′
)

Vk,k′dk
′ ✭✸✳✷✻✮

♠✐t ❞❡♠ ✇✐♥❦❡❧❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧

Vk,k′ =
e2

(2π)2 εε0

k′

k
ln

( |k + k′|
|k − k′|

)

. ✭✸✳✷✼✮

✸✳✶✳✷✳ P❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❤ö❤❡r❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥

Pr✐♥③✐♣✐❡❧❧ ✈❡r❢ü❣❡♥ ✇✐r ❥❡t③t ü❜❡r ❡✐♥❡ ❦♦♠♣❧❡tt❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❍❛❧❜❧❡✐t❡rü❜❡r❣❛♥❣s
✐♥ ❞❡r ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✲◆ä❤❡r✉♥❣✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞✐r❡❦t ✐♥ ❡✐♥❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣
✉♠s❡t③❡♥ ❧✐❡ÿ❡✳ ❉✉r❝❤ ❞❛s ❆❜s❝❤♥❡✐❞❡♥ ❤ö❤❡r❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❡✐♥✐❣❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❊✛❡❦t❡ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t✳ ❉❛③✉ ③ä❤❧❡♥ ✈♦r ❛❧❧❡♠
❞✐❡ ❚❤❡r♠❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ◗✉❛s✐t❡✐❧❝❤❡♥ ü❜❡r ❈♦✉❧♦♠❜str❡✉♣r♦③❡ss❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❜s❝❤✐r♠✉♥❣
❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜❦r❛❢t ❜❡✐ ❤♦❤❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡✳

✸✳✶✳✷✳✶✳ ❈♦✉❧♦♠❜str❡✉✉♥❣

❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ♠❛♥ ❜❡✐ ❞❡r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ♥✉r ❊r✇❛rt✉♥❣s✲
✇❡rt❡ ❛✉s P❛❛r❡♥ ✈♦♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❚❡r♠❡ ❛✉s ❥❡✇❡✐❧s ✈✐❡r ❊r③❡✉❣❡r✲ ✉♥❞ ❱❡r✲
♥✐❝❤t❡r♦♣❡r❛t♦r❡♥✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❙tr❡✉♣r♦③❡ss❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✉♥❞ ▲ö❝❤❡r♥✳ ❲ä❤r❡♥❞
❞✐❡s❡ ❜❡✐ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ♦❤♥❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❆✉✢ös✉♥❣ ♥♦❝❤ ✈♦❧❧ q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ♦❞❡r ❛✉❢
❇❛s✐s ❞❡r ❇♦❧t③♠❛♥♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✐st ❞✐❡s ❜❡✐ ❞❡r ❑♦♣♣❧✉♥❣
❛♥ ❞✐❡ ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠ rä✉♠❧✐❝❤ ❛✉❢❣❡❧öst❡♥ ❙②st❡♠ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❤❛♥❞❤❛❜❜❛r✳
❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡♥ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡♥ ❙tr❡✉♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ❢ü❤rt ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛❜❡r ③✉
❡✐♥❡r ❚❤❡r♠❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r✳ ■♠ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♥❡❤♠❡♥ ❞✐❡s❡
❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❋❡r♠✐✈❡rt❡✐❧✉♥❣

nf,e/h,k =

(

1 + e

εkin,e/h,k,−µe/h
kBTe/h

+1

)−1

✭✸✳✷✽✮

♠✐t ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r Te/h ❛♥✳

✷✼



✸✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣

✸✳✶✳✷✳✶✳✶✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s③❡✐t♥ä❤❡r✉♥❣ ❉✐❡ ❦♦♥③❡♣t✐♦♥❡❧❧ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞✐❡ ❚❤❡r✲
♠❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ✉♠③✉s❡t③❡♥ ✐st ❞✐❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡r ❇❡s❡t③✉♥❣s③❛❤❧❡♥ ❣❡❣❡♥ ❡✐♥❡ ❋❡r♠✐✈❡r✲
t❡✐❧✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r❞✐❝❤t❡✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ③✉sät③❧✐❝❤❡♥
❚❡r♠

[

d

dt
ne/h,k

]

relax

= γf,e/h
(

nf,e/h,k − ne/h,k
)

✭✸✳✷✾✮

✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✺✳ ❉❛❜❡✐ ❜❡s❝❤r❡✐❜t γf,e/h ❞✐❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥sr❛t❡✳ ❉❛s ❝❤❡♠✐✲
s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ µe/h ♠✉ss ❞❛❜❡✐ s♦ ❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❡s❛♠t❧❛❞✉♥❣strä❣❡r❞✐❝❤✲

t❡ Ne/h =
´ (

k
π

)2
ne/h,kdk ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜t✳ ▼❡✐st ✇❡r❞❡♥ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❚❤❡r♠❛❧✐s✐❡r✉♥❣

❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ✈♦♥ P❤♦♥❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❚❤❡r♠❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❈♦✉❧♦♠❜str❡✉✉♥❣
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ♥✐❝❤t✲❡♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t❡♥❞❡♥ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s♣r♦③❡ss ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❆❧s
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❋❡r♠✐✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ●✐tt❡rt❡♠♣❡r❛t✉r Tlat
❛♥❣❡s❡t③t✳ ❆❧s ❯♥❜❡❦❛♥♥t❡ ✈❡r❜❧❡✐❜t ❞❛♥♥ ❞❡r ❦♦rr❡❦t❡ ❲❡rt ❢ür ❞❛s ❝❤❡♠✐s❝❤❡ P♦t❡♥✲
t✐❛❧✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r❞✐❝❤t❡ ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜t✳ ❉❛ ❢ür T > 0K ❦❡✐♥❡ ❛♥❛❧②✲
t✐s❝❤❡ ❋♦r♠❡❧ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧s ❡①✐st✐❡rt✱ ♠✉ss ❞✐❡s❡s ♥✉♠❡✲
r✐s❝❤✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ■♥t❡r✈❛❧❧❤❛❧❜✐❡r✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❙♦❧❧ ❞✐❡
❈♦✉❧♦♠❜str❡✉✉♥❣ ❣❡s♦♥❞❡rt ✈♦♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s♣r♦③❡ss❡♥ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✱ ♠✉ss
❤✐♥❣❡❣❡♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❡♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t❡♥❞❡♥ Pr♦✲
③❡ss ❤❛♥❞❡❧t✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ③✉♠ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ♠✉ss ❛❧s♦ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r Te/h
❞❡r ❋❡r♠✐✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ♠✉ss ❞✐❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ ❞❡r ◗✉❛s✐t❡✐❧❝❤❡♥
Ee/h =

´∞
0

(

k
π

)2
ne/h,kεkin,e/h,kdk ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥✳

✸✳✶✳✷✳✶✳✷✳ ❙♣r✉♥❣t❡r♠❡ ❯♠ ❞✐❡ ♦❜❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s③❡✐t♥ä❤❡r✉♥❣ ✉♠③✉s❡t✲
③❡♥✱ ♠üss❡♥ ❞❛s ❝❤❡♠✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ✉♥❞ ✐♠ ❋❛❧❧❡ ❡✐♥❡r r❡✐♥ ❡♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t❡♥❞❡♥ ❚❤❡r✲
♠❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ st❡ts ❜❡❦❛♥♥t s❡✐♥✳ ❉✐❡
❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧s ❜❡✐ ❢❡st❣❡s❡t③t❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✐st ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡
❜❡r❡✐ts ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❛✉❢✇ä♥❞✐❣✳ ❉✐❡ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧s
✉♥❞ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❜❡✐ ❡r❤❛❧t❡♥❡r ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r❞✐❝❤t❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✐st
❢ür ✉♥s❡r❡ ❩✇❡❝❦❡ ❜❡r❡✐ts ♥✐❝❤t ♠❡❤r s✐♥♥✈♦❧❧ ✉♠s❡t③❜❛r✳ ❊✐♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡r ❆♥s❛t③ ✇✉r❞❡
✈♦♥ ❍✉❛♥❣ ✉♥❞ ❍♦ ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥❬✻✻❪✳ ❆♥st❛tt ❡✐♥❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✈♦r③✉❣❡❜❡♥✱
✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r ❙♣r✉♥❣r❛t❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ P✉♥❦t❡♥ ✐♠ k✲❘❛✉♠ ❛♥❣❡s❡t③t✳ ❉❛❜❡✐
❦ö♥♥❡♥ s♦✇♦❤❧ ❆❜✇ärts✲ ❛❧s ❛✉❝❤ ❆✉❢✇ärtss♣rü♥❣❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❆♥st❛tt ❞❡r ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s✲
r❛t❡ ✸✳✷✾ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞❡♥ ❚❡r♠

[

d

dt
ne/h,k

]

relax

=
∆k+ 1

2

−∆k− 1

2

n0,e/h,k
✭✸✳✸✵✮

♠✐t

∆k+ 1

2

=
n0,e/h,k+1ne/h,k+1

(

1− ne/h,k
)

τd,e/h,k+ 1

2

−
n0,e/h,kne/h,k

(

1− ne/h,k+1

)

τu,e/h,k+ 1

2

. ✭✸✳✸✶✮

❉✐❡ ❋❛❦t♦r❡♥ ninitial (1− nfinal)❡r③✇✐♥❣❡♥ ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❊✐♥❤❛❧t✉♥❣ ❞❡s P❛✉❧✐✲Pr✐♥③✐♣s✳ ❉✐❡
❙❦❛❧✐❡r✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥ k✲❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❩✉st❛♥❞s❞✐❝❤t❡♥ n0,e/h,k st❡❧❧t ❞✐❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣ ❞❡r ●❡s❛♠t✲
❧❛❞✉♥❣strä❣❡r❞✐❝❤t❡ s✐❝❤❡r✳ ❱❡rs✉❝❤t ♠❛♥ ♥✉♥✱ ❞✐❡ ❆✉❢✇ärts✲ ✉♥❞ ❆❜✇ärtss♣r✉♥❣r❛t❡♥

✷✽



✸✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣

τu✉♥❞ τd s♦ ③✉ ✇ä❤❧❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❙②st❡♠ ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❡✐♥❡ ❋❡r♠✐✈❡rt❡✐❧✉♥❣
♠✐t ❡✐♥❡r ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r Te/h ❡✐♥♥✐♠♠t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s

τu,e/h,k+ 1

2

τd,e/h,k+ 1

2

= e
εkin,e/h,k+1−εk

kBT
n0,e/h,k+1

n0,e/h,k
✭✸✳✸✷✮

③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❆✉❢✇ärts ✉♥❞ ❆❜✇ärts ❣❡r✐❝❤t❡t❡♥ ❙♣r✉♥❣r❛t❡♥✳ ❲✐❡ ♠❛♥ s✐❡❤t✱ ✐st ❞❛s
❝❤❡♠✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ µe/h ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆✉s❞r✉❝❦ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❡♥t❤❛❧t❡♥✳ ❊s ♠✉ss ❛❧s♦ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤
❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ✜♥❛❧❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❜❡❦❛♥♥t s❡✐♥✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❱♦rt❡✐❧ ❞✐❡s❡r ❋♦r♠✉✲
❧✐❡r✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s③❡✐t❡♥ ❛✉❝❤ k✲❛❜❤ä♥❣✐❣ ❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥
❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡ ❞❡r ❙♣r✉♥❣③❡✐t❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ◆❛❝❤❜❛r♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞
❛♥❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡ ❙♣r✉♥❣③❡✐t ✐st ❞❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✸✳✸✷ ❜❡st✐♠♠t✳
❇❡✐ ❞❡r ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s③❡✐t♥ä❤❡r✉♥❣ ❢ü❤rt ❡✐♥❡ k✲❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s③❡✐t ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❛✉t♦✲
♠❛t✐s❝❤ ③✉ ❡✐♥❡r ❱❡r❧❡t③✉♥❣ ❞❡r ❉✐❝❤t❡❡r❤❛❧t✉♥❣✳

✸✳✶✳✷✳✶✳✸✳ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❙♣r✉♥❣t❡r♠❡ ❉✐❡ ❈♦✉❧♦♠❜str❡✉✉♥❣ ❡r❧❛✉❜t ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❡♥❡r✲
❣✐❡❡r❤❛❧t❡♥❞❡ ❙tr❡✉♣r♦③❡ss❡ ✈♦♥ ❥❡❞❡♠ P✉♥❦t ✐♠ k✲❘❛✉♠ ③✉ ❥❡❞❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ P✉♥❦t✳ ❯♥t❡r
❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s③❡✐t♥ä❤❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡r ❆s♣❡❦t ❦♦rr❡❦t ♥❛❝❤❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❱❡r✲
✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❙♣r✉♥❣t❡r♠❡ ✐♥ ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❬✻✻❪ ✇✐❡ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣
✸✳✸✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❣❡❤t ❞✐❡s❡r ❆s♣❡❦t ✈❡r❧♦r❡♥✳ ❉♦rt s✐♥❞ ♥✉r ❙♣rü♥❣❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ✉♥♠✐tt❡❧✲
❜❛r ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ k✲❲❡rt❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❧ässt s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤ ♣r♦❜❧❡♠❧♦s ❛✉❢
❙♣rü♥❣❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ✇❡✐t ❡♥t❢❡r♥t❡♥ ◆❛❝❤❜❛r♥ ü❜❡rtr❛❣❡♥✳ ❲✐r❞ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❙♣r✉♥❣③❡✐t❡♥ τi→j ✉♥❞ τj→i ✇✐❡ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✸✷ ❜❡♠❡ss❡♥✱ st❡❧❧t s✐❝❤ ❛❧s
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❛✉❝❤ ❤✐❡r ❡✐♥❡ ❋❡r♠✐✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r ❛♥❣❡s❡t③t❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r
❡✐♥✳ ▼❛♥ ❡r❤ä❧t ❞❛♥♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❙♣r✉♥❣t❡r♠❡

[

d

dt
ne/h,k

]

relax

=
∑

q

∆q→k −∆k→q

n0,e/h,k
✭✸✳✸✸✮

♠✐t

∆q→k =
n0,e/h,qne/h,q

(

1− ne/h,k
)

τe/h,q→k
−
n0,e/h,kne/h,k

(

1− ne/h,q
)

τe/h,k→q
, ✭✸✳✸✹✮

✇♦❜❡✐ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s
τe/h,k→q

τe/h,q→k
= e

εkin,e/h,q−εk

kBT
n0,e/h,q

n0,e/h,k
✭✸✳✸✺✮

❣❡❧t❡♥ ♠✉ss✳ ❉✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙♣r✉♥❣t❡r♠❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ P❛❛r❡♥ (k, q) s❦❛❧✐❡rt
q✉❛❞r❛t✐s❝❤ ♠✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ k✲P✉♥❦t❡ ✉♥❞ ✐st ❞❛❤❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❛✉❢✇ä♥❞✐✲
❣❡r ❛❧s ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❙♣r✉♥❣t❡r♠❡ ♦❞❡r ❞❡r ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s③❡✐t♠❡t❤♦❞❡✳ ❙♦❧❧
❡✐♥❡ ❡♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t❡♥❞❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❞❛s ❙♣r✐♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥
❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ k✲P✉♥❦t❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤ s❡✐♥✱ ♠✉ss ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡s❡ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳
➘❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ❜❡✐ ❙♣r✉♥❣t❡r♠❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r❡♥ ◆❛❝❤❜❛r♥ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❡
❞❡r ❙♣r✉♥❣♠❛tr✐① τe/h,k→q ♥✐❝❤t ❢ür ❛❧❧❡ P❛❛r❡ (k, q) ✐❞❡♥t✐s❝❤ s❡✐♥✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ ❦ö♥✲
♥❡♥ ❞✐❡s❡ ❛✉❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ❣❡✇✐❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦ö♥♥❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉❝❤
❙♣rü♥❣❡ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❢❡st❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡tr❛❣ r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ s✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❛♥
♦♣t✐s❝❤❡ P❤♦♥♦♥❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳

✷✾



✸✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣

✸✳✶✳✷✳✷✳ ❆❜s❝❤✐r♠✉♥❣ ❞❡s ❈♦✉❧♦♠❜♣♦t❡♥t✐❛❧s

❇❡✐ ❤♦❤❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣❡♥✱ ✇✐❡ s✐❡ ✐♠ ▲❛s✐♥❣r❡❣✐♠❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ❧✐❡❣t ❡✐♥❡ s❡❤r ❤♦❤❡ ❉✐❝❤✲
t❡ ❛✉s ❢r❡✐❡♥ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r♥ ✈♦r✳ ➘❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ P❧❛s♠❛ ❢ü❤rt ❞✐❡ ❆♥✇❡s❡♥❤❡✐t
❢r❡✐❡r ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r ③✉ ❡✐♥❡r ❆❜s❝❤✐r♠✉♥❣ ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣✳ ❲✐❡ ❞✐❡ ❈♦✉✲
❧♦♠❜str❡✉✉♥❣ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❆❜s❝❤✐r♠✉♥❣ ❜❡✐♠ ❆❜s❝❤♥❡✐❞❡♥ ❤ö❤❡r❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ✐♠
❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✲◆ä❤❡r✉♥❣ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t✳ ❉❛ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❆❜s❝❤✐r♠✉♥❣ ❡✐♥❡♥ s✐✲
❣♥✐✜❦❛♥t❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❤❛t✱ ♠✉ss
s✐❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛③✉ ❡rs❡t③t ♠❛♥ ③✉♥ä❝❤st ❞❛s ❈♦✉❧♦♠❜♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ Ṽ~q ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤✐r♠t❡s P♦t❡♥t✐❛❧

W̃~q =
e2

εε0

1

q2 + κ2
✭✸✳✸✻✮

♠✐t ❞❡r ❆❜s❝❤✐r♠❧ä♥❣❡ κ✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡ ❊rs❡t③✉♥❣ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡ ❞❡r ▲ö❝❤❡r ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✶✳ ❉rü❝❦t ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ ▼❛ss❡ ❛✉s ✐st
③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ✐♥ ❞❡♠ s♦ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡♥ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt ❜❡r❡✐ts ❡✐♥ ♥✐❝❤t✲❛❜❣❡s❝❤✐r♠t❡s
❈♦✉❧♦♠❜♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥t❤❛❧t❡♥ ✐st✳ ❯♠ ❞✐❡ ❦♦rr❡❦t❡ ▲ö❝❤❡r❡♥❡r❣✐❡ ❜❡✐ ❍♦❝❤❛♥r❡❣✉♥❣ ③✉
❜❡r❡❝❤♥❡♥ ♠✉ss ❛❧s♦ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③

∆ =
∑

~q

W̃~q − Ṽ~q ✭✸✳✸✼✮

③✉r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤✐r♠t❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❤✐♥③✉ ❛❞❞✐❡rt ✇❡r❞❡♥❬✷✼❪✳
❉✐❡s❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❈♦✉❧♦♠❜ ❤♦❧❡ s❤✐❢t✳

✸✳✶✳✸✳ ❉❡♣❤❛s✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ s♣♦♥t❛♥❡ ❘❡❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❊✐♥❡ ❦♦♠♣❧❡tt q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❍❛❧❜❧❡✐t❡rs ❡♥t❤ä❧t ③✉sät③❧✐❝❤❡ ❊❢✲
❢❡❦t❡✱ ❞✐❡ ❢ür ❡✐♥ r❡❛❧✐st✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ s✐♥❞✳ ❉❛ ❡✐♥ q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s
▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ s❡❤r ❛✉❢✇ä♥❞✐❣ ✐st✱ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡ ❊✛❡❦t❡
♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉❛③✉ ③ä❤❧t ❞✐❡ s♣♦♥t❛♥❡ ❘❡❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✈♦♥ ◗✉❛s✐t❡✐❧✲
❝❤❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❧ässt s✐❝❤ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❩❡r❢❛❧❧ ♠✐t ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❘❛t❡
γrec ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡♠ ③✉sät③❧✐❝❤❡♥ ❚❡r♠

[

d

dt
n
e/h,~k

]

rec

= −γrecne,~knh,~k ✭✸✳✸✽✮

✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✺✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ❦♦♠♠t ❡s ❞❛❞✉r❝❤ ❛✉❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❱❡r❧✉st ❞❡r P❤❛s❡♥✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡r ■♥t❡r❜❛♥❞♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ✐st ❡s ü❜❧✐❝❤✱ ❡✐♥❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❩❡r❢❛❧❧ ❞❡r
P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❘❛t❡ γ ❛♥③✉s❡t③❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❡♥ ③✉sät③❧✐❝❤❡♥ ❩❡r❢❛❧❧s✲
t❡r♠

[

d

dt
ψ~k

]

dephasing

= −1

~
γψ~k ✭✸✳✸✾✮

✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✷✳ ❉✐❡s❡r ❚❡r♠ ❤❛t ♥❡❜❡♥ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❛✉❝❤ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❘❡❧❡✈❛♥③✱
❞❛ ❡s ♦❤♥❡ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❱❡r❜r❡✐t❡r✉♥❣ ③✉ ❉✐✈❡r❣❡♥③❡♥ ✐♠ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ss♣❡❦tr✉♠ ❦♦♠♠t✳
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✸✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣

❉✐❡ s♣♦♥t❛♥❡ ❘❡❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✈♦♥ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r♥ ❡r❢♦❧❣t ③✉♠ ❚❡✐❧ str❛❤❧❡♥❞ ❞✉r❝❤
❊♠✐ss✐♦♥ ✈♦♥ P❤♦t♦♥❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ❞❛❞✉r❝❤ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡♥ st❛t✐st✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ③✉
♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥✱ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❘❛✉s❝❤t❡r♠

Γψ,λ,q,k = (ξ1,λ,q,k + iξ2,λ,q,k)
√
γse,kne,knλ,k ✭✸✳✹✵✮

✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✷ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ■♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❦❛♥♥ ❞❛❞✉r❝❤ ❞❛s ❆♥s❝❤✇✐♥❣❡♥ ✈♦♥ ▲❛s❡r♥
❛✉s ❞❡r s♣♦♥t❛♥❡♥ ❊♠✐ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳
❊✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡r ❚❡r♠

Γne/h,k = ξ3,h/e,k
√
ne,knh,kγrec ✭✸✳✹✶✮

✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✺ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❞✉r❝❤ s♣♦♥t❛♥❡ ❘❡❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❞✉③✐❡rt❡♥ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥✲
❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r❞✐❝❤t❡❬✻✼✱ ✻✽❪✳

✸✳✶✳✹✳ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ●✐tt❡r

■♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✶✳✷✳✶ ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts ❞✐❡ ❡♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t❡♥❞❡ ❚❤❡r♠❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ◗✉❛s✐t❡✐❧✲
❝❤❡♥ ❞✉r❝❤ ❈♦✉❧♦♠❜str❡✉✉♥❣ ❜❡❤❛♥❞❡❧t✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ❦❛♥♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❊♥❡r❣✐❡ ❛♥ P❤♦♥♦✲
♥❡♥ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❈♦✉❧♦♠❜str❡✉✉♥❣ ❡rst ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❍❛rtr❡❡✲
❋♦❝❦✲◆ä❤❡r✉♥❣ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇✉r❞❡✱ ✐st ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t P❤♦♥♦♥❡♥ ❜❡r❡✐ts ✐♠
✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♥✐❝❤t ❡♥t❤❛❧t❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡s❡ q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ③✉ ❜❡❤❛♥❞❡❧♥✱
♠üsst❡♥ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣st❡r♠❡ ③✉♠ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❤✐♥③✉❣❡❢ü❣t ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❊✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❜✐❡t❡t ❞❡r ❋rö❤❧✐❝❤✲❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

He−ph =
∑

λ

ˆ

R2

ˆ

R2

γ (λ, ~q)
(

c
λ~k
c
†

λ~k+~q
uλ,~q − cλ,~kc

†

λ,~k−~q
u†λ,~q

)

d~qd~k. ✭✸✳✹✷✮

■♥ ❞✐❡s❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❦ö♥♥❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❊r③❡✉❣✉♥❣ ❡✐♥❡s P❤♦♥♦♥s ♠✐t ❞❡♠ ❖♣❡r❛t♦r
u† (~q) ♦❞❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✐♥❡s P❤♦♥♦♥s ♠✐t u (~q) ❞❡♥ ■♠♣✉❧s ~~q ❛♥ ❞❛s ●✐tt❡r ❛❜❣❡❜❡♥✳
❉✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ❞✉r❝❤ ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ γ (λ, ~q) ❜❡st✐♠♠t✱ ✇❡❧❝❤❡s ❥❡ ♥❛❝❤
❆rt ❞❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ P❤♦♥♦♥❡♥ ❡✐♥❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❋♦r♠ ❛♥♥✐♠♠t✳ ❋ür ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
❛❦✉st✐s❝❤❡ P❤♦♥♦♥❡♥ ♠✐t ❞❡r ❊✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥③ ωA (~q) ❤❛t ❞❛s ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s♣♦t❡♥t✐❛❧
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❋♦r♠❬✻✾❪

γA (λ, ~q) =
−iα0,λ√

2π
3

√

~

2m
× |~q|
√

ωA (~q)
✭✸✳✹✸✮

✉♥❞ ❢ür ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♦♣t✐s❝❤❡ P❤♦♥♦♥❡♥ ♠✐t ❊✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥③ ωO (~q) ❞✐❡ ❋♦r♠❬✼✵❪

γO (λ, ~q) =
ie

√
2π

3

√

2π~

ǫ0

(

1

ǫ∞
− 1

ǫs

)

×
√

ωO (~q)

|~q| ✭✸✳✹✹✮

♠✐t ❞❡r ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❦♦♥st❛♥t❡ ✐♠ ❱❛❦✉✉♠ ǫ0 ✉♥❞ ❞❡♥ P❡r♠✐tt✐✈✐tät❡♥ ǫ∞ ✉♥❞ ǫs
❢ür ❤♦❤❡ ❋r❡q✉❡♥③❡♥ ✉♥❞ st❛t✐s❝❤❡ ❋❡❧❞❡r✳
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E
n
e
rg

y

k

Optical Phonon

Acoustical Phonon

Electrons

E
n
e
rg

y

k

Optical Phonon

Acoustical Phonon

a) b)

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷✳✿ ✭❛✮✿ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ♦♣t✐s❝❤❡r ✉♥❞ ❛❦✉st✐s❝❤❡r P❤♦♥♦♥❡♥ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡r
③✇❡✐❛t♦♠✐❣❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❑❡tt❡✳ ✭❜✮✿ ❙❦✐③③❡ ❡✐♥✐❣❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡r ❙♣rü♥❣❡ ❞✉r❝❤ ❊♠✐ss✐♦♥ ♦♣✲
t✐s❝❤❡r ✭❜❧❛✉✮ ♦❞❡r ❛❦✉st✐s❝❤❡r ✭r♦t✮ P❤♦♥♦♥❡♥✳

❆✉❢ ❞✐❡ q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✇✐r❞ ❦✉r③ ✐♥ ❑❛♣✐✲
t❡❧ ✺✳✷✳✶ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✐♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲
●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛❧s ▲❛s✐♥❣♠♦❞❡❧❧ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt ✉♥s ❛❜❡r ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞✐❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣s✲
trä❣❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ✈♦♥ P❤♦♥♦♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❤✐❡r ♥✉r ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤ ❜❡❤❛♥❞❡❧t
✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳ ❉❛ ❞✐❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✉♥❞ ▲ö❝❤❡r s❡❤r ❣❡r✐♥❣ ✐st✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥
✐♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ●✐tt❡r ♥✐❝❤t s✐❣♥✐✜❦❛♥t ❡r❤✐t③t ✇✐r❞✳ ■♥
❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❢ü❤rt ❞✐❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ③✉ ❡✐♥❡r ❋❡r♠✐✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r ●✐tt❡rt❡♠♣❡r❛t✉r Tlat✳
➘❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜str❡✉✉♥❣ ❦❛♥♥ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❡♥t✲
✇❡❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s③❡✐t♥ä❤❡r✉♥❣ ♦❞❡r ❞✉r❝❤ ❙♣r✉♥❣t❡r♠❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❉❛ ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣❡♥ ✐❤r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ Pr♦③❡ss ❛♥ ❡✐♥ P❤♦♥♦♥ ❛❜❣❡❜❡♥✱ s✐♥❞ ❥❡✲

✇❡✐❧s ♥✉r ❙♣rü♥❣❡ ✉♠ ❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡tr❛❣ ❡✐♥❡s P❤♦♥♦♥s ♠ö❣❧✐❝❤✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ♠✉ss ❛✉❝❤
❞❡r ●❡s❛♠t✐♠♣✉❧s ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥✳ ❉✐❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ✈♦♥ P❤♦♥♦♥❡♥ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷
✭❛✮ ❜❡✐s♣✐❡❧❤❛❢t ❢ür ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ③✇❡✐❛t♦♠✐❣❡ ❑❡tt❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❙♦✇♦❤❧ ♦♣t✐s❝❤❡ ❛❧s ❛✉❝❤
❛❦✉st✐s❝❤❡ P❤♦♥♦♥❡♥ s✐♥❞ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r♥ s❡❤r s❝❤✇❛❝❤ ❞✐s♣❡rs✐✈✳
❆❦✉st✐s❝❤❡ P❤♦♥♦♥❡♥ ❤❛❜❡♥ ❜❡✐ k = 0 ❡✐♥❡ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥❞❡ ❊✐❣❡♥❡♥❡r❣✐❡✳ ❆✉❢❣r✉♥❞
✐❤r❡r ❣❡r✐♥❣❡♥ ●r✉♣♣❡♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❧❡✐st❡♥ s✐❡ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❢ür ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ s❡❤r ❣r♦ÿ❡♥
k✲❲❡rt❡♥ ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❣❡r✐♥❣❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣✳ ❋ür ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✉♥❞ ▲ö❝❤❡r ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❞✐❡s
❙♣rü♥❣❡ ③✉ ❩✉stä♥❞❡♥ ♠✐t ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♠ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✈♦♥ k✱ ❛❜❡r ♠✐t ❢❛st ✉♥✈❡rä♥❞❡rt❡r
❊♥❡r❣✐❡ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷ ✭❜✮✮✳ ❙♦❧❝❤❡ ❙♣rü♥❣❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❣✉t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❜❡♥❛❝❤✲
❜❛rt❡r k✲❲❡rt❡ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✶✳✷✳✶✳✷ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✳ ❖♣t✐s❝❤❡ P❤♦♥♦♥❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❤❛❜❡♥
❜❡✐ k = 0 ❡✐♥❡ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥❞❡ ●r✉♣♣❡♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ❛❜❡r ❡✐♥❡ ❡♥❞❧✐❝❤❡ ❊✐❣❡♥❡♥❡r❣✐❡
Eo,k=0✳ ❉❛❤❡r ❦ö♥♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❊♠✐ss✐♦♥ ♦♣t✐s❝❤❡r P❤♦♥♦♥❡♥ ♣r❛❦t✐s❝❤ ♥✉r ❙♣rü♥❣❡ ✉♠
❞✐❡ P❤♦♥♦♥❡♥❡♥❡r❣✐❡ Eo,k=0 r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷✭❜✮✮✳ ❙♦❧❧ ❞✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥
✉♠❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❡r✇❡✐t❡rt❡♥ ❙♣r✉♥❣t❡r♠❡ ❛✉s ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✶✳✷✳✶✳✸ ✈❡r✇❡♥✲
❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❞❡r ❙♣r✉♥❣♠❛tr✐① s♦ ❣❡✇✐❝❤t❡t✱ ❞❛ss ❧❡❞✐❣❧✐❝❤
❙♣rü♥❣❡ ♠✐t ❞❡♠ ❦♦rr❡❦t❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡tr❛❣ ♠ö❣❧✐❝❤ s✐♥❞✳
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✸✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣

✸✳✶✳✺✳ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ r❡❛❧❡r ❇❛♥❞str✉❦t✉r❡♥

❇❡✐ ❞❡r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✶✳✶ ✇✉r❞❡ ③✉♥ä❝❤st
♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ◗✉❛s✐t❡✐❧❝❤❡♥ εkin,e/h,k, ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✳ ❉✐❡s❡ ♠✉ss ✐♠
❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❛✉s ❆❜✲■♥✐t✐♦ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ❞❡r ❞✐r❡❦t❡♥ ❇❛♥❞✲
❧ü❝❦❡ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤ ♠❡✐st ❛♥♥ä❤❡r♥❞ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡ ❇ä♥❞❡r✳ ❉❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡
▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ♠❡✐st ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡s ❲❡❧✲
❧❡♥✈❡❦t♦rr❛✉♠❡s ❛❜s♣✐❡❧❡♥✱ ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ♠❡✐st ❞✐❡ ❊✛❡❦t✐✈♠❛ss❡♥♥ä❤❡r✉♥❣

εkin,e/h,k, =
~
2k2

2meff,e/h
. ✭✸✳✹✺✮

▼✐t ❡✐♥❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ r❡❛❧❡ ❇❛♥❞str✉❦t✉r ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ▼❛ss❡ meff,e/h✳
❉❛ ❞✐❡ r❡❛❧❡ ❇❛♥❞str✉❦t✉r ♠❡✐st ♠❡❤r❡r❡ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ❛✉❢✇❡✐st✱ ❞✐❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤ ✐♥ ❞❡r

◆ä❤❡ ❞❡r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♥ ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ❧✐❡❣❡♥✱ ♠üss❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ❛♥ ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s③✉stä♥❞❡ ✇✐r❞
❞❛❜❡✐ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉r❡❤✐♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t✳ ❯♠ ❞✐❡ ❡r❧❛✉❜t❡♥ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ✉♥❞ ❞✐❡
❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡♥ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❉✐♣♦❧♠❛tr✐①❡❧❡♠❡♥t❡ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✲
❞❡♥ ▲❡✐t✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❱❛❧❡♥③❜❛♥❞③✉stä♥❞❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❈❧❡❜s❝❤✲●♦r❞❛♥✲❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞✉r❝❤
❙♣✐♥✲ ✉♥❞ ❇❛❤♥❞r❡❤✐♠♣✉❧s❡✐❣❡♥③✉stä♥❞❡ |l,ml > |ms > ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ◆✐♠♠t ♠❛♥ ❛♥✱ ❞❛ss
❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥s♣✐♥ ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜t✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❡r❧❛✉❜t❡♥ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ❞❛♥♥ ❥❡♥❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥
❞❡r ❣❡s❛♠t❡ ❇❛❤♥❞r❡❤✐♠♣✉❧s ❞❡s ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✉♥❞ ❞❡r ❛❜s♦r❜✐❡rt❡♥ P❤♦♥♦♥❡♥
❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜t✳
❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ s✐♥❞ ❞✐❡ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❛✉s ❞❡r ❇❛♥❞str✉❦t✉r ③✉ ❣❡✇✐♥♥❡♥❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r

❛❧s♦

❼ ❉✐❡ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ✈♦♥ ❇❛♥❞ λi ③✉ ❇❛♥❞ λj ✉♥❞ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❇❛♥❞❧ü❝❦❡♥
εgap,i→j

❼ ❉✐❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♥ ❉✐♣♦❧♠❛tr✐①❡❧❡♠❡♥t❡ dk ✉♥❞ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡♥ ▼❛tr✐①❡❧❡♠❡♥t❡

dk,λi→λj ,p ❢ür ❞✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ p ✉♥❞ ❞✐❡ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ λi → λj

❼ ❉✐❡ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ▼❛ss❡♥ meff,λ ♦❞❡r ❡✐♥❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❞✐✲
s♣❡rs✐♦♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇ä♥❞❡r εkin,λ,k.

✸✳✶✳✺✳✶✳ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ❢ür ✷✲✻ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r

❚❡✐❧ ✷ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ♠✐t ◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ✷✲✻✲❍❛❧❜❧❡✐t❡r♥ ZnO ✉♥❞
CdS ✐♥ ❞❡r ❲✉rt③✐t✲❙tr✉❦t✉r✳ ❉✐❡s❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ s✐♥❞ ❞♦♣♣❡❧❜r❡❝❤❡♥❞✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ♦♣t✐✲
s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ✐♥ z✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡s ❉r❛❤ts ③❡✐❣t✳ ❉✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡♥ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ❡r❢♦❧❣❡♥
③✇✐s❝❤❡♥ p✲❛rt✐❣❡♥ ❱❛❧❡♥③❜ä♥❞❡r♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ s✲❛rt✐❣❡♥ ▲❡✐t✉♥❣s❜❛♥❞ ✭●❡s❛♠t❞r❡❤✐♠✲
♣✉❧s j = 1

2 ,mj = ±1
2✮✳ ❉✐❡ ❊♥t❛rt✉♥❣ ❞❡r ❞r❡✐ ❱❛❧❡♥③❜ä♥❞❡r a ✭j = 3

2 ,mj = ±3
2✮✱

b✭j = 3
2 ,mj = ±1

2✮ ✉♥❞ c✭j =
1
2 ✱ mj = ±1

2✮ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❙♣✐♥✲❇❛❤♥✲❑♦♣♣❧✉♥❣ ✉♥❞ ❞✉r❝❤
❞❛s ❑r✐st❛❧❧❢❡❧❞ ❛✉❢❣❡❤♦❜❡♥❬✼✶✱ ✼✷❪✳ ❇❡✐ ❊r❤❛❧t✉♥❣ ❞❡s ❇❛❤♥❞r❡❤✐♠♣✉❧s❡s ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r
♦♣t✐s❝❤❡ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ♠✐t ∆ml = 0 ❢ür ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r z✲❆❝❤s❡ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡s ▲✐❝❤t ✉♥❞ Ü❜❡r✲
❣ä♥❣❡ ♠✐t ∆ml = ±1 ❢ür ③✐r❦✉❧❛r ✐♥ ❞❡r xy✲❊❜❡♥❡ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡s ▲✐❝❤t✳ ❉✐❡ ❩✉stä♥❞❡ ✐♥

✸✸
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b) Longitudinal Excitation
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✸✳✿ ✭❛✮✿ ❙❦✐③③❡ ❞❡r r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❇ä♥❞❡r ✉♥❞ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ❢ür ✷✲✻ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡✲
r✐❛❧✐❡♥ ♠✐t ❲✉rt③✐t✲❙tr✉❦t✉r✳ ✭❜✮ ✉♥❞ ✭❝✮✿ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ss♣❡❦tr❡♥ ✈♦♥ CdS✱ ❜❡r❡❝❤♥❡t ♠✐t
❞❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❱❛❧❡♥③❜ä♥❞❡r♥ a ✉♥❞ b ✭❱❛❧❡♥③❜❛♥❞ c ✇✉r❞❡
❜❡✐ ❞❡r ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t✱ ❞❛ ❡s ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤ ✇❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♥ ❇❛♥❞❧ü❝❦❡
❡♥t❢❡r♥t ✐st✮✳ ■♥ ✭❜✮ ✇✉r❞❡ ♠✐t tr❛♥s✈❡rs❛❧ ③✉r ❑r✐st❛❧❧❛❝❤s❡ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♠ ▲✐❝❤t ❛♥❣❡r❡❣t✱
✐♥ ✭❝✮ ♠✐t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ③✉r ❑r✐st❛❧❧❛❝❤s❡ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♠ ▲✐❝❤t✳

✐❤r❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❛❧s ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❙♣✐♥✲ ✉♥❞ ❇❛❤♥❞r❡❤✐♠♣✉❧s❡✐❣❡♥③✉stä♥❞❡
s✐♥❞

|j = 1

2
,mj = ±1

2
>= |l = 0,ml = 0 > |ms = ±1

2
> ✭✸✳✹✻✮

❢ür ❞❛s ▲❡✐t✉♥❣s❜❛♥❞ ✉♥❞

|j = 3

2
,mj = ±3

2
> = |l = 1,ml = ±1 > |ms = ±1

2
> ✭✸✳✹✼✮

|j = 3

2
,mj = ±1

2
> =

√

1

3
|l = 1,ml = ±1 > |ms = ∓1

2
> ✭✸✳✹✽✮

+

√

2

3
|l = 1,ml = 0 > |ms = ±1

2
>

|j = 1

2
,mj = ±1

2
> =

√

2

3
|l = 1,ml = ±1 > |ms = ∓1

2
> ✭✸✳✹✾✮

−
√

1

3
|l = 1,ml = 0 > |ms = ±1

2
>

❢ür ❞✐❡ ❱❛❧❡♥③❜ä♥❞❡r a✱ b ✉♥❞ c✳ ❙♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛❧s♦ ③✇❡✐ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ❢ür x✲ ✉♥❞ y✲
♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡s ▲✐❝❤t ♠✐t ❞❡♥ r❡❧❛t✐✈❡♥ ▼❛tr✐①❡❧❡♠❡♥t❡♥ ~da,xy,k = 1 × d0,a,k~exy ❢ür ❱❛❧❡♥③✲
❜❛♥❞ a✳ ❉✐❡ ❱❛❧❡♥③❜ä♥❞❡r b ✉♥❞ c ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❦♦♣♣❡❧♥ ❛♥ ❛❧❧❡ ❞r❡✐ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣❡♥

♠✐t ❞❡♥ ▼❛tr✐①❡❧❡♠❡♥t❡♥ ~db,xy,k =
√

1
3 × d0,b,k~exy✱ ~db,z,k = 2

√

1
3 × d0,b,k~ez ❢ür ❞❛s b✲

❇❛♥❞ ✉♥❞ ~dc,xyz,k =
√

2
3 ×d0,c,k~exy ❢ür ❞❛s c✲❇❛♥❞✳ ❉✐❡ ❇ä♥❞❡r ✉♥❞ ❡r❧❛✉❜t❡♥ Ü❜❡r❣ä♥❣❡
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✸✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣

s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✸✭❛✮ s❦✐③③✐❡rt✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✸✭❜✮ ✉♥❞ ✭❝✮ ③❡✐❣❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲
❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐t ♠❡❤r❡r❡♥ ❇ä♥❞❡r♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ss♣❡❦tr❡♥ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧
CdS✳ ▼❛♥ ❡r❦❡♥♥t ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss s✐❝❤ ✐♠ ❋❛❧❧ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ③✉r ❑r✐st❛❧❧❛❝❤s❡ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡r
❆♥r❡❣✉♥❣ ❡✐♥ ③✇❡✐t❡r ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥s♣❡❛❦ ❜✐❧❞❡t✱ ❞❡r ✈♦♥ ❞❡♠ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥
❱❛❧❡♥③❜❛♥❞ a ③✉♠ ▲❡✐t✉♥❣s❜❛♥❞ ❤❡rrü❤rt ✉♥❞ ❞❡r ❞❡s❤❛❧❜ ❜❡✐ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡r
❆♥r❡❣✉♥❣ ♥✐❝❤t ③✉ s❡❤❡♥ ✐st✳

✸✺
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✸✳✷✳ P❤♦t♦✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❉✐❡❧❡❦tr✐❦❛

■♠ ❧❡t③t❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✉r❞❡ ❞✐❡ r❡s♦♥❛♥t❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✈♦♥ ▲✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❡❧❡❦tr♦✲
♥✐s❝❤❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✐♠ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉♦rt ❧✐❡❣t ❞✐❡ P❤♦t♦♥❡♥❡♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❡✐♥❢❛❧✲
❧❡♥❞❡♥ ▲✐❝❤ts ♥❛❤ ❛♥ ❞❡r Ü❜❡r❣❛♥❣s❢r❡q✉❡♥③✱ s♦ ❞❛ss ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❞❡r
st✐♠✉❧✐❡rt❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ✈♦♥ ▲✐❝❤t ✐♥ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❇❛♥❞ ✇❡❝❤s❡❧♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❙✐✲
t✉❛t✐♦♥ ❧✐❡❣t ❜❡✐ ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✈♦r✳ ❍✐❡r ❧✐❡❣❡♥ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡♥ Ü❜❡r❣ä♥❣❡
❡♥❡r❣❡t✐s❝❤ ✈✐❡❧ ❤ö❤❡r ❛❧s s✐❝❤t❜❛r❡s ▲✐❝❤t✱ s♦ ❞❛ss ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❡rs❝❤❡✐♥t✳
❉✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐♥s ▲❡✐t✉♥❣s❜❛♥❞ ✐st ❤✐❡r ♥✉r ❞✉r❝❤ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ■♦♥✐s✐❡✲
r✉♥❣s♣r♦③❡ss❡❬✸✸✱ ✸✹✱ ✸✺❪ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❉✐❡s❡ tr❡t❡♥ ♥✉r ❜❡✐ s❡❤r ❤♦❤❡♥ ■♥t❡♥s✐tät❡♥ ❛✉❢✱ ✇✐❡
s✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❜❡✐ ❞❡r ❋♦❦✉ss✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❋❡♠t♦s❡❦✉♥❞❡♥❧❛s❡r♣✉❧s❡♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✳ ❉✐❡s❡r
❯♠st❛♥❞ ♠❛❝❤t ❞✐❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ s❡❤r ✐♥t❡r❡ss❛♥t ❢ür ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ▼❛✲
t❡r✐❛❧❜❡❛r❜❡✐t✉♥❣✱ ❞❛ ▼❛t❡r✐❛❧ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ st❛r❦❡ ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät ❣❡③✐❡❧t ♥✉r ✐♠ ❋♦❦✉s ❡✐♥❡s
▲❛s❡rstr❛❤❧s ♠♦❞✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ s✐♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞✐✜❦❛t✐♦♥❡♥ ♥✐❝❤t ♥✉r ❛♥
❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈♦❧✉♠❡♥s ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❋ür ❣❡r✐♥❣❡ P✉❧✲
s❡♥❡r❣✐❡♥ ❢ü❤rt ❞❛s s❝❤♥❡❧❧❡ ❙❝❤♠❡❧③❡♥ ✉♥❞ ❆❜❦ü❤❧❡♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ③✉ ❡✐♥❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♥
➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ✐♠ ❋♦❦✉s✈♦❧✉♠❡♥✱ ✇❛s ③✉♠ ❙❝❤r❡✐❜❡♥ ✈♦♥ ▲✐❝❤t✇❡❧❧❡♥❧❡✐✲
t❡r♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ❬✸✻❪✳ ▼✐t s❡❤r ❤♦❤❡♥ P✉❧s❡♥❡r❣✐❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ▼✐❦r♦❡①♣❧♦s✐♦♥❡♥
❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❬✸✼✱ ✸✽❪✳ ❆❧s ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ▼♦❞✐✜❦❛t✐♦♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞♦♣♣❡❧❜r❡❝❤❡♥❞❡
❙tr✉❦t✉r❡♥ ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❡r③❡✉❣t ✇❡r❞❡♥❬✸✾✱ ✹✵✱ ✹✶✱ ✹✷❪✱ ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✻ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥
❆r❜❡✐t ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳

✸✳✷✳✶✳ ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥

❉✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❇❛♥❞ü❜❡r❣❛♥❣s ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ✸✳✸
❣❡❤t ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ❞❛s ❛♥r❡❣❡♥❞❡ ❋❡❧❞ ③✇❛r ❡✐♥❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❩✉stä♥❞❡♥ ✐♥❞✉③✐❡rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩✉stä♥❞❡ s❡❧❜st ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t s✐❣♥✐✜❦❛♥t ❞✉r❝❤
❞❛s ❋❡❧❞ ✈❡rä♥❞❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ❞✐❡s❡r ❆♥♥❛❤♠❡ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ♣r♦ Ü❜❡r❣❛♥❣ ❡✐♥ ❡✛❡❦t✐✲
✈❡s ▲♦r❡♥t③♠♦❞❡❧❧ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s♠❛①✐♠✉♠ ❜❡✐ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❞✐✛❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥
❙t❛rt✲ ✉♥❞ ❩✐❡❧③✉st❛♥❞✳ ❉✐❡s ♣❛sst ③✉r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❛❜✲
s♦r❜✐❡rt❡♥ P❤♦t♦♥s ♠✐t ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❇❛♥❞ü❜❡r❣❛♥❣s ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥ ♠✉ss✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡
❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ❜❡✐♠ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s♣r♦③❡ss ♥✐❝❤t ✈❡r❧❡t③t ✇✐r❞✳
❉❡♥❦❜❛r ✐st ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r❡r❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣✱ ❜❡✐ ❞❡r ❡✐♥ ❛✉❢ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞✲

♥✉♥❣ ❞❡s ❆t♦♠s ❤♦♠♦❣❡♥❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ ❛❧s ❧✐♥❡❛r❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❞✐❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ❢ür ❞❛s ❊❧❡❦tr♦♥ ❡✐♥❣❡❤t✳ ❉✐❡s❡s ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡r ▼♦❞✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡s ●❡s❛♠t♣♦t❡♥t✐❛❧s
✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹✭❛✮ s❦✐③③✐❡rt✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✐st ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ♥✐❝❤t ♠❡❤r s②♠♠❡tr✐s❝❤✱ s♦♥✲
❞❡r♥ ✇✐r❞ ✐♥ ❡✐♥❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛❜❣❡s❝❤✇ä❝❤t✳ ❇❡✐ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ st❛r❦❡r ❆❜s❝❤✇ä❝❤✉♥❣ ✐st ❡s
♥✉♥ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❛✉s ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ❣❡❜✉♥❞❡♥❡♥ ❩✉stä♥❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ s♦ ❡♥t✲
st❛♥❞❡♥❡ P♦t❡♥t✐❛❧❜❛rr✐❡r❡ t✉♥♥❡❧♥✳ ❉✐❡s❡r ❊✛❡❦t ✇✐r❞ ❛❧s ❚✉♥♥❡❧✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
✉♥❞ ✇✉r❞❡ s❡♠✐❦❧❛ss✐s❝❤ ❞✉r❝❤ ❑❡❧❞②s❤ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❬✸✸✱ ✸✹❪✳ ❉✐❡ s♦ ❣❡✇♦♥♥❡♥❡ ■♦♥✐s✐❡✲
r✉♥❣sr❛t❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❜❡✐ ♥✐❡❞r✐❣❡♥ ❋r❡q✉❡♥③❡♥ ❣❡♥❛✉ ❞❡r ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❚✉♥♥❡❧✐♦♥✐s✐❡✲
r✉♥❣✳ ❇❡✐ ❤♦❤❡♥ ❋r❡q✉❡♥③❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❡✐♥❡ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣sr❛t❡
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹✳✿ ✭❛✮✿ ■♥✐t✐❛❧❡ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤ ▼❡❤r♣❤♦t♦♥❡♥✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❚✉♥♥❡❧✐♦♥✐✲
s✐❡r✉♥❣✳ ✭❜✮✿ ❲❡✐t❡r❡ Pr♦③❡ss❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ✐♥✐t✐❛❧❡♥ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣✿ ❊r❤✐t③✉♥❣ ❞❡r ▲❡✐t✉♥❣s❜❛♥✲
❞❡❧❡❦tr♦♥❡♥✱ ❆✈❛❧❛♥❝❤❡✲■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ③✉ ❊①③✐t♦♥❡♥✱ ❙❡❧❢✲❚r❛♣♣❡❞ ❊①❝✐t♦♥s
✭❙❚❊✮✱ ❉❡❢❡❦t③✉stä♥❞❡♥ ♦❞❡r ✐♥s ❱❛❧❡♥③❜❛♥❞✳

❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ■♥t❡♥s✐tät I✱ ❞✐❡ ❞❡r ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✈♦♥ n P❤♦t♦♥❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt σn ü❜❡r✇✉♥❞❡♥
✇✐r❞ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹✭❛✮✮✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ρ0 ❞✐❡ ❆t♦♠❞✐❝❤t❡✳
❉✐❡s ✐st ✐♥s♦❢❡r♥ ü❜❡rr❛s❝❤❡♥❞✱ ❞❛ss ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ r❡✐♥ s❡♠✐❦❧❛ss✐s❝❤ ❛♥❣❡❧❡❣t ✐st ✉♥❞ s♦✲

♠✐t ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞❡r✱ ❛❜❡r ❦❡✐♥❡ P❤♦t♦♥❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✳ ❊✐♥❡ ♥üt③❧✐❝❤❡ ❑❡♥♥③❛❤❧
③✉r ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❞❡r ❘❡❣✐♠❡s ❞♦♠✐♥❛♥t❡r ▼❡❤r♣❤♦t♦♥❡♥✲ ♦❞❡r ❚✉♥♥❡❧✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ✐st
❞❡r ❑❡❧❞②s❤✲P❛r❛♠❡t❡r

γ = ω

√
2meWion

eE
. ✭✸✳✺✶✮

❉❛❜❡✐ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t me ❞✐❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥♠❛ss❡✱ Wion ❞✐❡ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ❞❡s
▼❛t❡r✐❛❧s ✉♥❞ E ❞❡♥ ❇❡tr❛❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞stär❦❡✳ ■♠ ❋❛❧❧ γ ≫ 1 ❞♦♠✐♥✐❡rt ❞✐❡
▼❡❤r♣❤♦t♦♥❡♥✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣✱ ✐♠ ❋❛❧❧ γ ≪ 1 ❞✐❡ ❚✉♥♥❡❧✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣✳
❲❡r❞❡♥ ❞✐❡ ✐♥s ▲❡✐t✉♥❣s❜❛♥❞ ❛♥❣❡r❡❣t❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡ ❋❡❧❞ ✇❡✐t❡r

❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❡r❤✐t③t✱ ❦ö♥♥❡♥ s✐❡ ✐❤r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐❡❞❡r ❛♥ ❱❛❧❡♥③❜❛♥❞❡❧❡❦✲
tr♦♥❡♥ ❛❜❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❞❛❞✉r❝❤ ③✉r ✇❡✐t❡r❡♥ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❜❡✐tr❛❣❡♥ ✭❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ✸✳✹✭❜✮✮✳ ❉✐❡s❡r ▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s ✇✐r❞ ❛❧s ❆✈❛❧❛♥❝❤❡✲■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ❦❛♥♥
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✲ ✉♥❞ ❉✐❝❤t❡❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❑♦❧❧✐s✐♦♥s❢r❡q✉❡♥③ ❬✼✸✱ ✼✹❪ ♦❞❡r ❣r✉♥❞❧❡✲
❣❡♥❞❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ▼✉❧t✐✲❘❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣s♠♦❞❡❧❧❬✼✺✱ ✼✻❪ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❊♥❡r❣✐❡③✉stä♥❞❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ▲❡✐t✉♥❣s❜❛♥❞s ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ■♥
❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ❡✐♥❢❛❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡
▼❡❤r♣❤♦t♦♥❡♥✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇✐r❞✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ✐♥ ❚❡✐❧ ✸ ✈♦r❣❡st❡❧❧✲
t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ♠✐tt❧❡r✇❡✐❧s❡ ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❆✉t♦r❡♥ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ❦♦♠♣❧❡t✲
t❡♥ ❑❡❧❞②s❤✲■♦♥✐s✐❡r✉♥❣sr❛t❡ s♦✇✐❡ ❡✐♥❡s ▼✉❧t✐✲❘❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣s♠♦❞❡❧❧s ❜❡stät✐❣t❬✼✼❪✳
❯♥t❡r ❞❡r ❤✐❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❆♥♥❛❤♠❡ ❡✐♥❡r r❡✐♥❡♥ ▼❡❤r♣❤♦t♦♥❡♥✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

✸✼



✸✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣

❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❘❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣

∂

∂t
ρ = (ρ0 − ρ) νmpi −

ρ

τrec
✭✸✳✺✷✮

❢ür ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ρ✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡ ③✉sät③❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ❘❡❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r
♠✐t ❞❡r ❘❛t❡ τrec ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❉❡r ❋❛❦t♦r (ρ0 − ρ) s♦r❣t ❢ür ❞✐❡ ❊✐♥❤❛❧t✉♥❣ ❞❡s P❛✉❧✐✲
Pr✐♥③✐♣s✳ ❉❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❡❞✐♥❣t❡ ❱❡r❧✉st ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s s♦❧❧ ❞✉r❝❤
❡✐♥❡♥ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣sstr♦♠ ~Jmpi ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥❬✼✸✱ ✼✹❪✳ ❉❛③✉ s❡t③t ♠❛♥ ❞❡♥ ❊♥✲
❡r❣✐❡❣❡✇✐♥♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ∂

∂tW = Wionνmpi (ρ0 − ρ) ♠✐t ❞❡♠

❱❡r❧✉st ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ~Jmpi ~E ❣❧❡✐❝❤ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t s♦

−→
J mpi =

σn
ρ0
WionI

n−1−→E (ρ0 − ρ) . ✭✸✳✺✸✮

✸✳✷✳✷✳ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐♠ ▲❡✐t✉♥❣s❜❛♥❞

❊❧❡❦tr♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥s ▲❡✐t✉♥❣s❜❛♥❞ ❛♥❣❡r❡❣t ✇✉r❞❡♥✱ s✐♥❞ ❢r❡✐ ❜❡✇❡❣❧✐❝❤ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ♠✐t
❞❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✳ ■♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❋❛❧❧ ❦ö♥♥❡♥ s✐❡ ❞❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❦❧❛ss✐s❝❤❡ ❉r✉❞❡✲❚❤❡♦r✐❡❬✼✽❪ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥

∂

∂t

−→
Jd = −νe

−→
Jd +

e2

me
ρ
−→
E . ✭✸✳✺✹✮

❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❢r❡✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❣❛s ❞✉r❝❤ ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ~E
❛✉s❣❡❧❡♥❦t ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♦❧❧✐s✐♦♥sr❛t❡ νe ❣❡❞ä♠♣❢t ✇✐r❞✳ ❉❛ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❣❡❧❛❞❡♥
s✐♥❞✱ ä✉ÿ❡rt s✐❝❤ ❞✐❡s ✐♥ ❡✐♥❡r ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ~Jd✳

✸✳✷✳✸✳ ❘❡❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✉♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞✐✜❦❛t✐♦♥

■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t st❛♥❞ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ✐♠ ❱♦r❞❡r❣r✉♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ❛♥s❝❤❧✐❡✲
ÿ❡♥❞❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞✐✜❦❛t✐♦♥ ✇✉r❞❡ ♥✐❝❤t ♠♦❞❡❧❧✐❡rt✳ ❉❛ ❞✐❡s❡ ❊✛❡❦t❡ ❥❡❞♦❝❤ ✈❡r❛♥t✇♦rt✲
❧✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ✜♥❛❧❡ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❱❡r♠✐tt❧✉♥❣ ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▲❛s❡r♣✉❧s❡♥ s✐♥❞✱ s♦❧❧❡♥ s✐❡ ❤✐❡r ❦✉r③ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ◆❛❝❤❞❡♠ ❞✐❡
❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐♦♥✐s✐❡rt ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ✇❡✐t❡r❡ ❇❡str❛❤❧✉♥❣ ❡r❤✐t③t ✇✉r❞❡♥✱ ❣❡❜❡♥ s✐❡ ✐❤r❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡ ü❜❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ Pr♦③❡ss❡ ✇✐❡❞❡r ❛♥s ●✐tt❡r ❛❜ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹ ✭❜✮✮✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦♦♠♠t
❡s ③✉ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s✳ ❉❡r ❦✉r③❧❡❜✐❣st❡ ❉❡❢❡❦t ✐st ❞❛s s♦ ❣❡✲
♥❛♥♥t❡ ❙❡❧❢✲❚r❛♣♣❡❞ ❊①❝✐t♦♥ ✭❙❚❊✮✳ ❉❛❜❡✐ ❜✐❧❞❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ❢r❡✐❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✉♥❞ ▲ö❝❤❡r♥
③✉♥ä❝❤st ❊①③✐t♦♥❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥ ♠✐t ●✐tt❡rs❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❞✉r❝❤ ✐❤r
❡✐❣❡♥❡s ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❢❡❧❞ ❧♦❦❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥❬✼✾❪✳ ❉✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ❙❚❊s ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡r
❦✉r③❧❡❜✐❣❡♥ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥✳❬✽✵❪ ◆❛❝❤ ❡t✇❛ 400 fs ③❡r❢❛❧❧❡♥ ❙❚❊s ✉♥❞ ❡r③❡✉✲
❣❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ●✐tt❡r❞❡❢❡❦t❡✱ ❞✐❡ ③✉ ❡✐♥❡r ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❉✐❝❤t❡ ❢ü❤r❡♥❬✽✶❪✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r
❊✛❡❦t✱ ❞❡r ③✉r ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ❉❡❢❡❦t❡♥ ❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐st ❞❛s ❍❡r❛✉s❧ös❡♥ ✈♦♥ ❙❛✉❡rst♦✛
❛✉s ❞❡r ●❧❛s♠❛tr✐① ❛✉❢❣r✉♥❞ st❛r❦❡r ❋❡❧❞❣r❛❞✐❡♥t❡♥❬✽✷❪✳ ❉❛ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐❤r❡ ❊♥❡r❣✐❡
❜❡✐ ❘❡❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❞❡r ❑♦❧❧✐s✐♦♥❡♥ ❛♥s ●✐tt❡r ❛❜❣❡❜❡♥✱ ❦❛♥♥ ❡s ❛✉❝❤ ③✉ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥

✸✽



✸✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣

❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❍✐t③❡❡✐♥✇✐r❦✉♥❣ ❦♦♠♠❡♥❬✽✸❪✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✲
♠♦❞✐✜❦❛t✐♦♥❡♥ ❦♦♠♠t ❡s ③✉ ❡✐♥❡r ❞❛✉❡r❤❛❢t❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥
✐♥ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ❤♦❤❡r ■♥t❡♥s✐tät✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ✇✉r❞❡ s♣❡③✐❡❧❧ ❡✐♥❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡s ■♦♥✐✲
s✐❡r✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tts ❢❡st❣❡st❡❧❧t❬✽✹❪✳ ❊✐♥ s♦❧❝❤❡s ▼❛t❡r✐❛❧❣❡❞ä❝❤t♥✐s ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡r ♣♦s✐t✐✲
✈❡♥ ❘ü❝❦❦♦♣♣❧✉♥❣✱ s♦ ❞❛ss ❜❡r❡✐ts ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❜❡✐ ❢♦rt❣❡s❡t③t❡r ❇❡str❛❤❧✉♥❣
✇❡✐t❡r ❛✉s❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s ✐st ❜❡s♦♥❞❡rs ❜❡✐ ❞❡r ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ◆❛♥♦❣✐tt❡r♥ r❡❧❡✲
✈❛♥t✱ ❞❛ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❡rst ü❜❡r ❞✐❡ ❇❡str❛❤❧✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡r ❣r♦ÿ❡♥ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ▲❛s❡r♣✉❧s❡♥
❤❡r❛✉s❜✐❧❞❡♥❬✽✺✱ ✽✵❪✳

✸✾



✹✳ ▲❛s✐♥❣ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥

✹✳✶✳ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

❊✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡r ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞r❛❤t ❡♥t❤ä❧t ❜❡r❡✐ts ❛❧❧❡ ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❡✐♥❡s
▲❛s❡rs②st❡♠s❬✶✾❪✳ ❉✉r❝❤ ♦♣t✐s❝❤❡s ♦❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s P✉♠♣❡♥ ❦❛♥♥ ❞❛s ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧
❞❡s ❉r❛❤ts ❛♥❣❡r❡❣t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❧✐❡❢❡rt ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❜❡♥öt✐❣t❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❱❡rstär❦✉♥❣✳ ❉✐❡
◆❛♥♦❞r❛❤t❣❡♦♠❡tr✐❡ ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡♠ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❊✐♥s❝❤❧✉ss ❞❡s ▲✐❝❤t❡s ✐♥ ❞❡♥ ❣❡❢ü❤r✲
t❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r♠♦❞❡♥✳ ❊✐♥❡♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡♥ ❊✐♥s❝❤❧✉ss ❞❡s ▲✐❝❤ts ❡r❤ä❧t ♠❛♥ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤
❞✉r❝❤ ❞✐❡ r❡✢❡❦t✐❡r❡♥❞❡♥ ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥ ❞❡s ❉r❛❤t❡s ✉♥❞ ❞✐❡ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ❋❛❜r②✲Pér♦t✲
▼♦❞❡♥✳ ❯♠ ❡✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❧❛s❡♥❞❡r ◆❛♥♦❞rä❤t❡ ③✉ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥✱ ✐st ❛❧s♦ ❞❛s
❱❡rstä♥❞♥✐s ♠❡❤r❡r❡r ❆s♣❡❦t❡ ♥♦t✇❡♥❞✐❣✳ ❋ür ❡✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❊✐♥❦♦♣♣❧✉♥❣ ✐♥ ♦♣t✐s❝❤❡
❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r ♠✉ss ❞❛s tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ Pr♦✜❧ ❞❡r ❡♠✐tt✐❡rt❡♥ ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣ ❜❡❦❛♥♥t s❡✐♥
✉♥❞ ③❡✐t❧✐❝❤ ♠ö❣❧✐❝❤st ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❲ü♥s❝❤❡♥s✇❡rt ✇är❡ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥
✐♥ ❡✐♥❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧♠♦❞❡✱ ✈♦r③✉❣s✇❡✐s❡ ❞❡r ●r✉♥❞♠♦❞❡✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥ ❞✐❡
●r✉♥❞♠♦❞❡ ✈♦♥❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r♥ ❣❡❦♦♣♣❡❧t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❛❧s ▼♦❞✉❧❛t♦r
✐♥ ❞❡r ❉❛t❡♥ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ s✐♥❞ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❩❡✐t❞②♥❛♠✐❦ ✉♥❞ ❞✐❡ s♣❡❦tr❛❧❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢✲
t❡♥ ❞❡r ❡♠✐tt✐❡rt❡♥ ❙tr❛❤❧✉♥❣ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❉✐❡s❡ s✐♥❞ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❱❡rstär❦✉♥❣s♣r♦✜❧ ✉♥❞ ❞✐❡
❩❡✐t❞②♥❛♠✐❦ ❞❡s ✈❡rstär❦❡♥❞❡♥ ▼❡❞✐✉♠s s♦✇✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦✲
❞❡♥ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ü❜❡r ❞✐❡ ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät ❞❡s ▼❡❞✐✉♠s ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞
❞❡r ❣❡r✐♥❣❡♥ ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ✉♥❞ s❝❤♥❡❧❧❡♥ ❆♥s❝❤❛❧t③❡✐t❡♥ ✈♦♥ ◆❛♥♦❞r❛❤t✲▲❛s❡r♥ ✐st ❞❡r
❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❩✉❣❛♥❣ s❝❤✇✐❡r✐❣ ✉♥❞ ♦❢t ♥✉r ✐♥❞✐r❡❦t ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❲ä❤r❡♥❞ ✉♠❢❛ss❡♥❞❡ ■♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉s ❋❡r♥❢❡❧❞♠❡ss✉♥❣❡♥ ❞❡r ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥❡♠✐ss✐♦♥❬✽✻✱ ✽✼❪✱ ❛✉s
❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣✲❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥❬✽✼✱ ✽✽✱ ✷✶❪ ♦❞❡r ❛✉s ③❡✐t❛✉❢❣❡❧öst❡♥ µ✲P▲✲▼❡ss✉♥❣❡♥❬✷✺❪ ❣❡✲
✇♦♥♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡♥✱ s✐♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❦♦r✲
r❡❦t❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ◆❛♥♦❞r❛❤t✲
▲❛s❡r♥ ✉♥❡r❧äss❧✐❝❤✳
❉✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ♠✐t ZnO✲ ✉♥❞ CdS✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ❛✉❢✲

❣r✉♥❞ ✐❤r❡r st❛r❦❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❱❡rstär❦✉♥❣✱ ❞❡s ❤♦❤❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ✉♥❞ ✐❤r❡r ❤♦❤❡♥
▼❛t❡r✐❛❧q✉❛❧✐tät ❛ttr❛❦t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧s②st❡♠❡ ❢ür ❞✐❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ◆❛♥♦❞r❛❤t❧❛s✲
❡r♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❜❡r❡✐ts ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇✉r❞❡♥❬✽✻✱ ✽✾✱ ✷✺✱
✽✽✱ ✽✼✱ ✾✵✱ ✷✶❪✳
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ✇✐r ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ st❛t✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥✲

❧❡✐t❡r♠♦❞❡♥✳ Ü❜❡r ❞❡♥ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t✲❋❛❦t♦r❬✾✶❪ ❦❛♥♥ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡rstär❦✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r❣❡♦♠❡tr✐❡ ❜❡❞✐♥❣t❡♥
❱❡rstär❦✉♥❣ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ♣r♦ ❯♠❧❛✉❢ ✐♠ ❘❡s♦✲
♥❛t♦r ❛❜❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❱❡r❧✉st❡ ❡✐♥❡r ▼♦❞❡ s✐♥❞ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥r❡✢❡❦t✐✈✐tät ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✇❡✐❝❤t ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ❜❡❞✐♥❣t ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✈♦♥ ❞❡r
r❡✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧❜❡❞✐♥❣t❡♥ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ❛♥ ❡✐♥❡r ❡❜❡♥❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❛❜✳ ❉✐❡s❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥

✹✵



✹✳ ▲❛s✐♥❣ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥

✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ q✉❛s✐st❛t✐s❝❤❡ ❋❉❚❉✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r s♦ ❣❡✇♦♥♥❡✲
♥❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ▲❛s✐♥❣♠♦❞❡ ❛❜❣❡s❝❤ät③t ✉♥❞ ♠✐t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥
▼❡ss✉♥❣❡♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
■♠ ③✇❡✐t❡♥ ❚❡✐❧ ✇❡r❞❡♥ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❆♥s❝❤✇✐♥❣✈♦r❣❛♥❣s ✉♥❞ ❞❡r ▼♦✲

❞❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❡✐♥❡s ❛♥ ❞✐❡ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ ❋❉❚❉✲▼♦❞❡❧❧s ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ❉✐❡s❡s ❡r❧❛✉❜t ❞✐❡ ❱❡r✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡r ❛✉s ❞❡♥ st❛t✐✲
s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❣❡✇♦♥♥❡♥❡♥ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❣✐❜t ❡✐♥❡♥ ❡rst❡♥ ❊✐♥❜❧✐❝❦ ✐♥
❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❉②♥❛♠✐❦ ❞❡s ▲❛s✐♥❣✈♦r❣❛♥❣s✳
❯♠ ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ❣❡s❛♠t❡♥ ▲❛s✐♥❣✈♦r❣❛♥❣ ❛✉s❞❡❤♥❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥

✇✐r❞ ✐♠ ❞r✐tt❡♥ ❚❡✐❧ ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❡✣③✐❡♥t❡r❡ ❈♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❡ ❚❤❡♦r② ✈❡r✇❡♥❞❡t ✉♥❞
❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛♥ ❡✐♥❡ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❍❛❧❜❧❡✐t❡rs ❣❡❦♦♣♣❡❧t✳ ❙♦ ❦♦♥♥t❡♥ ❛✉s
❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ❍❛❧❜❧❡✐t❡r ✇✐❡ ❞✐❡ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❛♥✲
r❡❣✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❆♥s❝❤✇✐♥❣③❡✐t r❡♣r♦❞✉③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❩✉♠ ❙❝❤❧✉ss ❞❡s ❑❛♣✐t❡❧s ❢♦❧❣❡♥
❡✐♥✐❣❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ③✉ ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣❡①♣❡r✐♠❡♥t❡♥❬✽✼✱ ✽✽✱ ✷✶❪ ❛♥ ◆❛♥♦❞r❛❤t✲▲❛s❡r♥✳
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✹✳ ▲❛s✐♥❣ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥

ü❜❡r ❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ❆♥r❡❣✉♥❣s♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❉✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ✇✐r❞ ❛❧s♦ ♥✉r ✈♦♥
❞❡r ❊✣③✐❡♥③ ❞❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡s P✉♠♣❧✐❝❤ts ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡s❡ ❦❛♥♥ ✐♠ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡s ❢r❡✐
s❝❤✇❡❜❡♥❞❡♥ ❉r❛❤ts ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ▼✐❡✲❚❤❡♦r✐❡ ❢ür ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❩②❧✐♥❞❡r
❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥❬✾✷❪✳ ❘✉❤t ❞❡r ❉r❛❤t ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❙✉❜str❛t✱ ✐st ❞✐❡s ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❇r❡✲
❝❤✉♥❣ ❞❡r ❩②❧✐♥❞❡rs②♠♠❡tr✐❡ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ ❦❛♥♥ ❞❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✲
q✉❡rs❝❤♥✐tt ❛❜❡r ♠✐t ❞❡r ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❦❛♥♥ ❞❛s
❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① n = 2.5 + 0.4i❬✾✸❪
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ λ = 355 nm ✇❡✐t
♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ❜❡✜♥❞❡t✱ ✇♦ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ❞❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡ ❉♦♣♣❡❧✲
❜r❡❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❦❡✐♥❡ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧ässt s✐❝❤
❧❡✐❝❤t ✈❡r✐✜③✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❡✐ ❢ür ❞❛s ▲❛s✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❉r❛❤t❞✉r❝❤♠❡ss❡r♥
❢ür ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ s✐❣♥✐✜❦❛♥t ❤ö❤❡r ❛✉s❢ä❧❧t ❛❧s ❜❡✐ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ♣♦❧❛r✐✲
s✐❡rt❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✮✳ ❊rst ❢ür s❡❤r ❣❡r✐♥❣❡ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧
♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡ ❆♥r❡❣✉♥❣sstr❛❤❧✉♥❣ ❡✣③✐❡♥t❡r ❛❜s♦r❜✐❡rt✳ ▲❛s✐♥❣ ✐♥ CdS✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ✇✉r❞❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❢ür ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ü❜❡r dmin = 160 nm ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❬✽✾❪✳

✹✳✷✳✷✳ ▼♦❞❡♥❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥

❉❛ s✐❝❤ ❞❡r ❘❡❛❧t❡✐❧ ❞❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ❡✐♥❡s ◆❛♥♦❞r❛❤t❧❛s❡rs ❜❡✐ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ♥✉r
❧❡✐❝❤t ✈❡rä♥❞❡rt✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❣r♦ÿ❡♥ ❚❡✐❧ ✈♦♥ ❞❡♥ ▼♦❞❡♥ ❞❡s
✉♥❛♥❣❡r❡❣t❡♥ ❉r❛❤ts ❜❡st✐♠♠t✳ ❉❛ ❞❡r ❉r❛❤t ❡✐♥❡♠ ❋❛❜r②✲Pér♦t✲❘❡s♦♥❛t♦r ❡♥ts♣r✐❝❤t✱
❤ä♥❣t ❞✐❡ s♣❡❦tr❛❧❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡r ▲❛s❡r♠♦❞❡♥ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡ss❡♥ ▲ä♥❣❡ ❛❜✳ ❉✐❡
◗✉❛❧✐tät ❞✐❡s❡r ▼♦❞❡♥ ✇✐r❞ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s stär❦❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r♠♦❞❡♥
❞❡s ❉r❛❤ts ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❊✣③✐❡♥③ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ▼❛t❡✲
r✐❛❧ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❱❡r❧✉st❡ ❜❡✐ ❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❞❡♥ ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥ ❞❡s ❉r❛❤ts ❢❡st❧❡❣❡♥✳ ❲✐❡
✐♥ ❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✷✳✷ ✉♥❞ ✹✳✹ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ▼♦❞❡♥ ❞❡s ❉r❛❤ts ❛✉❝❤ ❛❧s
❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❢ür ❡✐♥ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ▲❛s❡rs ❞✐❡♥❡♥✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷ ③❡✐❣t ❞✐❡
■♥t❡♥s✐täts♣r♦✜❧❡ ✉♥❞ ❞✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡r ♥✐❡❞r✐❣st❡♥ s❡❝❤s ▼♦❞❡♥ ❢ür ❡✐♥❡♥ t②♣✐s❝❤❡♥
♠✉❧t✐♠♦❞✐❣❡♥ CdS✲◆❛♥♦❞r❛❤t❧❛s❡r ♠✐t ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s r = 250 nm ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ◗✉❛r③❣❧❛ss✉❜✲
str❛t✱ ❜❡r❡❝❤♥❡t ♠✐t ❞❡♠ ▼♦❞❡s♦❧✈❡r ❛✉s ❞❡r ▲✉♠❡r✐❝❛❧ ❋❉❚❉ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❙♦❢t✇❛r❡✳ ❲✐❡
♠❛♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❡r❦❡♥♥❡♥ ❦❛♥♥✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ▼♦❞❡♥ ❜✐s ❛✉❢ s❡❤r ❦❧❡✐♥❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐❞❡♥t✐s❝❤
♠✐t ❞❡♥❡♥ ❡✐♥❡s ❢r❡✐ s❝❤✇❡❜❡♥❞❡♥ ❩②❧✐♥❞❡rs✳ ❉✐❡s ✐st ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✱ ❞❛ ❞❛s ❙✉❜str❛t ❡✐♥❡♥
✇❡✐t ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡①✭n = 1.4✮ ❛❧s ❞❡r ◆❛♥♦❞r❛❤t ✭n = 2.76✮ ❬✾✹❪ ❛✉❢✇❡✐st✳
❉❛ ❞✐❡ ▼♦❞❡♥ ❛✉❝❤ ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❉r❛❤ts ❡♥❞❧✐❝❤❡ ❋❡❧❞stär❦❡♥ ❛✉❢✇❡✐s❡♥ ✉♥❞ ✐♥♥❡r✲

❤❛❧❜ ❞❡s ❉r❛❤ts rä✉♠❧✐❝❤ st❛r❦ ✈❛r✐✐❡r❡♥✱ ❡r❢ä❤rt ❡✐♥❡ ▼♦❞❡ ❡✐♥❡ ✈♦♥ ✐❤r❡♠ Pr♦✜❧ ✉♥❞
❞❛♠✐t ✈♦♥ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡s ❉r❛❤t❡s ❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❱❡rstär❦✉♥❣✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r r❡✐♥ ♠❛✲
t❡r✐❛❧❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❡✐♥❡r ❡❜❡♥❡♥ ❲❡❧❧❡ ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧✈♦❧✉♠❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t✳ ❉✐❡
▼♦❞❡♥✈❡rstär❦✉♥❣ ❦❛♥♥ ❞❛♥♥ ❛❧s Pr♦❞✉❦t ❛✉s ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡rstär❦✉♥❣ α = ℑ (n)
✉♥❞ ❡✐♥❡♠ str✉❦t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❋❛❦t♦r ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s
❈♦♥✜♥❡♠❡♥t✲❋❛❦t♦r Γ❬✾✶✱ ✶✾❪✳ ❊r ❧ässt s✐❝❤ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ✐♥
❞❡r ▼♦❞❡ ❣❡❢ü❤rt❡♥ ▲❡✐st✉♥❣ dP (z)

dz ❜❡✐ ❞❡r ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❉r❛❤t❛❝❤s❡ z ♠✐t
❞❡r ✇✐❡ ♦❜❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t❡♥ ▼♦❞❡♥✈❡rstär❦✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤s❡t③t

dP (z)

dz
= ΓαP (z) . ✭✹✳✶✮

✹✸
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y
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m
]

a) HE11

−0.2

0

0.2

c) TE01 e) HE21

x[µm]

y
[µ

m
]

b) HE11

−0.2 0 0.2

−0.2

0

0.2

x[µm]

d) HE21

−0.2 0 0.2

x[µm]

f) TM01

−0.2 0 0.2
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✳✿ ❉✐❡ ♥✐❡❞r✐❣st❡♥ s❡❝❤s ▼♦❞❡♥ ❡✐♥❡s CdS✲◆❛♥♦❞r❛❤ts ✭s❝❤✇❛r③❡ ❯♠r❛♥✲
❞✉♥❣✮ ♠✐t ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s r = 250 nm ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ◗✉❛r③❣❧❛ss✉❜str❛t✳ ❉✐❡ ■♥t❡♥s✐tät ✐st ❢❛r❜❧✐❝❤
❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡r ▼♦❞❡♥ ✐st ❞✉r❝❤ P❢❡✐❧❡ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳

❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛❧s ❆✉s❞r✉❝❦ ❢ür ❞❡♥ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t✲❋❛❦t♦r ❞❡r ▼♦❞❡ m❬✾✶❪

Γm =
c
√
ǫ

2πP0,m

ˆ

wire
| ~Em|2dA ✭✹✳✷✮

♠✐t ❞❡♠ ü❜❡r ❞✐❡ ❦♦♠♣❧❡tt❡ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ ~A ✐♥t❡❣r✐❡rt❡♥✱ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡s ❉r❛❤ts ♣r♦✲
♣❛❣✐❡r❡♥❞❡♥ P♦②♥t✐♥❣✲❱❡❦t♦r ~Sm ❞❡r ▼♦❞❡

P0,m =
1

2

ˆ

R2

(

~Sm + ~S∗
m

)

d ~A. ✭✹✳✸✮

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸✭❛✮ ③❡✐❣t ❞❡♥ ❞✉r❝❤♠❡ss❡r❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t✲❋❛❦t♦r ❞❡r s❡❝❤s ▼♦✲
❞❡♥ ♥✐❡❞r✐❣st❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡♥ CdS✲◆❛♥♦❞r❛❤t✳ ❉❡r ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t✲❋❛❦t♦r ❡♥ts♣r✐❝❤t
✐♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❡✐♥❡s s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡rs ❞❡♠ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❛✉s ❞❡r ✐♥♥❡r❤❛❧❜
❞❡s ❉r❛❤ts ❣❡❢ü❤rt❡♥ ③✉r ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❉r❛❤ts ❣❡❢ü❤rt❡♥ ▲❡✐st✉♥❣✳ ❉❛❤❡r ❦♦♥✈❡r❣✐❡rt ❡r
❢ür ❣r♦ÿ❡ ❉r❛❤t❞✉r❝❤♠❡ss❡r ❣❡❣❡♥ 1✳ ❋ür ❞ü♥♥❡ ❉rä❤t❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❤♦❤❡♥ ■♥❞❡①❦♦♥tr❛st
✇❡✐❝❤t ❞❡r ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t✲❋❛❦t♦r ❥❡❞♦❝❤ ✈♦♥ ❞✐❡s❡♠ ✐♥t✉✐t✐✈❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ❛❜ ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤
❣röÿ❡r ❛❧s 1 ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s ❜❡❞❡✉t❡t ❛❜❡r ❧❡❞✐❣❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ▼♦❞❡ ✐♠ ❉r❛❤t ❡r❢❛❤✲
r❡♥❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❣röÿ❡r ✐st ❛❧s ❞✐❡ ❡✐♥❡r ❡❜❡♥❡♥ ❲❡❧❧❡ ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧✈♦❧✉♠❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❊✛❡❦t
tr✐tt ✈♦r ❛❧❧❡♠ ✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ❞❡s ❈✉t♦✛✲❘❛❞✐✉s ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ▼♦❞❡ ❛✉❢✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡r❡✐❝❤
❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❡✐♥❡rs❡✐ts ❞❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❉r❛❤ts ♣r♦♣❛❣✐❡r❡♥❞❡♥ ❋❡❧❞❛♥t❡✐❧❡✱
✇❛s ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ③✉ ❡✐♥❡r ❆❜s❝❤✇ä❝❤✉♥❣ ❞❡r ❱❡rstär❦✉♥❣ ❢ü❤rt✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❡r❤ö❤t s✐❝❤
❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞❡r tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❊✐♥s❝❤❧✉ss ❞❡s ✐♠ ❉r❛❤t ♣r♦♣❛❣✐❡r❡♥❞❡♥ ❋❡❧❞❡s✱ ✇❛s ③✉ ❡✐♥❡r
❡r❤ö❤t❡♥ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❢ü❤rt✳ ❊rst ❜❡✐♠ ❈✉t♦✛✲❘❛❞✐✉s ✇✐r❞ ❞✐❡ ▼♦❞❡ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✐♠ ❉r❛❤t
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❞❛❤❡r ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❊♥❞❢❛❝❡tt❡ rü❝❦✇ärts ♣r♦♣❛❣✐❡r❡♥❞❡♥ ❋❡❧❞❡r ✐♥ ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▼♦❞❡♥✱ s♦ ❞❛ss ❣✐❧t

~Erefl,m =
∑

n

am,n ~En ✭✹✳✹✮

~Hrefl,m =
∑

n

bm,n ~Hn. ✭✹✳✺✮

❉✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ an ✉♥❞ bn ❦ö♥♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ Ü❜❡r❧❛♣♣✐♥t❡❣r❛❧❡❬✸✵❪

am,n =

´

R2
~Erefl,m × ~H∗

nd ~A
´

R2
~En × ~H∗

nd
~A

, ✭✹✳✻✮

b∗m,n =

´

R2
~En × ~H∗

refl,md
~A

´

R2
~En × ~H∗

nd
~A

✭✹✳✼✮

❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❡♥ ❆♥t❡✐❧ om,n ❞❡r ▼♦❞❡ n ❬✻✺❪

om,n =
ℜ ((am,n − bm,n)

∗ (am,n + bm,n)P0,n)

ℜ (Prefl)
✭✹✳✽✮

❛♥ ❞❡r r❡✢❡❦t✐❡rt❡♥ ▲❡✐st✉♥❣ Prefl,m❬✻✺✱ ✸✵❪✳ ❉❡r ❘❡✢❡❦t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ❞❡r ❡✐♥❣❡str❛❤❧t❡♥

▼♦❞❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❛✉s Rm = om,m
Prefl,m

P0,m
✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸✭❜✮ ③❡✐❣t ❡✐♥❡ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❘❡✢❡❦t✐✈✐täts♠❛tr✐① ❢ür ❡✐♥❡♥
CdS✲◆❛♥♦❞r❛❤t✳ ❉✐❡ ❡✐♥❣❡str❛❤❧t❡♥ ▼♦❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❘❡✐❤❡✱ ❞✐❡
❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ▼♦❞❡♥❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡s ③✉rü❝❦❣❡str❡✉t❡♥ ❋❡❧❞❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙♣❛❧t❡ ❞❡r ▼❛tr✐①
❞❡✜♥✐❡rt✳ ❲✐❡ ❡r✇❛rt❡t s✐♥❞ ❞✐❡ ③❛❤❧❡♥♠äÿ✐❣ ❣röÿt❡♥ ❊✐♥trä❣❡ ✐♥ ❞❡r ❙♣✉r ❞❡r ▼❛tr✐①
③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ▼♦❞❡♥ str❡✉❡♥ ❛❧s♦ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ✐♥ s✐❝❤ s❡❧❜st ③✉rü❝❦✳ ❊s ❣✐❜t ❛❜❡r
❛✉❝❤ ♥✐❝❤t✲❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❊✐♥trä❣❡✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❛♥ ❥❡✇❡✐❧s ❛♥❞❡r❡ ▼♦❞❡♥ ❡r❧❛✉❜❡♥✳ ❉✐❡
❛❜s♦❧✉t❡ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ❥❡❞❡r ▼♦❞❡ ✐st ❛♥ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡ ❞❡r ▼❛tr✐① ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❲✐❡ ♠❛♥
s✐❡❤t ✇❡✐st ❞✐❡ TE01✲▼♦❞❡ ❞✐❡ stär❦st❡ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ❛✉❢✳ ❉✐❡s❡r ❇❡❢✉♥❞ ❞❡❝❦t s✐❝❤ s❡❤r
❣✉t ♠✐t ❞❡♥ ❜❡r❡✐ts ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❢ ❞✐❡ TE01✲
▼♦❞❡ ❛❧s ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ▲❛s✐♥❣♠♦❞❡ ❤✐♥❞❡✉t❡♥✳
❊s ✐st ❛❧s♦ ❜❡r❡✐ts ❞✉r❝❤ ❑❡♥♥t♥✐s ❞❡r st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❡✐♥✐❣❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❇❡❢✉♥❞❡ ③✉ ❡r❦❧är❡♥ ✉♥❞ ❣❡✇✐ss❡ ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞❛s ▲❛s✐♥❣✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥
◆❛♥♦❞r❛❤t♠♦❞❡♥ ③✉ tr❡✛❡♥✳

✹✻



✹✳ ▲❛s✐♥❣ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥

✹✳✸✳ ❆♥s❝❤✇✐♥❣✈♦r❣ä♥❣❡ ✐♠ ▼✉❧t✐♠♦❞❡✲❉r❛❤t

▲❛s✐♥❣ ✐st ❡✐♥ st❛r❦ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡r Pr♦③❡ss✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼♦❞❡♥ ✉♠ ❞✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
❆✉s♥✉t③✉♥❣ ❞❡r ❱❡rstär❦✉♥❣ ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❦♦♥❦✉rr✐❡r❡♥✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ♦♣t✐✲
s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s P✉♠♣✈♦r❣❛♥❣s ✉♥❞ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❞✉r❝❤
❞✐❡ st✐♠✉❧✐❡rt❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ❜❡❞✐♥❣t❡♥ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r❛❜❜❛✉s st❛r❦✳ ❯♠ ❞✐❡s❡s ❞②♥❛♠✐s❝❤❡
❱❡r❤❛❧t❡♥ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ r❡✐❝❤t ❞✐❡ ❑❡♥♥t♥✐s ❞❡r st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ♥✐❝❤t
♠❡❤r ❛✉s✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ ♠üss❡♥ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❩✉ ❞✐❡s❡♠
❩✇❡❝❦ ✇✉r❞❡ ❞❛s ❛✉❢ ❞❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❛s✐❡r❡♥❞❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❛✉s
❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✶ ❛♥ ❡✐♥ ❋❉❚❉✲▼♦❞❡❧❧ ③✉r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ▼❛①✇❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❬✾✺❪✳
❉✐❡s❡ ❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡ ❡r❧❛✉❜t ❞✐❡ ❦♦rr❡❦t❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ü❜❡r ❞❛s
❣❡s❛♠t❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ss♣❡❦tr✉♠ ✈♦♠ ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ❜✐s ③✉♠ ▲❛s✐♥❣❜❡r❡✐❝❤✳

✹✳✸✳✶✳ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞r❛❤t

❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❥❡t③t ❞❛s ❆♥s❝❤✇✐♥❣✈❡r❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡s ♦♣t✐s❝❤ ❣❡♣✉♠♣t❡♥ CdS✲◆❛♥♦❞r❛❤t✲
❧❛s❡rs✳ ❉❛③✉ s✐♠✉❧✐❡r❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡♥ ◆❛♥♦❞r❛❤t ❞❡r ▲ä♥❣❡ l = 7.5➭♠♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r
✈♦♥ d = 250 nm✱ ❞❡r ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r z✲❆❝❤s❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ◗✉❛r③❣❧❛ss✉❜str❛t ❛✉s❣❡r✐❝❤t❡t ✐st✳
❉❡r ◆❛♥♦❞r❛❤t ✇✐r❞ ✈♦♥ ♦❜❡♥ ✭❛✉s ❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡♥ x✲❘✐❝❤t✉♥❣✮ ♠✐t ❡✐♥❡r y✲♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♥
❡❜❡♥❡♥ ❲❡❧❧❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ sech✲❢ör♠✐❣❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ Pr♦✜❧ ❛♥❣❡r❡❣t ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹✭❛✮ ✉♥❞
✭❞✮ ✮✳ ❉❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s♣✉❧s ❤❛t ❡✐♥❡ ▼✐tt❡♥✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ λ0 = 500 nm ❧❡✐❝❤t ♦❜❡r❤❛❧❜
❞❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ❞❡s ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧s ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❉❛✉❡r ✈♦♥ wt = 100 fs✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥✲
❣❡♥ ✹✳✹ ✭❡✮✲✭❣✮ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❋❡❧❞✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ❞❡s ◆❛♥♦❞r❛❤ts ♥❛❝❤ ❞❡♠
P✉♠♣✈♦r❣❛♥❣✳ ❉✐❡ ❧♦❦❛❧❡ ❙tr✉❦t✉r ❞❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞❛s tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❋❡❧❞♣r♦✲
✜❧ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡ ❚❊✵✶✲▼♦❞❡ ❣❡♣rä❣t ✇✐r❞✳ ❙✐♠✉❧t❛♥
❡①✐st✐❡rt ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❡✐♥ st❛r❦❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●r✉♥❞♠♦❞❡ ❜❡st✐♠♠t❡r ❆♥t❡✐❧✱ ❞❡r ③✉ ❡✐♥❡♠
③✇❡✐❣❡t❡✐❧t❡♥ ▼✉st❡r ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹✭❢✮ ❢ü❤rt✳
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹✭❜✮ ③❡✐❣t ❞✐❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ✉♥❞ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❋❡❧❞✈❡rt❡✐❧✉♥❣

❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❉r❛❤t❛❝❤s❡ z ♥❛❝❤ ❞❡♠ P✉♠♣✈♦r❣❛♥❣✳ ▼❛♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ❡✐♥ st❛r❦❡s ❆♥st❡✐✲
❣❡♥ ❞❡r ❋❡❧❞stär❦❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▼❛①✐♠✉♠ ❜❡✐ ❡t✇❛ t = 1.4 ps ♥❛❝❤ ❞❡♠ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡s
❆♥r❡❣✉♥❣s♣✉❧s❡s✳ ❇✐s ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ✐st ❞✐❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❋❡❧❞✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ③❡✐t❧✐❝❤ ❢❛st
❦♦♥st❛♥t✱ ✇❛s ❛✉❢ ❞✐❡ ❉♦♠✐♥❛♥③ ❡✐♥❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼♦❞❡ ❤✐♥❞❡✉t❡t✳ ❉❛♥❛❝❤ ❜✐❧❞❡t s✐❝❤ ❡✐♥
③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡s ❋❡❧❞♣r♦✜❧ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡s ❉r❛❤ts ❛✉s✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❡✐♥✐❣❡ ❦✉r③❡ P✉❧s❡ ③✇✐s❝❤❡♥
❞❡♥ ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥ ✉♠❧❛✉❢❡♥✳ ❉✐❡ rä✉♠❧✐❝❤ st❛r❦ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡ ❙tr✉❦t✉r ❞❡s ✉♠❧❛✉❢❡♥❞❡♥
❋❡❧❞❡s ✐st ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞❡✉t❧✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ▲ä♥❣ss❝❤♥✐tt ❞❡s ◆❛♥♦❞r❛❤ts ✐♥ ❚❡✐❧ ✭❝✮ ❞❡r ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣ ③✉ s❡❤❡♥✳ ❙♣❡❦tr❛❧ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡r ❱❡r❜r❡✐t❡r✉♥❣ ❛✉❢ ♠❡❤r❡r❡
❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❧❛s❡♥❞❡ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧♠♦❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ❧ässt s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡
❆♥❛❧②s❡ ❞❡r ▼♦❞❡♥ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤❡r ❉②♥❛♠✐❦ ü❜❡r♣rü❢❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺
❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ◆❡❜❡♥ ❞❡r ▲❛s❡r❡♠✐ss✐♦♥ ✐st ❤✐❡r ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❜❡✐ ❡t✇❛ 2.5 eV ③✉ s❡❤❡♥✳
❩✉♠ ▲❛s✐♥❣ tr❛❣❡♥ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ♠❡❤r❡r❡ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧♠♦❞❡♥ ❜❡✐✱ ❞✐❡ s✐❝❤ s♣❡❦tr❛❧ ✐♥ ❞❡r
❘❡❣✐♦♥ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❧❡✐❝❤t ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ❜❡✜♥❞❡♥ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✹✳✺✭❝✮✮✳ ❉✐❡ ❋❡♥st❡r✲❋♦✉r✐❡rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❚❡✐❧ ✭❜✮ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞❛s ▲❛s✐♥❣ ❛♥❢ä♥❣❧✐❝❤
✈♦♥ ❡✐♥❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧♠♦❞❡ ❜❡✐ ❡t✇❛ 2.355 eV ❞♦♠✐♥✐❡rt ✇✐r❞✱ ❞✐❡ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r
st❛r❦❡♥ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✈❡rstär❦t ✇✐r❞✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦♦♠♠t ❡s

✹✼
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹✳✿ ❘ä✉♠❧✐❝❤❡ ✉♥❞ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❉②♥❛♠✐❦ ❞❡r ❋❡❧❞❡r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲
◆❛♥♦❞r❛❤t s✐♠✉❧✐❡rt ♠✐t ❞❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ✭❛✮✱✭❞✮✿ ❋❡❧❞❡r ✐♥ ❡✐♥❡♠
▲ä♥❣ss❝❤♥✐tt ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❉r❛❤t ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s P✉♠♣♣✉❧s❡s ✉♥❞ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ▲❛s✐♥❣✈♦r✲
❣❛♥❣s✳ ✭❜✮✿ |E|2 ❣❡♠✐tt❡❧t ü❜❡r ❞❡♥ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ❞❡s ❉r❛❤ts ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❧♦♥❣✐t✉❞✐✲
♥❛❧❡♥ P♦s✐t✐♦♥ z ✉♥❞ ❞❡r ❩❡✐t t✳ ✭❞✮✲✭❣✮ ❋❡❧❞✐♥t❡♥s✐tät ❢ür ❡✐♥ ❢❡st❡s z ③✉ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥
❩❡✐t♣✉♥❦t❡♥✳ ❉✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐st ❞✉r❝❤ P❢❡✐❧❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳

③✉ ❡✐♥❡♠ s❝❤♥❡❧❧❡♥ ❆❜❜❛✉ ❞❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺ ✭❛✮ ✉♥❞ ✭❝✮✮ ✐♥ ❞❡♠ ✈♦♥ ❞✐❡s❡r
▼♦❞❡ ❜❡tr♦✛❡♥❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡s ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡♥ ❇❧♦❝❤✇❡❧❧❡♥✈❡❦t♦rs✳ ❉❛ ❞❛s ◆❛❝❤r❡❧❛①✐❡r❡♥
✈♦♥ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r♥ ❛✉s ❤ö❤❡r ❣❡❧❡❣❡♥❡♥ k✲❇❡r❡✐❝❤❡♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ ❧❛♥❣s❛♠ ❛❜❧ä✉❢t✱
✇✐r❞ ❞✐❡ ▲❛s✐♥❣❡♠✐ss✐♦♥ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t s❝❤✇ä❝❤❡r ✉♥❞ ✈❡r❜r❡✐t❡rt s✐❝❤ ❛✉❢ ✇❡✐t❡r❡
▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧♠♦❞❡♥✳ ❙♦ ❦❛♥♥ ❛✉❢ ❇❡r❡✐❝❤❡ ❞❡s ❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦rr❛✉♠❡s ③✉❣❡❣r✐✛❡♥ ✇❡r❞❡♥✱
✐♥ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❛❜❣❡❜❛✉t ✇✉r❞❡✳

✹✳✸✳✷✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❩✇❡✐♥✐✈❡❛✉✲▲❛s❡r

❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s s❡❤r ❤♦❤❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❆✉❢✇❛♥❞s ❡✐♥❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲
●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛♥ ❥❡❞❡♠ ❘❛✉♠♣✉♥❦t ❡✐♥❡s ❋❉❚❉✲●✐tt❡rs ✇är❡ ❡s ✐♥t❡r❡ss❛♥t✱ ❛✉❢ ❛❜❣❡✲
rüst❡t❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ❛✉s③✉✇❡✐❝❤❡♥✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ s✐♥❞ ❡✐♥✐❣❡ ❞❡r ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❊✛❡❦t❡
♥✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❞❛s ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧✱ s♦♥❞❡r♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡s ◆❛♥♦❞r❛❤ts ✉♥❞
s❡✐♥❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡♥str✉❦t✉r ❜❡❞✐♥❣t✳ ❆♥❞❡r❡ ❊✛❡❦t❡ ✇✐❡ ❞❛s ❆✉s✇❡✐❝❤❡♥ ❛✉❢ ❛♥❞❡r❡
▼♦❞❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❧❛♥❣ ❛♥❤❛❧t❡♥❞❡ ▲❛s✐♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❛♥❢❛♥❣s s❝❤♥❡❧❧❡♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺✳✿ ❩❡✐t❧✐❝❤❡ ❉②♥❛♠✐❦ ❢ür ❡✐♥❡♥ CdS✲◆❛♥♦❞r❛❤t✲▲❛s❡r s✐♠✉❧✐❡rt ♠✐t ❞❡♥
❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭❛✲❞✮ ✉♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❛♥❣❡♥ä❤❡rt❡♥ ❩✇❡✐♥✐✈❡❛✉s②st❡♠✭❡✲❣✮✳
✭❛✮ ✉♥❞ ✭❡✮ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❱❡r❧ä✉❢❡ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❞❡r ■♥t❡♥s✐tät✳ ✭❜✮ ✉♥❞
✭❢✮ ③❡✐❣❡♥ ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❙♣❡❦tr❡♥ ❛✉s ❡✐♥❡r ❋❡♥st❡r✲❋♦✉r✐❡rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ✭❛✮ ✉♥❞ ✭❣✮
③❡✐❣❡♥ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ss♣❡❦tr❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ♥✐❡❞r✐❣❡ ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❢ür ❞❛s ▲❛s✐♥❣r❡❣✐♠❡
✐♥ ✭❛✮ ✉♥❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❢ür ❞❛s ▲❛s✐♥❣r❡❣✐♠❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ❦♦♠♣❧❡tt❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠
❛♥❣❡♣❛sst❡♥ ❩✇❡✐♥✐✈❡❛✉s②st❡♠ ✐♥ ✭❣✮✳ ■♥ ✭❞✮ ✐st ③✉sät③❧✐❝❤ ❞❛s ❊♠✐ss✐♦♥ss♣❡❦tr✉♠ ❞❡s
▲❛s❡rs ❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❆♥st✐❡❣ ❜❛s✐❡r❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ❍❛❧❜❧❡✐t❡rs✳ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥
❞❛❤❡r ❡✐♥❡♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r❡♥ ◆❛♥♦❞r❛❤t✲▲❛s❡r✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡s
❩✇❡✐♥✐✈❡❛✉s②st❡♠ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺✭❡✲❣✮✮✳ ❉❛♠✐t ❛❧❧❡ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧♠♦❞❡♥
❛♥ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ❛♥❦♦♣♣❡❧♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇ä❤❧❡♥ ✇✐r ❞r❡✐ ▼❛t❡r✐❛❧♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥❡♥ Ψx/y/z✱ ❞✐❡
❥❡✇❡✐❧s ♠✐t ✐❞❡♥t✐s❝❤❡♥ ❉✐♣♦❧♠❛tr✐①❡❧❡♠❡♥t❡♥ dx = dy = dz = d ❛♥ ❞✐❡ ❋❡❧❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
Ex/y/z ❛♥❦♦♣♣❡❧♥ ✭❙❦✐③③❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺✮✳ ❯♠ ❡✐♥❡ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ ❣r♦ÿ❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ③✉
❡rr❡✐❝❤❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ne = nh = 0.8 ✐♥✐t✐❛❧✐✲
s✐❡rt✳ ❉✐❡ ❱❡r❜r❡✐t❡r✉♥❣ γ ✉♥❞ ❞❛s ❉✐♣♦❧♠❛tr✐①❡❧❡♠❡♥t d ❞❡s ❩✇❡✐♥✐✈❡❛✉s②st❡♠s ✭r♦t ✐♥
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺✭❣✮✮ ✇❡r❞❡♥ s♦ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ss ❡✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡s ❱❡rstär❦✉♥❣s♣r♦✜❧ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡♠
st❛r❦ ❛♥❣❡r❡❣t❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧ ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞ ✭❜❧❛✉ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺ ✭❣✮✮✳
❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ✈❡r♠✉t❡t✱ ✇❡✐❝❤t ❞✐❡ ❉②♥❛♠✐❦ ❞✐❡s❡s ▲❛s❡rs st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡r ❞❡s ③✉✈♦r ❜❡✲

tr❛❝❤t❡t❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r❧❛s❡rs ❛❜✱ ♦❜✇♦❤❧ ❞❛s ❱❡rstär❦✉♥❣s♣r♦✜❧ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
❢❛st ✐❞❡♥t✐s❝❤ ✐st✳ ❉✐❡ ❧❛♥❣s❛♠❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❛♥❢ä♥❣❧✐❝❤ s❝❤♥❡❧❧❡♥ ❆♥st✐❡❣ ✐st ❤✐❡r
♥✐❝❤t ③✉ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✳ ▼❛♥ ❡r❤ä❧t st❛tt❞❡ss❡♥ ❡✐♥ ❡❤❡r s②♠♠❡tr✐s❝❤❡s ③❡✐t❧✐❝❤❡s ❊♠✐ss✐♦♥s✲
♣r♦✜❧ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺ ✭❡✮✮✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺ ✭❢✮ ③❡✐❣t ❞❛s ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥
▲❛s❡r♠♦❞❡♥✳ ❉❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ❋♦r♠ ❞❡s ❱❡rstär❦✉♥❣s♣r♦✜❧s ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❩✇❡✐♥✐✈❡❛✉s②st❡♠ ❜❡✐♠
❆❜❜❛✉ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r ♥✐❝❤t ✈❡rä♥❞❡rt✱ s♦♥❞❡r♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❛❜❣❡s❝❤✇ä❝❤t ✇✐r❞ ♦❞❡r s❡✐♥
❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ä♥❞❡rt✱ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❙tär❦❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼♦❞❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❣❡s❛♠t❡♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✻✳✿ ❋❡❧❞♣r♦✜❧❡ ✐♥ ◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ●❡♦♠❡tr✐❡✳ ✭❛✱❜✮✿ ❊✐♥♠♦❞✐✲
❣❡r ◆❛♥♦❞r❛❤t ♠✐t ❞❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r d = 140 nm✳ ✭❝✱❞✮✿ ▼✉❧t✐♠♦❞✐❣❡r ❉r❛❤t ♠✐t ❞❡♠
❉✉r❝❤♠❡ss❡r d = 220 nm✳ ✭❡✱❢✮ ♦♣t✐♠✐❡rt❡r ❦♦♥✐s❝❤❡r ❉r❛❤t ♠✐t ❞❡♠ ♠✐♥✐♠❛❧❡♥ ❉✉r❝❤✲
♠❡ss❡r dmin = 120 nm ✉♥❞ ❞❡♠ ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r dmax = 220 nm✳ ■♥ ❞❡♥ ❇✐❧❞❡r♥
✭❜✱❞✱❢✮ s✐♥❞ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ❞❡s ❉r❛❤ts ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❉✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P❢❡✐❧❡
❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❆❧❧❡ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❉rä❤t❡ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡ ✈♦♥ l = 9➭♠ ✉♥❞ ✇✉r❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r
❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✈♦♥ ne = 3× 10

19

cm−3 ✈♦r✐♥✐t✐❛❧✐s✐❡rt✳

❊♠✐ss✐♦♥s♣r♦③❡ss❡s ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❙♦❜❛❧❞ ❞✐❡ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ❢ür ❞✐❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ▼♦❞❡ ✉♥t❡r✲
s❝❤r✐tt❡♥ ✇✐r❞✱ ❜r✐❝❤t ❞❛s ▲❛s✐♥❣ ❢ür ❛❧❧❡ ▼♦❞❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✳

✹✳✸✳✸✳ ▼♦❞❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✉♥❞ ❦♦♥✐s❝❤❡ ❉rä❤t❡

❲✐❡ ✇✐r ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt❡♥ ✹✳✷✳✷ ✉♥❞ ✹✳✸✳✶ ❣❡s❡❤❡♥ ❤❛❜❡♥✱ ❜❡❣✐♥♥❡♥ ◆❛♥♦❞rä❤t❡
❛❜ ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❉✐❝❦❡ ✭❜❡✐ CdS ❡t✇❛ d = 170 nm − 180 nm✮ ♠❡❤r❡r❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡
▼♦❞❡♥ ③✉ ❢ü❤r❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❡t✇❛s ❤ö❤❡r❡♥ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t✲❋❛❦t♦rs ✉♥❞ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❆✉❢✲
❣r✉♥❞ ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥r❡✢❡❦t✐✈✐tät ✇✐r❞ ❞❛s ▲❛s✐♥❣ ❞❛♥♥ ✈♦♥ ❞❡r TE01✲▼♦❞❡
❞♦♠✐♥✐❡rt✳ ❉❛ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ●r✉♥❞♠♦❞❡ ❞✐❡ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ü❜❡rs❝❤r✐tt❡♥ ✐st✱ ✜♥❞❡t s✐❝❤
✐♥ ❞❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❋❡❧❞♣r♦✜❧❡♥ ❛✉❝❤ ❡✐♥ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡r ❆♥t❡✐❧ ❞✐❡s❡r ▼♦❞❡✳ ❉✐❡ ✐♥❦♦❤ä✲
r❡♥t❡ Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❜❡✐❞❡♥ ▼♦❞❡♥ ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡♠ rä✉♠❧✐❝❤ ✉♥❞ ③❡✐t❧✐❝❤ s❝❤✇❛♥✲
❦❡♥❞❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❋❡❧❞♣r♦✜❧✳ ❯♠ ❞✐❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❑♦❤är❡♥③ ❞❡s ❡♠✐tt✐❡rt❡♥ ▲✐❝❤ts ③✉
❡r❤ö❤❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ❊✐♥❦♦♣♣❡❧♥ ✐♥ ♣❤♦t♦♥✐s❝❤❡ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r ③✉ ❡r❧❡✐❝❤t❡r♥✱ ✐st ❡s ❤✐♥❣❡❣❡♥
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✇ü♥s❝❤❡♥s✇❡rt ✐♥ ♥✉r ❡✐♥❡r ❚r❛♥s✈❡rs❛❧♠♦❞❡ ③✉ ❧❛s❡♥✳ ❉✐❡s ❧ässt s✐❝❤ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❛♠ ❡✐♥✲
❢❛❝❤st❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞ü♥♥❡r❡r✱ ❡✐♥♠♦❞✐❣❡r ❉rä❤t❡ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❉✐❡s ✐st ♠ö❣❧✐❝❤
✇❡♥♥ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ❡rr❡✐❝❤t❡♥ ❙tr✉❦t✉rq✉❛❧✐tät❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡rstär❦✉♥❣
❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ ❣r♦ÿ s✐♥❞✳
▲❡✐❞❡r ✐st ❞✐❡ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥❞❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥♠♦❞✐❣❡♥ ❉r❛❤t ❣❡r✐♥❣❡r

❛❧s ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❞✐❝❦❡r❡♥ ❉r❛❤t✱ ❞❛ ❞✐❡ TE01✲▼♦❞❡ ❣ü♥st✐❣❡r❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❛✉❢✇❡✐st ❛❧s
❞✐❡ ●r✉♥❞♠♦❞❡ ✉♥❞ ✇❡✐❧ ❡✐♥ ❣röÿ❡r❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈♦❧✉♠❡♥ ③✉r ❊♠✐ss✐♦♥ ❜❡✐trä❣t✳ ❯♠ ❞✐❡
❱♦r③ü❣❡ ❡✐♥❡s ✉♥✐❢♦r♠❡♥ ✉♥❞ t❡❝❤♥✐s❝❤ ❣ü♥st✐❣❡♥ ❊♠✐ss✐♦♥s♣r♦✜❧s ♠✐t ❞❡r ❡r❤ö❤t❡♥ ❆✉s✲
❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ❞❡s ❞✐❝❦❡♥ ❉r❛❤ts ③✉ ❦♦♠❜✐♥✐❡r❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ❦♦♥✐s❝❤❡♥
❉r❛❤ts ♥❛❤❡❧✐❡❣❡♥❞✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❧✐❡❣❡♥ ❣❡✇❛❝❤s❡♥❡ ◆❛♥♦❞rä❤t❡ ♠❡✐st ✐♥ ❧❡✐❝❤t ❦♦♥✐s❝❤❡r
❋♦r♠ ✈♦r✱ s♦ ❞❛ss ❞❛③✉ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❉rä❤t❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡✲
s❡ ❖♣t✐♦♥ ③✉ ❞❡♠♦♥str✐❡r❡♥ ✇✉r❞❡ ③✉sät③❧✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥♠♦❞✐❣❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❞✐❝❦❡r❡♥
❉r❛❤t ♥♦❝❤ ❡✐♥ ❦♦♥✐s❝❤❡r ❉r❛❤t ♠✐t ❞❡♥ ❙t❛rt✲ ✉♥❞ ❊♥❞❞✉r❝❤♠❡ss❡r♥ dmin = 120 nm ✉♥❞
dmax = 220 nm s✐♠✉❧✐❡rt ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✻ ✭❡✱❢✮✮✳ ❉❡r ❉r❛❤t❞✉r❝❤♠❡ss❡r ❛♠ ❞✐❝❦❡r❡♥ ❊♥❞❡
❧✐❡❣t ❞❛❜❡✐ ❞❡✉t❧✐❝❤ ✐♠ ♠✉❧t✐♠♦❞✐❣❡♥ ❇❡r❡✐❝❤✱ ❞❡r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❧✐❡❣t
s♦❣❛r ❢ür ❞✐❡ ●r✉♥❞♠♦❞❡ ✐♠ ❈✉t♦✛✲❇❡r❡✐❝❤✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✇✐r❦t ❞✐❡ ❦♦♥✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❛❧s
▼♦❞❡♥✜❧t❡r ✉♥❞ ✇✐r ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥ ❡✐♥ ❋❡❧❞♣r♦✜❧✱ ❞❛s ❢❛st ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ●r✉♥❞♠♦❞❡
❜❡❤❡rrs❝❤t ✇✐r❞✳ ❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❡♠✐tt✐❡rt❡♥ ▲❡✐st✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡♥ ❞r❡✐ s✐♠✉❧✐❡rt❡♥ ❉r❛❤t✲
❣❡♦♠❡tr✐❡♥ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞❡r ❦♦♥✐s❝❤❡ ❉r❛❤t 90% ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣ ❞❡s ❞✐❝❦❡♥ ❉r❛❤ts ❡♠✐tt✐❡rt✱
✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❞ü♥♥❡ ❉r❛❤t ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ 70% ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ❡♠✐tt✐❡rt✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡ ❢ür
❥❡❞❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ü❜❡r ♠❡❤r❡r❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ✐♥ ❞✐❡ s♣♦♥t❛♥❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ❡✐♥❣❡❤❡♥❞❡♥
❩✉❢❛❧❧s③❛❤❧❡♥ ❣❡♠✐tt❡❧t✱ ✉♠ st❛t✐st✐s❝❤❡ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ❛✉s③✉s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳
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✹✳✹✳ ❩❡✐t❧✐❝❤❡ ❉②♥❛♠✐❦ ❛✉❢ ❧ä♥❣❡r❡♥ ❩❡✐ts❦❛❧❡♥

■♠ ❧❡t③t❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡♥ ▲❛s❡r✲
♠♦❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆✉s✇❛❤❧ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡r ▼♦❞❡♥ ✐♥ ◆❛♥♦❞r❛❤t❧❛s❡r♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ●❡♦♠❡✲
tr✐❡ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❦♦♥♥t❡ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ▲❛s❡r❞②♥❛♠✐❦ ❢ür ❡✐♥③❡❧♥❡ ❉rä❤t❡
✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡r❡✐ts ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❡✐♥❢❛❝❤❡r ❑❡♥♥❣röÿ❡♥ ✇✐❡ ❡✐♥❡r ❧❡✐st✉♥❣s✲
❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ▲❛s❡r❦✉r✈❡ ❡r❢♦r❞❡rt ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❤r❡r❡r ▲❛s✐♥❣✈♦r❣ä♥❣❡ ♠✐t
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❦♦♠♣❧❡tt❡♥ ❩❡✐tr❛✉♠ ✈♦♥ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ❜✐s ③✉♠
❆❜❦❧✐♥❣❡♥ ❞❡r st✐♠✉❧✐❡rt❡♥ ❊♠✐ss✐♦♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ s♦❧❧ ❞❛❤❡r ❡✐♥ ❛♥ ❞✐❡ ◆❛♥♦❞r❛❤t✲
❣❡♦♠❡tr✐❡ ❛♥❣❡♣❛sst❡s ❡✣③✐❡♥t❡r❡s ▼♦❞❡❧❧ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ▲❛s❡r❞②♥❛♠✐❦ ❛✉❢
❧ä♥❣❡r❡♥ ❩❡✐ts❦❛❧❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳

✹✳✹✳✶✳ ❈▼❚✲❱❡r❢❛❤r❡♥ ❢ür ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡

❉✐❡ ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡ ✐st ❜❡r❡✐ts ❢ür s✐❝❤ ❜❡tr❛❝❤t❡t ♥✉♠❡r✐s❝❤ s❡❤r ❛✉❢✇ä♥❞✐❣✳ ❲❡r❞❡♥
③✉sät③❧✐❝❤ ❛♥ ❥❡❞❡♠ ❘❛✉♠♣✉♥❦t ❞✐❡ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡❧öst✱ st❡✐❣t ❞❡r ❘❡✲
❝❤❡♥❛✉❢✇❛♥❞ ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ❜❡trä❝❤t❧✐❝❤✳ ■♠ ❋❛❧❧ ❞❡r ◆❛♥♦❞r❛❤t❣❡♦♠❡tr✐❡♥ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧
✹✳✸ ✇✉r❞❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ 24h ❘❡❝❤❡♥③❡✐t ❛✉❢ 64 ❑♥♦t❡♥ ❞❡s ❧✐♠❛✲❈❧✉st❡rs ❞❡s r❡❣✐♦♥❛❧❡♥
❘❡❝❤❡♥③❡♥tr✉♠s ✐♥ ❊r❧❛♥❣❡♥ ③✉r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ▲❛s✐♥❣✈♦r❣❛♥❣s ✇ä❤r❡♥❞ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ 4 ps
❜❡♥öt✐❣t✳ ❉❛❤❡r ❦♦♥♥t❡♥ ❞♦rt ♥✉r ❞✐❡ ❆♥s❝❤✇✐♥❣✈♦r❣ä♥❣❡ ❞❡r ◆❛♥♦❞r❛❤t❧❛s❡r ✉♥t❡rs✉❝❤t
✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ❞❡♠ ❈♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❡ ❚❤❡♦r② ✲❱❡r❢❛❤r❡♥ ✭❈▼❚✮ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✷ ♠✉ss ❤✐♥❣❡✲
❣❡♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❛s ■♥♥❡r❡ ❞❡s ◆❛♥♦❞r❛❤ts ❡r❢❛sst ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ❦❛♥♥ ❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡
❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❡r❤❡❜❧✐❝❤ r❡❞✉③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ ❊①tr❡♠❢❛❧❧ ✐st s♦❣❛r ❞✐❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❛✉❢
❡✐♥❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ P✉♥❦t ✉♥❞ s♦♠✐t ❛✉❢ ❡✐♥ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s Pr♦❜❧❡♠ ♠ö❣✲
❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ✐st ❞❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❩❡✐ts❝❤r✐tt ✷✳✸✶ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡s
❣✐❧t ❥❡❞♦❝❤ ♥✉r ❢ür ❞✐❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ❢ür ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧✳ ❊✐♥❡
✇❡✐t❡r❡ ❊rs♣❛r♥✐s ✐st ❛❧s♦ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛✉❢ ❞❡♠ ❣❧❡✐✲
❝❤❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ●✐tt❡r ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✇✐❡ ❞✐❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r
♥♦❝❤ ❛❧❧❡ Nskip ❙❝❤r✐tt❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ♠üss❡♥ ❞❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❧✐♥❡❛✲
r❡ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❣❡♥ä❤❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ s♦ ❡r③✐❡❧t❡ ③✉sät③❧✐❝❤❡ ❊✐♥s♣❛r✉♥❣ ✐st ❡r❤❡❜❧✐❝❤✱
❞❛ ❞✐❡ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡♥ ❣röÿt❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡s ❘❡❝❤❡♥❛✉❢✇❛♥❞s ❛✉s♠❛❝❤❡♥✳
❆✉s ❞✐❡s❡♥ ●rü♥❞❡♥ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❈▼❚✲▼❡t❤♦❞❡ r❡❛❧✐s✐❡rt✱ ✇❡❧✲

❝❤❡ ❞✐❡ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧t❡r♠❡ ~P ✉♥❞ ~J ✈❡r✲
✇❡♥❞❡t✳ ❖❜✇♦❤❧ ❞✐❡s❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❡✐♥❡♥ s❡❤r ✈✐❡❧ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❆✉❢✇❛♥❞ ❛❧s ❞✐❡ ❞✐r❡❦t❡
❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛①✇❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐t s✐❝❤ ❜r✐♥❣t✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❊✣③✐❡♥③ ❛✉❝❤ ❤✐❡r
❞✉r❝❤ P❛r❛❧❧❡❧✐s✐❡r✉♥❣ ✇❡✐t❡r ❣❡st❡✐❣❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❉❡r ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥s❛✉❢✇❛♥❞ ✐st ❞❛❜❡✐
❡r❤❡❜❧✐❝❤ ❣❡r✐♥❣❡r ❛❧s ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✶✳✺✱ ❞❛ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ ❑♥♦t❡♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤
❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥ [û+m]

Nz−1
j ♥❛❝❤ ✈♦r♥❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ③✲❘✐❝❤t✉♥❣✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥ [û−m]

0
j

♥❛❝❤ ❤✐♥t❡♥ ✇❡✐t❡r❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ❉✐❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t❡ ✐♥ ❞❡r Pr♦✲
❣r❛♠♠✐❡rs♣r❛❝❤❡ ❈✰✰❬✺✶❪ ✉♥❞ ✈❡r✇❡♥❞❡t ❞❛s ▼P■✲Pr♦t♦❦♦❧❧❬✻✶❪ ③✉r P❛r❛❧❧❡❧✐s✐❡r✉♥❣✳

✹✳✹✳✶✳✶✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❋❉❚❉✲❱❡r❢❛❤r❡♥

❯♠ ❞✐❡ ❊✐❣♥✉♥❣ ❞❡r ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ ▼♦❞❡♥❜❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲
◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ③✉ ü❜❡r♣rü❢❡♥✱ ❜✐❡t❡t s✐❝❤ ❞❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡ ❛♥ ✭❆❜✲

✺✷



✹✳ ▲❛s✐♥❣ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥

❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✼✮✳ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❡✐♥❡♥ ◆❛♥♦❧❛s❡r ❞❡r ▲ä♥❣❡ l = 8➭♠✱ ❞❡r ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡r
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡r❡✐ts st❛r❦ ❛♥❣❡r❡❣t ✐st✳ ❉✐❡ s♣♦♥t❛♥❡ ❊♠✐ss✐♦♥✱ ❞✐❡ ❡r❤❡❜❧✐❝❤❡ st❛t✐st✐s❝❤❡
❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ❤❡r✈♦rr✉❢❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✉s❣❡s❝❤❛❧t❡t ✉♠ ❡✐♥❡ ❜❡s✲
s❡r❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r❦❡✐t ③✉ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡♥✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ ✇✐r❞ ❞❡r ▲❛s✐♥❣✈♦r❣❛♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠
s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❙❛❛t♣✉❧s ❣❡st❛rt❡t✳ ■♥ ❞❡r ❈▼❚✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐r❞ ❞❛③✉ ❡✐♥❡ ❞❡r ▼♦❞❡♥❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ③❡✐t❧✐❝❤ ✈❛r✐✐❡r❡♥❞❡♥ Pr♦✜❧ ❛♥❣❡r❡❣t✳ ❉✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▼♦❞❡ ♠✉ss ❞❛♥♥
❞✉r❝❤ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ◗✉❡❧❧❡ ♠✐t ❞❡♠ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❋❡❧❞♣r♦✜❧ ❛✉❝❤
✐♥ ❞❡r ❋❉❚❉✲❘❡❝❤♥✉♥❣ ❛♥❣❡r❡❣t ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✐st ❡s ❥❡❞♦❝❤ s❝❤✇✐❡r✐❣✱ ❡✐♥❡
r❡✐♥❡ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧♠♦❞❡ ❛♥③✉r❡❣❡♥✳ ❊✐♥❢❛❝❤❡r ✇✐r❞ ❞✐❡s ❞✉r❝❤ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ❞ü♥♥❡♥
◆❛♥♦❞r❛❤ts ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❘❛❞✐✉s ✈♦♥ r = 80nm✱ ❞❡r ❜❡✐ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼✐tt❡♥✇❡❧❧❡♥❧ä♥✲
❣❡ ✈♦♥ λ = 512 nm ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ③✇❡✐❢❛❝❤ ❡♥t❛rt❡t❡ ●r✉♥❞♠♦❞❡ ❢ü❤rt✳ ❉✐❡ ❇❡✐♠✐s❝❤✉♥❣
❛♥❞❡r❡r ▼♦❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❢❡❤❧❡r❤❛❢t❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ✐st ❞❛❞✉r❝❤ ❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✳ ❉✐❡ ●r✉♣✲
♣❡♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t vg = 7.72 × 107 ms ✉♥❞ ❞✐❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ β0 = 22.28 1

µm
❞❡r ▼♦❞❡ ✇✉r❞❡♥ ③✉✈♦r ♠✐t ❞❡♠ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✷✳✷ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧❡♥
▼♦❞❡s♦❧✈❡r ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡ ❘❡✢❡❦t✐✈✐täts♠❛tr✐① ❞❡r ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥

R =

(

0.51 0.02
0.02 0.51

)

✭✹✳✾✮

✇✉r❞❡ ♠✐t ❞❡r ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❬✻✺❪✳ ❉❛❜❡✐ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❞✐❡ ❉✐❛❣♦♥❛❧❡❧❡♠❡♥t❡
❞✐❡ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ❞❡r ❥❡✇❡✐❧s x✲ ♦❞❡r y✲♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♥ ●r✉♥❞♠♦❞❡ ✐♥ s✐❝❤ s❡❧❜st✱ ✇ä❤r❡♥❞
❞✐❡ ❆✉ÿ❡r❞✐❛❣♦♥❛❧❡❧❡♠❡♥t❡ ❞✐❡ ❘ü❝❦str❡✉✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ●r✉♥❞♠♦❞❡ ♠✐t ✉♠ 90➦ ❣❡❞r❡❤✲
t❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ▼♦❞❡♥❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❇r❡✲
❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① n = 2.81 ✈♦♥ CdS ♦❤♥❡ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ■♥ ❡✐♥❡♠
r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❉r❛❤t s♦❧❧t❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❦❡✐♥❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❛✉s ❡✐♥❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✲
r✐❝❤t✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥ ❆✉ÿ❡r❞✐❛❣♦♥❛❧❡❧❡♠❡♥t❡♥ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❛❧s♦
✉♠ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❆rt❡❢❛❦t❡✳ ❲✐r ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤sr❡❝❤♥✉♥❣❡♥ tr♦t③❞❡♠ ❞✐❡ ✈♦❧✲
❧❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❘❡✢❡❦t✐✈✐täts♠❛tr✐①✱ ✉♠ ❞✐❡ ❋❉❚❉✲❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❜❡ss❡r r❡♣r♦❞✉③✐❡r❡♥ ③✉
❦ö♥♥❡♥✳ ❲✐r st❛rt❡♥ ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✈♦♥ Nel = 3× 1019 cm−3✱
Nh,a = Nh,b = 1.5 × 1019 cm−3 ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❋❡r♠✐✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r T = 300K✳
❇❡✐ ❞✐❡s❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ✇❡✐st ❞❛s ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡r❡✐ts ❡✐♥❡ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡ ❱❡rstär❦✉♥❣
❛✉❢✳ ■♥ ❞❡r ❋❉❚❉✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❝❤✇❛r③❡ ❑✉r✈❡✮ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❆✉✢ös✉♥❣ △x =
△y = △z = 10nm✳ ■♥ ❞❡r ❈▼❚✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❆✉✢ös✉♥❣ ✐♥ z✲
❘✐❝❤t✉♥❣✳ ❉❡r ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ❞❡s ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡rs ✇✐r❞ ♠✐t ❩②❧✐♥❞❡r❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ♠✐t NR = 4
r❛❞✐❛❧❡♥ ✉♥❞ Nθ = 16 ❛③✐♠✉t❤❛❧❡♥ P✉♥❦t❡♥ ❛❜❣❡t❛st❡t✳ ❲✐r ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥✱
❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❜❡r❡❝❤♥❡t
✇❡r❞❡♥ ✇✐❡ ❞✐❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭Nskip = 1✱ r♦t❡ ❑✉r✈❡✮ ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t Nskip = 6
✭❜❧❛✉❡ ❑✉r✈❡✮✳ ❲✐❡ ♠❛♥ s✐❡❤t ✐st ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t Nskip = 6 ❡t✇❛ ✹✵✵ ♠❛❧ s❝❤♥❡❧❧❡r
❛❧s ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❋❉❚❉✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ Ü❜❡rs♣r✐♥❣t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ♥♦❝❤ ❣röÿ❡r❡ ❩❛❤❧ ✈♦♥
❩❡✐ts❝❤r✐tt❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❋❛❧❧ ✐♥st❛❜✐❧✳ ❲❡❧❝❤❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❆✉❢✲
❧ös✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ st❛❜✐❧❡ ✉♥❞ ❦♦rr❡❦t❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞✱
❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡♥ ❆♥st✐❡❣s✲ ✉♥❞ ❆❜❢❛❧❧s③❡✐t❡♥ ❞❡r ❋❡❧❞❡r ✉♥❞ ❇❡s❡t③✉♥❣s③❛❤❧❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t
✈♦♥ ❞❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❛❜✳
❋ür ❛❧❧❡ ❞r❡✐ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥ ✇✐r ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥❡♥ s❝❤♥❡❧❧❡♥ ❆♥st✐❡❣ ❞❡r ▲❛s❡r✲

❧❡✐st✉♥❣✳ ◆❛❝❤❞❡♠ ❞✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥ ❞❡r ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡r ❞♦♠✐♥❛♥t❡♥ ▲❛s✐♥❣✲

✺✸



✹✳ ▲❛s✐♥❣ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥

0 1 2 3 4 5 6
0

2

4

6

8

10

12

14

16
x 10

7

time [ps]

|E
|(

t)
 [
V

/m
]

 

 

a)

CMT, N
skip

=1 (~34 node−hours)

CMT, N
skip

=6 (~4 node−hours)

FDTD (~1536 node−hours)

2300 2320 2340 2360 2380 2400 2420 2440 2460
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

E
ph

 [meV]

N
o
rm

a
liz

e
d
 |
E

|2
 [

a
.u

]

b)

r=80nm

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✼✳✿ ❩❡✐t❧✐❝❤❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✭❛✮ ✉♥❞ ▲❛s❡rs♣❡❦tr✉♠ ✭❜✮ ❡✐♥❡s CdS✲◆❛♥♦❞r❛❤t✲
▲❛s❡rs ♠✐t ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s r = 80nm ✉♥❞ ❞❡r ▲ä♥❣❡ l = 8➭♠ ✐♥ ▲✉❢t ❜❡r❡❝❤♥❡t ♠✐t ❞❡r
❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡ ✭s❝❤✇❛r③✮ ✉♥❞ ❞❡r ❈♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❡ ❚❤❡♦r② ♠✐t ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❡✐♥③❡❧♥❡♥✭r♦t✮ ♦❞❡r ✐♥ ❥❡❞❡♠ s❡❝❤st❡♥ ❩❡✐ts❝❤r✐tt✭❜❧❛✉✮✳ ❉✐❡ ❙✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥ st❛rt❡t ♠✐t ❡✐♥❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✈♦♥ Nel = 3 × 1019 cm−3✱ Nh,a = Nh,b =
1.5 × 1019 cm−3✳ ❉❡r ❉r❛❤t ✉♥t❡rstüt③t ♥✉r ❞✐❡ ●r✉♥❞♠♦❞❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❦❧❡✐♥ ✐♥ ✭❜✮ ❞❛r❣❡✲
st❡❧❧t ✐st✳
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r=80nm

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✽✳✿ ❩❡✐t❧✐❝❤❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✭❛✮ ✉♥❞ ▲❛s❡rs♣❡❦tr✉♠ ✭❜✮ ❡✐♥❡s CdS✲◆❛♥♦❞r❛❤t✲
▲❛s❡rs ♠✐t P❛r❛♠❡t❡r♥ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✼ ❜❡r❡❝❤♥❡t ♠✐t ❞❡r ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡ ✭s❝❤✇❛r③✮
✉♥❞ ❞❡r ❈♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❡ ❚❤❡♦r② ♠✐t ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❡✐♥③❡❧✲
♥❡♥✭r♦t✮ ♦❞❡r ✐♥ ❥❡❞❡♠ s❡❝❤st❡♥ ❩❡✐ts❝❤r✐tt✭❜❧❛✉✮✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✼ ✇✉r❞❡
❞✐❡ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ❞❡r ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥ ❛♥❣❡♣❛sst✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣✉t❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣
♠✐t ❞❡r ❋❉❚❉✲❘❡❝❤♥✉♥❣ ③✉ ❡r③✐❡❧❡♥✳ ❉✐❡ ❉✐❛❣♦♥❛❧❡✐♥trä❣❡ ❞❡r ♦♣t✐♠✐❡rt❡♥ ❘❡✢❡❦t✐✈✐✲
täts♠❛tr✐① ❤❛❜❡♥ ❞❡♥ ❲❡rt 0, 4✱ ❞✐❡ ◆✐❝❤t❞✐❛❣♦♥❛❧❡✐♥trä❣❡ ❞❡♥ ❲❡rt 0, 07✳

✺✺



✹✳ ▲❛s✐♥❣ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥

♠♦❞❡♥ ❛❜❣❡❜❛✉t ✇✉r❞❡✱ ❦❛♥♥ s✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s♣r♦③❡ss❡ ❞❡s ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧s
✇✐❡❞❡r ❛✉❢❣❡❢r✐s❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✈❡r❜r❡✐t❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❣röÿ❡r❡♥
k✲❇❡r❡✐❝❤ ❛✉s♥✉t③❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❛♥❢ä♥❣❧✐❝❤ s❝❤♥❡❧❧❡♥
❆♥st✐❡❣ ❡✐♥❡ s❝❤✇ä❝❤❡r❡✱ ❧❛♥❣ ❛♥❤❛❧t❡♥❞❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✸✳
❖❜✇♦❤❧ ❞❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❆✉❢✇❛♥❞ ❡r❤❡❜❧✐❝❤ r❡❞✉③✐❡rt ✇✉r❞❡✱ st✐♠♠❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ♠✐t

❞❡r ❈▼❚✲▼❡t❤♦❞❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ▲❛s❡rs♣❡❦tr❡♥ s❡❤r ❣✉t ♠✐t ❞❡♥ ♠✐t ❞❡r ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡
❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❙♣❡❦tr❡♥ ü❜❡r❡✐♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ③❡✐❣t ❡✐♥❡ s❡❤r ❣✉t❡ q✉❛❧✐✲
t❛t✐✈❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣✳ ▲❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ■♥t❡♥s✐tät ✐st ✐♥ ❞❡♥ ❈▼❚✲❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥
❡t✇❛s ❤ö❤❡r ❛❧s ✐♥ ❞❡r ❋❉❚❉✲❘❡❝❤♥✉♥❣✳ ❊✐♥❡ ♥♦❝❤ ❜❡ss❡r❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤
♥❛❝❤trä❣❧✐❝❤❡ ❆♥♣❛ss✉♥❣ ❞❡r ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥r❡✢❡❦t✐✈✐tät ✐♥ ❞❡♥ ❈▼❚✲❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❡rr❡✐❝❤t
✇❡r❞❡♥ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✽✮✳ ❉✐❡s ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ✐♥❦♦rr❡❦t❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❊✐♥✢✉ss❡s ❞❡r ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät ❛✉❢ ❞✐❡ ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥r❡✲
✢❡❦t✐✈✐tät ✐♥ ❞❡r ❈▼❚✲❘❡❝❤♥✉♥❣ ❜❡❞✐♥❣t s✐♥❞✳ ❉❛❜❡✐ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ✐♥❤är❡♥t❡
❙❝❤✇ä❝❤❡ ❞❡r ❈▼❚✲▼❡t❤♦❞❡✱ ❞✐❡ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❦❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧t✱ ❞❛ ❛✉❝❤
r❡❛❧❡ ◆❛♥♦❞rä❤t❡ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❡✐♥❡ ❛❜✇❡✐❝❤❡♥❞❡ ♦❞❡r ♥✐❝❤t ❣❡♥❛✉ ❜❡❦❛♥♥t❡ ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥✲
r❡✢❡❦t✐✈✐tät ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳

✹✳✹✳✷✳ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r❣❡tr✐❡❜❡♥❡ ❉②♥❛♠✐❦ ✐♥ ZnO✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥

❲ä❤r❡♥❞ ♠✐t ❞❡♠ ❛♥ ❞✐❡ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ ❋❉❚❉✲❱❡r❢❛❤r❡♥
♠✐t ❞❡♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❘❡ss♦✉r❝❡♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❛s ❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡s ▲❛s✐♥❣s ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③❡❧✲
♥❡♥ ◆❛♥♦❞r❛❤t s✐♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✱ ❡r❧❛✉❜t ❞❡r st❛r❦ r❡❞✉③✐❡rt❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❆✉❢✲
✇❛♥❞ ❞❡s ❈▼❚✲❱❡r❢❛❤r❡♥s ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r❡♥ ❩❡✐tr❛✉♠ ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✐♥❡r ❱✐❡❧✲
③❛❤❧ ✈♦♥ ❆♥r❡❣✉♥❣ss✐t✉❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ◆❛♥♦❞r❛❤t❣❡♦♠❡tr✐❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞ ❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞✐❡
❊♠✐ss✐♦♥s❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞r❛❤t❧❛s❡r♥ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡r ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ✉♥❞
✉♥s❡r❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ③✉ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥✳ ❇✐s❤❡r ❡①✐st✐❡r❡♥
③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆♥sät③❡ ③✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❉②♥❛♠✐❦ ✈♦♥
◆❛♥♦❞r❛❤t❧❛s❡r♥✳ ❩✉♠ ❊✐♥❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❉②♥❛♠✐❦ ✐♥❞✐r❡❦t ü❜❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❉♦♣✲
♣❡❧♣✉♠♣❡①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❛❜❣❡t❛st❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❉r❛❤t ♠✐t ③✇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤
st❛r❦❡♥ P✉♠♣♣✉❧s❡♥ ♠✐t ✈❛r✐❛❜❧❡♠ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❱❡rs❛t③ ❛♥❣❡r❡❣t ✉♥❞ ❞✐❡ ●❡s❛♠t❛✉s❣❛♥❣s✲
❧❡✐st✉♥❣ ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ ❛✉❢✇ä♥❞✐❣ ③✉
s✐♠✉❧✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❣❡♥❛✉❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ▲❛s✐♥❣✈♦r❣❛♥❣ ✉♥❞ ❞❡♠ ❛✉❢✲
❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣s✐❣♥❛❧ ✐st ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❣❡❦❧ärt✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡♥ ❆♥s❛t③
✇✐r❞ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✹✳✸ ✇❡✐t❡r ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✳ ■♥ ❥ü♥❣❡r❡r ❱❡r❣❛♥❣❡♥❤❡✐t ❦♦♥♥t❡ ❞✐❡ ③❡✐t✲
❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ✈♦♥ ◆❛♥♦❞r❛❤t❧❛s❡r♥ ❥❡❞♦❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐r❡❦t ♠✐t ❍✐❧❢❡ ③❡✐t❛✉❢❣❡❧öst❡r
µ✲P▲✲▼❡ss✉♥❣❡♥ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥❬✷✺❪✳ ❊✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡r P❛r❛♠❡t❡r✱ ❞❡r ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ❣❡✲
✇♦♥♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐st ❞✐❡ ❆♥s❝❤❛❧t③❡✐t ton✳ ❉❛❜❡✐ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❞✐❡ ❩❡✐t❞❛✉❡r
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❆♥r❡❣✉♥❣s♣✉❧s❡s ✉♥❞ ❞❡♠ ❆♥st✐❡❣ ❞❡s ▲❛s✐♥❣♣✉❧s❡s ❛✉❢ ❞❛s
1
e ✲❢❛❝❤❡ ❞❡r ▼❛①✐♠❛❧✐♥t❡♥s✐tät✳ ■♠ ▲❛s✐♥❣r❡❣✐♠❡ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡r ❆♥st✐❡❣ ❞❡r ✐♥✲
✈❡rs❡♥ ❆♥s❝❤❛❧t③❡✐t t−1

on ❜❡✐ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❢❡st❣❡st❡❧❧t✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ❦ö♥♥❡♥
❛✉s ❞❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❛✉❝❤ ❦♦♠♣❧❡tt❡ ③❡✐t❛✉❢❣❡❧öst❡ ❙♣❡❦tr❡♥ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤
❦❛♥♥ ❞✐❡ ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡ P♦s✐t✐♦♥ ✉♥❞ ❙tär❦❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▲❛s✐♥❣♠♦❞❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❘♦t✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡r ▲❛s✐♥❣♠♦❞❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ▲❛s✐♥❣✈♦r❣❛♥❣s
❜❡♦❜❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡s❡ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❆❜❜❛✉ ❛♥❣❡r❡❣t❡r ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛♠✐t ✈❡r✲

✺✻





✹✳ ▲❛s✐♥❣ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥

❜✉♥❞❡♥❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ③✉ ❡✐♥❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣
❞❡r ❋❛❜r②✲Pér♦t ▼♦❞❡♥ ❞❡s ◆❛♥♦❞r❛❤ts ❢ü❤rt✳
■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥

❈▼❚✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ r❡♣r♦❞✉③✐❡rt ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ▲❛s❡r❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ s❝❤❧❡❝❤t ③✉❣ä♥❣❧✐❝❤❡♥ ✉♥❞ st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♥ Pr♦❜❡ ❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥
P❛r❛♠❡t❡r♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ➘❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ✐♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡r❞❡♥ ZnO✲◆❛♥♦❞rä❤t❡
✭nbg = 2.0✮ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ d = 160 nm ✉♥❞ ❡✐♥❡r ▲ä♥❣❡ ✈♦♥ l = 8µm ✉♥✲
t❡rs✉❝❤t✳ ❲✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✾✭❜✮ s❦✐③③✐❡rt✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❉rä❤t❡ ♠✐t sech✲❢ör♠✐❣❡♥ P✉❧s❡♥
♠✐t ❡✐♥❡r P✉❧s❞❛✉❡r ✈♦♥ wt = 2ps ✉♥❞ ❡✐♥❡r ▼✐tt❡♥✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ λ = 355 nm ❛♥❣❡r❡❣t✳
❉❛s ❛♥r❡❣❡♥❞❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ✐st s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❉r❛❤t❛❝❤s❡ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt ✉♥❞ ✇✐r❞ ✐♥♥❡r✲
❤❛❧❜ ❞❡s ◆❛♥♦❞r❛❤ts ❛❧s ❤♦♠♦❣❡♥ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❉❛ s✐❝❤ ❞❡r ❉r❛❤t ❜❡✐ ❞❡r s✐♠✉❧✐❡rt❡♥
❉✐❝❦❡ ❞❡✜♥✐t✐✈ ✐♠ ♠♦♥♦♠♦❞✐❣❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❜❡✜♥❞❡t✱ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ✇✐r ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ●r✉♥❞♠♦✲
❞❡ HE01 ♠✐t ❡✐♥❡r ③✉✈♦r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ β0 = 24.31 1

µm ✉♥❞ ❡✐♥❡r

●r✉♣♣❡♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ vg = 1.26 × 108 ms ✳ ❯♠ ❞❡♥ ❘❡❝❤❡♥❛✉❢✇❛♥❞ ③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥
❜❡s❝❤rä♥❦❡♥ ✇✐r ❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❆✉✢ös✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t✳ ❩✉♥ä❝❤st
✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❊♠✐ss✐♦♥s❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥r❡✢❡❦✲
t✐✈✐tät R✳ ❉✐❡ ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥r❡✢❡❦t✐✈✐tät r❡❛❧❡r ◆❛♥♦❞rä❤t❡ ❦❛♥♥ ✈♦♥ Pr♦❜❡ ③✉ Pr♦❜❡ st❛r❦
✈❛r✐✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❤❛t ❡✐♥❡♥ st❛r❦❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ◗✉❛❧✐tät ❞❡r ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❉r❛❤t ❣❡❜✐❧❞❡t❡♥
♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑❛✈✐tät✳ ❲✐r ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ❉rä❤t❡ ♠✐t ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥r❡✢❡❦t✐✈✐tät❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥
❡①tr❡♠❡♥ ❲❡rt❡♥ 0.0 ✉♥❞ 0.9✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt
✷✳✷✳✷ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❡✛❡❦ts ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ♥♦♠✐♥❡❧❧❡♥ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ✈♦♥ 0.0 ♥♦❝❤
▲✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡r ❊♥❞❢❛❝❡tt❡ ③✉rü❝❦r❡✢❡❦t✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ♠✐t ❞❡r ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡ ❜❡r❡❝❤✲
♥❡t❡ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ❡✐♥❡r ✐❞❡❛❧❡♥ ❊♥❞❢❛❝❡tt❡ ❜❡trä❣t RFDTD = 0.29✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✾✭❛✮
③❡✐❣t ❞✐❡ ✐♥t❡❣r✐❡rt❡ ▲❛s✐♥❣❧❡✐st✉♥❣ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❆♥r❡❣✉♥❣s♣✉❧✲
s❡s✳ ❋ür ❛❧❧❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞❛s ü❜❧✐❝❤❡ ▲❛s✐♥❣✈❡r❤❛❧t❡♥✳
❖❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ✈♦♥ ❡t✇❛ Wth = 70 − 80µJ/ cm2 st❡✐❣t ❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐s✲
t✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡rs ❧✐♥❡❛r ❛♥✳ ❉✐❡ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ❧✐❡❣t ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❲❡rts
Wth = 200µJ/ cm2✱ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ❛❜❡r ✐♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣✳ ❉❡r ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤
③✉♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt ❧ässt s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣
✐♥ ❞❡r ❈▼❚✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡r❦❧är❡♥✳ ❆♥❞❡rs ❛❧s ✐♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇♦ ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡s ▲✐❝❤ts ❛♥ ❞❡r
❉r❛❤t♦❜❡r✢ä❝❤❡ ❣❡str❡✉t ✇✐r❞ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ③✉r ❆♥r❡❣✉♥❣ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❉r❛❤ts ❜❡✐tr❛❣❡♥
❦❛♥♥✱ ✇✐r❞ ❤✐❡r ❡✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡s ❆♥r❡❣✉♥❣s❢❡❧❞ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❉r❛❤ts ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛s
❞❡r ♥♦♠✐♥❡❧❧❡♥ P✉❧s❡♥❡r❣✐❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❲✐❡ ♠❛♥ ❡r✇❛rt❡♥ ✇ür❞❡✱ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ◆❛♥♦❞rä❤t❡
♠✐t ❡✐♥❡r ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ▲❛s✐♥❣❡✣③✐❡♥③ ✉♥❞ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡ ❣❡✲
r✐♥❣❢ü❣✐❣ ❤ö❤❡r❡ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✾✭❜✮ ③❡✐❣t ❞✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❆♥s❝❤✇✐♥❣③❡✐t t−1

on ❞❡r
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ◆❛♥♦❞r❛❤t❧❛s❡r✳ ■♥ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t s❡t③t ❞✐❡ ▲❛s❡✲
r❡♠✐ss✐♦♥ ❜❡✐ stär❦❡r ❛♥❣❡r❡❣t❡♥ ❉rä❤t❡♥ ❜❡r❡✐ts ❢rü❤❡r ❡✐♥✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥ ✇✐r
❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❧❡✐❝❤t❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ✈♦♥ t−1

on ❜❡✐ ❉rä❤t❡♥ ♠✐t ❤ö❤❡r❡♥ ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥r❡✢❡❦t✐✈✐tät❡♥✳
❉✐❡s ❧ässt s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ❡r❦❧är❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ❜❡r❡✐ts ③✉ ❡✐♥❡♠ ❢rü❤❡r❡♥ ❩❡✐t✲
♣✉♥❦t ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡s❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ✈❡r❜❡ss❡rt❡♥ ▲❛s❡r❦❛✈✐tät
❛❜❣❡s❡♥❦t ✇✐r❞ ♦❞❡r ✇❡♥♥ ❡✐♥ stär❦❡r❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s♣✉❧s ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✳ ❊✐♥❡ ❛♥r❡❣✉♥❣s✲
❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ■♥tr❛❜❛♥❞r❡❧❛①❛t✐♦♥s③❡✐t ✐st ✐♥ ❞❡♠ ❤✐❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ♥✐❝❤t ❡♥t❤❛❧t❡♥
✉♥❞ ✇✐r❞ s♦♠✐t ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ③✉r ❊r❦❧är✉♥❣ ❞❡s ❊✛❡❦ts ❜❡♥öt✐❣t✳

✺✽



✹✳ ▲❛s✐♥❣ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

I 
[a

rb
.u

.]

a)

E
p

h
o

to
n
 [

m
e

V
]

t [ps]

 

 

b)

−5 0 5 10 15

3.1

3.12

3.14

3.16

3.18

3.2

3.22

3.24

3.26

3.28

3.3

log(Intensity) [arb. u.]

I [arb.u.]

c)

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✵✳✿ ✭❛✮✿ ❩❡✐t❧✐❝❤❡s ■♥t❡♥s✐täts♣r♦✜❧ ❡✐♥❡s t②♣✐s❝❤❡♥ ▲❛s❡r♣✉❧s❡s ❛✉s ❡✐♥❡♠
ZnO✲◆❛♥♦❞r❛❤t ✭τf = 0.5 ps✱ R = 0.29✱ d = 160 nm✮✳ ✭❜✮✿ ❋❡♥st❡r✲❋♦✉r✐❡rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡r ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❉❛t❡♥ ❛✉s ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ✭❝✮✿ ❙♣❡❦tr❛❧❡ ■♥t❡♥s✐tät ❞❡r ▲❛s❡r❡✲
♠✐ss✐♦♥ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ❛✉s ❡✐♥❡r ❋♦✉r✐❡rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r ❉❛t❡♥ ✐♥ ✭❛✮✳ ❆❧❧❡ ❉❛t❡♥ ✇✉r❞❡♥
ü❜❡r ❞r❡✐ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❧ä✉❢❡ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❩✉❢❛❧❧s③❛❤❧❡♥ ❢ür ❞✐❡ s♣♦♥t❛♥t❡ ❊♠✐ss✐♦♥
❣❡♠✐tt❡❧t✳

◆❛❝❤❞❡♠ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑❛✈✐tät ❛✉❢ ❞✐❡ ▲❛s✐♥❣❞②♥❛♠✐❦ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇✉r✲
❞❡✱ s♦❧❧ ❥❡t③t ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s❞②♥❛♠✐❦ ❞❡s ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧s ✉♥✲
t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ✉♥s❡r❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✱ ❞✐❡
■♥tr❛❜❛♥❞✲❘❡❧❛①❛t✐♦♥s③❡✐t τf = 1

γf
❜❡st✐♠♠t✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✾✭❝✮ ③❡✐❣t ❞✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❆♥✲

s❝❤✇✐♥❣③❡✐t ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ τf ✳ ▲ä✉❢t ❞✐❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r ③✉r
❇❛♥❞❦❛♥t❡ ❧❛♥❣s❛♠ ❛❜✱ ✐st ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ▲❛s✐♥❣❞②♥❛♠✐❦ ✈❡r❧❛♥❣s❛♠t✳ ❉❛❤❡r
❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ st❛r❦❡♥ ❆❜❢❛❧❧ ✈♦♥ t−1

on ❜❡✐ ❡r❤ö❤t❡♥ ❲❡rt❡♥ ✈♦♥ τf ✳ ❉❡r ♥✐❝❤t❧✐✲
♥❡❛r❡ ❆♥st✐❡❣ ❞❡r ❑✉r✈❡♥ ❜❧❡✐❜t ❥❡❞♦❝❤ ❢ür ❛❧❧❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s③❡✐t❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❩✉sät③❧✐❝❤
❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❆❜❢❛❧❧ ❞❡r ▲❛s✐♥❣❡✣③✐❡♥③ ❢ür ❤♦❤❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ τf ✭❆❜❜✳ ✹✳✾✭❞✮✮✱
❞❛ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r ❜❡✐ ❡✐♥❡r ✈❡r❧❛♥❣s❛♠t❡♥ ❉②♥❛♠✐❦ ♠✐t ❡✐♥❡r ❣röÿ❡r❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤✲
❦❡✐t ❞✉r❝❤ ❛♥❞❡r❡ Pr♦③❡ss❡ r❡❦♦♠❜✐♥✐❡r❡♥ ❜❡✈♦r s✐❡ ③✉r st✐♠✉❧✐❡rt❡♥ ❊♠✐ss✐♦♥ ❜❡✐tr❛❣❡♥
❦ö♥♥❡♥✳
❩✉❧❡t③t ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ❡✐♥❡s ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ◆❛♥♦❞r❛❤ts ♠✐t
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✶✳✿ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛✉❢ ❞❛s ▲❛s✐♥❣✈❡r❤❛❧t❡♥ ❡✐✲
♥❡s ZnO✲◆❛♥♦❞r❛❤ts✳ ✭❛✮✿ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ss♣❡❦tr❡♥ ❢ür ❞❛s ✈♦❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧ ✭❜❧❛✉✮✱ ❡✐♥
❢r❡✐❡s ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r♠♦❞❡❧❧ ♦❤♥❡ ❞✐❡ ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✭r♦t✮ ✉♥❞ ❡✐♥ ❢r❡✐❡s
▲❛❞✉♥❣strä❣❡r♠♦❞❡❧❧✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜ ❤♦❧❡ s❤✐❢t ❦ü♥st❧✐❝❤ ❡✐♥❣❡❜❛✉t ✇✉r❞❡✱ ✉♠
❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡r ●❛✐♥r❡❣✐♦♥ ③✉ ❦♦rr✐❣✐❡r❡♥ ✭✈✐♦❧❡tt✮✳ ●❡③❡✐❣t s✐♥❞ ❑✉r✈❡♥ ❢ür ❞❛s ♥✐❡❞r✐❣
❛♥❣❡r❡❣t❡ ▼❛t❡r✐❛❧ ✭✈❡r❜❧❛sst❡ ❑✉r✈❡♥✱ N = 3 × 1010 cm−3✮ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❍♦❝❤❛♥r❡❣✉♥❣
✭❦rä❢t✐❣❡ ❑✉r✈❡♥ N = 3×1019 cm−3✮✳ ❉✐❡ ❢ür ▲❛s✐♥❣❡①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❆♥r❡❣✉♥❣s✲
❢r❡q✉❡♥③ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ λexc = 355 nm ✐st ❣❡str✐❝❤❡❧t ❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ✭❜✮✿ ❉✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✲
❞❡♥ ▲❛s✐♥❣❦✉r✈❡♥✳ ❉✐❡ ❋❛r❜❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❛✉s ✭❛✮✳

R = RFDTD ✉♥❞ τf = 0.5 ps✳ ❯♠ ❞✐❡ ❉②♥❛♠✐❦ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▲❛s✐♥❣♠♦❞❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥
③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ❜❡♥✉t③❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡ ❋❡♥st❡r✲❋♦✉r✐❡rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ③✉r ❊r③❡✉❣✉♥❣ ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐✲
❣❡r ❙♣❡❦tr❡♥ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✵✮✳ ❲✐❡ ✐♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❞❡✉t❧✐❝❤❡ ❘♦t✲
✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❛❧❧❡r ▲❛s✐♥❣♠♦❞❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❊♠✐ss✐♦♥s♣r♦③❡ss❡s✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❆❜❜❛✉
❞❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥
❦❛♥♥✳

✹✳✹✳✷✳✶✳ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣

❉✐❡ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ st❡❧❧t ❞❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❛✉❢✇ä♥❞✐❣st❡♥
❚❡✐❧ ✉♥s❡r❡s ▼♦❞❡❧❧s ❞❛r✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ✇är❡ ❡s ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ✇ü♥s❝❤❡♥s✇❡rt✱ ❞❛s
▼♦❞❡❧❧ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❍✐♥s✐❝❤t ③✉ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥✳ ❍✐❡r s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜✲
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ▲❛s✐♥❣❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ZnO✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳
❲✐r ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❉r❛❤t ✇✐❡ ❢ür ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✵✳ ❇❡r❡✐ts ❞✉r❝❤ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r
❧✐♥❡❛r❡♥ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ●❛✐♥s♣❡❦tr❡♥ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✶✭❛✮✮ ❞❡r ❦♦♠♣❧❡tt❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲
❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭❜❧❛✉✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡s ▼♦❞❡❧❧s ♦❤♥❡ ❞✐❡ ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✭r♦t✮
❦ö♥♥❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✈♦r❛✉s❣❡s❛❣t ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ ♥✐❡❞r✐❣ ❛♥❣❡r❡❣t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ✭❦rä❢✲
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t✐❣❡ ▲✐♥✐❡♥✮ ❢ü❤rt ❞✐❡ ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡r ❡r❤ö❤t❡♥ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❜❡r❤❛❧❜
❞❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡❬✷✻✱ ✷✼❪✳ ❲✐r❞ ❞✐❡ ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t✱ ✐st ❛❧s♦ ❡✐♥❡
❣❡r✐♥❣❡r❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥ ❡r❤ö❤t❡r ▲❛s❡rt❤r❡s❤♦❧❞ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ✈❡rr✐♥❣❡rt❡ ❊✣③✐✲
❡♥③ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✳ ❩✉♠ ❆♥❞❡r❡♥ ❢ü❤rt ❞✐❡ ❱❡r♥❛❝❤❧äss✐❣✉♥❣ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜t❡r♠❡ ❜❡❞✐♥❣t❡♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ③✉ ❡✐♥❡r s✐❣♥✐✲
✜❦❛♥t❡♥ ❇❧❛✉✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡r ●❛✐♥r❡❣✐♦♥ ✐♠ ❤♦❝❤❛♥❣❡r❡❣t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ✭✈❡r❜❧❛sst❡ ❑✉r✲
✈❡♥✮✳ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❧✐❡❣t ❞❛♥♥ ❢❛st ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❢ür ❋r❡q✉❡♥③❡♥ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡
✈♦r✳ ❉❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ✐st ❡✐♥❡ ❇❧❛✉✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡rs♣❡❦tr✉♠s ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✳ ❉❡r
❧❡t③t❡ ❆s♣❡❦t ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❦ü♥st❧✐❝❤❡ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡s ❈♦✉❧♦♠❜ ❤♦❧❡ s❤✐❢ts ③✉♠
❚❡✐❧ ❦♦rr✐❣✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✭✈✐♦❧❡tt✮✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞✐❡s❡r ✐♠ ❑♦♥t❡①t ❡✐♥❡s ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s❢r❡✐✲
❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ✉♥❜❡❣rü♥❞❡t ✐st✱ ❧ässt s✐❝❤ s♦ ❞❡r ●❛✐♥❜❡r❡✐❝❤ ❡t✇❛ ❛♥ ❞✐❡ ✈♦♥
❞❡♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✈♦r❤❡r❣❡s❛❣t❡ P♦s✐t✐♦♥ ✈❡rs❝❤✐❡❜❡♥✳
❉✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ▲❛s✐♥❣❦✉r✈❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ λexc = 355 nm s✐♥❞ ✐♥

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✶✭❜✮ ❣❡③❡✐❣t✳ ❲✐❡ s✐❝❤ ③❡✐❣t✱ ✉♥t❡r❜✐♥❞❡♥ ❞✐❡ ✈❡rr✐♥❣❡rt❡ ❩✉st❛♥❞s❞✐❝❤t❡ ✉♥❞
❞❛s ❋❡❤❧❡♥ ❞❡r ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ◆✐❝❤t❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜✲
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❞❛s ▲❛s✐♥❣ ✐♥ ✉♥s❡r❡♠ ❋❛❧❧ s♦❣❛r ❦♦♠♣❧❡tt ✭r♦t❡ ❑✉r✈❡✮✱ ❞❛ ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡
❆♥r❡❣✉♥❣s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❩✉stä♥❞❡ ❜❡r❡✐ts ❣❡sätt✐❣t s✐♥❞✱ ❜❡✈♦r ❞✐❡ ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡
❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❋ür ❞❛s ❦ü♥st❧✐❝❤ ❦♦rr✐❣✐❡rt❡ ▼♦❞❡❧❧ ❤✐♥❣❡❣❡♥
✐st ♦♣t✐s❝❤ ❣❡♣✉♠♣t❡s ▲❛s✐♥❣ ❜❡✐ ❞✐❡s❡r P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❚r♦t③❞❡♠ ❢ü❤rt ❞❛s
❲❡❣❧❛ss❡♥ ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✇✐❡ ❡r✇❛rt❡t ③✉ ❡✐♥❡r s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡♥ ❊r❤ö❤✉♥❣
❞❡r ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❱❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❊✣③✐❡♥③✳
❲✐❡ ♠❛♥ s✐❡❤t ❢ü❤rt ❡✐♥ ◆✐❝❤t❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥ ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ③✉ ❞❡✉t✲

❧✐❝❤❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r s♣❡❦tr❛❧❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣ ✈♦♥ ◆❛♥♦❞r❛❤t❧❛s✲
❡r♥✳ ❉✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ✐st ❛❧s♦ ♥✉r ✐♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❋ä❧❧❡♥ s✐♥♥✈♦❧❧ ✉♥❞ ❡r❢♦r❞❡rt st❡ts ❞✐❡ ❤ä♥❞✐s❝❤❡ ❆♥♣❛ss✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ✉♠
❦♦rr❡❦t❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡r♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳

✹✳✹✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ③✉ ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣✲❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥

❲ä❤r❡♥❞ ③❡✐t❛✉❢❣❡❧öst❡ µ✲P▲✲▼❡ss✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❞✐r❡❦t❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❊♠✐s✲
s✐♦♥s♣r♦✜❧❡s ❡r❧❛✉❜❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❆✉✢ös✉♥❣ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❙tr❡❛❦✲❑❛♠❡r❛s ❛✉❢
❡✐♥✐❣❡ P✐❦♦s❡❦✉♥❞❡♥ ❜❡❣r❡♥③t✳ ❊✐♥❡ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ st❡❧❧❡♥ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❡ ❬✷✶✱ ✽✽✱ ✽✼❪ ❞❛r✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞❡r ◆❛♥♦❞r❛❤t ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✷✭❛✮ s❦✐③③✐❡rt
♠✐t ③✇❡✐ P✉♠♣♣✉❧s❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ▼✐tt❡♥❢r❡q✉❡♥③ ♠✐t ✈❛r✐❛❜❧❡♠ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❱❡rs❛t③ τ
❛♥❣❡r❡❣t ✉♥❞ ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ●❡s❛♠t❛✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ■♥t❡♥s✐tät ❞❡s st❛r✲
❦❡♥ P✉♠♣♣✉❧s❡s ✐st s♦ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ü❜❡rs❝❤r✐tt❡♥ ✇✐r❞✳ ❉❡r ③✇❡✐t❡
P✉♠♣♣✉❧s ✐st s❝❤✇ä❝❤❡r ❣❡✇ä❤❧t✱ s♦ ❞❛ss ❡r ❛❧❧❡✐♥❡ ♥✐❝❤t ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ ✐st✱ ▲❛s✐♥❣ ✐♠ ◆❛♥♦✲
❞r❛❤t ❛♥③✉r❡❣❡♥✳ ❉✐❡ ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ✈♦♠ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❱❡rs❛t③ ❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ●❡s❛♠t✐♥t❡♥s✐tät
❡r❧❛✉❜t ♥✉♥ ✐♥❞✐r❡❦t❡ ❘ü❝❦s❝❤❧üss❡ ü❜❡r ❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ st❛r❦❡♥ P✉♠♣♣✉❧s ❛♥❣❡r❡❣t❡♥
▲❛s✐♥❣✈♦r❣❛♥❣✳ ❉✐❡s❡ ❜❡r✉❤❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❛✉❢ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆♥♥❛❤♠❡♥ ✉♥❞ ❡r❧❛✉❜❡♥ ❦❡✐✲
♥❡ ❞✐r❡❦t❡ ❘❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡s ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ Pr♦✜❧s ❞❡s ▲❛s❡r♣✉❧s❡s✳ ❉✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❆✉✢ös✉♥❣
✐st ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✉r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P✉❧s❞❛✉❡r ✈♦♥ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ 100 fs ❜✐s
150 fs ❜❡❣r❡♥③t❬✷✶❪ ✉♥❞ s♦♠✐t s❡❤r ✈✐❡❧ ❣❡♥❛✉❡r ❛❧s ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❞✐r❡❦t❡♥ ③❡✐t❛✉❢❣❡❧öst❡♥ ▼❡s✲
s✉♥❣ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ❙tr❡❛❦✲❑❛♠❡r❛✳ ❉❛❤❡r ✇är❡ ❡s ✇ü♥s❝❤❡♥s✇❡rt✱ ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣

✻✶





✹✳ ▲❛s✐♥❣ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥

❛❧s②st❡♠❡♥ ✉♥❞ ❆♥r❡❣✉♥❣s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ▼❛①✐♠✉♠s ✈❛r✐✐❡rt
❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❜❡r❡✐ts ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ✉♥❞ ❧✐❡❣t ♠❡✐st ③✇✐s❝❤❡♥ tmax = 5ps
✉♥❞ tmax = 15ps✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❉r❛❤t ✇❛r s✐❡ ❥❡❞♦❝❤ ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥
❞❡r ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✳ ❉❛❤❡r ✐st ❞❛✈♦♥ ❛✉s③✉❣❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s
▼❛①✐♠✉♠s ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡r ▲❛s❡r❦❛✈✐tät ❜❡st✐♠♠t ✐st ✉♥❞ s♦♠✐t
❞✐r❡❦t❡♥ ❆✉❢s❝❤❧✉ss ü❜❡r ❞❛s ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ▲❛s❡r❡♠✐ss✐♦♥ ❣✐❜t✳
❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✇✉r❞❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❛✉❢ ❇❛s✐s ❡✐♥❡s ❱✐❡r✲◆✐✈❡❛✉ ▲❛s❡rs ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt✳❬✷✶❪

❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜ä♥❞❡r ❞❡s ❍❛❧❜❧❡✐t❡rs ❞✉r❝❤ ✈✐❡r ❩✉stä♥❞❡
❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ③✇❡✐ ♦♣t✐s❝❤❡ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✷✭❜✮ s❦✐③③✐❡rt ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❉❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❤ö❝❤st❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠ ♥✐❡❞r✐❣st❡♥ ❊♥❡r❣✐❡③✉st❛♥❞ 4 ✉♥❞ 1 ✇✐r❞
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r P✉♠♣❢r❡q✉❡♥③ ❛✉s ❞❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❣❡✇ä❤❧t ✉♥❞ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❩✉stä♥❞❡♥
✇❡✐t ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ❞❡s r❡❛❧❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡rs✳ ❉❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥
♠✐tt❧❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡③✉stä♥❞❡♥ 2 ✉♥❞ 3 ✇✐r❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ❡✐♥❣❡st❡❧❧t✱ ✉♠ ❞❡♥
❧❛s❡♥❞❡♥ ❇❛♥❞ü❜❡r❣❛♥❣ ✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ✈♦♥ k = 0 ③✉ ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ■♥tr❛❜❛♥❞✲❘❡❧❛①❛t✐♦♥
❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❛♥♥ ❡✐♥❡r ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡r ❇❡s❡t③✉♥❣s③❛❤❧❡♥ ✈♦♥ ❩✉st❛♥❞ 1 ③✉ ❩✉st❛♥❞ 2 ✉♥❞
✈♦♥ ❩✉st❛♥❞ 4 ③✉ ❩✉st❛♥❞ 3 ♠✐t ❞❡r ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s③❡✐t τf ✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❢❡r♠✐♦♥✐s❝❤❡♥
◆❛t✉r ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ▼♦❞❡❧❧ st❛r❦ ❜❡❣r❡♥③t❡♥ ▼❡♥❣❡ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡r
❩✉stä♥❞❡ s❡t③t ❜❡✐ ✇❡✐t❡r❡♠ P✉♠♣❡♥ ♥❛❝❤ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ❞❡r ❩✉stä♥❞❡ 2 ✉♥❞
3 ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❙ätt✐❣✉♥❣ ❞❡s P✉♠♣ü❜❡r❣❛♥❣s 1 → 4 ❡✐♥✳ ❉✐❡ ❙ätt✐❣✉♥❣ tr✐tt ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧
❜❡✐ ❥❡❞❡r ❲❛❤❧ ❞❡s ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❱❡rs❛t③❡s ❛✉❢ ✉♥❞ ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡r ✈❡rr✐♥❣❡rt❡♥ ❆❜s♦r♣t✐♦♥
❞❡s ❥❡✇❡✐❧s s♣ät❡r❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣s♣✉❧s❡s ✭❣rü♥❡ ❑✉r✈❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✷✭❜✮✮✳ ❙✐❡ ❦❛♥♥ ❛❜❡r
❞✉r❝❤ ❆❜❜❛✉ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r ❞✉r❝❤ st✐♠✉❧✐❡rt❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ✇✐❡❞❡r ❛✉❢❣❡❤♦❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❚r✐✛t ❞❡r s❝❤✇ä❝❤❡r❡ P✉❧s ♥❛❝❤ ❆❜❜❛✉ ❞❡r ❙ätt✐❣✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ▲❛s✐♥❣♣✉❧s❡s ❡✐♥✱
❦❛♥♥ ❞✐❡s❡r ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ❡✐♥ ③✇❡✐t❡s ▼❛❧ ❛♥r❡❣❡♥ ✉♥❞ ❡s ❡♥tst❡❤t ❡✐♥ ③✇❡✐t❡r ▲❛s✐♥❣♣✉❧s✳
❉❛❞✉r❝❤ st❡✐❣t ❞✐❡ ü❜❡r ❞❛s ❣❡s❛♠t❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥t❡❣r✐❡rt❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ❛♥ ✭❜❧❛✉❡
❑✉r✈❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✷ ✭❜✮✮✳ ❇❡✐ ❣röÿ❡r❡♥ ❲❡rt❡♥ ❞❡s ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❱❡rs❛t③❡s s✐♥❞ ❜❡r❡✐ts
✇❡✐t❡r❡ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r r❡❦♦♠❜✐♥✐❡rt✱ s♦ ❞❛ss ❞❡r s❝❤✇ä❝❤❡r❡ ③✇❡✐t❡ P✉♠♣♣✉❧s ③✉♥❡❤♠❡♥❞
✇❡♥✐❣❡r ③✉r st✐♠✉❧✐❡rt❡♥ ❊♠✐ss✐♦♥ ❜❡✐tr❛❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ♥✉r ♥♦❝❤ ❦♥❛♣♣
ü❜❡rs❝❤r✐tt❡♥ ✇✐r❞✳ ❉❛❞✉r❝❤ s✐♥❦t ❞❛s ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ r❛♣✐❞❡ ❛❜✳ ■st
❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ s♦ ✇❡✐t ❛❜❣❡❢❛❧❧❡♥✱ ❞❛ss tr♦t③ ♦♣t✐♠❛❧❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥
❞❡s ③✇❡✐t❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣s♣✉❧s❡s ❦❡✐♥ ③✇❡✐t❡r ▲❛s✐♥❣♣✉❧s ♠❡❤r ❡♠✐tt✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✈❡r✲
❧❛♥❣s❛♠t s✐❝❤ ❞❡r ❆❜❢❛❧❧ ❞❡r ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣❦✉r✈❡ ✇✐❡❞❡r✱ ❞❛ ❞❡r s❝❤✇ä❝❤❡r❡ ❆♥r❡❣✉♥❣s♣✉❧s
♥✉r ♥♦❝❤ ③✉r s♣♦♥t❛♥❡♥ ❊♠✐ss✐♦♥ ❜❡✐tr❛❣❡♥ ❦❛♥♥✳

✹✳✹✳✸✳✷✳ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ♠✐t ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

■♥ ❡✐♥❡♠ ❱✐❡r✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠ ✇✐r❞ ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤ ❡✐♥ ❙ätt✐❣✉♥❣s❡✛❡❦t ❡rr❡✐❝❤t✱ ✇❡♥♥ ❞❛s
▼❛t❡r✐❛❧ ♥❛❝❤ ❙ätt✐❣✉♥❣ ❞❡s ✉♥t❡r❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣s ♥♦❝❤ ✇❡✐t❡r ❛♥❣❡r❡❣t ✇✐r❞✳ ■♥ ❡✐♥❡♠
❍❛❧❜❧❡✐t❡r ❡①✐st✐❡rt ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❡✐♥ ❑♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♥ ❩✉stä♥❞❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ❜❡✐
k = 0 ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤ ❤ö❤❡r❣❡❧❡❣❡♥❡♥ ❘❡s❡r✈♦✐r✲❩✉st❛♥❞ k = kpump✳ ❯♠ ❡✐♥❡♥
❙ätt✐❣✉♥❣s❡✛❡❦t ❞❡s ♦❜❡r❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣s ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ♠✉ss ❛❧s♦ ❞❡r ❣❡s❛♠t❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠
❜✐s ③✉♠ ❞❡r P✉♠♣❢r❡q✉❡♥③ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❩✉st❛♥❞ kpump ❣❡❢ü❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❢❡st
❣❡✇ä❤❧t❡♥ ▲❡✐st✉♥❣ ❞❡s P✉♠♣♣✉❧s❡s ❡r✇❛rt❡t ♠❛♥ s♦♠✐t ❡✐♥❡ st❛r❦❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s
❊✛❡❦ts ✈♦♥ ❞❡r P✉♠♣❢r❡q✉❡♥③✱ ❞❛ ❞❡r ❣❡sätt✐❣t❡ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡s ❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦rr❛✉♠s ♥✉r

✻✸
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Doublepump−Signal

Initial lasing pulse (smoothed)

a)

b)

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✸✳✿ ❙✐♠✉❧✐❡rt❡s ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣✲❊①♣❡r✐♠❡♥t ❜❡✐ ❆♥r❡❣✉♥❣ ✭Eexc = 2480meV✮
♥❛❤❡ ❛♥ ❞❡r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♥ ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ✭Egap = 2420meV✮✳ ✭❛✮✿ ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ■♥✲
✈❡rs✐♦♥ ❞❡s Ü❜❡r❣❛♥❣s ✈♦♥ ❱❛❧❡♥③❜❛♥❞ ❛ ③✉♠ ▲❡✐t✉♥❣s❜❛♥❞ ✐♠❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦rr❛✉♠ ❜❡✐ ❆♥✲
r❡❣✉♥❣ ♥✉r ♠✐t ❞❡♠ st❛r❦❡♥ P✉♠♣♣✉❧s✳ ✭❜✮✿ ●❡❣❧ätt❡t❡r ■♥t❡♥s✐täts✈❡r❧❛✉❢ ❞❡s ❞✉r❝❤ ❞❡♥
st❛r❦❡♥ P✉♠♣♣✉❧s ❛✉s❣❡❧öst❡♥ ▲❛s❡r♣✉❧s❡s ✭r♦t❡ ❑✉r✈❡✮ ✉♥❞ ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣s✐❣♥❛❧ ✭❜❧❛✉❡
❑✉r✈❡✮✳

❞✐❡ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ❜✐s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥ k✲❲❡rt ❡rr❡✐❝❤t✳ ❖❜❡r❤❛❧❜ ❞✐❡s❡s ❲❡rt❡s s♦❧❧t❡
❞❡r ❊✛❡❦t ❦♦♠♣❧❡tt ❛✉s❜❧❡✐❜❡♥✳ ❉✐❡ ❜❡✐ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ♠✐t ZnO ✉♥❞ GaN ✈❡r✇❡♥❞❡t❡
P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ λ = 355 nm ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ♥❛❤❡ ❛♥ ❞❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡
❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s✱ s♦ ❞❛ss ❡✐♥ ❙ätt✐❣✉♥❣s❡✛❡❦t ✇✐❡ ♦❜❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❞✉r❝❤❛✉s ❞❡♥❦❜❛r ✐st✳
❉✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✇✉r❞❡ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ♠✐t CdS ✈❡r✇❡♥❞❡t✳
■♥ ❞✐❡s❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❧✐❡❣t ❞✐❡ ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ s❡❤r ✈✐❡❧ t✐❡❢❡r✱ s♦ ❞❛ss ❡✐♥ ❙ätt✐❣✉♥❣s❡✛❡❦t ✉♥✲
✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤ ❡rs❝❤❡✐♥t ♦❞❡r ③✉♠✐♥❞❡st ❡✐♥❡ ❇❡stät✐❣✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ r✐❣♦r♦s❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
❡r❢♦r❞❡rt✳ ❉❛❤❡r ✇✉r❞❡ ❞❡r ❊✛❡❦t ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❈♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❡ ❚❤❡♦r②
✉♥❞ ❞❡r ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✸ ③❡✐❣t ❡✐♥ s✐♠✉❧✐❡rt❡s ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣✲❊①♣❡r✐♠❡♥t ♠✐t ❡✐♥❡r P✉♠♣✇❡❧❧❡♥✲

❧ä♥❣❡ ♥❛❤ ❛♥ ❞❡r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♥ ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ❞❡s ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ✭Eexc − Egap =
60meV✮✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t ✇✉r❞❡ ❡✐♥ CdS✲◆❛♥♦❞r❛❤t✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✸✭❛✮ ✐st ❞✐❡ ③❡✐t❛❜❤ä♥✲
❣✐❣❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ k✲❩✉stä♥❞❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❣rü♥❡ ▲✐♥✐❡ ♠❛r❦✐❡rt ❞✐❡ ❞❡r
P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❩✉stä♥❞❡✳ ❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ✐♠ ❲❡❧❧❡♥✈❡❦✲
t♦rr❛✉♠ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ✐st ③❡✐t❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ❦♦♥st❛♥t✱ s♦♥❞❡r♥ ✈❡rs❝❤✐❡❜t s✐❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r
❈♦✉❧♦♠❜✲❘❡♥♦r♠✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡s ❈♦✉❧♦♠❜ ❤♦❧❡ s❤✐❢t ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❆♥✲ ✉♥❞ ❆❜r❡❣✉♥❣
❞❡s ❍❛❧❜❧❡✐t❡rs✳ ❲✐❡ ♠❛♥ ❡r❦❡♥♥t✱ s✐♥❞ P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✉♥❞ ❆♥r❡❣✉♥❣s✐♥t❡♥s✐tät s♦
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✹✳✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ③✉ ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣❡①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ♠✐t ❆♥r❡❣✉♥❣ss✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐❡
✐♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❉✐❡ P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ❜❡✐ λ = 420 nm ✭❛✱❜✮ ✉♥❞ ❜❡✐ λ = 355 nm
✭❝✱❞✮✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✭❛✮ ✉♥❞ ✭❝✮ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❱❛❧❡♥③❜❛♥❞
❛ ✉♥❞ ❞❡♠ ▲❡✐t✉♥❣s❜❛♥❞ ❜❡✐ ❆♥r❡❣✉♥❣ ♥✉r ♠✐t ❞❡♠ st❛r❦❡♥ P✉♠♣♣✉❧s✳ ✭❜✮ ✉♥❞ ✭❞✮
③❡✐❣❡♥ ❞❡♥ ❣❡❣❧ätt❡t❡♥ ■♥t❡♥s✐täts✈❡r❧❛✉❢ ❞❡s ❞✉r❝❤ ❞❡♥ st❛r❦❡♥ P✉♠♣♣✉❧s ❛✉s❣❡❧öst❡♥
▲❛s❡r♣✉❧s❡s ✭r♦t❡ ❑✉r✈❡✮ ✉♥❞ ❞❛s ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣s✐❣♥❛❧ ✭❜❧❛✉❡ ❑✉r✈❡✮✳

❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙ätt✐❣✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ k✲❩✉stä♥❞❡ ❜✐s ③✉r P✉♠♣❢r❡q✉❡♥③ r❡✐❝❤t✳ ❚❛t✲
sä❝❤❧✐❝❤ ❜✐❧❞❡t s✐❝❤ ❜❡✐ ❞✐❡s❡r ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡✐♥ ❞✉r❝❤ ❙ätt✐❣✉♥❣s❡✛❡❦t❡ ❡r❦❧är❜❛r❡s ▼❛✲
①✐♠✉♠ ❞❡s ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣s✐❣♥❛❧s ✭✹✳✶✸✭❜✮✱ ❜❧❛✉❡ ❑✉r✈❡✮ ❜❡✐ ♣♦s✐t✐✈❡♠ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❱❡rs❛t③
τ ❛✉s✳ ❲✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t ✹✲◆✐✈❡❛✉✲
❙②st❡♠❡♥ ✈♦r❛✉s❣❡s❛❣t✱ ✐st ❞✐❡ ●❡s❛♠t✐♥t❡♥s✐tät ♠❛①✐♠❛❧✱ ✇❡♥♥ ❞❡r s❝❤✇❛❝❤❡ P✉♠♣♣✉❧s
❡t✇❛ ❜❡✐ ❊♥❞❡ ❞❡s ❞✉r❝❤ ❞❡♥ st❛r❦❡♥ P✉♠♣♣✉❧s ❛✉s❣❡❧öst❡♥ ▲❛s✐♥❣♣✉❧s❡s ✭✹✳✶✸✭❜✮✱ r♦t❡
❑✉r✈❡✮ ❡✐♥tr✐✛t✳
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✹ ③❡✐❣t ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❡✐♥❡ ❞❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ♠✐t ❆♥✲

r❡❣✉♥❣❡♥ ❜❡✐ 420 nm ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣st❡✐❧ ✭❛✮ ✉♥❞ ✭❜✮✱ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❜❡✐ 355 nm ✐♥ ✭❝✮
✉♥❞ ✭❞✮ ❢ür ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ◆❛♥♦❞r❛❤t✳ ❉✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣s✐♥t❡♥s✐tät ❞❡s st❛r❦❡♥ P✉❧s❡s ❧✐❡❣t ❜❡✐
❞❡r ❞♦♣♣❡❧t❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡s s❝❤✇❛❝❤❡♥ P✉❧s❡s ❜❡✐ ❞❡r 0.25✲❢❛❝❤❡♥ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡✳ ❉✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤
❛✉❢❣❡❧öst❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ✐♥ ✭❛✮ ✉♥❞ ✭❝✮ ③❡✐❣t ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❡r ❣❡✲
sätt✐❣t❡ ❇❡r❡✐❝❤ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✇❡✐t ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❢ür ❞✐❡ P✉♠♣❢r❡q✉❡♥③❡♥ r❡❧❡✈❛♥t❡♥
❩✉stä♥❞❡ ❧✐❡❣t✳ ❊✐♥❡ ❙ätt✐❣✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r P✉♠♣❢r❡q✉❡♥③ tr✐tt ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❦✉r③❡♥ ❩❡✐t✲
r❛✉♠ ❞✐r❡❦t ✇ä❤r❡♥❞ ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ✉♠ t = 0 ❛✉❢ ✉♥❞ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱ s♦❜❛❧❞ s✐❝❤
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❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r ✐♠ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❜❡✜♥❞❡♥✳ ❙ätt✐❣✉♥❣s❡✛❡❦t❡ ✐♠ ❜✐s❤❡r
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❙✐♥♥ ❦ö♥♥❡♥ ❤✐❡r ❛❧s♦ ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧❡♥✳ ❚r♦t③❞❡♠ ❜✐❧❞❡t s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❤✐❡r
❡✐♥ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣s✐❣♥❛❧s ❜❡✐ ♣♦s✐t✐✈❡♥ ❲❡rt❡♥ ✈♦♥ τ ❛✉s✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉r
❆♥r❡❣✉♥❣ ♥❛❤❡ ❞❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ❢ä❧❧t ❤✐❡r ❛✉❢✱ ❞❛ss ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ▼❛①✐♠✉♠s ♥✐❝❤t ♠✐t
❞❡♠ ❊♥❞❡ ❞❡s ❡rst❡♥ ▲❛s❡r♣✉❧s❡s ③✉s❛♠♠❡♥③✉❤ä♥❣❡♥ s❝❤❡✐♥t✱ s♦♥❞❡r♥ ♠✐t ❞❡♠ ▼❛①✐✲
♠✉♠ ❞❡s ▲❛s❡r♣✉❧s❡s ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ♠✐t ❞❡♠ ❆❜❦❧✐♥❣❡♥ ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡✐ ❞❡r
P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠t✳
❉❛s ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣s✐❣♥❛❧ s❝❤❡✐♥t ❛❧s♦ ✇❡♥✐❣❡r ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❆❜❜❛✉ ✈♦♥ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r♥

❞✉r❝❤ st✐♠✉❧✐❡rt❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ❛❧s ✈✐❡❧♠❡❤r ✈♦♥ ❞❡r ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❜❡st✐♠♠t ③✉
s❡✐♥✳ ❯♠ ❞✐❡s❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ③✉ t❡st❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❡①tr❡♠ ❦✉r✲
③❡♥ ✉♥❞ ❛❧s ▲❛s❡r❦❛✈✐tät ✉♥❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ ❉r❛❤ts✳ ❉✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❛✉s ❞❡♠
✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛❜❡r ❞✐❡ ▲❛s❡r❡♠✐ss✐♦♥ ❜❧❡✐❜t ❛✉s✱ ❞❛ ❞✐❡ ▲❛s❡r✲
s❝❤✇❡❧❧❡ ❢ür ❞✐❡s❡ ❑❛✈✐tät ♥✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ s♣♦♥t❛♥❡ ❊♠✐ss✐♦♥
✉♥❞ ❛❧❧❡ ♥✐❝❤tstr❛❤❧❡♥❞❡♥ ❘❡❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s♣r♦③❡ss❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❜❣❡s❝❤❛❧t❡t✳ ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✺✭❛✮ ③❡✐❣t ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr❡✐❝❤t❡ ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ■♠❛❣✐♥ärt❡✐❧ ❞❡s
❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ❜❡✐ ❞❡r P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♠ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❱❡rs❛t③ ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣s♣✉❧s❡♥✳ ❇❡✐ ❦♦♠♣❧❡tt❡r ❙ätt✐❣✉♥❣ ❞❡s Ü❜❡r❣❛♥❣s ✇är❡ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧
❡rr❡✐❝❤t❡ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r❞✐❝❤t❡ s②♠♠❡tr✐s❝❤ ✉♥❞ ❛❜❣❡s❡❤❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❊✐♥❜r✉❝❤ ✉♠ τ = 0
❦♦♥st❛♥t✱ ❞❛ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r❞✐❝❤t❡ Nmax ♥✐❡ ü❜❡rs❝❤r✐tt❡♥
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ■♥ ✉♥s❡r❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡✐❣t ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr❡✐❝❤t❡ ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ st❛tt✲
❞❡ss❡♥ ❛♠ Ü❜❡r❣❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡♥ ✉♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❲❡rt❡♥ ✈♦♥ τ ❛♥✳ ❉✐❡ ❆♥st✐❡❣s③❡✐t
❤ä♥❣t ♦✛❡♥❜❛r ❞✐r❡❦t ✈♦♥ ❞❡r ■♥tr❛❜❛♥❞r❡❧❛①❛t✐♦♥s③❡✐t ❛❜ ✉♥❞ ❡♥ts♣r✐❝❤t ✐♥ ❡t✇❛ ❞❡r ❩❡✐t✲
s♣❛♥♥❡✱ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r ❡✐♥❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❡✐♥♥❡❤♠❡♥ ✉♥❞
❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡ ❙ätt✐❣✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r P✉♠♣❢r❡q✉❡♥③ ❛❜❣❡❜❛✉t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣❛♥r❡❣✉♥❣
❢ü❤rt ❛❧s♦ ③✉ ❡✐♥❡r ❡t✇❛s ❤ö❤❡r❡♥ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r❞✐❝❤t❡ ✇❡♥♥ ❞❡r s❝❤✇❛❝❤❡ P✉♠♣♣✉❧s
♥❛❝❤ ❞❡♠ st❛r❦❡♥ P✉♠♣♣✉❧s ❡✐♥tr✐✛t ✉♥❞ ✇❡♥♥ ❞❡r ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❱❡rs❛t③ s♦ ❣r♦ÿ ✐st✱ ❞❛ss
❦❡✐♥❡ ❧♦❦❛❧❡ ❙ätt✐❣✉♥❣ ❞❡r ❩✉stä♥❞❡ ❜❡✐ ❞❡r P✉♠♣❢r❡q✉❡♥③ ♠❡❤r ✈♦r❧✐❡❣t✳ ❉❡r ❡✐♥③✐❣❡ ✐♠
✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❊✛❡❦t✱ ❞❡r s❡❧❜st ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡
❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❞❡r P✉♠♣♣✉❧s❡ ❛✉s❧ös❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐st ❞✐❡ ❆❜s❝❤✐r♠✉♥❣ ❞❡s
❈♦✉❧♦♠❜♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ❞❛ ❞❡r ❆❜s❝❤✐r♠✉♥❣s✲❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦r

κ ∼
ˆ ∞

0
n (k) dk ✭✹✳✶✵✮

♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡

N ∼
ˆ ∞

0
n (k)

k2

π2
dk, ✭✹✳✶✶✮

s♦♥❞❡r♥ ✈♦♥ ❞❡r ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣❡♥ ✐♠ ❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦rr❛✉♠ ❛❜❤ä♥❣t✳
❉✐❡s❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ❧ässt s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t ❜❡stät✐❣❡♥ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❡✐♥ r❡✐♥ N ✲❛❜❤ä♥❣✐❣❡s κ ✇ä❤❧t✱
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ n(k) ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✹✳✶✵ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❋❡r♠✐✈❡rt❡✐❧✉♥❣
f(N, k, T ) ❡rs❡t③t✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✭❣❡str✐❝❤❡❧t❡ ▲✐♥✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✺✭❛✮✮ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t
❞✐❡ ❆s②♠♠❡tr✐❡ ✐♥ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr❡✐❝❤t❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❛♥♥ä❤❡r♥❞✳
❱❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❦♦rr❡❦t❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✹✳✶✵✱ ✇❡r❞❡♥ ❆♥✲

r❡❣✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ❣❡r✐♥❣❡♥ k✲❲❡rt❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❞♦rt ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❩✉st❛♥❞s❞✐❝❤t❡ stär❦❡r
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✺✳✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ♦❤♥❡ ▲❛s✐♥❣ ♠✐t ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣❛♥r❡❣✉♥❣ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥
■♥t❡r❜❛♥❞r❡❧❛①❛t✐♦♥s③❡✐t❡♥✳ ✭❛✮✿ ▼❛①✐♠❛❧ ❡rr❡✐❝❤t❡ ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤❣❡③♦❣❡✲
♥❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ✇✉r❞❡♥ ✇✐❡ ❜✐s❤❡r ♠✐t ❡✐♥❡♠ n(k)✲❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❲❡rt ❞❡r ❆❜s❝❤✐r♠✇❡❧❧❡♥✲
❧ä♥❣❡ κ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❇❡✐ ❞❡r ❣❡str✐❝❤❡❧t❡♥ ▲✐♥✐❡ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ r❡✐♥ N ✲❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❆❜s❝❤✐r♠✲
✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ κ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉✐❡ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡ ▲✐♥✐❡ ✇✉r❞❡ ③✉r ❜❡ss❡r❡♥ ❊r❦❡♥♥❜❛r❦❡✐t ✉♠
△N = 0.0015 cm−3 ♥❛❝❤ ♦❜❡♥ ✈❡rs❡t③t✳ ❉✐❡ r❡st❧✐❝❤❡♥ ❑✉r✈❡♥ ③❡✐❣❡♥ ✉♥♠♦❞✐✜③✐❡rt❡ ❉❛✲
t❡♥✳ ✭❜✮✿ ■♠❛❣✐♥ärt❡✐❧ ❞❡r ❙✉s③❡♣t✐❜✐❧✐tät ❢ür ❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥ P✉♠♣♣✉❧s ✭❜✐s❤❡r✐❣❡s ▼♦❞❡❧❧
♠✐t n(k)✲❛❜❤ä♥❣✐❣❡r ❆❜s❝❤✐r♠✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✮✳

❣❡✇✐❝❤t❡t✳ ❉❛ ❞✐❡ ❆❜s❝❤✐r♠✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡r ❆❜s❝❤✇ä❝❤✉♥❣ ❞❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ü❜❡r ✇❡✐t❡ k✲
❇❡r❡✐❝❤❡ ❢ü❤rt ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✻✭❛✮✮✱ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ P✉♠♣♣✉❧s❡ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣✳
❉✉r❝❤ ❞❡♥ s❝❤✇ä❝❤❡r ❛❧s ❧✐♥❡❛r ❛♥st❡✐❣❡♥❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ N ❛✉❢ ❞❡♥
❆❜s❝❤✐r♠✇❡❧❧❡♥✈❡❦t♦r κ ✉♥❞ s♦♠✐t ❛✉❢ ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✻✭❜✮✮ ❦❛♥♥ ❞❡r
s❝❤✇❛❝❤❡ P✉♠♣♣✉❧s ❞❡♥ st❛r❦❡♥ P✉♠♣♣✉❧s ❥❡❞♦❝❤ stär❦❡r ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ ❛❧s ✉♠❣❡❦❡❤rt✳
❉❛❤❡r ✐st ❡s ✈♦rt❡✐❧❤❛❢t ❢ür ❞✐❡ ●❡s❛♠t❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ✇❡♥♥ ❞❡r st❛r❦❡ P✉♠♣♣✉❧s ③✉❡rst
❡✐♥tr✐✛t✳

✹✳✹✳✸✳✸✳ ❉✐s❦✉ss✐♦♥

■♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✈❛r✐✐❡rt ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ▼❛①✐♠✉♠s ❞❡s ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣s✐❣♥❛❧s ✈♦♥ ❉r❛❤t
③✉ ❉r❛❤t ✉♥❞ ❧✐❡❣t ③✇✐s❝❤❡♥ tmax = 5ps ✉♥❞ tmax = 15ps✳ ❉❛❜❡✐ s✐♥❞ ❲❡rt❡ ✉♠
tmax = 10ps ❜❡s♦♥❞❡rs ❤ä✉✜❣✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✇✉r❞❡♥ ✐♥ ♠❡❤r♠♦❞✐❣❡♥ ◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ③✇❡✐
❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r❢♦❧❣❡♥❞❡ ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣✲▼❛①✐♠❛ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❬✽✼❪✳ ❉✐❡s ❞❡✉t❡t ❛✉❢ ❡✐♥❡ st❛r❦❡
❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❑❛✈✐tät ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✈♦♠ ▲❛s✐♥❣✈♦r✲
❣❛♥❣ ❤✐♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ♥❛❤❡ ❛♥ ❞❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✸ ❦♦♥♥t❡ ❞✐❡s❡s
❱❡r❤❛❧t❡♥ ❣✉t ❞✉r❝❤ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ r❡♣r♦❞✉③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❛s ❙②s✲
t❡♠✈❡r❤❛❧t❡♥ ❛✉❝❤ ❣❡♥❛✉ ❞❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❡✐♥❡s ❱✐❡r✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠s ❣❡♠❛❝❤t❡♥
❆♥♥❛❤♠❡♥✳ ❉✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❜❡❢❛♥❞ s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤ ③✉♠✐♥❞❡st ❜❡✐ CdS st❡ts
✇❡✐t ü❜❡r ❞❡r ❇❛♥❞❧ü❝❦❡✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❦♦♥♥t❡♥ ❞✐❡ ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣❦✉r✈❡♥ ③✇❛r q✉❛❧✐t❛✲
t✐✈ s❡❤r ❣✉t r❡♣r♦❞✉③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡ st❛r❦❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♠
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✻✳✿ ❊✛❡❦t ❞❡r ❆❜s❝❤✐r♠✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❡✐ ❆♥r❡❣✉♥❣ ✇❡✐t ü❜❡r ❞❡r
❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ CdS✳ ✭❛✮✿ ■♠❛❣✐♥ärt❡✐❧ ❞❡r ❙✉s③❡♣t✐❜✐❧✐tät ❢ür ✉♥❛♥❣❡r❡❣t❡s ✭❜❧❛✉✮
✉♥❞ st❛r❦ ❛♥❣❡r❡❣t❡s ✭r♦t✱ N = 0.05 cm−3✮ ▼❛t❡r✐❛❧✳ ✭❜✮✿ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ■♠❛❣✐♥ärt❡✐❧s
❞❡r ❙✉s③❡♣t✐❜✐❧✐tät ✈♦♠ ♥✐❝❤t❛♥❣❡r❡❣t❡♥ ❋❛❧❧ ❜❡✐ 355 nm ✉♥❞ ❜❡✐ 420 nm ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡
❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡♥✳

▲❛s✐♥❣♣r♦③❡ss ❦♦♥♥t❡ ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ ❤ä♥❣t ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s
▼❛①✐♠✉♠s ❤✐❡r ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ✈♦♠ ❆❜❜❛✉ ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❙ätt✐❣✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r P✉♠♣❢r❡q✉❡♥③ ✉♥❞
s♦♠✐t ✈♦♥ ❞❡r ■♥t❡r❜❛♥❞r❡❧❛①❛t✐♦♥s③❡✐t τf ❛❜ ✉♥❞ ❧✐❡❣t ❞❛❤❡r ❜❡✐ r❡❛❧✐st✐s❝❤❡♥ ❲❡rt❡♥
✈♦♥ τf ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ tmax = 1ps ✉♥❞ tmax = 5ps✳
❉✐❡s ❞❡✉t❡t ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❢ür ❞✐❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣s✐❣♥❛❧s ✈❡r❛♥t✲

✇♦rt❧✐❝❤❡ ❊✛❡❦t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ♦❤♥❡ ❡✐♥❡ ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r
❙tr❡✉✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ●✐tt❡r ♥✐❝❤t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
❆❧s ❑❛♥❞✐❞❛t❡♥ ③✉r ❊r❦❧är✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❦♦♠♠❡♥ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❊✛❡❦t❡ ✐♥ ❋r❛✲
❣❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ③✉ ❡✐♥❡r ❊r✐♥♥❡r✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥ ❡✐♥❡ ❢rü❤❡r❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❢ü❤r❡♥✳ ❉❛③✉
❣❡❤ör❡♥ ❊✛❡❦t❡✱ ❞✐❡ ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ❞✐❡ ❆❜s❝❤✐r♠✉♥❣ ✐♠ ♦❜❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❋❛❧❧ ✈♦♥ ❞❡r
❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣❡♥ ✐♠ ❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦rr❛✉♠ ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ●ä♥③❧✐❝❤ ❛♥❞❡r❡ ●❡❞ä❝❤t✲
♥✐s❡✛❡❦t❡ ✇✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ❊r❤✐t③✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❦♦♠♠❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐♥ ❋r❛❣❡✳ ❊✐♥
❙ätt✐❣✉♥❣s❡✛❡❦t ✇✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇är❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞❡♥❦❜❛r✱ ❛❧❧❡r✲
❞✐♥❣s ♠üsst❡ ❞✐❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r ❞❛♥♥ r❛❞✐❦❛❧ ❛♥❞❡rs ❛❜❧❛✉❢❡♥ ❛❧s ✈♦♥ ❞❡♥
❤✐❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣❡♥ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❉✐❡ ■❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❤✐❡r
r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❊✛❡❦ts st❡❧❧t ❡✐♥ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡s ❚❤❡♠❛ ❢ür ❞✐❡ ✇❡✐t❡r❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣ ❞❛r✳ ❉✐❡ ♥✉♠❡✲
r✐s❝❤❡ ❊✣③✐❡♥③ ❞❡s ❤✐❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❈▼❚✲❱❡r❢❛❤r❡♥s ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❞✐❡ ❞❛③✉ ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡
▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ✇❡✐t❡r❡r ❊✛❡❦t❡ ✉♥❞ ❞✐❡ t✐❡❢❡r❣❡❤❡♥❞❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r✲
✉♥❞ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❞②♥❛♠✐❦ ✐♥ ◆❛♥♦❞r❛❤t✲▲❛s❡r♥✳
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✹✳✺✳ ❙❝❤❧✉ss❜❡♠❡r❦✉♥❣❡♥ ③✉r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥
❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥

■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ③✉r rä✉♠❧✐❝❤ ❛✉❢❣❡❧öst❡♥ ▼♦❞❡❧❧✐❡✲
r✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❉✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❞②♥❛♠✐❦
✇✉r❞❡ ❞❛❜❡✐ st❡ts ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡s❡ st❡❧✲
❧❡♥ ❡✐♥ ♠♦❞❡r♥❡s ✉♥❞ ✈✐❡❧s❡✐t✐❣❡s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❞✐r❡❦t❡♥ ❇❛♥❞ü❜❡r❣❛♥❣s ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♥ ❞❛r
✉♥❞ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥ ❛✉❝❤ ❱✐❡❧t❡✐❧❝❤❡♥❡✛❡❦t❡ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✉♥❞ ▲ö❝❤❡r ✐♥ ❞❡r ❍❛rtr❡❡✲
❋♦❝❦✲◆ä❤❡r✉♥❣✳ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❥❡♥s❡✐ts ❞❡r ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✲◆ä❤❡r✉♥❣ ✇✐❡ ❆❜s❝❤✐r♠✉♥❣ ♦❞❡r
❈♦✉❧♦♠❜str❡✉✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱ s♦ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❞❡r ❤♦❝❤❛♥❣❡✲
r❡❣t❡ ❇❡r❡✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❜❡✐ ▲❛s✐♥❣❡①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❣✉t ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛s
▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ✇✉r❞❡ ❛♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣
❣❡❦♦♣♣❡❧t✳ ❩✉♠ ❊✐♥❡♥ ✇✉r❞❡ ❞❛s ❋❉❚❉✲❱❡r❢❛❤r❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ▼❛①✇❡❧❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❣❡♦♠❡tr✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ●✐tt❡r ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❡r❧❛✉❜t
❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❡♦♠❡tr✐❡♥ ♦❤♥❡ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥❞❡ ❆♥♥❛❤♠❡♥✱ ✐st ❛❜❡r
♥✉♠❡r✐s❝❤ s❡❤r ❛✉❢✇ä♥❞✐❣✳ ❩✉♠ ❆♥❞❡r❡♥ ✇✉r❞❡ ❞❛s ❛✉❢ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r❣❡♦♠❡tr✐❡♥ ③✉❣❡✲
s❝❤♥✐tt❡♥❡ ❈▼❚✲❱❡r❢❛❤r❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉✐❡s❡s ✐st ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣r♦♣❛❣✐❡r❡♥❞❡r
▼♦❞❡♥ ✐♠ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r ❜❡s❝❤rä♥❦t✱ ❡r❧❛✉❜t ❛❜❡r ❡①tr❡♠❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣❡♥✳
❇❡✐❞❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✇✉r❞❡♥ ③✉r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❛s❡♥❞❡r ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

❲ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s♣r♦③❡ss ✉♥❞ ❞❛s ❆♥s❝❤✇✐♥❣❡♥ ❞❡s ▲❛s❡rs s♦✇✐❡ ❞✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❑♦♠✲
♣❡t✐t✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥ ✉♠❢❛ss❡♥❞ ♠✐t ❞❡♠ ❋❉❚❉✲❱❡r❢❛❤r❡♥ s✐♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✱
❡r♠ö❣❧✐❝❤t❡ ❞❛s ❡✣③✐❡♥t❡r❡ ❈▼❚✲❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞✐❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ ❛✉❢ ❧ä♥❣❡✲
r❡♥ ❩❡✐ts❦❛❧❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡s ❊✐♥✢✉ss❡s ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧✲ ✉♥❞ ❑❛✈✐täts♣❛r❛♠❡t❡r
ü❜❡r ✇❡✐t❡ ❇❡r❡✐❝❤❡✳ ❙♦ ❦♦♥♥t❡♥ ❡rst❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠✐t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥
❛♥❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡ s❡❤r ❣✉t❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ③❡✐❣t❡♥✳
❲✐❡ s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣❡①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ③❡✐❣t✱ ❣✐❜t ❡s ❛❜❡r ❛✉❝❤

✇❡✐t❡r❤✐♥ ❊✛❡❦t❡✱ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ❤✐❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠♦❞❡❧❧ ♥✐❝❤t ❦♦♠✲
♣❧❡tt ❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡s❡ ③✉ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥ ✉♥❞ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱ s✐♥❞ t✐❡❢❡r❣❡✲
❤❡♥❞❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❆❜✲■♥✐t✐♦✲▼♦❞❡❧❧❡♥ ❡❜❡♥s♦ ♥♦t✇❡♥❞✐❣ ✇✐❡ ❞✐❡ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣
✇❡✐t❡r❡r ❊✛❡❦t❡ ✐♥ rä✉♠❧✐❝❤ ❛✉❢❣❡❧öst❡♥ ❈♦❞❡s ✇✐❡ ❞❡♥ ❤✐❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥✳ ❉❡r ●r✉♥❞st❡✐♥
③✉ s♦❧❝❤❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✇✉r❞❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❊r♣r♦❜✉♥❣ rä✉♠❧✐❝❤
❛✉❢❣❡❧öst❡r ✉♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❤❛♥❞❤❛❜❜❛r❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♥
❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❣❡❧❡❣t✳

✻✾



✺✳ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡ ❛❧s

♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥

■♠ ❧❡t③t❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♥ ❧❛s❡♥❞❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲ ◆❛♥✲
♦❞rä❤t❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❆❜❣❡s❡❤❡♥ ✈♦♠ ❆♥r❡❣✉♥❣s♣r♦③❡ss ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ s♣✐❡❧t
s✐❝❤ ❞♦rt ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❉②♥❛♠✐❦ ✐♥ ❡✐♥❡♠ st❛r❦ ❛♥❣❡r❡❣t❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❛❜✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞✐❡
❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❆❜s❝❤✐r♠✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❛s P❧❛s♠❛ ❦❡✐♥❡ s✐❣♥✐✜✲
❦❛♥t❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t ✉♥❞ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ❡✐♥❡ s♣❡❦tr❛❧ ❜r❡✐t❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ❞❡r
❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❲❛❝❤s❡♥❞❡s ■♥t❡r❡ss❡ ❡r❢ä❤rt ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞❡r ❣❡❣❡♥t❡✐❧✐❣❡ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r
❣❡r✐♥❣❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♥❬✸✶✱ ✸✷❪✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥✲
s❝❤❛❢t❡♥ st❛r❦ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❈♦✉❧♦♠❜✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❜❡❡✐♥✢✉sst ✉♥❞ ❡s tr❡t❡♥ ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡
❘❡s♦♥❛♥③❡♥ ✐♥ ❞❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❛✉❢✳ ❑♦♣♣❡❧♥ ❞✐❡s❡ st❛r❦ ❛♥ ❞❛s ▲✐❝❤t❢❡❧❞✱
s♦ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❦❡✐♥❡ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ❞❡s ●❡✲
s❛♠ts②st❡♠s ♠❡❤r ❞❛r✳ ❉✐❡ ◗✉❛s✐t❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❜❡✐ ❦❛♥♦♥✐s❝❤❡r ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r t❛t✲
sä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ❞❡s ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ ❙②st❡♠s ❡r❤ä❧t✱ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❊①③✐t♦♥✲P♦❧❛r✐t♦♥❡♥
❜❡③❡✐❝❤♥❡t❬✾✻✱ ✾✼❪✳ ❙✐❡ ❡r❜❡♥ ❞✐❡ st❛r❦❡ ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❛♥r❡❣✉♥❣✱ ❛❜❡r ❛✉❝❤
❞✐❡ ♠❡✐st❡♥ ❞✐s♣❡rs✐✈❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ▲✐❝❤ts✳ ❉✐❡s❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ♠❛❝❤❡♥ ❊①③✐t♦♥✲
P♦❧❛r✐t♦♥❡♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡♥ ❙♣✐❡❧❢❡❧❞ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡♥❢♦rs❝❤✉♥❣ ③✉ ◗✉❛♥t❡♥✢✉✐❞❡♥
✉♥❞ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡r ❉②♥❛♠✐❦✳ ❆✉❝❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥✱ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❛❧s ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ❦♦❤är❡♥t❡ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❣❡r✐♥❣❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣ss❝❤✇❡❧❧❡❬✾✽✱ ✾✾❪ ✇❡r❞❡♥ ③✉r
❩❡✐t ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ❇✐s❤❡r ✇✉r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ♣❧❛♥❛r❡ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥
✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❡✐♥❡ ❋❛❜r②✲Pér♦t ▼♦❞❡ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑❛✈✐tät ❛♥ ❞✐❡ ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡
❘❡s♦♥❛♥③ ❡✐♥❡s ◗✉❛s✐✲❩✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◗✉❛♥t❡♥tr♦❣s ❣❡❦♦♣♣❡❧t ✇✐r❞✳ ❆✉❢✲
❣r✉♥❞ ✐❤r❡r ❤♦❤❡♥ ❑r✐st❛❧❧q✉❛❧✐tät✱ ❞❡r ❤♦❤❡♥ ●üt❡ ❞❡r r❡s♦♥❛♥t❡♥ ▼♦❞❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤
q✉❛s✐✲❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ st❡❧❧❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥ ❛✉s ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ❡✐♥❡
✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❛r❬✷✹✱ ✶✵✵❪✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢✲
t❡♥ ❞❡r ♣❤♦t♦♥✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳
❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡♥ ❙tr✉❦t✉r ❛✉s ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ ✉♥❞ ✉♥❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ ▼♦❞❡♥✱ ❞✐❡

✐♥ ❞✐❡s❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ❡①✐st✐❡r❡♥✱ ✇är❡♥ ❛✉❝❤ ❤✐❡r rä✉♠❧✐❝❤ ❛✉❢❣❡❧öst❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ✇ü♥s❝❤❡♥s✲
✇❡rt✳ ❆♠ ❊♥❞❡ ❞❡s ❑❛♣✐t❡❧s ✇❡r❞❡♥ ❞❛❤❡r ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ③✉r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡r
❙②st❡♠❡ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ❇❡s♦♥❞❡r❡s ❆✉❣❡♥♠❡r❦ ❧✐❡❣t ❞❛❜❡✐ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❡✣③✐❡♥t❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
❞❡r ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❛♥ ❛❦✉st✐s❝❤❡ P❤♦♥♦♥❡♥✳

✺✳✶✳ ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡♥ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥

❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡❧❧❡ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲▼✐❦r♦❦❛✈✐tät❡♥ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡ ♣❧❛♥❛r❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ♥✉t③❡♥ ❞✐❡
❋❛❜r②✲Pér♦t✲▼♦❞❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❣❡❣❡♥ü❜❡r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❇r❛❣❣✲❙♣✐❡❣❡❧♥❬✸✷❪✳ ■♥ ❡✐♥❡♠ ❘❡✲
s♦♥❛t♦r ❞❡r ▲ä♥❣❡ lz ♠✐t ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥❞❡r P❤❛s❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙♣✐❡❣❡❧ ♠üss❡♥
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✺✳ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡ ❛❧s ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥

❞✐❡s❡ ❞✐❡ ❘❡s♦♥❛t♦r❜❡❞✐♥❣✉♥❣ kz = πM
lz

❢ür ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥③❛❤❧✈❡❦t♦r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ kz ✉♥❞
❡✐♥❡♥ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡♥ ▼♦❞❡♥✐♥❞❡① M ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ❉❛ ❞❡r ❘❡s♦♥❛t♦r ✐♥ x✲ ✉♥❞ y✲
❘✐❝❤t✉♥❣ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t ✐st✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ▼♦❞❡♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❡✐♥❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦r
~k⊥ = (kx, ky) ❛♥♥❡❤♠❡♥✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ ▼♦❞❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❉✐✲
s♣❡rs✐♦♥sr❡❧❛t✐♦♥ ❢ür k⊥ ≪ kz

ω =
c

n

√

k2z +
~k2⊥ ≈ ω0 +

~~k2⊥
2mcav

. ✭✺✳✶✮

❉✐❡s❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❉✐s♣❡rs✐♦♥sr❡❧❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ♠❛ss❡❜❡❤❛❢t❡t❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥s ✐♠ ③✇❡✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ♠✐t ❞❡r ❋r❡q✉❡♥③ ω0 ❜❡✐ k⊥ = 0 ✉♥❞ ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡♥ P❤♦t♦♥❡♥♠❛ss❡
mcav = ~ω0

n2

c2
✳

❯♠ ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❊✛❡❦t❡ ✐♥ ✐♥t❡❣r✐❡rt❡♥ ♣❤♦t♦♥✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❛❧t✉♥❣❡♥ ♥✉t③❡♥ ③✉ ❦ö♥✲
♥❡♥✱ ♠üss❡♥ P♦❧❛r✐t♦♥❡♥ ❡✣③✐❡♥t ❣❡❢ü❤rt ✉♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡s ✐st ♣r✐♥✲
③✐♣✐❡❧❧ ❡✐♥❢❛❝❤❡r ✐♥ q✉❛s✐✲❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ❛❧s ❜❡✐ ❢r❡✐❡r ③✇❡✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❊✐♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ P♦❧❛r✐t♦♥❡♥ ✐♥ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❙tr✉❦✲
t✉r❡♥ ❡✐♥③✉s❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ✐st ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ▼✐❦r♦✲ ♦❞❡r ◆❛♥♦❞rä❤t❡♥❬✶✵✶✱ ✷✹✱ ✶✵✵❪✳
❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐ ❞❡♥ ❧❛s❡♥❞❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✐❝❤t
❞✐❡ ❋❛❜r②✲Pér♦t✲▼♦❞❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥ ❞❡s ❉r❛❤ts ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ✐♠
♥✐❝❤t✲❛♥❣❡r❡❣t❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r ❡✐♥❡ ❡①tr❡♠ ❣❡r✐♥❣❡ ▲❡❜❡♥s❞❛✉❡r ❛✉❢✇❡✐s❡♥ ✉♥❞ ü❜❡r ❦❡✐♥❡r✲
❧❡✐ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✈❡r❢ü❣❡♥✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥
s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❉r❛❤t❛❝❤s❡ ❡✐♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❲❤✐s♣❡r✐♥❣✲●❛❧❧❡r②✲▼♦❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❡r✇❛rt❡t
♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼♦❞❡♥ ❡✐♥❡ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥sr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ▼✐❦r♦❦❛✈✐tät
♠✐t ❞❡♠ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼♦❞❡♥ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡✐♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞
❡✐♥❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♥✉r ♥♦❝❤ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❉r❛❤t❛❝❤s❡ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✳
❉✐❡ ❤ö❝❤st❡♥ ▼♦❞❡♥q✉❛❧✐tät❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❜❡✐ ❣röÿ❡r❡♥ ❉rä❤t❡♥ ♠✐t ❉✉r❝❤♠❡ss❡r♥ ✐♠

▼✐❦r♦♠❡t❡r❜❡r❡✐❝❤ ❡r③✐❡❧❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♥ ❉rä❤t❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ st❛r❦❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥
♦♣t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ P♦❧❛r✐t♦♥❡♥ ❜❡r❡✐ts ❛♠
✉♥❜❡s❝❤✐❝❤t❡t❡♥ ❉r❛❤t ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❤♦❤❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ▼♦❞❡♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛❜❡r
♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❛♥❞❡r❡ ❊✛❡❦t❡ ❛❧s ❜❡✐ ❞❡♥ ü❜❧✐❝❤❡♥ ❑❛✈✐tät❡♥✱ s♦ ❞❛ss ♠❛♥ ❡❤❡r ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣
③✇✐s❝❤❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ P♦❧❛r✐t♦♥❡♥③✇❡✐❣❡♥ ❛❧s ❞✐❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❩✇❡✐❣❡s ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❬✷✹❪✳ ❉✐❡s❡ ❊✛❡❦t❡ ❜✐❡t❡♥ ✐❤r❡rs❡✐ts ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❆♥✇❡♥✲
❞✉♥❣❡♥ ✇✐❡ ❞✐❡ ❊r③❡✉❣✉♥❣ ✈❡rs❝❤rä♥❦t❡r P♦❧❛r✐t♦♥❡♥✳ ▼ö❝❤t❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈♦♥ P♦❧❛r✐t♦♥❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❩✇❡✐❣❡s ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ s✐♥❞ ◆❛♥♦❞rä❤t❡ ❛✉❢✲
❣r✉♥❞ ❞❡r ❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ✉♥❞ s♣❡❦tr❛❧❡♥ ❚r❡♥♥✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❡♥ ❜❡ss❡r ❣❡❡✐❣♥❡t✳
❉✐❡s❡ ❜r✐♥❣❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ✐❤r❡r ❣❡r✐♥❣❡♥ ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❘❡s♦♥❛t♦rq✉❛✲
❧✐tät❡♥ ♠✐t s✐❝❤ ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞❛❤❡r ③✉r ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ▲❡❜❡♥s③❡✐t❡♥ ❞❡r P❤♦t♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡r
❑❛✈✐tät ♠✐t ❦♦♥③❡♥tr✐s❝❤❡♥ ❇r❛❣❣✲❙♣✐❡❣❡❧♥ ❜❡s❝❤✐❝❤t❡t✳
❉✐❡ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ♣❤♦t♦♥✐s❝❤❡ ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ ✈❡r❜✐❡t❡t ③✇❛r ❞✐❡

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈♦♥ ▲✐❝❤t s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❙❝❤✐❝❤t✉♥❣✱ ❛❧s♦ ✐♥ r❛❞✐❛❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣✱ ♥✐❝❤t ❛❜❡r ❞✐❡
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ❞❡s ❙♣✐❡❣❡❧s✳ ❙♦♠✐t ✐st ③✉♥ä❝❤st ✉♥❦❧❛r✱ ♦❜ ❞✐❡ r❡s♦✲
♥❛♥t❡♥ ▼♦❞❡♥ ❡✐♥❡s ❇r❛❣❣✲❜❡s❝❤✐❝❤t❡t❡♥ ◆❛♥♦❞r❛❤ts ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡s ❍❛❧❜❧❡✐t❡r❞r❛❤ts
❧♦❦❛❧✐s✐❡rt s✐♥❞✱ ♦❞❡r ♦❜ ❞✐❡s❡ ä❤♥❧✐❝❤❡ ✇✐❡ ❲❤✐s♣❡r✐♥❣✲●❛❧❧❡r②✲▼♦❞❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ä✉ÿ❡r❡♥
❙❝❤✐❝❤t❡♥ ❞❡s ❉r❛❤ts ♣r♦♣❛❣✐❡r❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡s❡ ❋r❛❣❡ ③✉ ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊✐❣♥✉♥❣
❜❡s❝❤✐❝❤t❡t❡r ▼✐❦r♦❞rä❤t❡ ❛❧s ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥ ③✉ ü❜❡r♣rü❢❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡s❡

✼✶



✺✳ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡ ❛❧s ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥

❙②st❡♠❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✉♥❞ ❞✐❡ ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ❡✐♥❡r t②♣✐s❝❤❡♥ ❑❛✈✐✲
tät ✇✉r❞❡♥ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✇✉r❞❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❡✐♥❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❛♥ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ▲❡✐♣③✐❣ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥❬✶✵✵❪✳

✺✳✶✳✶✳ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❡♥str✉❦t✉r

❉✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ✈♦♥ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ✐st ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛①✇❡❧❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ ✐♠ ❋r❡q✉❡♥③❜❡r❡✐❝❤ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞✐❡ ❞✐r❡❦t ❛✉❢ ❡✐♥ ❊✐❣❡♥✇❡rt♣r♦❜❧❡♠ ❢ü❤rt✱ ✇❡❧❝❤❡s
s✐❝❤ ❞✐s❦r❡t✐s✐❡r❡♥ ✉♥❞ ♠✐t ❞❡♥ ❣ä♥❣✐❣❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❧ös❡♥ ❧ässt✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠
❋❛❧❧ ❣❡st❛❧t❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❛❜s♦r❜✐❡r❡♥❞❡r ✉♥❞ ❞✐s♣❡rs✐✈❡r ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡
❛❧❧❡✐♥❡ s❝❤♦♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ♦✛❡♥❡r ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ♥♦t✇❡♥❞✐❣ ✐st✱ ❛❧s s❝❤✇✐❡✲
r✐❣✳ ❊✐♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ✐st ❞✐❡ ✐♥❞✐r❡❦t❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r
❩❡✐t❜❡r❡✐❝❤s♠❡t❤♦❞❡ ✇✐❡ ❋❉❚❉✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡ r❡❧❡✈❛♥t❡ ❑❛✈✐tätsstr✉❦t✉r ✐♥ ❡✐♥❡r ❙✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ③❡✐t❧✐❝❤ ❦✉r③❡♥✱ ❛❧s♦ s♣❡❦tr❛❧ ❜r❡✐t❡♥ ◗✉❡❧❧❡ ❛♥❣❡r❡❣t✳ ❉✉r❝❤ ❡✐♥❡
❋♦✉r✐❡rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❛♥♥ ❞❛♥♥ ❞✐❡ s♣❡❦tr❛❧❡ ■♥t❡♥s✐tät ❞❡r ❋❡❧❞❡r ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡r ❑❛✲
✈✐tät ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❩✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠✐♥✐❡rt ❞❛❜❡✐ ❞❛s ❛♥r❡❣❡♥❞❡ ❋❡❧❞✳
■♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❧❡✐❜❡♥ ❛❜❡r ♥✉r ❞✐❡ ❞❡♥ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥
s♣❡❦tr❛❧❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ❞❛ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❇❡✐trä❣❡ s❝❤♥❡❧❧ ❛❜❦❧✐♥❣❡♥✳ ❙❝❤♥❡✐❞❡t
♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ ❋❡♥st❡r❢✉♥❦t✐♦♥ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❋♦✉✲
r✐❡rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢rü❤❡ ❲❡rt❡ ❞❡r ❩❡✐tr❡✐❤❡ ❛❜✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛❧s♦ ❡✐♥ ■♥t❡♥s✐tätss♣❡❦tr✉♠
✐♥ ❞❡♠ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ✈♦r❦♦♠♠❡♥❬✶✵✷❪✳ ❉✐❡s❡ s✐♥❞ ❞❛♥♥ ❛❧s
P❡❛❦s ✐♠ ❙♣❡❦tr✉♠ ❡r❦❡♥♥❜❛r✳ ❉✐❡ ❋❡❧❞♣r♦✜❧❡ ❞❡r ▼♦❞❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✉r❝❤
❋♦✉r✐❡r✲❋✐❧t❡r✉♥❣ ❞❡r rä✉♠❧✐❝❤ ❛✉❢❣❡❧öst❡♥ ❋❡❧❞❡r ❜❡✐ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❊✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥③✳
❆❧s rä✉♠❧✐❝❤❡s Pr♦✜❧ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ✐st ❡s ü❜❧✐❝❤✱ ③✉❢ä❧❧✐❣ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡r ❑❛✈✐tät ✈❡rt❡✐❧t❡
✉♥❞ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡ ❉✐♣♦❧q✉❡❧❧❡♥ ③✉ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✱ ✉♠ ♠ö❣❧✐❝❤st ❛❧❧❡ ❊✐❣❡♥♠♦✲
❞❡♥ ❛♥r❡❣❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ✐♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ♠✐t ❡✐♥❡r ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥
❲❡❧❧❡ ❡r❢♦❧❣t✱ ✇ä❤❧❡♥ ✇✐r ❛✉❝❤ ❤✐❡r ❡✐♥❡ ❡❜❡♥❡ ❲❡❧❧❡ ❛❧s ❆♥r❡❣✉♥❣✳
❯♠ ❞✐❡ ❦♦rr❡❦t❡♥ ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥ ♠✉ss ❞✐❡ ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥

❞❡s ❙②st❡♠s ❡✐♥s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡r ❊✛❡❦t❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s ✇är❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❛♥ ❞✐❡ ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇✐❡
✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✶ ✉♥❞ ✹✳✸ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❉❛ ❤✐❡r ❥❡❞♦❝❤ ♥✉r ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ❣❡s✉❝❤t
✇❡r❞❡♥✱ ✐st ❡s ❡✐♥❢❛❝❤❡r ❞✐❡ ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞✐r❡❦t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❋✐t ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧
❡r♠✐tt❡❧t❡ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡①✲❲❡rt❡ ❛♥③✉♥ä❤❡r♥✳ ❉✐❡s ✐st ♥✉♠❡r✐s❝❤ ✇❡✐t ✇❡♥✐❣❡r ❛✉❢✇ä♥❞✐❣
✉♥❞ ❡r❤ö❤t ❞✐❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r❦❡✐t ♠✐t ❞❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t✳
❘❡❛❧❡ ▼✐❦r♦❞rä❤t❡ ❦ö♥♥❡♥ ❥❡ ♥❛❝❤ ❲❛❝❤st✉♠s♣r♦③❡ss ❡✐♥❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡ ❜✐s r✉♥❞❡ ❋♦r♠

❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❉r❛❤t❛❝❤s❡ ✈❛r✐✐❡r❡♥✳ ❆❧s ✐❞❡❛❧❡ ❑❛✈✐tät ✇ä❤❧❡♥
✇✐r ❢ür ✉♥s❡r❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✐♥❡♥ ❉r❛❤t ♠✐t r✉♥❞❡♠ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt✳ ❉✐❡ ❇r❛❣❣✲❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣
❜❡st❡❤t ❛✉s 10 + 1

2 ❦♦♥③❡♥tr✐s❝❤❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❛✉s ❨ttr✐✉♠✲st❛❜✐❧✐s✐❡rt❡♠ ❩✐r❦♦♥♦①✐❞✭YSZ✱
d = 41.5 nm✮ ✉♥❞ Al2O3✭d = 55.2 nm✮ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t❡♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥✳ ❉✐❡ ❢r❡✲
q✉❡♥③❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞✐③❡s ✇✉r❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❉❛t❡♥ ❛♥❣❡♣❛sst✳
❉❛ ❇r❛❣❣✲❙t❛♣❡❧ ✉♥❞ ❑❛✈✐tät❡♥ ♠✐t ❤♦❤❡r ◗✉❛❧✐tät ❛✉ÿ❡r♦r❞❡♥t❧✐❝❤ s❡♥s✐t✐✈ ❛✉❢ ❦❧❡✐♥❡
❉✐❝❦❡♥ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ r❡❛❣✐❡r❡♥✱ ♠✉ss ❡✐♥❡ ❛✉ÿ❡r♦r❞❡♥t❧✐❝❤ ❢❡✐♥❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❆✉✢ös✉♥❣ ✈♦♥
∆x = ∆y = ∆z = 1nm ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❤♦❝❤✇❡rt✐❣❡r ❑❛✲
✈✐tät❡♥ ✐st ❡✐♥❡ s❡❤r ❧❛♥❣❡ ❆❜❦❧✐♥❣③❡✐t ❞❡r ▼♦❞❡♥✐♥t❡♥s✐tät❡♥ ✐♠ ❘❡s♦♥❛t♦r✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠

✼✷



✺✳ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡ ❛❧s ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✳✿ ❆✉s ❋❉❚❉✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❣❡✇♦♥♥❡♥❡ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ❡✐♥❡s ZnO✲
▼✐❦r♦❞r❛❤ts ♠✐t ❇r❛❣❣✲❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣✳ ✭❛✮✿ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▼♦❞❡♥❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ✭❜✮✿
❘ä✉♠❧✐❝❤❡ ■♥t❡♥s✐täts✈❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ▼♦❞❡♥✳ ❉✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ▼♦❞❡♥❡♥❡r✲
❣✐❡ ✉♥❞ ❉r❛❤t❞✐❝❦❡♥ s✐♥❞ ♠✐t ❞❡♠ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙②♠❜♦❧ ✐♥ ✭❛✮ ♠❛r❦✐❡rt✳ ❉✐❡ ❯♠r✐ss❡ ❞❡s
ZnO✲◆❛♥♦❞r❛❤ts ✉♥❞ ❞❡s ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ❇r❛❣❣✲❙♣✐❡❣❡❧s s✐♥❞ ❥❡✇❡✐❧s s❝❤✇❛r③ ♠❛r❦✐❡rt✳

●r✉♥❞ ♠üss❡♥ ❧❛♥❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❧❛✉❢③❡✐t❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❯♠ ❞❡♥ s♦ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡♥
❘❡❝❤❡♥❛✉❢✇❛♥❞ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❤❛♥❞❤❛❜❜❛r❡♥ ❘❛❤♠❡♥ ③✉ ❤❛❧t❡♥✱ s✐♠✉❧✐❡r❡♥ ✇✐r ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❡♥
③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ❞❡r ❑❛✈✐tät✳ ❉✐❡s ✐st ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞❡r ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡
P❛r❛♠❡t❡r❜❡r❡✐❝❤ ❜❡✐ ❣❡r✐♥❣❡♥ ❲❡rt❡♥ ❞❡s ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡s ❉r❛❤ts ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡♥❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦rs
kz ❜❡✜♥❞❡t ✉♥❞ ✐♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❧❛♥❣❡ ❉rä❤t❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss
❞❡r ❊♥❞❢❛❝❡tt❡♥ ❣❡r✐♥❣ ✐st✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✐st ❡✐♥❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r kz✲❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ▼♦❞❡♥❡♥❡r✲
❣✐❡ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❯♠ tr♦t③❞❡♠ ❩✉❣❛♥❣ ③✉r ✈♦♥ ❞❡r ❱❡rst✐♠♠✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r
❑❛✈✐täts♠♦❞❡ ✉♥❞ ❞❡r ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡r ▼♦❞❡♥❡♥❡r❣✐❡ ③✉
❡r❤❛❧t❡♥✱ ✈❛r✐✐❡r❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ❞❡s ◆❛♥♦❞r❛❤ts ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ d = 210 nm ❜✐s
d = 300 nm✳

✺✳✶✳✷✳ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✭❛✮ ③❡✐❣t ❞✐❡ s♦ ❣❡✇♦♥♥❡♥❡ ❞✉r❝❤♠❡ss❡r❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ✉♥❞ s♣❡❦tr❛❧ ❛✉❢❣❡❧öst❡
■♥t❡♥s✐tät ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡r ❑❛✈✐tät ♥❛❝❤ ❆♥r❡❣✉♥❣ ♠✐t s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❉r❛❤t❛❝❤s❡ ♣♦❧❛✲
r✐s✐❡rt❡♠ ▲✐❝❤t✳ ■♥ ❞❡♥ s✐♠✉❧✐❡rt❡♥ ❙♣❡❦tr❡♥ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❡✐♥✐❣❡ ▼♦❞❡♥ ♠✐t
✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡r ▼♦❞❡♥❡♥❡r❣✐❡ E(d)✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✭❜✮ ✇✐r❞ ❛✉ÿ❡r✲
❞❡♠ ❞✐❡ ❋❡❧❞✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❡✐♥✐❣❡r ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡r ▼♦❞❡♥ ❜❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❉✐❝❦❡ ❣❡③❡✐❣t✳
❉✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ (d,E) s✐♥❞ ✐♥ ✺✳✶✭❛✮ ♠✐t ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❙②♠❜♦❧❡♥ ♠❛r✲

✼✸



✺✳ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡ ❛❧s ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥

❦✐❡rt✳ ❉✐❡ ❤❡❧❧st❡ ▼♦❞❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ E = 3.21 eV ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥
d = 300 nm✱ ❦r❡✉③t ❞❡✉t❧✐❝❤ ❡r❦❡♥♥❜❛r ❞✐❡ ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ❘❡s♦♥❛♥③❡♥ ❢ür ❞❛s ❱❛❧❡♥③❜❛♥❞
A ❜❡✐ FXA = 3.376 eV ✭❋r❡❡ ❊①❝✐t♦♥ A✮ ✉♥❞ ❢ür ❞❛s ❱❛❧❡♥③❜❛♥❞ B ❜❡✐ FXB = 3.385 eV
✭❋r❡❡ ❊①❝✐t♦♥ B✮✳ ❆✉s ❞❡♥ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ■♥t❡♥s✐täts♣r♦✜❧❡♥ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss s✐❝❤
❞✐❡ ■♥t❡♥s✐tät ❞❡r ▼♦❞❡ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡s ❇r❛❣❣✲❙♣✐❡❣❡❧s ❜❡✜♥❞❡t ✉♥❞ ❦❡✐♥❡♥
r❡❧❡✈❛♥t❡♥ Ü❜❡r❧❛♣♣ ♠✐t ❞❡♠ ◆❛♥♦❞r❛❤t ❛✉❢✇❡✐st✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡r ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r❡♥
❑♦♣♣❧✉♥❣ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡ ✉♥❞ ❡r❦❧ärt ❞❛s ❑r❡✉③❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥
▼♦❞❡♥✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ❞❛③✉ ❡①✐st✐❡r❡♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ▼♦❞❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥ ❞❡✉t❧✐❝❤❡s ❆♥t✐✲❈r♦ss✐♥❣
✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ❞❡r ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ❘❡s♦♥❛♥③❡♥ A ✉♥❞ B ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❉✐❡s❡ s✐♥❞ ♠✐t r♦t❡♥
✉♥❞ ❜❧❛✉❡♥ ❙②♠❜♦❧❡♥ ✐♥ ✺✳✶ ♠❛r❦✐❡rt✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❞❡♥ s❝❤✇❛❝❤ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ ▼♦❞❡♥
❤❛❜❡♥ ❞✐❡s❡ ▼♦❞❡♥ st❡ts ❡✐♥❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ Ü❜❡r❧❛♣♣ ♠✐t ❞❡♠ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧ ✐♠ ■♥✲
♥❡r❡♥ ❞❡r ❑❛✈✐tät✳ ❉✐❡ ▼♦❞❡♥ ❦♦♣♣❡❧♥ ❛❧s♦ st❛r❦ ❛♥ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧r❡s♦♥❛♥③❡♥✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡
❊✐❣❡♥❡♥❡r❣✐❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ♠♦❞✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ s✐❝❤ ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❩✇❡✐❣❡ ❤❡r❛✉s❜✐❧❞❡♥✳
❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ▼♦❞❡ ♠✐t ❡①tr❡♠ s❝❤✇❛❝❤❡r ❉✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤

❡t✇❛ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ E = 3.38 eV ❜❡✜♥❞❡t✳ ❉✐❡s❡ ✇❡✐st ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤❡♥
Ü❜❡r❧❛♣♣ ♠✐t ❞❡♠ ZnO✲❉r❛❤t ✐♠ ❑❡r♥ ❛✉❢ ✉♥❞ ❧ässt s✐❝❤ ❛❧s ♠✐tt❧❡r❡r ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡r
❩✇❡✐❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ❘❡s♦♥❛♥③❡♥ A ✉♥❞ B ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥✳
❆♥ ❞❡♥ ❋❡❧❞✈❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❞✐❝❦❡♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥ ❞❡✉t❧✐❝❤✱

❞❛ss ❞✐❡ r❡s♦♥❛♥t❡♥ ▼♦❞❡♥ ♥✐❝❤t ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❛❧s ❲❤✐s♣❡r✐♥❣✲●❛❧❧❡r② ♦❞❡r ❛❧s ❋❛❜r②✲Pér♦t
❦❧❛ss✐✜③✐❡r❜❛r s✐♥❞✳ ❆❧❧❡ ▼♦❞❡♥ ❤❛❜❡♥ ♠❡❤r❡r❡ ❑♥♦t❡♥ ✐♥ ❛③✐♠✉t❤❛❧❡r✱ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ✐♥
r❛❞✐❛❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣✳ ❉✐❡ ■♥t❡♥s✐tät ✐st ♥✐❝❤t ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡r ❑❛✈✐tät✱ s♦♥✲
❞❡r♥ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ❦♦♥③❡♥tr✐s❝❤❡♥ ❇r❛❣❣✲❙♣✐❡❣❡❧♥ ❧♦❦❛❧✐s✐❡rt✳ ❉❛s ✇✐❝❤t✐❣st❡ ❑r✐t❡r✐✉♠ ③✉r
❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ❛✉❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ❊①✐st❡♥③ ❞❡r st❛r❦❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✉♥❞
❞✐❡ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡r ❊✐❣❡♥③✉stä♥❞❡ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡t✱ ✐st ❞❛s ❱♦r❤❛♥❞❡♥s❡✐♥ ❡✐♥❡s
Ü❜❡r❧❛♣♣s ♠✐t ❞❡♠ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r❞r❛❤t ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡r ❑❛✈✐tät✳

✺✳✷✳ ❆✉s❜❧✐❝❦✿ ❊✣③✐❡♥t❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡r ❊✛❡❦t❡
♠✐t ❖rts❛✉✢ös✉♥❣

❉❡r ❱❡rs✉❝❤ ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❊✛❡❦t❡ ✇❡✐t❡r❣❡❤❡♥❞ ③✉ ❡r❢♦rs❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡s❡ ❛✉❝❤ ♣r❛❦t✐s❝❤
♥✉t③❜❛r ③✉ ♠❛❝❤❡♥ ❢ü❤rt ③✉r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡r ❘❡s♦♥❛t♦rt②♣❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ✐❤✲
r❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ✐❤r❡r ▼♦❞❡♥str✉❦t✉r ③✉♥❡❤♠❡♥❞ ✈♦♥ ♣❧❛♥❛r❡♥ ▼✐❦r♦r❡s♦♥❛t♦r❡♥ ✉♥✲
t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳ ❲✐❡ ♠❛♥ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡s ✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦rs
s❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ♠❡❤r❡r❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡♥ ♠✐t ♠❡❤r❡r❡♥ ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ❘❡✲
s♦♥❛♥③❡♥ ❦♦♣♣❡❧♥✱ ✇❛s ③✉ ❡✐♥❡r ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡♥ ❙tr✉❦t✉r ❛✉s P♦❧❛r✐t♦♥❡♥③✇❡✐❣❡♥ ❢ü❤rt✳
◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ✇✐❡ ❙ätt✐❣✉♥❣✱ ❊①③✐t♦♥✲❊①③✐t♦♥✲ ✉♥❞ ❊①③✐t♦♥✲P❤♦♥♦♥✲
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❢ü❤r❡♥ ❞❛♥♥ ♥✐❝❤t ♥✉r ③✉ ❡✐♥❡r ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✈♦♥ ❩✉stä♥❞❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥✲
③❡❧♥❡r P♦❧❛r✐t♦♥❡♥③✇❡✐❣❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡♥
▼♦❞❡♥✳
❉❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❛❧❧ ❞✐❡s❡r ❊✛❡❦t❡ ❡r❢♦r❞❡rt rä✉♠❧✐❝❤ ❛✉❢❣❡❧öst❡ ✉♥❞ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ▼♦✲

❞❡❧❧❡✳ ❉✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❆rt ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❞❡r ●r♦ÿ✲P✐t❛❡✈s❦✐✐✲●❧❡✐❝❤✉♥❣✳
❉✐❡s❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ♠❛❝❤❡♥ s✐❝❤ ③✉ ◆✉t③❡✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❡r ✉♥t❡r❡ P♦❧❛r✐t♦♥❡♥③✇❡✐❣ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤
❦❧❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ❣✉t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❛rt✐❣❡ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡ ❉✐s♣❡r✲

✼✹



✺✳ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡ ❛❧s ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥

s✐♦♥sr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❧ässt✳ ❚r❛♥s❢♦r♠✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ③✉rü❝❦ ✐♥ ❞❡♥ ❩❡✐t✲ ✉♥❞ ❖rts❜❡✲
r❡✐❝❤ ✉♥❞ ❢ü❤rt ❡✐♥❡♥ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❚❡r♠ ❡✐♥✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❇❡✇❡✲
❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ❞✐❡ ❞❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉s ❞❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❖♣t✐❦
❡♥ts♣r✐❝❤t ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❡s ③❛❤❧r❡✐❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✉♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣s✈❡r❢❛❤✲
r❡♥ ❣✐❜t✳ Pr✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❡✐❣♥❡t s✐❝❤ ❞✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧ ❛❜❡r ♦✛❡♥❜❛r ♥✉r ❢ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♥ P♦❧❛r✐t♦♥❡♥③✇❡✐❣s ✐♥ ❡✐♥❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥
❑❛✈✐tät ♠✐t s❝❤✇❛❝❤❡r rä✉♠❧✐❝❤❡r ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ▼♦❞❡❧❧❬✶✵✸✱ ✶✵✹❪ ❜❡s❝❤r❡✐❜t
❞❛s ❙②st❡♠ ♥✐❝❤t ✐♥ ❞❡r ❊✐❣❡♥❜❛s✐s ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ✐♥ ❞❡r ❇❛s✐s ❞❡s
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ✉♥❞ ❞❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❇❡✐❞❡ P♦❧❛r✐t♦♥❡♥③✇❡✐❣❡ ❜✐❧❞❡♥ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❛❧s
❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ❤❡r❛✉s ❛♥st❛tt ❜❡r❡✐ts ❛❧s ❆♥♥❛❤♠❡ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥③✉❣❡❤❡♥✳
❉✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ③✇❛r ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤ ❞❡♥ ♦❜❡r❡♥ ✉♥❞ ✉♥t❡r❡♥ P♦❧❛r✐t♦♥❡♥③✇❡✐❣✱
❜❡s❝❤r❡✐❜t ❛❜❡r ♥❛❝❤ ✇✐❡ ✈♦r ♥✉r ❞✐❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❡✐♥❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡ ❛♥ ❡✐♥
❡✐♥③❡❧♥❡s ❊①③✐t♦♥✳ ❉✐❡ ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❤✐❡r ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳
❋ür ❡✐♥❡ ♥♦❝❤ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡r❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✐st ❡✐♥ ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❍❛❧❜❧❡✐✲

t❡rs ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✶ ♥♦t✇❡♥❞✐❣✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡
❍✐♥③✉♥❛❤♠❡ ❤ö❤❡r❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ③✉sät③❧✐❝❤❡ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❲❡❝❤s❡❧✲
✇✐r❦✉♥❣st❡r♠s ♠✐t P❤♦♥♦♥❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ r❡✐♥ ❢♦r♠❛❧ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞❛s ❦♦♠✲
♣❧❡tt❡ ❙②st❡♠ ❡✐♥s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞❡r ❊①③✐t♦♥✲❊①③✐t♦♥ ✉♥❞ ❊①③✐t♦♥✲P❤♦♥♦♥✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣
❛❜❧❡✐t❡♥✳ Pr❛❦t✐s❝❤ ✐st ❞✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧ ❛❜❡r ❜❡r❡✐ts ♦❤♥❡ ❡✐♥❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❆✉✢ös✉♥❣ ♥✐❝❤t
♠❡❤r ❤❛♥❞❤❛❜❜❛r✳ ❊✐♥❡ ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ st❡❧❧t s✐❝❤ ❡✐♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ st❛tt ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥✲
▲♦❝❤✲❇❛s✐s ❜❡r❡✐ts ❡✐♥❡ ❇❛s✐s ❛✉s ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ❩✉stä♥❞❡♥ ✇ä❤❧t✳ ❆♥st❛tt ✈♦♥ ❩✇❡✐❡r✲
P❛❛r❡♥ ❛✉s ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❛♥♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❡①③✐t♦♥✐✲
s❝❤❡♥ ❖♣❡r❛t♦r✳ ❉✐❡s❡r ❆♥s❛t③ ✇✉r❞❡ ✈♦♥ ❘♦❝❤❛t ❡t ❛❧✳❬✶✵✺❪ ③✉r ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡r
❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✈♦♥ ▲✐❝❤t ♠✐t ✶s✲❊①③✐t♦♥❡♥
❡✐♥s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊①③✐t♦♥✲❊①③✐t♦♥✲❙tr❡✉✉♥❣ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥❡♥ ❛♥r❡❣✉♥❣s❛❜❤ä♥✲
❣✐❣❡♥ ❇❧❛✉✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡r ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ❘❡s♦♥❛♥③ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉✐❡ ❊①③✐t♦♥✲P❤♦♥♦♥✲
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✇✐r❞ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳
■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧ ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✈♦♥ ❊①③✐t♦♥❡♥ ♠✐t ❛❦✉st✐s❝❤❡♥ P❤♦♥♦♥❡♥

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥ q✉❛s✐❦❧❛ss✐s❝❤❡s ✉♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❤❛♥❞❤❛❜❜❛r❡s ▼♦❞❡❧❧ ✈♦r❣❡st❡❧❧t
✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣❡♥ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥
❇❛s✐s ❜❡❤❛♥❞❡❧t ✉♥❞ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞❛s ✶s✲❊①③✐t♦♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡s ❡r❧❛✉❜t ❡✐♥❡ s♣ät❡r❡
❆♥❦♦♣♣❧✉♥❣ ❛♥ ❞❛s r❡st❧✐❝❤❡ ❙②st❡♠✱ ✇❡❧❝❤❡s ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ s❝❤♦♥ ❛♥❣❡s♣r♦✲
❝❤❡♥❡♥ ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ Ü❜❡r♣rü❢✉♥❣ ❞❡r
❆♥✇❡♥❞❜❛r❦❡✐t ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ✐st ❛❦t✉❡❧❧ ●❡❣❡♥st❛♥❞ ❡✐♥❡r ▼❛st❡r❛r❜❡✐t✳

✺✳✷✳✶✳ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❛♥ ❛❦✉st✐s❝❤❡ P❤♦♥♦♥❡♥

❉❛ ❡✐♥❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r ❊①③✐t♦♥✲P❤♦♥♦♥✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❇❛s✐s ✈♦♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥
✉♥❞ ▲ö❝❤❡r♥ ❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t ❤❛♥❞❤❛❜❜❛r❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❆✉❢✇❛♥❞ ❞❛rst❡❧❧t✱ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r
❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t 1s✲❊①③✐t♦♥❡♥✱ s♦ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥
❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❡♥t❢ä❧❧t✳ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❊①③✐t♦♥❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❊r③❡✉❣❡r ✉♥❞ ❱❡r♥✐❝❤t❡r♦♣❡✲
r❛t♦r❡♥ ψ†

~k
✉♥❞ ψ~k✳ ❩✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊①③✐t♦♥❡♥ ❛❧s ❦♦♠♣❧❡tt ❜♦s♦♥✐s❝❤

❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛s ❤❡✐ÿt ❢ür ❞✐❡ ❊r③❡✉❣❡r✲ ✉♥❞ ❱❡r♥✐❝❤t❡r♦♣❡r❛t♦r❡♥ ❣✐❧t ❞✐❡ ❑♦♠♠✉t❛✲

✼✺



✺✳ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡ ❛❧s ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥

t♦rr❡❧❛t✐♦♥
[ψ~k,ψ

†
~k′
] = δ~k,~k′ ✭✺✳✷✮

❆❧s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❞❡r ▼❛ss❡M ❤❛❜❡♥ s✐❡ ❡✐♥❡ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥sr❡❧❛t✐♦♥✳ ❍✐♥③✉ ❦♦♠♠t
❞✐❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ❊♥❡r❣✐❡ ~ωexc ❞❡r ❊①③✐t♦♥❡♥ ❜❡✐ ~k = 0✳ ❉❡r ❖♣❡r❛t♦r ❞❡r ❊✐❣❡♥❡♥❡r❣✐❡ ✐st
❛❧s♦

Hexc =
∑

~k

ψ
†
~k

(

~
2 ~|k|2

2M
+ ~ωexc

)

ψ~k ✭✺✳✸✮

■♠ ❖rtsr❛✉♠ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡s

Hexc =

˚

V
φ†(~r)

(

− ~
2

2M
△+ ~ωexc

)

φ(~r)d~r. ✭✺✳✹✮

❉❛s ■♥t❡❣r❛❧ ✇✐r❞ ü❜❡r ❞❛s ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣s✈♦❧✉♠❡♥ V = L3 ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❉❛❜❡✐ ✐st

φ(~r) =
1

L
3

2

∑

~k

ψ~ke
i~k~r = F−1

{

ψ~k

}

✭✺✳✺✮

❞❡r rä✉♠❧✐❝❤ ❛✉❢❣❡❧öst❡ ❱❡r♥✐❝❤t❡r♦♣❡r❛t♦r ❢ür ❊①③✐t♦♥❡♥✳
❆❦✉st✐s❝❤❡ P❤♦♥♦♥❡♥ s♦❧❧❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊r③❡✉❣❡r✲ ✉♥❞ ❱❡r♥✐❝❤t❡r♦♣❡r❛t♦r❡♥ u†

~q ✉♥❞
u~q ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❜♦s♦♥✐s❝❤❡ ❱❡rt❛✉s❝❤✉♥❣sr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ■❤r❡
❊✐❣❡♥❡♥❡r❣✐❡ ✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥sr❡❧❛t✐♦♥

ω~q = vph|~q| ✭✺✳✻✮

❣❡❣❡❜❡♥ ❛❧s
Hph = ~vph

∑

~q

|~q|u†
~qu~q. ✭✺✳✼✮

❉✐❡ ♦rts❛✉❢❣❡❧öst❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ●✐tt❡rs ❧ässt s✐❝❤ ❛♥❛❧♦❣ ③✉r ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❤❛r✲
♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs

~w(~r) =
∑

~q

√

~

2mω~q
~e~q

(

u~q e
i~q ~r + u†

~q e
−i~q ~r

)

✭✺✳✽✮

❛✉s ❞❡♥ ❊r③❡✉❣❡r✲ ✉♥❞ ❱❡r♥✐❝❤t❡r♦♣❡r❛t♦r❡♥ ❣❡✇✐♥♥❡♥✱ ✇♦❜❡✐ m = ρV ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡s
❣❡s❛♠t❡♥ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣s✈♦❧✉♠❡♥s ✐st✳ ▼✐t ~e~q❂

~q
|~q| ✉♥❞ ❞❡r ❉✐s♣❡rs✐♦♥sr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡r P❤♦✲

♥♦♥❡♥ ✺✳✻ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡s

~w(~r) =
∑

~q

√

~

2mv

~q

|~q| 32

(

u~qe
i~q~r + u†

~qe
−i~q~r

)

. ✭✺✳✾✮

❉✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ●✐tt❡rs❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡r❢♦❧❣t ü❜❡r ❡✐♥ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s♣♦t❡♥t✐❛❧✳❬✻✾❪
❑❧❛ss✐s❝❤ ✉♥❞ ✐♠ ❖rtsr❛✉♠ ❤❛t ❞✐❡s❡s ❞✐❡ ❋♦r♠

Hww = −α0

˚

V
ρ(~r)∇~w(~r)d~r. ✭✺✳✶✵✮

✼✻



✺✳ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡ ❛❧s ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥

❉❛❜❡✐ ✐st ρ(~r) ❞✐❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❊①③✐t♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ✉♥❞ α0 ❞✐❡ ❑♦♣♣❡❧❦♦♥st❛♥t❡ ❢ür ❞❛s ❉❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ◗✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❡♥ ❍❛♠✐❧t♦♥♦♣❡r❛t♦r

Hww = −α0

˚

V
φ†(~r)φ(~r)∇~w(~r)d~r. ✭✺✳✶✶✮

❉❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r ✐♠ ■♠♣✉❧sr❛✉♠ ❦❛♥♥ ❥❡t③t ❞✉r❝❤ ❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡s ❆✉s❧❡♥✲
❦✉♥❣s♦♣❡r❛t♦rs ✺✳✾ ✉♥❞ ❞❡r ❋♦✉r✐❡r❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✺✳✺ ❣❡❜✐❧❞❡t
✇❡r❞❡♥✳ ▼❛♥ ❡r❤ä❧t ❡✐♥❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r ❛♥❛❧♦❣ ③✉ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✹✷ ❛✉s ❆❜✲
s❝❤♥✐tt ✸✳✶✳✹

Hww = −iα0

√

~

2mv

∑

~k,~q

√

|~q|
(

u~qψ
†
~k
ψ~k−~q − u

†
~qψ

†
~k
ψ~k+~q

)

. ✭✺✳✶✷✮

❉❡r ❦♦♠♣❧❡tt❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ✐st ❞❛♥♥

H =Hexc +Hph +Hww ✭✺✳✶✸✮

❋ür ❞✐❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❛♥ ❞❛s ♦♣t✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ✉♥❞ ❡✐♥❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❆✉✢ös✉♥❣ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r ❘❡✲
s♦♥❛t♦r❣❡♦♠❡tr✐❡♥ ✐st ❡s ✇ü♥s❝❤❡♥s✇❡rt✱ ③✉♠✐♥❞❡st ❞✐❡ ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣
✐♠ ❖rtsr❛✉♠ ③✉ ❧ös❡♥✳ ❙♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

d

dt

∣

∣

∣

∣

ww

φ(~r) = − i

~
[φ,Hww]

= i
α0

~
φ∇~w(~r). ✭✺✳✶✹✮

❱❡rs✉❝❤t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐r❡❦t✱ ❡✐♥❡ ❢♦r♠❛❧❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ~w(~r) ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ❡♥t❤ä❧t
❞✐❡s❡ ❡✐♥❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❛✉❢✇ä♥❞✐❣❡ ❋❛❧t✉♥❣ss✉♠♠❡✳ ❆❧s ❡✐♥❡♥ ❡rst❡♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♥ ❆♥s❛t③
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r P❤♦♥♦♥❡♥ ✐♠ ■♠♣✉❧sr❛✉♠ ❧ös❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣
❛❧s ❆✉s❞r✉❝❦ ❞❡r P❤♦♥♦♥❡♥❛♠♣❧✐t✉❞❡ u(~q) s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉❛♥♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

d

dt

∣

∣

∣

∣

ww

φ(~r) = −φ(~r)α0

~

√

~

2ρvph
F−1

{

√

|~q|u~q − c.c.
}

✭✺✳✶✺✮

❛❧s ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s❛♥t❡✐❧ ❛♥ ❞❡r ❊✈♦❧✉t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❊①③✐t♦♥❡♥✳
❋ür ❞✐❡ P❤♦♥♦♥❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❛♥♥ ❞❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣st❡r♠

d

dt

∣

∣

∣

∣

ww

u~q = − i

~

[

u~q, Hww

]

=
α0

~

√

~

2mvp

√

|q|
∑

~k

ψ~kψ
†
~k−~q

=
α0

~

√

~

2ρvph

√

|~q|F
{

φ†(~r)φ(~r)
}

. ✭✺✳✶✻✮

✼✼



✺✳ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡ ❛❧s ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥

❉✐❡ ✈♦❧❧❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❧❛✉t❡♥ ❞❛♥♥

d

dt
u~q = −ivph|~q|u~q

+
α0

~

√

~

2ρvph

√

|~q|F
{

φ†(~r)φ(~r)
}

✭✺✳✶✼✮

✉♥❞

d

dt
φ(~r) = −iωexcφ(~r) +

i~

2M
△φ(~r)

−φ(~r)α0

~

√

~

2ρvph
F−1

{

√

|~q|u~q − c.c
}

. ✭✺✳✶✽✮

❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❜❡♥öt✐❣t❡♥ ❋♦✉r✐❡rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❋❋❚✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s
r❡❧❛t✐✈ ❡✣③✐❡♥t ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇är❡ ❡✐♥❡ r❡✐♥ ❧♦❦❛❧❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❙②st❡♠s
♥❛❝❤ ✇✐❡ ✈♦r ✇ü♥s❝❤❡♥s✇❡rt❡r✳ ❉✐❡s ✐st ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❛♥st❛tt
❞❡r P❤♦♥♦♥❡♥❛♠♣❧✐t✉❞❡ ~w ♦❞❡r ❞❡♠ ❱❡r♥✐❝❤t❡r♦♣❡r❛t♦r u ❞✐❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ p = ∇~w
✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉❛ ❞✐❡s❡ ✐♥ ❆❜✇❡s❡♥❤❡✐t ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❣❡❤♦r❝❤❡♥
s♦❧❧t❡✱ s✉❝❤❡♥ ✇✐r ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ ❆✉s❞r✉❝❦ ❢ür

(

∂
∂t

)2
p✳ ❉✐❡s❡r ❦❛♥♥ ♠✐t ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✾

✉♥❞ ❡✐♥❡r ❘ü❝❦tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥ ❖rtsr❛✉♠ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✶✼ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❲✐r ❡r❤❛❧t❡♥ s♦ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

(

d

dt

)2

p (~r) = v2△p (~r)− α0

ρ
△|φ (~r) |2 ✭✺✳✶✾✮

d

dt
φ (~r) = −iωexcφ (~r) +

i~

2M
∆φ (~r) + i

α0

~
φ (~r) p (~r) . ✭✺✳✷✵✮

❉✐❡s❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s✐♥❞ r❡✐♥ ❧♦❦❛❧ ✉♥❞ ❡r❧❛✉❜❡♥ s♦♠✐t ❡✐♥❡ ❡✣③✐❡♥t❡ ▲ös✉♥❣ ✐♠
❖rtsr❛✉♠ ♦❤♥❡ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❋♦✉r✐❡rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✳

✺✳✷✳✷✳ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛♠ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❚❡sts②st❡♠

❯♠ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞❜❛r❦❡✐t ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ③✉ t❡st❡♥✱ s♦❧❧❡♥ ❤✐❡r ❡rst❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❛♥❤❛♥❞
❡✐♥❡s ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❚❡sts②st❡♠s ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❯♠ ❞❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❆✉❢✇❛♥❞ ❣❡r✐♥❣
✉♥❞ ❞❛s ❙②st❡♠ ✐♥t✉✐t✐✈ ✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ③✉ ❤❛❧t❡♥✱ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❞✐❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♥✉r
❡✐♥❡r ❘❛✉♠r✐❝❤t✉♥❣✳ ❉❛③✉ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❋❡❧❞❡r ✐♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❘❛✉♠r✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❛❧s
✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t ✉♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❲✐r ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❡✐♥ ❙②st❡♠ ❞❡r ▲ä♥❣❡
L = 500 nm ♠✐t ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ✇ä❤❧❡♥ ❡✐♥❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❉✐s❦r❡t✐✲
s✐❡r✉♥❣ ∆r = 0.4 nm ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ●✐tt❡r❦♦♥st❛♥t❡♥ r❡❧❡✈❛♥t❡r ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲
♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥✳ ❲✐r ✇ä❤❧❡♥ ❡✐♥❡ ❙t❛rt✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❊①③✐t♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡♠ ❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦r
k0 = 1.5 1

nm ③❡♥tr✐❡rt ✐st✱ s♦ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ③✉ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ k✲❲❡rt❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ P❤♦♥♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✉♠ T0 = 5K
✐♥✐t✐❛❧✐s✐❡rt✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✭❛✮ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡r ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ❇❡s❡t③✉♥❣ ✐♠ ❲❡❧✲
❧❡♥✈❡❦t♦rr❛✉♠✳ ❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✶✳✹ ❢ür ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ❊①✲
③✐t♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❊♠✐ss✐♦♥ ✈♦♥ P❤♦♥♦♥❡♥ ③✉ ❛♥❞❡r❡♥ ❩✉stä♥❞❡♥ s♣r✐♥❣❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ♠üss❡♥ ❞✐❡
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✳✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✈♦♥ ❊①③✐t♦♥❡♥ ♠✐t ❛❦✉st✐s❝❤❡♥ P❤♦✲
♥♦♥❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❚❡sts②st❡♠ ❞❡r ▲ä♥❣❡ L = 500 nm ♠✐t ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥
❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳ ❆❧s ❙t❛rt✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ✉♠ k0 = 1.5 1

nm ③❡♥tr✐❡rt❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣
❢ür ❞✐❡ ❊①③✐t♦♥❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❢ür T = 5K ❢ür ❞✐❡ P❤♦♥♦♥❡♥ ❡✐♥✲
❣❡s❡t③t✳ ✭❛✮ ❊①③✐t♦♥✐s❝❤❡ ❇❡s❡t③✉♥❣s③❛❤❧ ✐♠ k✲❘❛✉♠✳ ✭❜✮ P❤♦♥♦♥✐s❝❤❡ ❇❡s❡t③✉♥❣s③❛❤❧
✐♠ k✲❘❛✉♠✱ ✭❝✮ ❙②st❡♠❡♥❡r❣✐❡ ❢ür ❊①③✐t♦♥❡♥ ✭❜❧❛✉✮✱ P❤♦♥♦♥❡♥ ✭❣rü♥✮✱ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣
✭r♦t✮ ✉♥❞ ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ✭s❝❤✇❛r③✮✳

●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞❡r ●❡s❛♠t✐♠♣✉❧s ❞❡s ❙②st❡♠s ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ P❤♦♥♦♥❡♥
✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❊①③✐t♦♥❡♥✭M = 0.8me✮ s❡❤r s❝❤✇❛❝❤ ❞✐s♣❡rs✐✈ s✐♥❞ ✭vph = 4.4nm

ps ✮✱
❡r❢♦❧❣❡♥ ❞✐❡ ❙♣rü♥❣❡ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ③✉ ❩✉stä♥❞❡♥ ♠✐t ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♠ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✈♦♥ k ♠✐t
♥✉r ❣❡r✐♥❣❢ü❣✐❣ ✈❡rä♥❞❡rt❡♠ ❆❜s♦❧✉t✇❡rt ✉♥❞ ♥✉r ❧❡✐❝❤t ✈❡rr✐♥❣❡rt❡r ❊♥❡r❣✐❡✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r✲
❞❡♥ P❤♦♥♦♥❡♥ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦r ✈♦♥ ≈ 2× k0 ❡♠✐tt✐❡rt ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✺✳✷✭❜✮✮✳ ❉✉r❝❤ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡♥ ✉♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦r❡♥
❜✐❧❞❡t s✐❝❤ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❡✐♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❤❡r❛✉s✱ ❞❡r ❜❡✐ k = 0 ③❡♥tr✐❡rt ✐st✳ ❲✐❡
✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✭❝✮ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥ ✐st✱ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s✈♦r❣❛♥❣ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♠
❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ❛♥ ❞❛s ♣❤♦♥♦♥✐s❝❤❡ ❚❡✐❧s②st❡♠ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞✐❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❙②st❡♠s
❜❧❡✐❜t ❥❡❞♦❝❤ ❡r❤❛❧t❡♥✳
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✺✳ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡ ❛❧s ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥

✺✳✸✳ ❙❝❤❧✉ss❜❡♠❡r❦✉♥❣❡♥ ③✉ ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✉r❞❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r❞rä❤t❡ ✐♥ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ✐❤r❡ ◆✉t③✉♥❣ ❛❧s ♣♦❧❛r✐t♦✲
♥✐s❝❤❡ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❊s ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡r
▼✐❦r♦❞r❛❤tr❡s♦♥❛t♦r❡♥ ❛✉s ♠✐t ❇r❛❣❣✲❙♣✐❡❣❡❧♥ ❜❡s❝❤✐❝❤t❡t❡♥ ZnO✲❉rä❤t❡♥ ❜❡st✐♠♠t✳
❉❛❜❡✐ ✜♥❞❡t ♠❛♥ s♦✇♦❤❧ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡s ZnO✲❉r❛❤ts ❧♦❦❛❧✐s✐❡rt❡ ▼♦❞❡♥✱ ❞✐❡ ❛♥ ❞✐❡
❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ❘❡s♦♥❛♥③❡♥ ❦♦♣♣❡❧♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❢ür ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ r❡❧❡✈❛♥t
s✐♥❞✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ❲❤✐s♣❡r✐♥❣✲●❛❧❧❡r②✲▼♦❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞❡♥ ❇r❛❣❣✲❙❝❤✐❝❤t❡♥ ❧♦❦❛❧✐s✐❡rt s✐♥❞
✉♥❞ ❞❛❤❡r ❦❡✐♥❡ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♠❛t❡r✐❛❧ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❩✉♠
❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ♣❤♦t♦♥✐s❝❤❡♥
▼♦❞❡♥ s✐♥❞ rä✉♠❧✐❝❤ ❛✉❢❣❡❧öst❡ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ✇ü♥s❝❤❡♥s✇❡rt✳ ❙♦❧❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡
❡①✐st✐❡r❡♥ ❜❡r❡✐ts ❛✉❢ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆❜str❛❦t✐♦♥s❡❜❡♥❡♥✱ ❜❡③✐❡❤❡♥ ❛❜❡r ♥✉r ❞✐❡ ❊①③✐t♦♥✲
❊①③✐t♦♥✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡✐♥✳ ❉❛❤❡r ✇✉r❞❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ❡✐♥ s❡♠✐❦❧❛ss✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧
③✉r rä✉♠❧✐❝❤ ❛✉❢❣❡❧öst❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❊①③✐t♦♥✲P❤♦♥♦♥✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳
❩✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❙②st❡♠s ✐st ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❡✐♥❡r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡
❊①③✐t♦♥❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ P❤♦♥♦♥❡♥ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❧♦❦❛❧❡
♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❚❡r♠❡ ❣❡❦♦♣♣❡❧t s✐♥❞ ✉♥❞ s♦ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉st❛✉s❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥s✲
✇❡✐s❡ ❞❡s ❙②st❡♠s ✇✉r❞❡ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❚❡sts②st❡♠ ❞❡♠♦♥str✐❡rt✱
✐♥ ❞❡♠ ❞✐❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❊①③✐t♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❊♠✐ss✐♦♥ ❛❦✉st✐s❝❤❡r P❤♦♥♦♥❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t
✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✳ ❉❛s ❙②st❡♠ ❜✐❡t❡t ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ P❡rs♣❡❦t✐✈❡♥ ❣❡r❛❞❡ ❢ür ❞✐❡ ◆❛♥♦❞r❛❤t✲
❢♦rs❝❤✉♥❣✱ ❞❛ ❡s ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ rä✉♠❧✐❝❤ str✉❦t✉r✐❡rt❡r ▼❡❞✐❡♥ s♦✇♦❤❧ ❢ür ❞✐❡ ❊①③✐✲
t♦♥❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ P❤♦♥♦♥❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❛♥ ❡①✐st✐❡r❡♥❞❡ rä✉♠❧✐❝❤ ❛✉❢❣❡❧öst❡
▼♦❞❡❧❧❡ ❢ür ❞✐❡ ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❡r❧❛✉❜t✳ ❙♦ ❦ö♥♥t❡♥ ◆❛♥♦❞r❛❤tr❡s♦♥❛t♦r❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r
❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡♥ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ✉♥❞ ♠♦❞❛❧❡♥ ❙tr✉❦t✉r ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ✇✐r❞ ❞✐❡
❊①③✐t♦♥✲P❤♦♥♦♥✲❙tr❡✉✉♥❣ r❡❛❧✐st✐s❝❤❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❛❧s ❜❡✐ ❜❡r❡✐ts ❡①✐st✐❡r❡♥❞❡♥ rä✉♠❧✐❝❤
❛✉❢❣❡❧öst❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥✳ ❙♦♠✐t ❜✐❡t❡♥ s✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ✇❡✐t❡r❡
❋♦rs❝❤✉♥❣✳ ❲✐❝❤t✐❣❡ ❚❤❡♠❡♥ s✐♥❞ ❤✐❡r ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❝♦❞❡s ❛✉❢ ③✇❡✐✲
♦❞❡r ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❙②st❡♠❡✱ ❞✐❡ ❊✐♥❜✐♥❞✉♥❣ ❡①✐st✐❡r❡♥❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ❢ür ❞✐❡ ❊①③✐t♦♥✲
❊①③✐t♦♥✲❙tr❡✉✉♥❣ ✉♥❞ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞✐❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❛♥ ❞❛s ♦♣t✐s❝❤❡ ❙②st❡♠✳ ▲❡t③t❡r❡ ❦ö♥♥t❡
♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♠ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♠ ❆✉❢✇❛♥❞ ❡♥t✇❡❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✛❡❦t✐✈❡r
●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❑❛✈✐täts♠♦❞❡♥ ♦❞❡r ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥❜✐♥❞✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡♥
❋❉❚❉✲❈♦❞❡ ❡r❢♦❧❣❡♥✳

✽✵



✻✳ ▼✉st❡r❜✐❧❞✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r

P❤♦t♦✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛♠♦r♣❤❡r ❋❡st❦ör♣❡r

✻✳✶✳ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

◆❛❝❤❞❡♠ ✇✐r ✉♥s ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ✉♥❞ ✺ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ♠✐t ❞❡r ▲✐❝❤t✲▼❛t❡r✐❡✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣
✐♠ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t ❤❛❜❡♥✱ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ❞✐❡ st❛r❦ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r✲
❦✉♥❣ ✈♦♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✳ ❇❡✐ ❤✐♥r❡✐✲
❝❤❡♥❞ st❛r❦❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣❡♥ tr✐tt ❛✉❝❤ ❤✐❡r ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ✈♦♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡♥
❛✉❢✱ ❞✐❡ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♠ ❲❡❝❤s❡❧s♣✐❡❧ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❇❡✉❣✉♥❣ ✉♥❞ ❉✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❞❡r ❢♦✲
❦✉ss✐❡r❡♥❞❡♥ ❑❡rr✲◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät ✉♥❞ ❞❡r ❞❡❢♦❦✉ss✐❡r❡♥❞ ✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t
❞❡♠ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ P✉❧s ❡r③❡✉❣t❡♥ P❧❛s♠❛ ❜❡r✉❤❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ✇✉r❞❡♥ ❜❡r❡✐ts
P❤ä♥♦♠❡♥❡ ✇✐❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ P✉❧s❛✉s❜r❡✐t✉♥❣❬✶✵✻✱ ✶✵✼❪✱ ❙♦❧✐t♦♥❡♥❜✐❧❞✉♥❣ ✉♥❞ ❋✐❧❛♠❡♥t✐❡✲
r✉♥❣ ✉♥t❡rs✉❝❤t❬✶✵✽❪✳ ❆✉❝❤ ❡✐♥✐❣❡ ❞❡r ✐♠ ❊①tr❡♠❢❛❧❧ ❛✉s ❞❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡s ▲✐❝❤t♣✉❧s❡s
❡r❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞✐✜❦❛t✐♦♥❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❜❡r❡✐ts t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✉♥❞ ❡s ❡①✐st✐❡✲
r❡♥ ❜❡r❡✐ts ✉♠❢❛♥❣r❡✐❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❢ür ❞✐❡ ❊r③❡✉❣✉♥❣ ✈♦♥ ▼✐❦r♦❦❛✈✐tät❡♥❬✼✸✱ ✼✹✱ ✶✵✾✱ ✶✶✵❪✳
❆❧❧ ❞✐❡s❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❜❡r✉❤❡♥ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡✐♥❡s ▲✐❝❤t♣✉❧✲

s❡s ♠✐t s✐❝❤ s❡❧❜st ✉♥❞ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠
❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉❛❤❡r ❜✐❡t❡t s✐❝❤ ❤✐❡r ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈❡r❡✐♥✲
❢❛❝❤t❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ✇✐❡ ❞❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛♥❬✶✶✶✱ ✶✶✷❪✳ ❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡
✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❑❧❛ss❡ ✈♦♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ st❛tt❞❡ss❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡s ✐st ✈♦r ❛❧❧❡♠ ✐♥t❡r✲
❡ss❛♥t✱ ✇❡♥♥ ③✉❢ä❧❧✐❣ ✈❡rt❡✐❧t❡ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ❞✐❡ ❛❧s ❙tr❡✉③❡♥tr❡♥ ❞✐❡♥❡♥
✉♥❞ ❡✐♥❡ ❜r❡✐t❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✈♦♥ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❙tr✉❦t✉r♣❡r✐♦❞❡♥ ✐♥ ❞❛s ❙②st❡♠ ❡✐♥❜r✐♥❣❡♥✳
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❦❛♥♥ ❡s ✐♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ③✉r ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ✉♥❞ ▼✉st❡r❜✐❧✲
❞✉♥❣ ❦♦♠♠❡♥❬✶✶✸✱ ✶✶✹✱ ✶✶✺✱ ✶✶✻❪✳ ■♥ ●❧äs❡r♥ ✐st ❞✐❡s❡r ❋❛❧❧ ❛✉❝❤ ♣r❛❦t✐s❝❤ r❡❧❡✈❛♥t✱ ❞❛
❞✐❡s❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ✐❤r❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙tr✉❦t✉r ❛❧s ❛♠♦r♣❤❡ ❋❡st❦ör♣❡r ❛✉❢ ❞❡r ◆❛♥♦♠❡t❡r❡❜❡✲
♥❡ ✐♥❤är❡♥t ✐♥❤♦♠♦❣❡♥ s✐♥❞❬✶✶✼✱ ✶✶✽❪✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✐✲
s❝❤❡r ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♥t❡♥s✐✈❡r ▲✐❝❤t♣✉❧s❡ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ●❧äs❡r♥
❜❡r❡✐ts ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❞❛❞✉r❝❤ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥❡♥ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞✐✲
✜❦❛t✐♦♥ ♥❛❝❤❣❡✇✐❡s❡♥❬✹✶✱ ✹✵✱ ✹✺✱ ✶✶✾✱ ✹✷❪✳ ❉❡r ❣❡♥❛✉❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s ❞✐❡s❡s ❙❡❧❜st♦r❣❛✲
♥✐s❛t✐♦♥s♣❤ä♥♦♠❡♥s ❦♦♥♥t❡ ❥❡❞♦❝❤ tr♦t③ ❞❡r ❊①✐st❡♥③ ♠❡❤r❡r❡r s❡❤r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r
❊r❦❧är✉♥❣s❛♥sät③❡❬✸✾✱ ✹✽✱ ✹✵❪ ♥✐❝❤t ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡ ❞❛❤❡r
❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✈♦♥ ▲✐❝❤t ♠✐t ③✉❢ä❧❧✐❣ ✈❡rt❡✐❧t❡♥ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❉❛❜❡✐
❦♦♥♥t❡ ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ s❡❧❜st♦r❣❛♥✐s✐❡rt❡r P❧❛s♠❛str✉❦t✉r❡♥ s✐♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥❬✶✷✵✱ ✶✷✶❪✱ ❞✐❡
❜❡r❡✐ts ❡✐♥✐❣❡ ❞❡r ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ◆❛♥♦str✉❦✲
t✉r❡♥ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳
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2
μ
m

a) b) c)

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶✳✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ◆❛♥♦❣✐tt❡rstr✉❦t✉r❡♥ ✐♥ ◗✉❛r③❣❧❛s✳ ✭❛✮ ❙❊▼✲❆✉❢♥❛❤♠❡
❡✐♥❡r ◆❛♥♦❣✐tt❡rstr✉❦t✉r ❛✉s ❬✹✸❪✳ ✭❜✮ ❋♦rts❡t③❡♥ ❞❡r ◆❛♥♦❣✐tt❡r ❞✉r❝❤ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡s
❋♦❦✉s♣✉♥❦ts ✉♥❞ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ◆❛♥♦❣✐tt❡r♥ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ P✉❧s③❛❤❧❡♥✳ ✭❝✮ ❆❜❤ä♥✲
❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ●✐tt❡r♣❡r✐♦❞❡ ✈♦♥ ❞❡r P✉❧s❛♥③❛❤❧ ❢ür ❡✐♥❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ λ = 515 nm ✉♥❞
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ P✉❧s❡♥❡r❣✐❡♥✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✭❜✱❝✮ ✇✉r❞❡♥ ❛✉s ❬✶✷✻❪❡♥t♥♦♠♠❡♥✳

✻✳✶✳✶✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ③✉ ◆❛♥♦❣✐tt❡r♥ ✐♥ ●❧❛s

❲ä❤r❡♥❞ s✐❝❤ ♠✐t ♥✐❡❞r✐❣❡♥ ▲❛s❡r♣✉❧s❡♥❡r❣✐❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❱❡rä♥✲
❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ❡r③❡✉❣❡♥ ❧❛ss❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ♠✐t ✐♥t❡♥s✐✈❡♥ ▲❛s❡r♣✉❧s❡♥ ▲ö❝❤❡r
♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ♠❡❤r❡r❡r ❤✉♥❞❡rt ◆❛♥♦♠❡t❡r ❡r③❡✉❣t ✇❡r❞❡♥✳ ✶✾✾✾ ✇✉r❞❡ ✈♦♥
❑❛③❛♥s❦② ❡t ❛❧✳ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❘❡❣✐♠❡ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞✐✜❦❛t✐♦♥ ❜❡✐ ♠✐tt❧❡r❡♥ P✉❧s❡♥❡r❣✐✲
❡♥ ✐♥ ●❡✲❞♦t✐❡rt❡♠ ●❧❛s ♥❛❝❤❣❡✇✐❡s❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❡✐♥❡ ❞♦♣♣❡❧❜r❡❝❤❡♥❞❡ ❙tr✉❦t✉r ❡r③❡✉❣t
✇✐r❞❬✶✷✷❪✳ ❊✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡r ❊✛❡❦t ✇✉r❞❡ ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❙✉❞r✐❡ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ◗✉❛r③❣❧❛s ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❬✶✷✸❪✱
✇❡❧❝❤❡s s❡✐t ❞❡r ❊♥t❞❡❝❦✉♥❣ ❞❡s ❊✛❡❦ts ❞❛s ✇✐❝❤t✐❣st❡ ▼❛t❡r✐❛❧ ③✉r ❊r③❡✉❣✉♥❣ ✉♥❞ ◆✉t✲
③✉♥❣ ✈♦♥ ◆❛♥♦❣✐tt❡r♥ ❣❡❜❧✐❡❜❡♥ ✐st✳ ❊rst s♣ät❡r ✇✉r❞❡ ❞❡r ❊✛❡❦t ❛✉❝❤ ✐♥ ❛♥❞❡r❡♥ ▼❛t❡✲
r✐❛❧✐❡♥ ✇✐❡ ❑r✐st❛❧❧❡♥❬✹✾❪ ✉♥❞ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ●❧äs❡r♥❬✶✷✹✱ ✶✷✺❪ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳
❙❤✐♠♦ts✉♠❛ ❡t ❛❧✳ ❦♦♥♥t❡♥ ❞❛♥♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ❇❊■ ✭❇❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❊❧❡❝tr♦♥ ■♠❛❣✐♥❣✮

③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡♥ ❞♦♣♣❡❧❜r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✉♠ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ♣❧❛♥❛r❡ ◆❛✲
♥♦❣✐tt❡r ❤❛♥❞❡❧t❬✹✵❪✱ ❞✐❡ ❛✉s ❞❡♠ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❋♦❦✉s❜❡r❡✐❝❤ ❤❡r❛✉s✇❛❝❤s❡♥ ❦ö♥♥❡♥
✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶✭❛✮✮✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡♥ ❘❡❣✐♦♥❡♥ ♠✐t ❡r❤ö❤t❡♠ ❙❛✉❡rst♦✛❣❡❤❛❧t ✉♥❞ ❡♥ts♣r❡✲
❝❤❡♥❞ ✈❡rr✐♥❣❡rt❡r ❉✐❝❤t❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡s❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ✇✉r❞❡ s♣ät❡r ✈♦♥ ❍♥❛t♦✈s❦②
❡t ❛❧✳ ❜❡stät✐❣t ❬✶✷✼❪✳ ❉❛❜❡✐ ✇❛r ③✉♥ä❝❤st ✉♥❦❧❛r✱ ♦❜ ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡♥ ❊❜❡♥❡♥ ❞❡r ❙tr✉❦t✉r
✉♠ ♣❧❛♥❛r❡ ◆❛♥♦r✐ss❡ ♦❞❡r ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ st❛r❦ ♠♦❞✐✜③✐❡rt❡ ▼❛t❡r✐❛❧r❡❣✐♦♥ ❤❛♥❞❡❧t✳
❋❊●✲❙❊▼ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ▲❛♥❝r② ❡t ❛❧✳ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊❜❡♥❡♥ ❞❡r ◆❛♥♦❣✐tt❡r ❛✉s
♣♦rös❡♠ ❙✐❧✐③✐✉♠ ♠✐t ❡✐♥❡r P♦r❡♥❣röÿ❡ ✈♦♥ 10 nm ✲ 30 nm ❜❡st❡❤❡♥ ❬✽✷❪✳ ❉✐❡s❡ str✉❦t✉✲
r❡❧❧❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✇✉r❞❡♥ s♣ät❡r ♥♦❝❤ ❞✉r❝❤ ❘ö♥t❣❡♥str❡✉❡①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❡r❣ä♥③t✱ ❞✐❡
③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ P♦♣✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❛✉s ❦❧❡✐♥❡r❡♥ P♦r❡♥ (30× 25× 75) nm3 ✉♥❞ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡✲
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r❡♥ ❘✐ss❡♥ (280× 25× 380) nm3 ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ●✐tt❡r❡❜❡♥❡♥ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥ ❦♦♥♥t❡♥❬✶✷✽❪✳
❲❡✐t❡r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❤❛❜❡♥ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ◆❛♥♦❣✐tt❡r st❡ts s❡♥❦✲

r❡❝❤t ③✉r ❆♥r❡❣✉♥❣s♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✉s❣❡r✐❝❤t❡t s✐♥❞✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ P❡r✐♦❞❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡
❙tär❦❡ ❞❡r ❉♦♣♣❡❧❜r❡❝❤✉♥❣ ü❜❡r ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▲❛s❡r♣✉❧s❡❬✹✸✱ ✹✺✱ ✶✷✾✱ ✶✸✵❪ ♦❞❡r ❞✐❡
❉♦t✐❡r✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s❬✶✸✶✱ ✶✸✷❪ ❜❡❡✐♥✢✉sst ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊s ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡
◆❛♥♦❣✐tt❡r ❡rst ü❜❡r ❞✐❡ ❦✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❲✐r❦✉♥❣ ✈✐❡❧❡r ▲❛s❡r♣✉❧s❡ ❛✉s❜✐❧❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡
③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ◆❛♥♦str✉❦t✉r❡♥ ♦❤♥❡ ❦❧❛r❡ P❡r✐♦❞✐③✐tät ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✻✳✶✭❜✮✮❬✽✺❪✳ ❱♦❧❧ ❛✉s❣❡♣rä❣t❡ ◆❛♥♦❣✐tt❡r ❡rr❡✐❝❤❡♥ ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ P❡r✐♦❞❡ ✈♦♥ ♠❡✐st λ/2n✱ ❢ür
❣❡r✐♥❣❡ P✉❧s③❛❤❧❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❛✉❝❤ P❡r✐♦❞❡♥ ✈♦♥ λ/n ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❬✶✸✸❪✳ ❉✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
P❡r✐♦❞❡ ✈❡rr✐♥❣❡rt s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡str❛❤❧✉♥❣ ♠✐t ✇❡✐t❡r❡♥ P✉❧s❡♥ ♥♦❝❤ s✐❣♥✐✜❦❛♥t ✭❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ✻✳✶✭❝✮✮❬✽✺✱ ✹✺✱ ✶✸✹❪✳ ■♥ ❇♦r♦✢♦❛t✲●❧❛s ✇✉r❞❡ s♦❣❛r ❡✐♥❡ P❡r✐♦❞❡ ✈♦♥ ♥✉r 60 nm ❜❡✐
❡✐♥❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ♠✐t λ = 800 nm ❡rr❡✐❝❤t❬✶✷✺❪✳
❱❡r❢ä❤rt ♠❛♥ ❞❡♥ ❋♦❦✉s ❞✉r❝❤s ▼❛t❡r✐❛❧✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ●✐tt❡rstr✉❦t✉r❡♥ ü❜❡r ♠❛❦r♦s❦♦✲

♣✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣❡♥ ❢♦rt❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶✭❜✮✮✳ ❉✐❡s ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt s♦✇♦❤❧
❜❡✐ ❡✐♥❡r ❱❡r❢❛❤rr✐❝❤t✉♥❣ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ◆❛♥♦❡❜❡♥❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ s❡♥❦r❡❝❤t ❞❛③✉ ❬✹✷❪✳ ◆❛❝❤✲
❞❡♠ ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ◆❛♥♦❣✐tt❡r♥ ③✉♥ä❝❤st ♥✉r ❜❡✐ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♠ ▲✐❝❤t ❜❡♦❜❛❝❤t❡t
✇✉r❞❡✱ ❣❡❧❛♥❣ ❡s ❍♥❛t♦✈s❦② ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶ ③✉ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r❡ P♦❧❛r✐s❛t✐✲
♦♥s③✉stä♥❞❡ ✐♥ ●❧❛s ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❬✶✶✾❪✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ❜✐❧❞❡♥ s✐❝❤ ◆❛♥♦❡❜❡♥❡♥
s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❧♦❦❛❧❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ▲✐❝❤ts ✉♥❞ ❡s ❦ö♥♥❡♥ st❡r♥✲ ♦❞❡r s♣✐r❛❧❢ör♠✐❣❡
❙tr✉❦t✉r❡♥ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ◆❛♥♦❣✐tt❡r ♦✛❡♥❜❛r ♥✉r ✈♦♥ ❞❡r
❧♦❦❛❧❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ❛❜❤ä♥❣t ✉♥❞ ❞✐❡ ●✐tt❡r ✐♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❢♦rt❣❡✲
s❡t③t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ♥❛❤❡③✉ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ❞♦♣♣❡❧❜r❡❝❤❡♥❞❡r ❙tr✉❦t✉r❡♥
♠ö❣❧✐❝❤✳ ❙♦ ❦❛♥♥ ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ♣❤♦t♦♥✐s❝❤❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❛❧✐tät❡♥ ❜❡r❡✐t❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛✲
③✉ ③ä❤❧❡♥ ❲❡❧❧❡♥♣❧❛tt❡♥ ③✉r ❊r③❡✉❣✉♥❣ ❢❛st ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s③✉stä♥❞❡❬✹✹✱ ✹✺❪ ♠✐t
❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ▼✐❦r♦s❦♦♣✐❡❬✹✼❪ ✉♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r❣❡♥❡r✐❡rt❡ ❍♦❧♦❣r❛♠♠❡❬✹✻❪✳ ❉❛ ❞✐❡
◆❛♥♦❣✐tt❡r ❞✉r❝❤ ✇❡✐t❡r❡ ❇❡str❛❤❧✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✉❝❤ ♥❛❝❤trä❣❧✐❝❤
ü❜❡rs❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ❛✉❝❤ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❛❧s ❇✐ts ❢ür ❞✐❡ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦✲
♥❛❧❡ ❉❛t❡♥s♣❡✐❝❤❡r✉♥❣ ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥❬✹✸❪✳ ❉✉r❝❤ s❡❧❡❦t✐✈❡s ➘t③❡♥ ❞❡s ♣♦rös❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s
✐♥ ❞❡♥ ●✐tt❡r❡❜❡♥❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ③✉❞❡♠ ♥❛♥♦✢✉✐❞✐s❝❤❡ ❇❛✉❡❧❡♠❡♥t❡ ❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥❬✹✸❪✳

✻✳✶✳✷✳ ❇✐s❤❡r✐❣❡ ❊r❦❧är✉♥❣s❛♥sät③❡

❉✐❡ ❡①✐st✐❡r❡♥❞❡♥ ❊r❦❧är✉♥❣s❛♥sät③❡ ③✉r ◆❛♥♦❣✐tt❡r❜✐❧❞✉♥❣ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❣r♦❜ ✐♥ ③✇❡✐ ❑❧❛s✲
s❡♥ ❡✐♥t❡✐❧❡♥✳ ❩✉♠ ❊✐♥❡♥ ❡①✐st✐❡r❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❚❤❡♦r✐❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❉✐s♣❡rs✐✲
♦♥s❡✛❡❦t❡♥ ❜❡r✉❤❡♥❬✹✵✱ ✹✽❪✳ ❘ä✉♠❧✐❝❤❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ tr✐tt ❛✉❢✱ s♦❜❛❧❞ ❡✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❡✐❣❡♥✲
stä♥❞✐❣ ♣r♦♣❛❣✐❡r❡♥❞❡ ❲❡❧❧❡♥ ✉♥t❡rstüt③t✱ ❞✐❡ ❛♥ ❞❛s ♦♣t✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ❦♦♣♣❡❧♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛③✉
③ä❤❧❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥s❝❤❛❧❧✇❡❧❧❡♥ ✐♥ ❤❡✐ÿ❡♥ P❧❛s♠❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❉r✉❞❡✲
▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ③✉sät③❧✐❝❤❡♥ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❚❡r♠ ❢ür ❞❡♥ ❉r✉❝❦ ❞❡s ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❣❛s❡s ❜❡✲
s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥❬✶✸✺❪ ♦❞❡r ❛✉❝❤ ❊①③✐t♦♥✲P♦❧❛r✐t♦♥❡♥❬✾✻✱ ✾✼❪✱ s♦❜❛❧❞ ❞✐❡ ❙❝❤✇❡r✲
♣✉♥❦ts❜❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡r ❊①③✐t♦♥❡♥ r❡❧❡✈❛♥t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ◆❛♥♦❣✐tt❡r❜✐❧❞✉♥❣ ❦ö♥♥t❡ ❞❛♥♥ ❛❧s ❡✐♥
■♥t❡r❢❡r❡♥③♠✉st❡r ❜❡✐ ❞❡r Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❲❡❧❧❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ♣r♦♣❛✲
❣✐❡r❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❛♥r❡❣✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤❡r ❋r❡q✉❡♥③ ❛❜❡r ❛♥❞❡r❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥✳
❖❜✇♦❤❧ ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❛♥ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♥ ❚❤❡♦r✐❡♥ ❦❡✐♥❡ ❡①♣❧✐③✐t❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✱
✇är❡♥ ❞✐❡s❡ ❛✉❝❤ ❤✐❡r ♥♦t✇❡♥❞✐❣ ✉♠ ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧✇❡❧❧❡♥ ③✉ ❢✉♥❣✐❡r❡♥✱

✽✸



✻✳ ▼✉st❡r❜✐❧❞✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r P❤♦t♦✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛♠♦r♣❤❡r ❋❡st❦ör♣❡r

❞✐❡ ♦❤♥❡ ❡✐♥❡ ❇r❡❝❤✉♥❣ ❞❡r ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥s✐♥✈❛r✐❛♥③ ♥✐❝❤t ❛♥❣❡r❡❣t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥❡
❙❝❤✇❛❝❤st❡❧❧❡ ❞✐❡s❡r ❆♥sät③❡ ✐st✱ ❞❛ss s✐❡ ❡✐♥❡ st❛r❦❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ■♥t❡r❢❡r❡♥③♠✉s✲
t❡rs ✈♦♥ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✈♦r❤❡rs❛❣❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✈❛r✐✐❡rt ❥❡❞♦❝❤ rä✉♠❧✐❝❤ ✉♥❞ ③❡✐t❧✐❝❤
st❛r❦✳ ❉✐❡ ◆❛♥♦❣✐tt❡r ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❜❡❤❛❧t❡♥ ✐❤r❡ P❡r✐♦❞❡ s❡❧❜st ✇❡✐t ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❡✐❣❡♥t❧✐✲
❝❤❡♥ ❋♦❦✉s❜❡r❡✐❝❤s ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❡✐❬✹✸❪✳
❆♥❞❡r❡✱ ✒♥❛♥♦♣❧❛s♠♦♥✐s❝❤❡✏ ❊r❦❧är✉♥❣s❛♥sät③❡ ❜❡r✉❤❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡r r❡✐♥ ❧♦❦❛❧❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✲

✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧✳ ❉❛❜❡✐ ❣❡❤t ♠❛♥ ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❛♥ ❜❡r❡✐ts ❡①✐st✐❡r❡♥❞❡♥
■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ◆❛♥♦♣❧❛s♠❡♥ ❜✐❧❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❙tr❡✉♣❤ä♥♦♠❡♥❡ ü❜❡r ❞❛s ♦♣t✐✲
s❝❤❡ ❋❡❧❞ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❋❡❧❞ü❜❡r❤ö❤✉♥❣ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ s❝❤✇❛❝❤ ✐♦♥✐s✐❡r✲
t❡♥ ◆❛♥♦♣❧❛s♠❛ ❛♥ ❞❡ss❡♥ ➘q✉❛t♦r s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❛♥r❡❣❡♥❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞r✐❝❤t✉♥❣
❧✐❡❣t✱ ❦ö♥♥t❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ❧❛♥❣s❛♠ ♦❜❧❛t❡ ◆❛♥♦♣❧❛s♠❡♥ ❜✐❧❞❡♥✱ ❞✐❡ ♥❛❝❤ ♠❡❤✲
r❡r❡♥ ❇❡str❛❤❧✉♥❣s✈♦r❣ä♥❣❡♥ ③✉ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡♥ ●✐tt❡r✢ä❝❤❡♥ ❤❡r❛♥✇❛❝❤s❡♥ ❦ö♥♥t❡♥❬✸✾❪✳
❊✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡r ❆♥s❛t③ ③✐❡❤t ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥♣❧❛s♠♦♥❡♥ ❛♥ ❞❡r ●r❡♥③✢ä✲
❝❤❡ ❞❡s ✐♦♥✐s✐❡rt❡♥ ❇❡r❡✐❝❤s ✐♠ ▲❛s❡r❢♦❦✉s ✐♥ ❇❡tr❛❝❤t❬✹✾✱ ✺✵❪✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❦ö♥♥t❡ ❞✐❡
❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ❱♦❧✉♠❡♥❣✐tt❡r♥ ✐♥ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ③✉r ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❣✐tt❡r♥❬✶✸✻✱ ✶✸✼❪
✈❡rst❛♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ❋ü❧❧❡ ❞❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❊r❦❧är✉♥❣s❛♥sät③❡ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❡✐♥❢❛❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ✉♥❞ ❆♥♥❛❤✲

♠❡♥ ③✇❛r ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ s❡❤r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ■❞❡❡♥ ❧✐❡❢❡r♥✱ ❛❜❡r ❞❡r❡♥ ❱❡r❛♥t✇♦rt❧✐❝❤❦❡✐t
❢ür ❞✐❡ ●✐tt❡r❜✐❧❞✉♥❣ ♥✐❝❤t ❦❧är❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥❡♥ ❆✉s✇❡❣ ✈❡rs♣r✐❝❤t ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❙②st❡♠s✱ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❞✐❡ P❧❛✉s✐❜✐❧✐tät ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❚❤❡♦r✐❡♥ ❞✐r❡❦t ❣❡t❡st❡t
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

✻✳✶✳✸✳ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣s❛♥s❛t③

❉❛ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ✐♥ ●❧❛s st❡ts ✈♦r❤❛♥❞❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ✐❤r❡ ❆♥✇❡s❡♥❤❡✐t ③✉❞❡♠ ❢ür ❛❧❧❡
✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❊r❦❧är✉♥❣s❛♥sät③❡ ♥♦t✇❡♥❞✐❣ ✐st✱ ❜✐❡t❡t ❡s s✐❝❤ ❛♥✱ s✐❝❤ ③✉♥ä❝❤st ♠✐t ❞❡r
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❞❡s ▲✐❝❤ts ♠✐t s♦❧❝❤❡♥ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ③✉ ❜❡❢❛ss❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❛✉❢ rä✉♠✲
❧✐❝❤❡♥ ❉✐s♣❡rs✐♦♥s❡✛❡❦t❡♥ ❜❡r✉❤❡♥❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ③✉❞❡♠ ✐♥ ✈✐❡❧❡r ❍✐♥s✐❝❤t ♣r♦❜❧❡♠❛t✐s❝❤
s✐♥❞✱ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ s♦❧❝❤❡r ❊✛❡❦t❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r③✐❝❤t❡t✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥
s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❡✐♥❡s ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ❧❡❞✐❣❧✐❝❤
❞✐❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✈♦♥ P❧❛s♠❛str✉❦t✉r❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❛♥ ❞✐❡s❡♥ ❜❡rü❝❦✲
s✐❝❤t✐❣t✳ ❉✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ♥✐❝❤t❛♥❣❡r❡❣t❡♥ ▼❡❞✐✉♠s✱ ✇❡❧❝❤❡ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❱❛❧❡♥③❡❧❡❦tr♦♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t s✐♥❞✱ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✇✐r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞♣❡r♠✐tt✐✲
✈✐tät εbg = n2ε0 ♠✐t ❞❡♠ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ✈♦♥ ●❧❛s n = 1.45✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ s♦❧❧ ❛✉❝❤
❞❡r ❑❡rr✲❊✛❡❦t ❞✉r❝❤ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❡✐♥❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ~P = ε0χ3E

2 ~E ❞r✐tt❡r
❖r❞♥✉♥❣ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ♥❡❤♠❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡ s❦❛❧❛r❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❙✉s③❡♣t✐❜✐❧✲
✐tät χ3 = 2 × 10−22m2V−2❬✶✶✵❪ ❛♥✳ ❉✐❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ▲❛s❡r✲P❧❛s♠❛✲
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✇✐r ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✷ ✉♥❞ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥
❞✐❡ ▲❡✐t✉♥❣s❜❛♥❞❡❧❡❦tr♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❉r✉❞❡✲▼♦❞❡❧❧ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺✹ ♠✐t ❡✐♥❡r ❛❧s ❦♦♥✲
st❛♥t ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥❡♥ ❑♦❧❧✐s✐♦♥s❢r❡q✉❡♥③ νe = 1014s−1❬✶✸✽✱ ✶✸✾✱ ✶✵✼❪✳ ❲✐r ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥
✉♥s ❛✉❢ ❞✐❡ ▼❡❤r♣❤♦t♦♥❡♥✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛❧s ❞♦♠✐♥❛♥t❡♥ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣s♣r♦③❡ss✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❆♥✲
r❡❣✉♥❣s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ λ = 800 nm ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❇❛♥❞❧ü❝❦❡ ✈♦♥ Wion = 9 eV ✇❡r❞❡♥ 6
P❤♦t♦♥❡♥ ③✉r ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❜❡♥öt✐❣t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ✐♥t❡♥s✐täts❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ■♦♥✲

✽✹



✻✳ ▼✉st❡r❜✐❧❞✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r P❤♦t♦✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛♠♦r♣❤❡r ❋❡st❦ör♣❡r

✐s✐❡r✉♥❣sr❛t❡ ✐♥ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✸✳✺✷ ✉♥❞ ✸✳✺✸ ③✉

νmpi =
σ6I

6

ρ0
. ✭✻✳✶✮

❲✐r ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❞❡♥ ▲✐t❡r❛t✉r✇❡rt σ6 = 2×10−65m9W−6s−1 ❞❡s ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tts
❢ür ◗✉❛r③❣❧❛s❬✶✶✵❪✳ ❉✐❡ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ sätt✐❣t ❜❡✐ ❡✐♥❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✈♦♥
ρ0 = 2× 1028m−3❬✼✸❪✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ♥❡❤♠❡♥ ✇✐r ❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲❡✐t✉♥❣s❜❛♥❞❡❧❡❦tr♦♥❡♥ ♥❛❝❤
τrec = 150× 10−15s r❡❦♦♠❜✐♥✐❡r❡♥❬✶✹✵❪✳
❲✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✻✳✶✳✶ ❣❡③❡✐❣t ✇✉r❞❡✱ ❜✐❧❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ●✐tt❡r ✐♥ ●❧❛s ❡rst

❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❦✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❲✐r❦✉♥❣ ✈✐❡❧❡r ▲❛s❡r♣✉❧s❡✳ ❩✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ P✉❧s❡♥ ✈❡r✲
♠✐tt❡❧♥ ❦♦♠♣❧❡①❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞✐✜❦❛t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t
❦♦♠♣❧❡tt ✈❡rst❛♥❞❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❡✐♥❡ ❡✐❣❡♥❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♠✐t
❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ♠♦❧❡❦✉❧❛r❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥❬✶✹✶❪ ♦❞❡r t❤❡r♠♦♣❧❛st✐s❝❤❡♥❬✶✹✷❪ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❡r❢♦r❞❡r♥✳
❉❛ ❞✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ●✐tt❡r♣❡r✐♦❞❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❥❡❞♦❝❤ ❦❧❛r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡s
❆♥r❡❣✉♥❣s❧✐❝❤ts ❜❡st✐♠♠t ✐st✱ ♠✉ss ❞✐❡ ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡r ●✐tt❡r ❜❡r❡✐ts ❞✉r❝❤ ♦♣✲
t✐s❝❤❡ ❊✛❡❦t❡ ❡r❦❧är❜❛r s❡✐♥✳ ❲✐r ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥ ✉♥s ❞❛❤❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❊✛❡❦t❡
✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ ▲❛s❡r❜❡str❛❤❧✉♥❣✳ ❉✐❡s❡ ❦ö♥♥❡♥ ✈ö❧❧✐❣ ❣❡tr❡♥♥t ✈♦♥ ❞❡r ❛♥✲
s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞✐✜❦❛t✐♦♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❚❤❡r♠❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥
❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✉♥❞ ❑r✐st❛❧❧❣✐tt❡r ❛✉❢ ✇❡✐t ❧❛♥❣s❛♠❡r❡♥ ❩❡✐ts❦❛❧❡♥ ❛❜❧ä✉❢t ❛❧s ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ❊①✲
♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❋❡♠t♦s❡❦✉♥❞❡♥♣✉❧s❡❬✼✸✱ ✼✹❪✳
❯♠ ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞❡r r❡✐♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❡✐♥❡s ❡✐♥③❡❧♥❡♥

❇❡str❛❤❧✉♥❣s✈♦r❣❛♥❣s ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡ ③❡✐t❧✐❝❤ ❦♦♥st❛♥t❡ ❆♥✲
r❡❣✉♥❣✳ ❉✐❡s❡ ❦❛♥♥ ❛❧s ●r❡♥③❢❛❧❧ ❡✐♥❡s s❡❤r ❧❛♥❣❡♥ P✉❧s❡s ♦❞❡r ❛❧s ❊①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡r
❲✐r❦✉♥❣ ✈✐❡❧❡r P✉❧s❡ ✈❡rst❛♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐r ❜❡s❝❤ä❢t✐❣❡♥ ✉♥s ③✉♥ä❝❤st ♠✐t ❞❡r ❙tr❡✉✲
✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠ ❞❛❞✉r❝❤ ✐♥❞✉③✐❡rt❡♥ ❲❛❝❤st✉♠ ❛✉s❣❡❞❡❤♥✲
t❡r P❧❛s♠❛str✉❦t✉r❡♥✳ ❉❛♥❛❝❤ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈♦❧✉♠❡♥ ♠✐t
③✉❢ä❧❧✐❣ ✈❡rt❡✐❧t❡♥ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❞❛❜❡✐ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❲❡tt❜❡✇❡r❜ ③✇✐s❝❤❡♥
❡✐♥③❡❧♥❡♥ P❧❛s♠❛str✉❦t✉r❡♥✳ ❩✉♠ ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ❛♥❢ä♥❣❧✐❝❤❡♥ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡♥
✇✐r ❡✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡s ❦♦♠❜✐♥✐❡rt❡s ▼♦❞❡❧❧✱ ❞❛s ❞✐❡ ❉✐♣♦❧str❡✉✉♥❣ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥
❋❡❧❞ü❜❡r❤ö❤✉♥❣ ❜❡♥✉t③t ✉♥❞ ❞❛❜❡✐ ❛✉❢ ❞❛s ♦❜❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ▼♦❞❡❧❧ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ③✉rü❝❦❣r❡✐❢t✳ ❉✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt❡♥ ✻✳✷✳✷ ✉♥❞
✻✳✷✳✸ ❡r❦❧ärt✳ ❯♠ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡ P❧❛s♠❛str✉❦t✉r❡♥ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ❦♦♠❜✐♥✐❡r❡♥ ✇✐r ❞❛s
❣❧❡✐❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ♠✐t ❞❡r ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡✳ ❉❛③✉ ✇✐r❞ ❞❛s ✈♦♥ ❞❡r ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡
❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❋❡❧❞ ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❩❡✐ts❝❤r✐tt ❛❧s ❆♥r❡❣✉♥❣ ✐♥ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❯♠✲
❣❡❦❡❤rt ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ~J = ~Jd + ~Jmpi ✐♠ ❆♠♣❡r❡s❝❤❡♥ ❉✉r❝❤✢✉t✉♥❣s❣❡s❡t③ ✷✳✶
✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❘ü❝❦❦♦♣♣❧✉♥❣ ❛♥ ❞❛s ❡❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ③✉ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡
❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉ ❧ös❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ✇✐r ❡✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡s ❋✐①♣✉♥❦t✐t❡✲
r❛t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ❛✉s ❞❡♠ ❧❡t③t❡♥ ❩❡✐ts❝❤r✐tt ❛❧s ✐♥✐t✐❛❧❡r
❲❡rt ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❉❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ❋❡❧❞❡r ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❩❡✐ts❝❤r✐tt ♥✉r s❝❤✇❛❝❤ ✈❡rä♥❞❡r♥✱ s✐♥❞
❞❛♥♥ ♥✉r n = 3 ❋✐①♣✉♥❦t✐t❡r❛t✐♦♥❡♥ ♥♦t✇❡♥❞✐❣✳

✽✺
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✻✳✷✳ ❊✐♥③❡❧♥❡ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät

✻✳✷✳✶✳ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ✐♥ ●❧❛s

❆❧s ❛♠♦r♣❤❡ ❋❡st❦ör♣❡r s✐♥❞ ●❧äs❡r ❛✉❢ ❞❡r ◆❛♥♦♠❡t❡rs❦❛❧❛ ✐♥❤är❡♥t ✐♥❤♦♠♦❣❡♥✱ ❞❛
s✐❝❤ ❞✐❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❙tr✉❦t✉r ❧♦❦❛❧ ä♥❞❡rt✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ❡①✐st✐❡r❡♥ ▲ö❝❤❡r ✉♥❞ ●❛s❡✐♥s❝❤❧üs✲
s❡✳ ❚②♣✐s❝❤❡ ❊✐♥s❝❤❧üss❡ ✐♥ ◗✉❛r③❣❧❛s ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡ ●röÿ❡ ✈♦♥ d = 0.6 nm ❬✶✶✼❪ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥
❱♦❧✉♠❡♥❛♥t❡✐❧ ✈♦♥ 3%❬✶✶✽❪✱ ✇❛s ❡✐♥❡♠ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥ ✇❡♥✐❣❡r ❛❧s 20 nm
③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷✳✸ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥
✇✉r❞❡✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞❡r ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ✉♥❞ ❞❡r ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ③✉sät③❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❢rü✲
❤❡r❡ ▲❛s❡r❜❡str❛❤❧✉♥❣ ❡r❤ö❤t ✇❡r❞❡♥❬✽✹❪✳
❉❛ ❞✐❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ✈✐❡❧ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡s s✐❝❤t❜❛✲

r❡♥ ▲✐❝❤ts s✐♥❞✱ s♣✐❡❧t ✐❤r❡ ❦♦♥❦r❡t❡ ❋♦r♠ ❢ür ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ ✉♥❞ s✐❡ ❦ö♥✲
♥❡♥ ❛❧s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❉✐♣♦❧❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥❬✾✷❪✳ ❉✐❡ ❙tr❡✉❢❡❧❞❡r ✇❡r❞❡♥ ♥✉r ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞✐③❡s ❞❡r ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät ✉♥❞ ❞❡s ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ▼❡❞✐✉♠s ❜❡st✐♠♠t✳ ❉❛❞✉r❝❤
❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❆rt❡♥ ✈♦♥ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ s♦ ✇✐❡ ❘❡❣✐♦♥❡♥ ♠✐t ❡r❤ö❤t❡♠
♦❞❡r ❡r♥✐❡❞r✐❣t❡♠ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ♠✐t ❞❡♠ s❡❧❜❡♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡♥ ❇✐❧❞ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❲✐❡ ✐♥
❆❜s❝❤♥✐tt ✻✳✷✳✹ ❣❡③❡✐❣t ✇✐r❞✱ tr✐✛t ❞❛s ❛✉❝❤ ✐♠ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❋❛❧❧ ♥♦❝❤ ③✉✳ ❯♠ ❡✐♥ ❣r✉♥❞✲
❧❡❣❡♥❞❡s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❛✉❢③✉❜❛✉❡♥✱ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ✐♥ ❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt❡♥ ✻✳✷✳✷ ✉♥❞ ✻✳✷✳✸
③✉♥ä❝❤st ✐♦♥✐s✐❡r❜❛r❡ ❘❡❣✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥ ♥✐❝❤t ✐♦♥✐s✐❡r❜❛r❡s ▼❛t❡r✐❛❧ ❡✐♥❣❡❜❡tt❡t s✐♥❞✳
❉❛♥❛❝❤ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐♦♥✐s✐❡r✲
❜❛r❡♥ ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞♠❛t❡r✐❛❧s✳

✻✳✷✳✷✳ P❧❛s♠❛❦✉❣❡❧ ✐♥ ❞❡r ❉✐♣♦❧♥ä❤❡r✉♥❣

❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❡✐♥❡ ❦❧❡✐♥❡ P❧❛s♠❛❦✉❣❡❧ ♠✐t ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s rsphere✱ ❞❡r❡♥ ✈♦♠ ❖rt ~r ❛❜❤ä♥✲
❣✐❣❡s ❙tr❡✉❢❡❧❞ ✐♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❑✉❣❡❧ ❛❧s ❉✐♣♦❧str❛❤❧✉♥❣

~Escattered =
eikr

4πr

(

k2 (~r × ~p)× ~r + (3~r(~r~p)− ~p)

(

1

r2
− ik

r

))

✭✻✳✷✮

♠✐t ❞❡♠ ❉✐♣♦❧♠♦♠❡♥t −→p = α~Einc ✉♥❞ ❞❡r P♦❧❛r✐s✐❡r❜❛r❦❡✐t

α = 4πr3sphere
εsphere − εbg
εsphere + 2εbg

ε0. ✭✻✳✸✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ❬✾✷❪✳ ❉❛❜❡✐ s✐♥❞ εbg ✉♥❞ εsphere ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ P❡r♠✐tt✐✈✐tät ❞❡s
✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ✉♥❞ ❞❡r ❑✉❣❡❧✳ ❉✐❡s❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ✐st s✐♥♥✈♦❧❧✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❑✉❣❡❧ ✈✐❡❧
❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ❛♥r❡❣❡♥❞❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✐st✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡r ❑✉❣❡❧
❛♥♥ä❤❡r♥❞ ❦♦♥st❛♥t ✐st✳
❱❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ♠❛♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❊✛❡❦t❡ ✉♥❞ ❜❡tr❛❝❤t❡t ❞✐❡ P❧❛s♠❛❞✐❝❤t❡ ❛❧s ❦♦♥st❛♥t✱

❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛✉s ❞❡♠ ❉r✉❞❡✲▼♦❞❡❧❧ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺✹✮ ❞✐❡ P❡r♠✐tt✐✈✐tät ❞❡r ❑✉❣❡❧

εsphere = εbg −
ω2
p

ω2 + ν2e
+ i

ω2
pνe

ω3 + ων2e
✭✻✳✹✮
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■♥ ▲✉❢t ✭εbg = 1✮ ❢ü❤rt ❞✐❡s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① n < 1 ❢ür ▲✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❡r ❋r❡q✉❡♥③
ω > ωp ✉♥❞ ③✉ ❡✐♥❡♠ ✐♠❛❣✐♥är❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ❢ür ω < ωp✳ ❉❛❜❡✐ ✐st

ωp =

√

ρe2

meε0
. ✭✻✳✺✮

❙❡t③t ♠❛♥ ❢ür εsphere ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✻✳✸ ❞✐❡ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✻✳✹ ❣❡✇♦♥♥❡♥❡ ❉✐❡❧❡❦tr✐③✐täts✲
❦♦♥st❛♥t❡ ❡✐♥✱ ❦❛♥♥ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❙tr❡✉✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡r P❧❛s♠❛❦✉❣❡❧ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ❉✐❝❤t❡ ❤❡r✈♦r✲
❣❡r✉❢❡♥❡ ❋❡❧❞ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❆✉s❞r✉❝❦ ❢ür ❞✐❡ P♦❧❛r✐s✐❡r❜❛r❦❡✐t ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✻✳✸
❤❛t ❡✐♥❡♥ P♦❧ ❜❡✐ εsphere = −2εbg✳ ❯♥t❡r ❱❡r♥❛❝❤❧äss✐❣✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❧✉st❡ tr✐tt ❞✐❡s ❡✐♥
✇❡♥♥ ❣✐❧t

ρres =
3ω2meε0εbg

e2
✭✻✳✻✮

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✷ ✭❛✮ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ■♥t❡♥s✐tät ✐♠ ◆❛❤❢❡❧❞ ❞❡r ❑✉❣❡❧ ❛❜✲
❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r P❧❛s♠❛❞✐❝❤t❡✳ ❋ür ❦❧❡✐♥❡ P❧❛s♠❛❞✐❝❤t❡♥ ✈❡r❤ä❧t s✐❝❤ ❞✐❡ P❧❛s♠❛❦✉❣❡❧
✇✐❡ ❡✐♥❡ ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑✉❣❡❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ■♥t❡♥s✐täts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ❞❡r
❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❲❡❧❧❡ ♠✐t ❞❡r ❉✐♣♦❧str❛❤❧✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ■♥t❡♥s✐tätsü❜❡r❤ö✲
❤✉♥❣❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✐♥ ❞❡r ❊❜❡♥❡ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞✈❡❦t♦r✳ ❇❡✐
❣röÿ❡r❡♥ P❧❛s♠❛❞✐❝❤t❡♥ ❤❛t ❞❛s ❙tr❡✉❢❡❧❞ ✈✐❡❧ ❣röÿ❡r❡ ❋❡❧❞stär❦❡♥ ❛❧s ❞❛s ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡
❋❡❧❞✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✳ ❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ◆❛❤❢❡❧❞✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❡✐♥❡s
❉✐♣♦❧s ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ▼❛①✐♠❛ ❥❡t③t ❛♥ ❞❡♥ P♦❧❡♥ ❞❡r ❑✉❣❡❧ ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❛♥r❡❣❡♥✲
❞❡♥ ❋❡❧❞❡s✳ ❉❡r ❲❡❝❤s❡❧ ✈♦♠ ❙tr❡✉❢❡❧❞ ❞❡r ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑✉❣❡❧ ③✉ ❞❡♠ ❡✐♥❡r ✏t②♣✐s❝❤❡♥✑
♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ❑✉❣❡❧ ✜♥❞❡t ♥✐❝❤t ❜❡✐♠ Ü❜❡r❣❛♥❣ ③✉ ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ P❧❛s♠❛❞✐❝❤t❡♥ st❛tt✱
s♦♥❞❡r♥ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❙tär❦❡ ❞❡s ❙tr❡✉❢❡❧❞❡s ❜❡st✐♠♠t✳

✻✳✷✳✸✳ ■♦♥✐s✐❡r❜❛r❡ ❑✉❣❡❧ ✐♥ ❞❡r ❉✐♣♦❧♥ä❤❡r✉♥❣

❙t❛tt ❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧ ♠✐t ❢❡st❡r P❧❛s♠❛❞✐❝❤t❡ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ❡✐♥❡ ✐♦♥✐s✐❡r❜❛r❡ ❑✉❣❡❧ ✐♥ ❡✐♥❡♠
ä✉ÿ❡r❡♥ ❋❡❧❞ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❏❡t③t ♠üss❡♥ ③✉sät③❧✐❝❤❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s❜❡✐trä❣❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t
✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❊✛❡❦t❡ ❛✉❢tr❡t❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
❩✉❡rst s♦❧❧ εsphere(t, ~Esphere) ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱ s♦ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥ ❊✛❡❦t❡ ③✉✲

sät③❧✐❝❤ ③✉r ❧✐♥❡❛r❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✉s ❞❡♠ ❉r✉❞❡✲▼♦❞❡❧❧ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t s✐♥❞✳ ❉❛❜❡✐ ❣✐❧t

~P = ~Pbg + ~Pextra = χbgε0 ~E + f(ω, ~E) ~E ✭✻✳✼✮

♠✐t f(t, ~E) =
~Pdrude+~PKerr+~P6p

~E
✳ ❉❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s❝❤r❡✐❜❡♥

~P = ε0 ~E

(

f(ω, ~E)

ε0
+ χbg

)

= ε0

(

f(ω, ~E)

ε0
+ εbg + 1

)

~E = ε0χ~E

❛❧s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥ ♥❡✉❡s εsphere(t, ~E)

εsphere = εbg +
f(t, ~E)

ε0
✭✻✳✽✮

✽✼



✻✳ ▼✉st❡r❜✐❧❞✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r P❤♦t♦✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛♠♦r♣❤❡r ❋❡st❦ör♣❡r

✉♥❞ ❡✐♥ ♥❡✉❡s ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡s α(t, ~E)

α = 4πr3sphere

f(t, ~E)
ε0

3εbg +
f(t, ~E)
ε0

✭✻✳✾✮

❯♠ ❡✐♥ ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡s ▼♦❞❡❧❧ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❥❡t③t ❛❧❧❡ ❋❡❧❞❡r ❛❧s Pr♦❞✉❦t❡
❛✉s ❡✐♥❡r ❊✐♥❤ü❧❧❡♥❞❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❚rä❣❡rs❝❤✇✐♥❣✉♥❣

F = F̃ (t)e−iωt. ✭✻✳✶✵✮

❆✉ÿ❡r❞❡♠ ❣❡❤❡♥ ✇✐r ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss s♦✇♦❤❧ ❞❛s ❛♥r❡❣❡♥❞❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❛s
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ✉♥❞ ❞✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡r ❑✉❣❡❧ ✐♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ③❡✐❣❡♥✱
s♦ ❞❛ss ✇✐r ❛✉❢ ❞✐❡ ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡ ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ ✈❡r③✐❝❤t❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛♥♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

P̃Kerr = χ3Ẽ
3 ✭✻✳✶✶✮

d

dt
P̃6p = σ6Wion

(

1− ρ

ρmax

)

Ẽ11 + iωP̃6p ✭✻✳✶✷✮

(

d

dt

)2

P̃drude =
e2

me
ρẼ + (2iω + νe)

d

dt
P̃drude +

(

ω2 + iωνe
)

P̃drude ✭✻✳✶✸✮

dρ

dt
=

(

1− ρ

ρmax

)

σ6I
6 − ρ

τR
=

(

1− ρ

ρmax

)

σ6Ẽ
12 − ρ

τR
✭✻✳✶✹✮

●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✻✳✶✶✱ ✻✳✶✷✱ ✻✳✶✸ ✉♥❞ ✻✳✶✹ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ✐♥t❡❣r✐❡r❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ P♦❧❛r✐s❛✲
t✐♦♥s❜❡✐trä❣❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❢r❡✐❡ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r❞✐❝❤t❡ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t t ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞
❞❡r ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥ P♦t❡♥③❡♥ ✈♦♥ Ẽ ✐♠ ❆✉s❞r✉❝❦ ❢ür ❞✐❡ P♦❧❛r✐s✐❡r❜❛r❦❡✐t✳ ❍✐❡r
❜r❛✉❝❤❡♥ ✇✐r ❞❛s ●❡s❛♠t❢❡❧❞ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡r ❑✉❣❡❧ ❬✾✷❪

Ẽsphere = Ẽinc −
P̃drude + P̃6p + P̃Kerr

3ε0εbg
. ✭✻✳✶✺✮

❉✐❡s❡s ✇✐r❞ ❛❧s Ẽ ✇✐❡❞❡r ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✻✳✶✶✲✻✳✶✹ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳
❉✐❡s❡s ❡✐♥❢❛❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ❧ässt s✐❝❤ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ❛♥❢ä♥❣❧✐❝❤❡ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❞❡r

◆ä❤❡ ❡✐♥❡r ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät ③✉ s✐♠✉❧✐❡r❡♥ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✷ ✭❜✮✮✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r
❑✉❣❡❧ s❡♥❦t s✐❝❤ ❞❡r ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ✉♥❞ ❞✐❡ P♦❧❛r✐s✐❡r❜❛r❦❡✐t ❞❡r ❑✉❣❡❧ st❡✐❣t ❛♥✳ ❉❛✲
❞✉r❝❤ ✇❛❝❤s❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞stär❦❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❑✉❣❡❧ ✇❡✐t❡r ❛♥✳ ●❡rät
❞✐❡ P❧❛s♠❛❞✐❝❤t❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❑✉❣❡❧ ❞✉r❝❤ ❞✐❡s❡♥ Pr♦③❡ss ✐♥ ❞✐❡ ◆ä❤❡ ❞❡r r❡s♦♥❛♥t❡♥
P❧❛s♠❛❞✐❝❤t❡✱ st❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❋❡❧❞❡r ✉♥❞ ❞✐❡ P❧❛s♠❛❞✐❝❤t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✉♥❞ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ❞❛✲
❞✉r❝❤ s♦❣❛r ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ P❧❛s♠❛❞✐❝❤t❡ ρmax✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞❡r ✻✲P❤♦t♦♥❡♥✲Ü❜❡r❣❛♥❣ ✇✐r❞
❣❡sätt✐❣t✳ ❊✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ③❡✐❣t s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✐♥❡r ✐♦♥✐s✐❡r❜❛r❡♥
❑✉❣❡❧ ♠✐t ❞❡r ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡✳

✽✽
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z [nm]

a) void

d=0.6nm t=75fs
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✸✳✿ P❧❛s♠❛❞✐❝❤t❡ ✭✷❉ ❋❉❚❉✮ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❢rü❤❡♥ ❙t❛❞✐✉♠ ❞❡r ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ✐♥
❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ s♣❤är✐s❝❤❡ ▲ö❝❤❡r ✭σ6,inh = 0✱ n = 1.0✮ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ●röÿ❡♥ ✉♥❞ ✉♠ ❡✐♥❡
❘❡❣✐♦♥ ♠✐t ❡r❤ö❤t❡♠ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt σ6,inh = σ6 × 5 ✐♥ ●❧❛s✳ ❉✐❡ ❇❡str❛❤❧✉♥❣
❡r❢♦❧❣t ♠✐t ❡✐♥❡r ❡❜❡♥❡♥ ❲❡❧❧❡ ❞❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡ E0 = 1.7 × 1010Vm−1✱ ❞✐❡ ✐♥ z✲❘✐❝❤t✉♥❣
❡✐♥❢ä❧❧t✳

❉✉r❝❤♠❡ss❡r d = 0.6 nm ♦❞❡r d = 6nm ❛❧s ❛✉❝❤ ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❣✐♦♥ ♠✐t ❦ü♥st❧✐❝❤ ❡r❤ö❤t❡♠
■♦♥✐s✐❡r✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt σ6,inh = σ6 × 5 ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ▼✉st❡r✳ ❉✐❡s ✐st ✐♥s♦❢❡r♥ ③✉ ❡r✇❛r✲
t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡r ❙✉❜✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥str✉❦t✉r ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡r ❣❡♥❛✉❡♥ ❋♦r♠
❞✐❡s❡r ❙tr✉❦t✉r ❛❜❤ä♥❣t❬✾✷❪✳ ❉✐❡s❡r ❯♠st❛♥❞ ❡r❧❛✉❜t ❡s ❛✉❝❤✱ ✇❡✐t❡r❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t
❡✐♥❡r ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ ❣r♦❜❡♥ ❆✉✢ös✉♥❣ ✈♦♥ ∆x = 5nm ✉♥❞ ♣✐①❡❧❣r♦ÿ❡♥ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tä✲
t❡♥ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ✐♥ ●❧❛s ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡
●röÿ❡ ✈♦♥ d = 0.6 nm ❤❛❜❡♥❬✶✶✼❪✳
❉❛s ❲❛❝❤st✉♠ ✐♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣ s❝❤✇ä❝❤t s✐❝❤ ❡rst ❛❜✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r ❲❡❧✲

❧❡♥❧ä♥❣❡♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉❛♥♥ ✈❡r❤ä❧t s✐❝❤ ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r ✇✐❡ ❡✐♥❡ ◆❛♥♦❛♥t❡♥♥❡✱
❞❡r❡♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ❜❡✐ ❞❡r ●röÿ❡ λ

2n ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✳ ❊s ❦♦♠♠t ❛❜❡r ❛✉❝❤ s❝❤♦♥
❜❡✐ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ●röÿ❡♥ ③✉ ❡✐♥❡r s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥✳ ❆♥ ❞❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❦♦♥str✉❦t✐✲
✈❡r ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ❞❡r ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ✉♥❞ r❡✢❡❦t✐❡rt❡♥ ❲❡❧❧❡ ❦♦♠♠t ❡s ③✉ ✇❡✐t❡r❡r ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣
✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✹✭❜✮✮✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦❛♥♥ ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ P❧❛s♠❛str✉❦t✉r ❡♥tst❡❤❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❛✉s
❊✐♥str❛❤❧r✐❝❤t✉♥❣ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✈♦r ❞❡r ❊rst❡♥ ❜❡✜♥❞❡t✳ ❉✐❡s❡ ✈❡r❤✐♥❞❡rt ❞❛s ❲❛❝❤st✉♠ ❞❡r
✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ P❧❛s♠❛✲❆♥t❡♥♥❡✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r ❡✐♥❡ ❡♥❞❧✐❝❤❡ ●röÿ❡ ✐♥ P♦❧❛r✐s❛t✐✲
♦♥sr✐❝❤t✉♥❣ ❜❡✐❜❡❤ä❧t✳ ❉✐❡s❡r Pr♦③❡ss s❡t③t s✐❝❤ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ❢♦rt✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r ✇✐♥③✐❣❡♥ ❙❛❛t✲■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät ❡✐♥❡ P❧❛s♠❛str✉❦t✉r ♠✐t ❲❡❧❧❡♥❧ä♥✲
❣❡♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❜✐❧❞❡♥✱ ❞✐❡ ❡♥t❣❡❣❡♥ ❞❡r ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ▲✐❝❤t❡s
✇ä❝❤st ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✹✭❝✮✮✳

✾✵
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✹✳✿ P❧❛s♠❛❞✐❝❤t❡ ✭✷❉ ❋❉❚❉✮ ✉♠ ❡✐♥ s♣❤är✐s❝❤❡s ▲♦❝❤ ✭σ6,inh = 0✱ n = 1.0✱
d = 7nm✮ ✐♥ ●❧❛s ③✉ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❩❡✐t♣✉♥❦t❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣✳ ✭❛✮ P❧❛s✲
♠❛✇❛❝❤st✉♠ ✐♥ ❞✐❡ ❋❡❧❞r✐❝❤t✉♥❣✳ ✭❜✮ ❙ätt✐❣✉♥❣ ❞❡s ❲❛❝❤st✉♠s ✉♥❞ ❙t❛rt ❡✐♥❡r ♥❡✉❡♥
❙tr✉❦t✉r✳ ✭❝✮ P❡r✐♦❞✐s❝❤❡s ◆❛♥♦♣❧❛s♠❛ ❞✉r❝❤ ❋♦rts❡t③✉♥❣ ❞❡s Pr♦③❡ss❡s✳ ❉✐❡ ❇❡str❛❤❧✉♥❣
❡r❢♦❧❣t ♠✐t ❡✐♥❡r ❡❜❡♥❡♥ ❲❡❧❧❡ ❞❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡ E0 = 1.7×1010Vm−1 ❞✐❡ ✈♦♥ ❧✐♥❦s ❡✐♥❢ä❧❧t✳

✾✶



✻✳ ▼✉st❡r❜✐❧❞✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r P❤♦t♦✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛♠♦r♣❤❡r ❋❡st❦ör♣❡r

✻✳✸✳ ❈❤❛♦t✐s❝❤ ✈❡rt❡✐❧t❡ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥

❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❥❡t③t ❞✐❡ P❤♦t♦✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈♦❧✉♠❡♥
♠✐t ③✉❢ä❧❧✐❣ ✈❡rt❡✐❧t❡♥ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥✳ ❩✉r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❡rt❡✐❧❡♥ ✇✐r ♣✐①❡❧❣r♦ÿ❡ ■♥❤♦♠♦✲
❣❡♥✐tät❡♥ ♠✐t ❡r❤ö❤t❡♠ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ✉♥❞ ❞❡r ❉✐❝❤t❡ pinh✳ ❉❛s ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞♠❡✲
❞✐✉♠ ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡r ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ❜❧❡✐❜t ✉♥✈❡rä♥❞❡rt✳ ❲✐❡ ❡r✇❛rt❡t ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥
❛✉❝❤ ❤✐❡r ✇✐❡❞❡r ❞❛s ❲❛❝❤st✉♠ ✈♦♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❞❡♥ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ■♥✲
❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥✳ ❙✐♥❞ ❞✐❡ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ s❝❤✇❛❝❤✱ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥ ✇✐r ♥✉r ✈❡r❡✐♥③❡❧t❡ P❧❛s✲
♠❛str✉❦✉r❡♥✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✳ ■♠ ❋❛❧❧ stär❦❡r❡r ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥
✇❛❝❤s❡♥ ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ s♦ ❞✐❝❤t✱ ❞❛ss ❡s ③✉ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ✲
❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ③✉r ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❦♦♠♠t✳ ❯♠ s♦❧❝❤❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱
❡r❧❛✉❜❡♥ ✇✐r ❥❡t③t ❛✉❝❤ stär❦❡r❡ Ü❜❡r❤ö❤✉♥❣❡♥ ❞❡s ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tts ✐♥ ❞❡♥ ■♥✲
❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✻✳✺✲✻✳✼✮✳
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❣❛♥③ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✇✐❡ ✐♠ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❋❛❧❧

✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✻✳✷✳✹✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ✇❛❝❤s❡♥ ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❥❡t③t ❛✉❝❤ ✐♥ ❞✐❡ ❞r✐tt❡ ❘❛✉♠r✐❝❤✲
t✉♥❣ y✱ ❞✐❡ ✇✐r ③✉✈♦r ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❤❛tt❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✈❡r❜✐♥❞❡♥ s✐❡ s✐❝❤ ♠✐t ✐❤r❡♥
◆❛❝❤❜❛r♥ ✉♥❞ ❜✐❧❞❡♥ ❞❛❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡ P❧❛s♠❛s❝❤❡✐❜❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❊❜❡♥❡ s❡♥❦✲
r❡❝❤t ③✉♠ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ ❧✐❡❣t✳ ❆✉❢ ❉❛✉❡r ♥ä❤❡r♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥
❛❧s♦ ❞❡♠ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❋❛❧❧ ❛♥✳ ❉✉r❝❤ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ♠✐t ❞❡♠ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❋❡❧❞ ✇✐r❞
❞✐❡ ■♥t❡♥s✐tät ✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ❡✐♥❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ P❧❛s♠❛s❝❤❡✐❜❡ ✉♥t❡r❞rü❝❦t ✉♥❞ ❡rst ✐♠ ❆❜✲
st❛♥❞ ✈♦♥ ❡t✇❛ λ

n ✇✐❡❞❡r ❡r❤ö❤t✳ ■♠ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ❋❡❧❞✉♥t❡r❞rü❝❦✉♥❣ ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s
❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❋❡❧❞❡s ✈❡r❤ä❧t s✐❝❤ ❛❧s♦ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡ P❧❛s♠❛str✉❦t✉r ♥♦❝❤ ✇✐❡ ❡✐♥
❡✐♥③❡❧♥❡r ❉✐♣♦❧✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦♦♠♠t ❡s ③✉r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❙tr✉❦t✉✲
r❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛♥♥ ❧❡t③t❡♥❞❧✐❝❤ ③✉r ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ✉♥❞ ③✉r ❇✐❧❞✉♥❣ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t❡r
P❧❛s♠❛✲❊❜❡♥❡♥ ❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛ s✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ s✐♠✉❧t❛♥ ❛✉s❜✐❧❞❡♥ ✉♥❞ ❡rst ✐♥ ✐❤✲
r❡♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✐♥t❡r❛❣✐❡r❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ✜♥❛❧❡ P❡r✐♦❞❡ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✐❝❤t
❦♦♠♣❧❡tt ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❋❡❧❞✉♥t❡r❞rü❝❦✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠✉s ❜❡st✐♠♠t✱ s♦♥❞❡r♥ ❤ä♥❣t ❛✉❝❤ ✈♦♥
❛♥❞❡r❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ✇✐❡ ❞❡r ❉✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❙tär❦❡ ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ♦❞❡r
❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s✐♥t❡♥s✐tät ❛❜✳ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❞❛❤❡r ❡✐♥✐❣❡ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❋ä❧❧❡✳

✻✳✸✳✶✳ ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❜❡✐ ❤♦♠♦❣❡♥❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥

❉✐❡ ❦❧❡✐♥st❡ ●✐tt❡r♣❡r✐♦❞❡ ❦♦♥♥t❡ ❜❡✐ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡r ❡❜❡♥❡♥ ❲❡❧❧❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t
✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❡♥tst❡❤❡♥ st❛r❦ ✐♦♥✐s✐❡rt❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ③✉♥ä❝❤st ✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ❞❡r
❆♥r❡❣✉♥❣s❡❜❡♥❡ ✉♥❞ ✇❛❝❤s❡♥ ✈♦♥ ❞♦rt ❛✉s rü❝❦✇ärts ❡♥t❣❡❣❡♥ ❞❡r ❋❡❧❞❛✉s❜r❡✐t✉♥❣✳ ❉❛✲
❞✉r❝❤ ✇✐r❞ ❞✐❡ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s ✇❡✐t❡st❣❡❤❡♥❞ ✉♥t❡r❞rü❝❦t✳ ❯♠
❡✐♥ ❢r❡✐❡s ❙tr✉❦t✉r✇❛❝❤st✉♠ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ❢ü❧❧❡♥ ✇✐r ♥✉r
❞❡♥ ❍❛❧❜r❛✉♠ z > 0 ♠✐t ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ✉♥❞ ❜❡❧❛ss❡♥ ❞❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❍❛❧❜r❛✉♠ ❤✐♥
③✉r ❆♥r❡❣✉♥❣s❡❜❡♥❡ ✐♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❩✉st❛♥❞✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ st❛rt❡♥ ❞✐❡ ♠❡✐st❡♥ P❧❛s✲
♠❛str✉❦t✉r❡♥ ❛♥ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❍❛❧❜rä✉♠❡♥✱ ✈♦♥ ✇♦ s✐❡ ❡♥t❣❡❣❡♥
❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ✇❛❝❤s❡♥ ✉♥❞ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✐♥t❡r❛❣✐❡r❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✺✮✳ ❉❛ ✐♥ ❞✐❡✲
s❡♠ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✐♥ ❞❡r ●r❡♥③s❝❤✐❝❤t ③✇✐s❝❤❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♠
✉♥❞ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ③✉ ✇❛❝❤s❡♥ ❜❡❣✐♥♥t✱ ❦❛♥♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ st❛r❦❡ ❋❡❧❞❛❜s❝❤✇ä✲
❝❤✉♥❣ ✐♥ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r❡r ◆ä❤❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ P❧❛s♠❛str✉❦t✉r ③✉r ❯♥t❡r❞rü❝❦✉♥❣ ✇❡✐t❡r❡r

✾✷
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✺✳✿ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r❞✐❝❤t❡ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ♠✐t ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥✭pinh = 0.01✱
σ6,inh = 60σ6✮ ❣❡❢ü❧❧t❡♥ ❍❛❧❜r❛✉♠ ✭③❃✵✮✱ ❞❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ❡❜❡♥❡♥ ❲❡❧❧❡ ✭❆♠♣❧✐t✉❞❡
E0 = 1.7 × 1010Vm−1✮ ❜❡str❛❤❧t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ P❧❛s♠❛str✉❦t✉r❡♥ ✇❛❝❤s❡♥ ❛♥ ❞❡r ●r❡♥③✲
s❝❤✐❝❤t ❜❡✐ z = 0 ✉♥❞ ❜✐❧❞❡♥ ❡✐♥ ●✐tt❡r ❞❡r P❡r✐♦❞❡ ∼ λ

2n = 275 nm✳ ❉✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
✉♥❞ ❞✐❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ s✐♥❞ ✐♥ ✭❛✮ ❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ✭❜✮ ③❡✐❣t ❡✐♥❡♥ ❙❝❤♥✐tt ❞✉r❝❤ ❞✐❡
●✐tt❡r❡❜❡♥❡♥ ❜❡✐ z = −300 nm✳

❙tr✉❦t✉r❡♥ ❢ü❤r❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡ P❡r✐♦❞❡ ✈♦♥ ❡t✇❛ λ
2n ✳ ❉❛s ❲❛❝❤st✉♠

❛♥ ❡✐♥❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❡r✐♥♥❡rt ✐♥ ❣❡✇✐ss❡r ❍✐♥s✐❝❤t ❛♥ ❞❛s ❲❛❝❤st✉♠ ✈♦♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❣✐t✲
t❡r♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ❜❡r❡✐ts ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ✈♦♥ ❉✐♣♦❧✇❡❧❧❡♥ ❡r❦❧ärt ✇✉r❞❡✱ ❞✐❡ ❛♥ ❡✐♥❡r
r❛✉❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❛♥❣❡r❡❣t ✇❡r❞❡♥❬✶✸✻✱ ✶✸✼❪✳ ■♥ ✉♥s❡r❡♠ ❋❛❧❧ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❤✐♥❣❡❣❡♥
✉♠ ❡✐♥❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥❡✛❡❦t✱ ❞❛ ❞✐❡ ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❡rst ❜❡✐♠ ❘ü❝❦✇ärts✇❛❝❤st✉♠ ❞❡r
P❧❛s♠❛str✉❦t✉r❡♥ ❡✐♥tr✐tt✳
❯♠ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✱ ❞✐❡ ♥ä❤❡r ❛♥ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡✐ ❞❡r

❊r③❡✉❣✉♥❣ ✈♦♥ ❱♦❧✉♠❡♥❣✐tt❡r♥ ❧✐❡❣❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ✇✐r ❥❡t③t ❢♦❦✉ss✐❡rt❡ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥✳ ❲✐r
❢ü❧❧❡♥ ♥✉♥ ✇✐❡❞❡r ❞❛s ❣❡s❛♠t❡ ▼❛t❡r✐❛❧✈♦❧✉♠❡♥ ♠✐t ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥✳ ❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s
✐♥✐t✐❛❧❡♥ ❙tr✉❦t✉r✇❛❝❤st✉♠s ✇✐r❞ ❥❡t③t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❘❡❣✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡r ■♥t❡♥s✐tät ✐♠ ❙tr❛❤❧✲
❢♦❦✉s ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥✳
❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❞❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡r ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♥ ◗✉❡❧❧❡✳ ❱❡r✇❡♥✲

❞❡t ♠❛♥ ❤✐❡r ❡✐♥❡♥ ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣ ❢♦❦✉ss✐❡rt❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣sstr❛❤❧✱ ✐st ❡s s❝❤✇✐❡r✐❣ ✇ä❤r❡♥❞
❡✐♥❡s ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇❡str❛❤❧✉♥❣s✈♦r❣❛♥❣s ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ P❧❛s♠❛str✉❦t✉r ③✉ ❡r③❡✉✲
❣❡♥✳ ❉❛♠✐t ✐st ❡s s❝❤✇✐❡r✐❣✱ ❞✐❡ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♠❡❤r❡r❡r ●✐tt❡r❡❜❡♥❡♥ ③✉ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✳ ❲✐r
✈❡r✇❡♥❞❡♥ st❛tt❞❡ss❡♥ ❡✐♥❡ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ z✲❘✐❝❤✉♥❣ ❛✉s❜r❡✐t❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ✐♥ x✲
❘✐❝❤t✉♥❣ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt✱ ❛❜❡r ♥✉r ✐♥ y✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❢♦❦✉ss✐❡rt ✐st✳ ■♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣ ✐st
❞❡r ❋♦❦✉s ❛❧s♦ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t✱ s♦ ❞❛ss ✇✐r ✈✐❡❧❡ ●✐tt❡r❡❜❡♥❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✭❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ✻✳✻ ✭❛✮✲✭❝✮✮✳ ❉✐❡s❡ ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ st❡❧❧t ❛✉❝❤ ❡✐♥ ❆♥♥ä❤❡r✉♥❣ ❛♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❞❛r✱
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growth

a) b)

c)

d) e)

f )

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✻✳✿ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r❞✐❝❤t❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ●❧❛s✈♦❧✉♠❡♥ ♠✐t ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ✭pinh =
0.01✱ σ6,inh = 40×σ6✮✳ ❉✐❡ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ✐♥ ②✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❢♦❦✉ss✐❡rt❡♥ ✉♥❞
✐♥ ③✲❘✐❝❤t✉♥❣ ♣r♦♣❛❣✐❡r❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧ ✭♠❛①✐♠❛❧❡ ❋❡❧❞stär❦❡ ❞❡s ❙tr❛❤❧s ♦❤♥❡ ■♥❤♦♠♦❣❡✲
♥✐tät❡♥ E0 = 1.9 × 1010Vm−1✱ NA = 0.8✮✳ ■♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❋❛❧❧ ❧✐❡❣t ❞❡r ❋♦❦✉s ❜❡✐ z = 0✳
❇❡✐ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✭❛✲❝✮ ✇✉r❞❡ ✐♥ x✲❘✐❝❤t✉♥❣ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡s ▲✐❝❤t ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❜❡✐ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✭❞✮✲✭❢✮ ✐♥ y✲❘✐❝❤t✉♥❣ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡s ▲✐❝❤t✳ ■♥ ✭❛✮ ❜③✇✳ ✭❞✮ s✐♥❞ ❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ❊✐♥③❡❧✲
P❧❛s♠❛str✉❦t✉r ✭❞✉r❝❤❣❡③♦❣❡♥❡s ❖✈❛❧✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ●✐tt❡r❡❜❡♥❡ ✭❣❡str✐❝❤❡❧t❡s ❖✈❛❧✮ ♠❛r❦✐❡rt✳
■♥ ✭❝✮ ✉♥❞ ✭❢✮ s✐♥❞ ▲✐♥✐❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ■♥t❡♥s✐tät |E|2 ❞❡s ❛♥r❡❣❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧s ❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳
❉✐❡ ❙❦✐③③❡♥ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❋♦❦✉s❣❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ▲❛❣❡ ❞❡r P❧❛s♠❛✲❊❜❡♥❡♥✳

❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❋♦❦✉s♣✉♥❦t ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❇❡str❛❤❧✉♥❣ ♠✐t ♠❡❤r❡r❡♥ ❊✐♥③❡❧♣✉❧s❡♥ ❡♥t❧❛♥❣
❞❡r Pr♦❜❡ ✈❡rs❝❤♦❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❲✐❡ ❡r✇❛rt❡t ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r ♠❡❤r❡r❡ ●✐tt❡r❡❜❡♥❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♠
❋♦❦✉s✈♦❧✉♠❡♥ ❛✉s❣❡❤❡♥ ✉♥❞ ✈♦♥ ❞♦rt ü❜❡r ♠❡❤r❡r❡ ▼✐❦r♦♠❡t❡r ✐♥ ❇❡r❡✐❝❤❡ ♠✐t ❣❡r✐♥✲
❣❡r❡r ■♥t❡♥s✐tät ❤✐♥❡✐♥✇❛❝❤s❡♥✳ ❉✐❡ ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ✇✐r❞ ♦✛❡♥❜❛r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
❋❡❧❞ü❜❡r❤ö❤✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t✱ s♦ ❞❛ss ✇✐r ❙tr✉❦t✉r♣❡r✐♦❞❡♥ ✈♦♥ ❡t✇❛ λ

n ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✳ ❉❛ ❞❛s
❲❛❝❤st✉♠ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❛♥ ③✉❢ä❧❧✐❣❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ✐♠ ❋♦❦✉s✈♦❧✉♠❡♥
st❛rt❡t✱ s❡t③t s✐❝❤ ❞✐❡ ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❡rst ♥❛❝❤ ❦✉r③❡♠ ❘ü❝❦✇ärts✇❛❝❤st✉♠ ❞✉r❝❤✳
▼✐t ❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡r ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ✭❡t✇❛ 500 nm ✈♦r ❞❡♠ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❋♦❦✉s✮ ❡r✲
❤ö❤t s✐❝❤ ❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ●✐tt❡r❡❜❡♥❡♥✱ s♦ ❞❛ss s✐❝❤ ❡✐♥❡ ✏❦❛✲
r♦tt❡♥❢ör♠✐❣❡✑ ❙tr✉❦t✉r ❡r❣✐❜t ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✻✭❝✮✮✳ ▼❛♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡✐t❡r❤✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡
❡✐♥③❡❧♥❡♥ ●✐tt❡r❡❜❡♥❡♥ ✭♠❛r❦✐❡rt ♠✐t ❡✐♥❡r ❣❡str✐❝❤❡❧t❡♥ ▲✐♥✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✻✭❛✮✮ ❛✉s
❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t ✭❞✉r❝❤❣❡③♦❣❡♥❡ ▲✐♥✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✻✭❛✮✮ s✐♥❞✱
❞✐❡ ❡✐♥❡ ❡♥❞❧✐❝❤❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ < λ

2n ✐♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣ ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥
❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❋❧ü❣❡❧str✉❦t✉r✱ ✇✐❡ s✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✹✭❛✮ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇✉r❞❡✳ ➘❤♥✲
❧✐❝❤ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✺ ✈❡rs❝❤♠❡❧③❡♥ ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✐♥ y✲❘✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❜✐❧❞❡♥ ❞❛❞✉r❝❤
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✼✳✿ ✭❛✲❞✮✿ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r❞✐❝❤t❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ♠✐t ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ✭pinh = 0.01✮
❣❡❢ü❧❧t❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥ ✉♥t❡r ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣ ♠✐t ❙tr❛❤❧❡♥ ✭E0 = 1.7×1010Vm−1✱ NA = 0.5✮ ♠✐t
rä✉♠❧✐❝❤❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sstr✉❦t✉r ✉♥❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ③✲❘✐❝❤t✉♥❣✳ ✭❛✮ ✉♥❞✭❜✮✿ ❆③✐♠✉t❤❛❧
♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡r ❙tr❛❤❧✱ σ6,inh = 60σ6✳ ✭❝✮ ✉♥❞ ✭❞✮✿ ❘❛❞✐❛❧ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡r ❙tr❛❤❧✱ σ6,inh = 30σ6✳
❉✐❡ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❋❛❧❧ ❡r✇❛rt❡t❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ■♥t❡♥s✐tät |E|2 s✐♥❞ ✐♥ ✭❜✮ ✉♥❞ ✭❞✮ ❡✐♥❣❡✲
③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡r ✐♥ ✭❛✮ ✉♥❞ ✭❝✮ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❙❝❤♥✐tt❡✳
❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✐st ❞✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sstr✉❦t✉r ✐♥ ✭❛✮ ✉♥❞ ✭❝✮ ❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ✭❡✲❤✮✿ ❙tr✉❦t✉r❡❧❧❡
❆♥❛❧②s❡ ❞❡r ❙tr✉❦t✉r❡♥✳ ✭❡✱❣✮✿ ●❡r✐❝❤t❡t❡ ▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❛③✐♠✉t❤❛❧❡♥ ✉♥❞ r❛❞✐❛✲
❧❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣✱ ✭❢✱❤✮✿ ❋♦✉r✐❡rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧s ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣✳

❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡ ●✐tt❡r❡❜❡♥❡♥✳ ❉❛ ✇✐r ✉♥s ❤✐❡r ♥♦❝❤ ✐♠ st❛r❦ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❜❡✜♥✲
❞❡♥✱ s✐♥❞ ❞✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❥❡t③t ✇❡♥✐❣❡r ❤♦♠♦❣❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r
P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ■❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ③✉ ü❜❡r♣rü❢❡♥✱ ✇♦❧❧❡♥
✇✐r ❦✉r③ ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣s❣❡♦♠❡tr✐❡ ❛✉s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✻ ✇❡✐t❡r✈❡r✇❡♥❞❡♥✳ ❉❡r ❙tr❛❤❧ s♦❧❧
❥❡t③t ❛❜❡r ✐♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt s❡✐♥✱ ✐♥ ❞❡r ❡r ❛✉❝❤ ❢♦❦✉ss✐❡rt ✐st✳ ❲❡♥♥
❞✐❡ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r P❧❛s♠❛✲❊❜❡♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❜❡st✐♠♠t ✇✐r❞✱ s♦❧❧t❡♥ s✐❝❤
❥❡t③t ❦❡✐♥❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✐♥ x✲❘✐❝❤t✉♥❣ ♠❡❤r ❛✉s❜✐❧❞❡♥✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ s♦❧❧t❡ s✐❝❤
❡✐♥❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ ●✐tt❡r❡❜❡♥❡ ✐♥ ❞❡r yz✲❊❜❡♥❡ ❛✉s❜✐❧❞❡♥✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡ ❡✐♥✲
③❡❧♥❡ ❙tr✉❦t✉r✱ ❞✐❡ ✐♥ x✲❘✐❝❤t✉♥❣ ③✇❛r ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❋❧ü❣❡❧str✉❦t✉r❡♥
❛✉s ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✻✳✹✭❛✮ ✉♥❞ ✻✳✻✭❛✮ ♠♦❞✉❧✐❡rt✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ✐st ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✻✳✻✭❞✮✲✭❢✮✮✳

✻✳✸✳✷✳ ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♠✐t ❧♦❦❛❧❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sstr✉❦t✉r

❇✐s❤❡r ❤❛❜❡♥ ✇✐r ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❤♦♠♦❣❡♥ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡ ❆♥r❡❣✉♥❣❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡ ♦❜❡♥ ❜❡✲
s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥s❡✛❡❦t❡ s♦❧❧t❡♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❧♦❦❛❧ ✈❛r✐✐❡r❡♥❞❡♥ P♦✲
❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❉✐❡ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ●✐tt❡r❡❜❡♥❡♥ s♦❧❧t❡ ❞❛♥♥ ✈♦♥ ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ P♦✲
❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✇✉r❞❡♥ s♦❧❝❤❡ ●✐tt❡rstr✉❦t✉r❡♥ ❛✉❝❤ ✐♥ ❊①♣❡✲
r✐♠❡♥t❡♥ ✐♥ ◗✉❛r③❣❧❛s ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✳❬✶✶✾❪ ❉❛❤❡r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❥❡t③t r❛❞✐❛❧ ✉♥❞ ❛③✐♠✉t❤❛❧
♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡ ❙tr❛❤❧❡♥✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❜✐❧❞❡♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❤✐❡r s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❧♦❦❛❧❡♥ ❋❡❧❞r✐❝❤✲
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t✉♥❣ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t❡ P❧❛s♠❛✲❊❜❡♥❡♥ ❤❡r❛✉s✳ ■♠ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♥ ❋❛❧❧ ❢ü❤rt ❞❛s ③✉
❡✐♥❡♠ st❡r♥❢ör♠✐❣❡♥ ▼✉st❡r ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ●✐tt❡r❡❜❡♥❡♥ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✼✭❛✮✮✳ ❋ür ❞❡♥
r❛❞✐❛❧ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♥ ❙tr❛❤❧ ❜✐❧❞❡t s✐❝❤ ❡✐♥ ❡✐♥③❡❧♥❡r P❧❛s♠❛r✐♥❣✱ ❞❡r ✈♦♠ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥
❋❡❧❞ ❞❡✜♥✐❡rt ✇✐r❞✱ s♦✇✐❡ ❡✐♥❡ ❦❧❡✐♥❡ ❙tr✉❦t✉r ✐♠ ❙tr❛❤❧③❡♥tr✉♠✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❧♦❦❛❧ s❡❤r
st❛r❦❡ z✲♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡ ❋❡❧❞ ❡r③❡✉❣t ✇✐r❞ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✼✭❜✮✮✳ ❉✐❡ ❜❡✐ r❛❞✐❛❧❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
❛✉s❣❡❜✐❧❞❡t❡♥ P❧❛s♠❛r✐♥❣❡ s✐♥❞ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡r✱ ❞❛ s✐❡ ❣❡♥❛✉ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣✐♦♥
♠❛①✐♠❛❧❡r ■♥t❡♥s✐tät ✈❡r❧❛✉❢❡♥✳ ❉✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♥ ❙tr❛❤❧ ❡r③❡✉❣t❡♥
❡✐♥③❡❧♥❡♥ ●✐tt❡r❡❜❡♥❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✇❛❝❤s❡♥ ❛✉s ❞❡r ❘❡❣✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡r ❋❡❧❞stär❦❡ ❤❡r❛✉s
✉♥❞ s✐♥❞ ❞❛❤❡r stär❦❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ♠♦❞✉❧✐❡rt✳ ❉✐❡ P❡r✐♦❞✐③✐✲
tät ❞❡r s♦ ❡r③❡✉❣t❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❛♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡
P❧❛s♠❛❞✐❝❤t❡♥ ✐♥ ❡✐♥ r❛❞✐❛❧❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt ✉♥❞ s✐❡ ❞❛♥♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❥❡
❡✐♥❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ♠✐tt❡❧t ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✻✭❡✮✱ ✭❣✮✮ ✉♥❞ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❢♦✉✲
r✐❡rtr❛♥s❢♦r♠✐❡rt ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✻✭❢✮✱ ✭❤✮✮✳ ❋ür ❞❡♥ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♥ ❙tr❛❤❧ ③❡✐❣t
s✐❝❤ ❡✐♥ ❞❡✉t❧✐❝❤❡s ▼❛①✐♠✉♠ ❜❡✐ ❡✐♥❡r P❡r✐♦❞❡ ✈♦♥ ❡t✇❛ λ

n ✐♥ ❞❡r ❋♦✉r✐❡rtr❛♥s❢♦r♠✐❡rt❡♥
✐♥ ❛③✐♠✉t❤❛❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣✳ ■♥ r❛❞✐❛❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❣✐❜t ❡s ❦❡✐♥ ❞❡✉t❧✐❝❤❡s ▼❛①✐♠✉♠✳ ❇❡✐ r❛✲
❞✐❛❧ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ③❡✐❣t s✐❝❤ ♥✉r ✐♥ r❛❞✐❛❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❡✐♥ ❞❡✉t❧✐❝❤❡r P❡❛❦✱ ❞❡r
❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡t✇❛ ❜❡✐ λn ❧✐❡❣t✳
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✻✳✹✳ ❙❝❤❧✉ss❜❡♠❡r❦✉♥❣❡♥ ③✉r ◆❛♥♦❣✐tt❡r❜✐❧❞✉♥❣

■♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✻✳✸ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛♥ ③✉❢ä❧❧✐❣ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ✉♥❞ ✇❡♥✐❣❡ ◆❛♥♦♠❡t❡r
❣r♦ÿ❡♥ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ✐♥ ●❧❛s ❜❡✐ ❞❡r ❇❡str❛❤❧✉♥❣ ♠✐t ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡♥ ❲❡❧❧❡♥ s✐♠✉✲
❧✐❡rt✳ ❉❛s ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❡♥ts♣r✐❝❤t ✐♥ s❡✐♥❡♥ ❆♥♥❛❤♠❡♥ ❞❡♥ ✒♥❛♥♦♣❧❛s♠♦✲
♥✐s❝❤❡♥✏ ❊r❦❧är✉♥❣s❛♥sät③❡♥ ❢ür ❞✐❡ ◆❛♥♦❣✐tt❡r❜✐❧❞✉♥❣✱ ❞❛ ❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❊✛❡❦t❡
❞❡s P❧❛s♠❛s ❛✉s❦❧❛♠♠❡rt✳ ➘❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ✐♥ ❬✸✾❪ ✈❡r♠✉t❡t✱ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ❛✉s✲
❣❡❞❡❤♥t❡r P❧❛s♠❛str✉❦t✉r❡♥ ❛✉s s❡❤r ❦❧❡✐♥❡♥ ❙❛❛t✲■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥✳ ❆♥❞❡rs ❛❧s ❞♦rt
❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❦♦♥♥t❡ ❡✐♥ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡s ❲❛❝❤st✉♠ ❞❡s ◆❛♥♦♣❧❛s♠❛s ❥❡❞♦❝❤ ❡rst ✐♥ ❞❡r
◆ä❤❡ ❞❡r r❡s♦♥❛♥t❡♥ P❧❛s♠❛❞✐❝❤t❡ εplasma = −2εbg ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧
❧✐❡❣t ❞✐❡ ❋❡❧❞ü❜❡r❤ö❤✉♥❣ ♥✐❝❤t ❛♠ ➘q✉❛t♦r ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät✱ s♦♥❞❡r♥
❛♥ ❞❡♥ P♦❧❡♥ ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞✈❡❦t♦rs✳ ❚r♦t③❞❡♠ ❜✐❧❞❡♥ s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❙ät✲
t✐❣✉♥❣ ❞❡s s♦ ❛♥❣❡r❡❣t❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s P❧❛s♠❛s❝❤✐❝❤t❡♥ ♠✐t ❡♥❞❧✐❝❤❡r ❉✐❝❦❡
❛✉s✱ ❞✐❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ❆♥r❡❣✉♥❣s♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✉s❣❡r✐❝❤t❡t s✐♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❲❡❝❤✲
s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ü❜❡r ❞❛s ❙tr❡✉❧✐❝❤t ✐♥ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ●✐tt❡r♥ ♦r❣❛♥✐s✐❡r❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡
▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞✐✜❦❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞❛s ❲❛❝❤st✉♠ ü❜❡r ✈✐❡❧❡ P✉❧s❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧
♥✐❝❤t ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❦❛♥♥ ❡s s✐❝❤ ❤✐❡r ♥❛tür❧✐❝❤ ♥✉r ✉♠ ❡rst❡ ❙❝❤r✐tt❡ ③✉♠ ❱❡r✲
stä♥❞♥✐s ❞❡r ◆❛♥♦❣✐tt❡r❜✐❧❞✉♥❣ ❤❛♥❞❡❧♥✳ ❯♠ ❞❛s ✐♠ r❡❛❧❡♥ ❙②st❡♠ ü❜❡r ✈✐❡❧❡ ▲❛s❡r♣✉❧s❡
st❛tt✜♥❞❡♥❞❡ ❲❛❝❤st✉♠ ✐♥ ❡✐♥❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥ ♠✉sst❡♥
❞✐❡ ❋❡♠t♦s❡❦✉♥❞❡♥♣✉❧s❡ ❞✉r❝❤ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡ ❇❡str❛❤❧✉♥❣ ❡rs❡t③t ✇❡r❞❡♥✳
❚r♦t③ ❞✐❡s❡r ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣❡♥ ❦♦♥♥t❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❜❡r❡✐ts ❞✐❡

✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r r❡❛❧❡♥ ◆❛♥♦❣✐tt❡r ✇✐❡ ❞✐❡ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉♠ ❡❧❡❦✲
tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ r❡♣r♦✲
❞✉③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡s♦♥❞❡rs ❛✉ss❛❣❡❦rä❢t✐❣ ✐st ❞❛s ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❣❡r✐❝❤t❡t❡
❲❛❝❤st✉♠ ❞❡r P❧❛s♠❛str✉❦t✉r❡♥✱ ❞❛s s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❋♦❦✉sr❡❣✐♦♥ ü❜❡r ♠❡❤r❡r❡
▼✐❦r♦♠❡t❡r ❢♦rts❡t③t✳ ❊✐♥ ❞❡r❛rt✐❣❡s ❲❛❝❤st✉♠ ❧ässt s✐❝❤ ③✉❢r✐❡♥❞❡♥st❡❧❧❡♥❞ ♥✉r ❞✉r❝❤
❡✐♥❡ r❡s♦♥❛♥t❡ ❋❡❧❞ü❜❡r❤ö❤✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ◆❛♥♦♣❧❛s♠❡♥ ❡r❦❧är❡♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ü❜❡r ❞❛s rü❝❦✲
✇ärts❣❡r✐❝❤t❡t❡ ❲❛❝❤st✉♠ ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡ ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡r ◆❛♥♦❣✐tt❡r ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠
▼♦❞❡❧❧ r❡♣r♦❞✉③✐❡rt✳ ❇❡✐❞❡ ❊✛❡❦t❡ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ❞❡♠ ❙❊▼✲❇✐❧❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶✭❛✮ ✉♥❞ ✐♥
❞❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ P❧❛s♠❛str✉❦t✉r❡♥ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✻ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❛♠ ❤ä✉✜❣st❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ●✐tt❡r♣❡r✐♦❞❡ ✈♦♥ λ

2n ✇✉r❞❡ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ✐♠
s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡s ♠✐t ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ❣❡❢ü❧❧t❡♥ ❍❛❧❜r❛✉♠s r❡♣r♦❞✉③✐❡rt✳ ❉❛ ❞✐❡s❡ ●✐t✲
t❡r♣❡r✐♦❞❡ ❡rst ♥❛❝❤ s❡❤r ✈✐❡❧❡♥ ▲❛s❡r♣✉❧s❡♥ ❛✉❢tr✐tt✱ s✐♥❞ ❞✐❡ s♦ ❡♥tst❛♥❞❡♥❡♥ ●✐tt❡r ❛❜❡r
❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r❡r ●❡❣❡♥st❛♥❞ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t✳ ■♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❜✐❧❞❡t❡
s✐❝❤ ❡✐♥❡ ●✐tt❡r♣❡r✐♦❞❡ ✈♦♥ λ/n ❤❡r❛✉s✱ ❞✐❡ ✐♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ♠✐t ♥✐❡❞r✐❣❡♥ P✉❧s③❛❤❧❡♥
❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇✉r❞❡✳ ❙♦❧❝❤❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♥ ❤✐❡r ❣❡♠❛❝❤t❡♥ ❆♥♥❛❤♠❡♥ ❛♠
❡❤❡st❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❛✉❝❤ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶ s❡❤r ✈✐❡❧
❞✐❝❦❡r❡ ●✐tt❡r❡❜❡♥❡♥❬✹✸❪✱ ❞✐❡ ❡❤❡r ❞❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❣❡❜✐❧❞❡t❡♥ P❧❛s♠❛s❝❤✐❝❤t❡♥
ä❤♥❡❧♥✳
▼✐tt❧❡r✇❡✐❧❡ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❤✐❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❆r✲

❜❡✐ts❣r✉♣♣❡ r❡♣r♦❞✉③✐❡rt❬✼✼❪✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❡r✇❡✐t❡rt❡s ▼♦❞❡❧❧ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❡❧❝❤❡s
♥❡❜❡♥ ❞❡r ▼❡❤r♣❤♦t♦♥❡♥✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❚✉♥♥❡❧✲ ✉♥❞ ❑♦❧❧✐s✐♦♥s✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❜❡rü❝❦✲
s✐❝❤t✐❣t✳ ❩✉❞❡♠ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥❞✐❝❤t❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡♥ P❧❛s✲
♠❛str✉❦t✉r❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳

✾✼



✻✳ ▼✉st❡r❜✐❧❞✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r P❤♦t♦✐♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛♠♦r♣❤❡r ❋❡st❦ör♣❡r

❆♥❞❡rs ❛❧s ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡♥ ❛✉❝❤ ✉♥r❡❣❡❧♠äÿ✐❣❡r❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ❖rtsr❛✉♠
♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❛❧s s❛✉❜❡r❡ ●✐tt❡rstr✉❦t✉r❡♥ ❡r❦❡♥♥❜❛r s✐♥❞✱ ❞✐❡ ❛❜❡r ❜❡r❡✐ts ❡✐♥❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤❡♥
P❡❛❦ ✐♠ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❙♣❡❦tr✉♠ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ ❛❧s ◆❛♥♦❣✐tt❡r ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡s ❡t✇❛s
s❝❤✇ä❝❤❡r❡ ❆✉s✇❛❤❧❦r✐t❡r✐✉♠ ❦♦♥♥t❡♥ ❛✉❝❤ ●✐tt❡rstr✉❦t✉r❡♥ ♠✐t ❦❧❡✐♥❡r❡♥ P❡r✐♦❞❡♥ s✐✲
♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ●✐tt❡r♣❡r✐♦❞❡ ✈♦♥ ❞❡r ❉✐❝❤t❡ ❞❡r
✐♥✐t✐❛❧❡♥ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ❡♥t❞❡❝❦t✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ❦♦♥♥t❡♥ ❛✉❝❤ ❦❧❡✐♥❡r❡ P❡r✐♦❞❡♥ λ

Mn
♠✐t M ∈ N ❜✐s ③✉ M = 4 ❡r③❡✉❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ❞✉r❝❤
✈♦r❤❡r✐❣❡ ❇❡str❛❤❧✉♥❣ ♦❞❡r ❞✐❡ ❉♦t✐❡r✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ③✉♥✐♠♠t✱ ❦ö♥♥t❡ ❞❛❞✉r❝❤ ❛✉❝❤
❞✐❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ●✐tt❡r♣❡r✐♦❞❡ ❜❡✐ ❤♦❤❡♥ P✉❧s③❛❤❧❡♥ ♦❞❡r ✐♠ ❞♦t✐❡rt❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❡r❦❧ärt
✇❡r❞❡♥✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❤❛❜❡♥ ③✉❞❡♠ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ③✇✐s❝❤❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ●✐tt❡r❡✲
❜❡♥❡♥ ❜❡✐ ❡r♥❡✉t❡r ❇❡str❛❤❧✉♥❣ ❦♦♥str✉❦t✐✈❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ❛✉❢tr✐tt✱ ❞✐❡ ③✉ ❡✐♥❡r ❍❛❧❜✐❡r✉♥❣
❞❡r P❡r✐♦❞❡ ❢ü❤r❡♥ ❦ö♥♥t❡❬✶✸✵❪✳
▼✐t ❞❡r P❡r✐♦❞❡♥❤❛❧❜✐❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❦♦♥str✉❦t✐✈❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ❛✉s ❘❡❢❡r❡♥③ ❬✶✸✵❪ ✉♥❞ ❞❡r

❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ●✐tt❡r♣❡r✐♦❞❡ ✈♦♥ ❞❡r ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥❞✐❝❤t❡ ❛✉s ❘❡❢❡r❡♥③ ❬✹✸❪ ❡①✐st✐❡✲
r❡♥ ❜❡r❡✐ts ③✇❡✐ ❊✛❡❦t❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❊①✐st❡♥③ ❦❧❡✐♥❡r❡r ●✐tt❡r♣❡r✐♦❞❡♥ ❡r❦❧är❡♥ ❦ö♥♥t❡♥✳
❉✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❜❡✐❞❡♥ ❊✛❡❦t❡ ❦❛♥♥ ❥❡❞♦❝❤ ♥✉r ❞✉r❝❤ ❦♦♠❜✐♥✐❡rt❡ ❙✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❊✛❡❦t❡ ✉♥❞ ❞❡r ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞✐✜❦❛t✐♦♥ ❣❡❦❧ärt ✇❡r❞❡♥✳
❲ä❤r❡♥❞ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✉♥❞ ❞❛r❛✉❢ ❛✉❢❜❛✉❡♥❞❡♥ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡r❡✐ts ❡✐♥ ❡rs✲
t❡r ❆♥s❛t③ ③✉r ❊r❦❧är✉♥❣ ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ◆❛♥♦❣✐tt❡r❜✐❧❞✉♥❣ ✐♥ ●❧❛s ❣❡❧✐❡❢❡rt ✇✉r❞❡✱
st❡❧❧t ❞❛s ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡s ❊✛❡❦ts ✇❡✐t❡r❤✐♥ ❡✐♥ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡s ❇❡tät✐❣✉♥❣s❢❡❧❞
s♦✇♦❤❧ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❖♣t✐❦ ❛❧s ❛✉❝❤ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t
❞❛r✳
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■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ③✉r ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t ✲ ▼❛t❡r✐❡ ✲
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♠ ◆❛♥♦♠❡t❡r❜❡r❡✐❝❤ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♥ ✉♥❞ ✐♥ ❉✐❡❧❡❦tr✐❦❛ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❉✐❡
❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✇✉r❞❡♥ ③✉r ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ▲❛s✐♥❣✈♦r❣❛♥❣s ✐♥ ♦♣t✐s❝❤ ❣❡♣✉♠♣✲
t❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ✉♥❞ ③✉r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥s❡✛❡❦t❡♥ ❜❡✐ ❞❡r
♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ●❧❛s ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✇✉r❞❡♥ ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❡♥
s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✈♦♥ ❊①③✐t♦♥❡♥ ✉♥❞ ❛❦✉st✐s❝❤❡♥ P❤♦♥♦♥❡♥ ✐♥ s❝❤✇❛❝❤ ❛♥❣❡r❡❣✲
t❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳

❩✉r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ◆❛♥♦❞r❛❤t✲▲❛s❡r♥ ✇✉r❞❡♥ ③✇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❡♥t✲
✇✐❝❦❡❧t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡✐❞❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❍❛❧❜❧❡✐t❡rs ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲
❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡r✉❤❡♥✱ ❛❜❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✈❡r✇❡♥✲
❞❡♥✳ ❩✉♠ ❊✐♥❡♥ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞✐❡ ▼❛①✇❡❧❧✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ●✐tt❡r ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ●❡♦♠❡tr✐❡♥ ❡✐♥s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛❧✲
❧❡r ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ✇❡❧❧❡♥♦♣t✐s❝❤❡♥ ❊✛❡❦t❡ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❩✉♠ ❆♥❞❡r❡♥
✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❈▼❚✲▼❡t❤♦❞❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r♠♦❞❡♥ ❜❡✲
s❝❤r❡✐❜t✳ ❉✐❡s❡ ✐st ♥✉r ❛✉❢ ❜❡st✐♠♠t❡ ●❡♦♠❡tr✐❡♥ ✉♥❞ ❆♥r❡❣✉♥❣ss✐t✉❛t✐♦♥❡♥ ❛♥✇❡♥❞❜❛r✱
❡r❧❛✉❜t ❛❜❡r ❥❡ ♥❛❝❤ s✐♠✉❧✐❡rt❡r ❙✐t✉❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❜❡♥öt✐❣t❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❜✐s ③✉ t❛✉s❡♥❞
♠❛❧ s❝❤♥❡❧❧❡r❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥✳ ❉✐❡ ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡ ✇✉r❞❡ ③✉r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❆♥s❝❤✇✐♥❣✲
✈♦r❣❛♥❣s ✉♥❞ ❞❡r ✐♥✐t✐❛❧❡♥ ▼♦❞❡♥❦♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ ◆❛♥♦❞r❛❤t✲▲❛s❡r♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉❛❞✉r❝❤
❦♦♥♥t❡ ❞✐❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ▲❛s✐♥❣♠♦❞❡ ✐♥ CdS✲ ✉♥❞ ZnO✲ ◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❉✐✲
❝❦❡ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ✉♥❞ ♠✐t ❆❜s❝❤ät③✉♥❣❡♥
❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ▼♦❞❡♥❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ❦♦♥♥t❡ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱
❞❛ss s✐❝❤ ✐♥ ❦♦♥✐s❝❤❡♥ ◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ❞✐❡ ♣r❛❦t✐s❝❤❡♥ ❱♦rt❡✐❧❡ ❞❡s ✐♥ ❞ü♥♥❡♥ ❉rä❤t❡♥ ❛✉❢✲
tr❡t❡♥❞❡♥ ❊✐♥③❡❧♠♦❞❡♥✲▲❛s✐♥❣s ♠✐t ❞❡♠ ❣röÿ❡r❡♥ ❱❡rstär❦✉♥❣s✈♦❧✉♠❡♥ ❞✐❝❦❡r❡r ❉rä❤t❡
✈❡r❜✐♥❞❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ▼✐t ❞❡r ❡✣③✐❡♥t❡r❡♥ ❈▼❚✲▼❡t❤♦❞❡ ❦♦♥♥t❡♥ ❡rst♠❛❧s ❦♦♠♣❧❡tt❡ ▲❛✲
s✐♥❣✈♦r❣ä♥❣❡ ❢ür ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✉♥❞ ❉r❛❤t❣❡♦♠❡tr✐❡♥ ❜❡✐ ZnO✲
◆❛♥♦❞r❛❤t✲▲❛s❡r♥ s✐♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥
❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ✐♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r
❆♥s❝❤❛❧t③❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s✐♥t❡♥s✐tät ❞❡r ◆❛♥♦❞r❛❤t❧❛s❡r ❦♦♥♥t❡ ❞❛❜❡✐ ❡❜❡♥s♦ ♥❛❝❤✲
❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥ ✇✐❡ ❞✐❡ ❘♦t✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡r ▲❛s✐♥❣♠♦❞❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ▲❛s✐♥❣✈♦r❣❛♥❣s✳
❆✉❝❤ ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ❦♦♥♥t❡ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ r❡♣r♦❞✉③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡
❊t❛❜❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❦❛♥♥ ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❢ür ❞✐❡ ✇❡✐t❡r❡ ❊r❢♦r✲
s❝❤✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t ✲ ▼❛t❡r✐❡ ✲ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ s♦✇♦❤❧ ✐♥ ◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ✐♠ ❋❛❧❧❡
❞❡r ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡ ✐♥ ✇❡✐t❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❣❡♦♠❡tr✐❡♥ ❞✐❡♥❡♥✳ ❇❡s♦♥❞❡rs ❞❛s ❈▼❚✲▼♦❞❡❧❧
❡r❧❛✉❜t ❛✉❢❣r✉♥❞ s❡✐♥❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❊✣③✐❡♥③ ❞❡♥ ❆♥s❝❤❧✉ss ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r❡r ▼❛t❡r✐❛❧✲
♠♦❞❡❧❧❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡rr❡❧❛①❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❉✐✛✉s✐♦♥ ♦❞❡r ❞✐❡ ❊r❤✐t✲
③✉♥❣ ❞❡s ●✐tt❡rs ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡s Pr♦❜❧❡♠ ✇❡❧❝❤❡s ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡
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❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥t❡ ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✹✳✸ ✈♦r❣❡✲
st❡❧❧t❡♥ ❉♦♣♣❡❧♣✉♠♣✲❊①♣❡r✐♠❡♥t❡✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❤✐❡r ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ▼❡t❤♦✲
❞❡♥ ③✉r ❯♥t❡rstüt③✉♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡r ❆r❜❡✐t❡♥ ✉♥❞ ③✉r ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ◆❛♥♦❞r❛❤t✲
●❡♦♠❡tr✐❡♥ ❜❡✐tr❛❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡s ③✉❦ü♥❢t✐❣❡s ❩✐❡❧ ❜❡✐ ❞❡r ❊r❢♦rs❝❤✉♥❣ ✈♦♥
❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❣❡♣✉♠♣t❡r ◆❛♥♦❞r❛❤t✲
❧❛s❡r s❡✐♥✳ ●❡r❛❞❡ ❢ür ❞✐❡ ◆✉t③✉♥❣ ❛❧s ❇✐♥❞❡❣❧✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥
❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ✐st ❞✐❡s ✉♥❡r❧äss❧✐❝❤✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❩✉s❛♠✲
♠❡♥❤❛♥❣ ✇är❡ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥sr❡s♣♦♥s❡ ✈♦♥ ◆❛♥♦✲
❞r❛❤t❧❛s❡r♥ ✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ❆✉s❦✉♥❢t ü❜❡r ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❙❝❤❛❧t❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥
❣✐❜t✳ ❉❛ ❞✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡♥ ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ✈♦♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡rstr✉❦t✉r❡♥
❛❜✇❡✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐r❞ ❤✐❡r ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡ ✈♦♥ ◆✉t③❡♥ s❡✐♥✳

❆✉❝❤ ✐♠ ♥✐❡❞r✐❣❛♥❣❡r❡❣t❡♥ ❋❛❧❧ st❡❧❧❡♥ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r ❡✐♥ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡s ❋♦rs❝❤✉♥❣s❢❡❧❞ ❞❛r✳
❍✐❡r st❡❤t ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞✐❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❊①③✐t♦♥✲P♦❧❛r✐t♦♥❡♥ ✐♠ ❱♦r❞❡r✲
❣r✉♥❞✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♠ ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡ ◆✐❝❤t✲
❧✐♥❡❛r✐tät❡♥ ❢ür ❡✐♥ rä✉♠❧✐❝❤ ❛✉❢❣❡❧öst❡s ▼♦❞❡❧❧ ③✉ ❛✉❢✇ä♥❞✐❣ ✐st✱ ❡rs❝❤❡✐♥❡♥ ❤✐❡r ❆♥sät③❡
✐♥ ❡✐♥❡r ❡①③✐t♦♥✐s❝❤❡♥ ❇❛s✐s ✉♥❞ ✉♥t❡r ❞❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ♥✉r ❡✐♥✐❣❡r ✇❡♥✐❣❡r ❡①③✐t♦✲
♥✐s❝❤❡r ❩✉stä♥❞❡ ❛❧s ✈✐❡❧✈❡rs♣r❡❝❤❡♥❞✳ ❍✐❡r ❦ö♥♥t❡♥ rä✉♠❧✐❝❤ ❛✉❢❣❡❧öst❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ③✉♠
❱❡rstä♥❞♥✐s ♣♦❧❛r✐t♦♥✐s❝❤❡r ❊✛❡❦t❡ ✐♥ ◆❛♥♦❞rä❤t❡♥ ♠✐t ❦♦♠♣❧❡①❡r ▼♦❞❡♥str✉❦t✉r ❞✐❡✲
♥❡♥✳ ❊✐♥ ❡rst❡r ❙❝❤r✐tt ✇är❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❞✐❡ ❊r♣r♦❜✉♥❣ ❡✐♥❡s ❡✣③✐❡♥t❡♥
▼♦❞❡❧❧s ❢ür ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✈♦♥ ❊①③✐t♦♥❡♥ ♠✐t ❛❦✉st✐s❝❤❡♥ P❤♦♥♦♥❡♥ ✇✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧
✺✳✷ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥✳

❩✉r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ✐♥ ●❧❛s ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ✈❡r✲
✇❡♥❞❡t✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ▲❡✐t✉♥❣s❜❛♥❞❡❧❡❦tr♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ▼✉❧t✐♣❤♦t♦♥❡♥✲■♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❡r③❡✉❣t ✇❡r✲
❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❉r✉❞❡✲▼♦❞❡❧❧ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡s❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠✲
♦❞❡❧❧ ✇✉r❞❡ ❛♥ ❞✐❡ ❋❉❚❉✲▼❡t❤♦❞❡ ❣❡❦♦♣♣❡❧t✱ ✉♠ ③✉❢ä❧❧✐❣ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t❡ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥
✉♥❞ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡ P❧❛s♠❛str✉❦t✉r❡♥ ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ▼✐t ❞✐❡s❡♠ ▼♦❞❡❧❧
❦❛♥♥ ❞✐❡ r❡✐♥ ♦♣t✐s❝❤❡ ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❇❡str❛❤❧✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③❡❧♥❡♥
▲❛s❡r♣✉❧s s✐♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❦♦♥♥t❡ ❞✐❡ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ♠❡❤r❡r❡r ▼✐❦r♦♠❡t❡r ❧❛♥❣❡r
P❧❛s♠❛str✉❦t✉r❡♥ ✉♠ ❡✐♥③❡❧♥❡ ♥✉r ✇❡♥✐❣❡ ◆❛♥♦♠❡t❡r ❣r♦ÿ❡ ❙❛❛t✲■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ❜❡♦❜✲
❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐ ③✉❢ä❧❧✐❣❡r ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ❜✐❧❞❡♥ ❞✐❡s❡ ●✐tt❡rstr✉❦t✉r❡♥ ❛✉s✱ ✇❡❧❝❤❡ tr♦t③
❞❡s st❛r❦ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ✈✐❡❧❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡r ◆❛♥♦❣✐t✲
t❡r ✐♥ ◗✉❛r③❣❧❛s ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❙♦ ❦♦♥♥t❡ ❞✐❡ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣
❞❡s ▲✐❝❤ts ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❡❧❜st♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ✈♦♥ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❛❜❤ä♥❣❡♥❞❡♥ P❡r✐♦❞❡
r❡♣r♦❞✉③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡♥ P✉❧s③❛❤❧❡♥ st✐♠♠t ❞✐❡ P❡r✐♦❞❡ ♠✐t
❞❡r ✐♥ ❞❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ P❡r✐♦❞❡ ü❜❡r❡✐♥ ✉♥❞ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡
❞❡s ❆♥r❡❣✉♥❣s❧✐❝❤ts ✐♠ ▼❡❞✐✉♠✳ ❉❡r ❤✐❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ❆♥s❛t③ ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts ✈♦♥ ❛♥❞❡r❡♥
●r✉♣♣❡♥ ❛✉❢❣❡❣r✐✛❡♥✱ s♦ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ❦❧❡✐♥❡r❡r ●✐tt❡r♣❡r✐♦❞❡♥ ❊r❦❧ä✲
r✉♥❣s♠♦❞❡❧❧❡ ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡♥✳ ❉❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ◆❛♥♦❣✐tt❡r❜✐❧❞✉♥❣ ✐st
tr♦t③ ❞❡r ❤✐❡r ❣❡♠❛❝❤t❡♥ ❋♦rts❝❤r✐tt❡ ♥♦❝❤ ❧❛♥❣❡ ♥✐❝❤t ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✉♥❞ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ✐♥
❩✉❦✉♥❢t ❡✐♥ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡s ❋♦rs❝❤✉♥❣s❣❡❜✐❡t ❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ❉❛ s✐❝❤ ❡❝❤t❡ ◆❛♥♦❣✐tt❡r ü❜❡r ❞✐❡
❇❡str❛❤❧✉♥❣ ♠✐t ✈✐❡❧❡♥ ▲❛s❡r♣✉❧s❡♥ ❛✉s❜✐❧❞❡♥✱ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥❡♥ ❡✐♥❡ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡ ❝❤❡♠✐✲
s❝❤❡ ✉♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼♦❞✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❡✐♥tr✐tt✱ ✇✐r❞ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞✐❡ ❑♦♦♣❡r❛t✐♦♥

✶✵✵



✼✳ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❆✉s❜❧✐❝❦

♠✐t ❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ♥♦t✇❡♥❞✐❣ s❡✐♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❚❤❡r♠❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❊❧❡❦✲
tr♦♥❡♥ ✉♥❞ ●✐tt❡r ❛✉❢ ✇❡✐t ❧❛♥❣s❛♠❡r❡♥ ❩❡✐ts❦❛❧❡♥ ❛❜❧ä✉❢t ❛❧s ❞✐❡ ▲❛s❡r❜❡str❛❤❧✉♥❣✱ ✇är❡
❡✐♥❡ ❛❜✇❡❝❤s❡❧♥❞❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ♦❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ Pr♦✲
③❡ss❡ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❙♦ ❦ö♥♥t❡ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❡❝❤t❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ü❜❡r ✈✐❡❧❡ ▲❛s❡r♣✉❧s❡ s✐♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❲✐❡ ♠❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❤✐❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡r❦❡♥♥❡♥ ❦❛♥♥✱ s✐♥❞
♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ♥✐❝❤t ♥✉r ③✉r ◆❛❝❤❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ✉♥❞ ③✉r ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣
✈♦♥ ❇❛✉❡❧❡♠❡♥t❡♥ ❣❡❡✐❣♥❡t✱ s♦♥❞❡r♥ ❦ö♥♥❡♥ ❛✉❝❤ ③✉r ■❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ r❡❧❡✈❛♥t❡r ❊✛❡❦t❡
✉♥❞ ③✉♠ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❱❡rstä♥❞♥✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡r P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❜❡✐tr❛❣❡♥✳
❉✐❡s❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥❡❜❡♥ ❞❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✉♥❞ ❞❡r
❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❛❧s ❡✐♥❡♥ ❞r✐tt❡♥ ❩✉❣❛♥❣ ③✉r P❤②s✐❦ ❡t❛❜❧✐❡rt✳ ❉✉r❝❤ ❋♦rts❝❤r✐t✲
t❡ ✐♥ ❞❡r ❘❡❝❤❡♥t❡❝❤♥✐❦ ❦ö♥♥❡♥ ③✉♥❡❤♠❡♥❞ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡ ❙②st❡♠❣❡♦♠❡tr✐❡♥ ✉♥❞ ❧ä♥❣❡r❡
❩❡✐trä✉♠❡ s✐♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❝❤ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ③✉♥❡❤♠❡♥❞ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡r ♣❤②✲
s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡r ❑♦♥st❛♥t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡
❱❡r✐✜❦❛t✐♦♥ ✈♦♥ ▼♦❞❡❧❧❛♥♥❛❤♠❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❉❛❤❡r ✐st ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘♦❧❧❡ ❞❡r
◆✉♠❡r✐❦ ✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ✉♥❞ ✐♥ ❛♥❞❡r❡♥ ◆❛t✉r✲ ✉♥❞ ■♥❣❡♥✐❡✉rs✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✐♥ ❩✉❦✉♥❢t
♥♦❝❤ ✇❡✐t❡r ✇❛❝❤s❡♥ ✇✐r❞✳

✶✵✶



▲✐t❡r❛t✉r✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

❬✶❪ ❏✳ ❇❛r❞❡❡♥ ❛♥❞ ❲✳ ❍✳ ❇r❛tt❛✐♥✱ ✏❚❤❡ tr❛♥s✐st♦r✱ ❛ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r tr✐♦❞❡✱✑ P❤②s✳
❘❡✈✳✱ ✈♦❧✳ ✼✹✱ ♣♣✳ ✷✸✵✕✷✸✶✱ ❏✉❧ ✶✾✹✽✳

❬✷❪ ▲✐❧✐❡♥❢❡❧❞✱ ✏▼❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛♣♣❛r❛t✉s ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥ts✱✑ ❏❛♥✳ ✷✽ ✶✾✸✵✳
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❬✹❪ ❏✳ ❑✐❧❜②✱ ✏▼✐♥✐❛t✉r✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝✐r❝✉✐ts✱✑ ❏✉♥❡ ✷✸ ✶✾✻✹✳ ❯❙ P❛t❡♥t ✸✱✶✸✽✱✼✹✸✳

❬✺❪ ●✳ ❊✳ ▼♦♦r❡✱ ✏❈r❛♠♠✐♥❣ ▼♦r❡ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ♦♥t♦ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈✐r❝✉✐ts✱✑ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✱
✈♦❧✳ ✸✽✱ ♣♣✳ ✶✶✹✕✶✶✼✱ ❆♣r✳ ✶✾✻✺✳

❬✻❪ ❘✳ ❲✳ ❑❡②❡s✱ ✏P❤②s✐❝❛❧ ❧✐♠✐ts ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ tr❛♥s✐st♦rs ❛♥❞ ❝✐r❝✉✐ts✱✑ ❘❡♣♦rts ♦♥ Pr♦❣r❡ss
✐♥ P❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✻✽✱ ♥♦✳ ✶✷✱ ♣✳ ✷✼✵✶✱ ✷✵✵✺✳

❬✼❪ ✏❚❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❘♦❛❞♠❛♣ ❢♦r ❙❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ✭■❚❘❙✮✱ ❙②st❡♠ ❉r✐✲
✈❡rs✱ ✷✵✵✾✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐trs✳♥❡t✴✱✑

❬✽❪ ❉✳ ❚❤♦♠s♦♥✱ ❆✳ ❩✐❧❦✐❡✱ ❏✳ ❊✳ ❇♦✇❡rs✱ ❚✳ ❑♦♠❧❥❡♥♦✈✐❝✱ ●✳ ❚✳ ❘❡❡❞✱ ▲✳ ❱✐✈✐❡♥✱
❉✳ ▼❛rr✐s✲▼♦r✐♥✐✱ ❊✳ ❈❛ss❛♥✱ ▲✳ ❱✐r♦t✱ ❏✳✲▼✳ ❋é❞é❧✐✱ ❏✳✲▼✳ ❍❛rt♠❛♥♥✱ ❏✳ ❍✳ ❙❝❤♠✐❞✱
❉✳✲❳✳ ❳✉✱ ❋✳ ❇♦❡✉❢✱ P✳ ❖❇r✐❡♥✱ ●✳ ❩✳ ▼❛s❤❛♥♦✈✐❝❤✱ ❛♥❞ ▼✳ ◆❡❞❡❧❥❦♦✈✐❝✱ ✏❘♦❛❞♠❛♣
♦♥ s✐❧✐❝♦♥ ♣❤♦t♦♥✐❝s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✶✽✱ ♥♦✳ ✼✱ ♣✳ ✵✼✸✵✵✸✱ ✷✵✶✻✳

❬✾❪ ❨✳ ❋❛♥❣ ❛♥❞ ▼✳ ❙✉♥✱ ✏◆❛♥♦♣❧❛s♠♦♥✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✿ t♦✇❛r❞s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♥t❡✲
❣r❛t❡❞ ♥❛♥♦♣❤♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉✐ts✱✑ ▲✐❣❤t✿ ❙❝✐❡♥❝❡ ✫ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✳ ✹✱ ♣✳ ❡✷✾✹✱ ❥✉♥
✷✵✶✺✳

❬✶✵❪ ❉✳ ❑✳ ●r❛♠♦t♥❡✈ ❛♥❞ ❙✳ ■✳ ❇♦③❤❡✈♦❧♥②✐✱ ✏P❧❛s♠♦♥✐❝s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t✱✑
◆❛t✉r❡ P❤♦t♦♥✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✹✱ ♣♣✳ ✽✸✕✾✶✱ ❥❛♥ ✷✵✶✵✳

❬✶✶❪ ❲✳ ❈❛✐ ❛♥❞ ❱✳ ❙❤❛❧❛❡✈✱ ❖♣t✐❝❛❧ ▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s✿ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❙♣r✐♥❣❡r ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✷❪ ❨✳ ▲✐✉ ❛♥❞ ❳✳ ❩❤❛♥❣✱ ✏▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s✿ ❛ ♥❡✇ ❢r♦♥t✐❡r ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱✑
❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳ ❘❡✈✳✱ ✈♦❧✳ ✹✵✱ ♣♣✳ ✷✹✾✹✕✷✺✵✼✱ ✷✵✶✶✳

❬✶✸❪ ◆✳ ❨✉ ❛♥❞ ❋✳ ❈❛♣❛ss♦✱ ✏❋❧❛t ♦♣t✐❝s ✇✐t❤ ❞❡s✐❣♥❡r ♠❡t❛s✉r❢❛❝❡s✱✑ ◆❛t✉r❡ ▼❛t❡r✐❛❧s✱
✈♦❧✳ ✶✸✱ ♣♣✳ ✶✸✾✕✶✺✵✱ ❥❛♥ ✷✵✶✹✳

❬✶✹❪ ❘✳ ❨❛♥✱ ❉✳ ●❛r❣❛s✱ ❛♥❞ P✳ ❨❛♥❣✱ ✏◆❛♥♦✇✐r❡ ♣❤♦t♦♥✐❝s✱✑ ◆❛t✉r❡ P❤♦t♦♥✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✸✱
♣♣✳ ✺✻✾✕✺✼✻✱ ♦❝t ✷✵✵✾✳
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❬✶✺❪ ❱✳ ❏✳ ❙♦r❣❡r✱ ❘✳ ❋✳ ❖✉❧t♦♥✱ ❘✳✲▼✳ ▼❛✱ ❛♥❞ ❳✳ ❩❤❛♥❣✱ ✏❚♦✇❛r❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♣❧❛s♠♦♥✐❝
❝✐r❝✉✐ts✱✑ ▼❘❙ ❇✉❧❧❡t✐♥✱ ✈♦❧✳ ✸✼✱ ♣♣✳ ✼✷✽✕✼✸✽✱ ✵✵✽ ✷✵✶✷✳
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❑❛r❧✲❍❡✐♥③ ❇r❡♥♥❡r ❞❛♥❦❡♥✱ ❞❡r ♠✐r ❞✐❡ ❉❡♥❦✲ ✉♥❞ ❆r❜❡✐ts✇❡✐s❡ ❡✐♥❡s P❤②s✐❦❡rs
✈❡r♠✐tt❡❧t ✉♥❞ ♠✐❝❤ ❡r♠✉t✐❣t ❤❛t✱ ♠✐❝❤ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ♠✐t ❞❡r P❤②s✐❦ ③✉ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣❡♥
✉♥❞ ❡✐♥❡ Pr♦♠♦t✐♦♥ ❛♥③✉str❡❜❡♥✳

❼ ❉❡♥ ❣röÿ❡r❡♥ ❚❡✐❧ ♠❡✐♥❡r Pr♦♠♦t✐♦♥ ❤❛❜❡ ✐❝❤ ❛❧s ❚❡✐❧ ❞❡r ❉❋●✲❋♦rs❝❤❡r❣r✉♣♣❡
✶✻✶✻ ✈❡r❜r❛❝❤t✱ ❞❡r❡♥ ▼✐t❣❧✐❡❞❡r♥ ✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ✐♥s♣✐r✐❡r❡♥❞❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❛r❜❡✐t ❞❛♥❦❡♥
♠ö❝❤t❡✳ ❍✐❡r ✐st ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❉r✳ ▼✐❝❤❛❡❧ ▲♦r❦❡ ③✉ ♥❡♥♥❡♥✱ ❞❡r ♠✐r ✈✐❡❧ ❲✐ss❡♥ ü❜❡r
❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❋❡st❦ör♣❡r♣❤②s✐❦ ✈❡r♠✐tt❡❧t ❤❛t ✉♥❞ ♠✐t ❞❡♠ ✐❝❤ ✐♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥
Pr♦❥❡❦t❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❛r❜❡✐t❡♥ ❞✉❢t❡✳ ●❡♥❛✉s♦ ✇✐❝❤t✐❣ ✇❛r ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❩✉s❛♠✲
♠❡♥❛r❜❡✐t ♠✐t ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧♣❤②s✐❦❡r♥ ❛✉s ❞❡r ❋♦rs❝❤❡r❣r✉♣♣❡✱ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❉r✳
❘♦❜❡rt ❘ö❞❡r✱ ❉r✳ ❙❡❜❛st✐❛♥ ●❡❜✉rt ✉♥❞ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❈❛rst❡♥ ❘♦♥♥✐♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ❯♥✐✲
✈❡rs✐tät ❏❡♥❛ s♦✇✐❡ ❉r✳ ▼❛r❝❡❧ ❲✐❧❧❡✱ ❉r✳ ❚♦♠ ▼✐❝❤❛❧s❦② ✉♥❞ ❉r✳ ❘ü❞✐❣❡r ❙❝❤♠✐❞t✲
●r✉♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ▲❡✐♣③✐❣✳ ◆❡❜❡♥ ❞❡r ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❛r❜❡✐t
♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❢r❡✉♥❞s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡ ❆t♠♦s♣❤är❡ ✐♥ ❞❡r ❋♦rs❝❤❡r❣r✉♣♣❡
❜❡❞❛♥❦❡♥✦

❼ ❱✐❡❧❡♥ ❉❛♥❦ ❛♥ ❙③✐❧✈✐❛ ▼❛♠♠❡❧ ✉♥❞ ❙✐❧✈✐❛ ❍❡♥♥✐❣ ❢ür ❞✐❡ ❍✐❧❢❡ ✐♠ ❯♠❣❛♥❣ ♠✐t
❞❡r ❇ür♦❦r❛t✐❡✳ ❉❛♥❦❡ ❛✉❝❤ ❛♥ ❙③✐❧✈✐❛✱ ❞❛ss ❉✉ ✉♥s❡r❡ ❑❛✛❡❡♣❛✉s❡♥ ✐♥ ❉❡✐♥❡♠
❇ür♦ ❣❡❞✉❧❞❡t ✉♥❞ ✉♥s ✇❡♥♥ ♠ö❣❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ●❡s❡❧❧s❝❤❛❢t ❞❛❜❡✐ ♦❞❡r ❜❡✐♠ ▼✐tt❛❣✲
♦❞❡r ❇✉r❣❡r❡ss❡♥ ❣❡❧❡✐st❡t ❤❛st✦

❼ ❉❛♥❦❡♥ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ❛✉❝❤ ♠❡✐♥❡♥ ■♥st✐t✉ts❦♦❧❧❡❣❡♥ ❛✉s ❊r❧❛♥❣❡♥ ✉♥❞ ❏❡♥❛✳ ●❡r❛❞❡
✇❡✐❧ ✇✐r t❡✐❧s r❡❝❤t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣st❤❡♠❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t ❤❛❜❡♥✱ ❤❛❜t ■❤r
♠✐r ❡✐♥❡♥ ❇❧✐❝❦ ü❜❡r ❞❡♥ ❡✐❣❡♥❡♥ ❚❡❧❧❡rr❛♥❞ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✳ Ü❜❡r ❞❛s ❋❛❝❤❧✐❝❤❡ ❤✐♥❛✉s
❤❛❜t ■❤r ♥❛tür❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ♠❡✐♥❡ ▼✐tt❛❣s✲ ✉♥❞ ❑❛✛❡❡♣❛✉s❡♥ ❜❡r❡✐❝❤❡rt✦

✶✶✹



❇✳ ❉❛♥❦s❛❣✉♥❣❡♥

❼ ❉❛ ❡s ❛✉❝❤ ❡✐♥ ▲❡❜❡♥ ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ❣✐❜t✱ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠❡✐♥❡♥ ❋r❡✉♥❞❡♥
❛✉s ❞❡r P❢❛❧③✱ ❋r❛♥❦❡♥ ✉♥❞ ❛✉s ❞❡♠ ❙❝❤✇❛❜❡♥❧❛♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ❩❡✐t ✉♥❞ ❞✐❡
♥öt✐❣❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r Pr♦♠♦t✐♦♥ ❞❛♥❦❡♥✳ ◆✐❝❤t ③✉❧❡t③t ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠❡✐♥❡
❋r❡✉♥❞❡ ❛✉s ❏❡♥❛ ❡r✇ä❤♥❡♥✳ ■❤r ❤❛❜t ❞❛❢ür ❣❡s♦r❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙t❛❞t ❢ür ♠✐❝❤ ♥❛❝❤
❡✐♥❡♠ ♥✐❝❤t ❤✉♥❞❡rt♣r♦③❡♥t✐❣ ❢r❡✐✇✐❧❧✐❣❡♥ ❖rts✇❡❝❤s❡❧ ♥♦❝❤ ③✉ ❡✐♥❡r ❡❝❤t❡♥ ❍❡✐♠❛t
❣❡✇♦r❞❡♥ ✐st✦

❼ ❉❡r ✇♦❤❧ ❣röÿt❡ ❉❛♥❦ ❣❡❜ü❤rt ♠❡✐♥❡♥ ❊❧t❡r♥✳ ❉❛♥❦❡✱ ❞❛ss ■❤r ♠✐❝❤ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❛♠❜✐✲
t✐♦♥✐❡rt❡♥ ✉♥❞ ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❧♦❤♥❡♥❞ ❡rs❝❤❡✐♥❡♥❞❡♥ Pr♦❥❡❦t❡♥
✇✐❡ ❡✐♥❡r Pr♦♠♦t✐♦♥ ✐♥ P❤②s✐❦ ❜❡❞✐♥❣✉♥❣s❧♦s ✉♥t❡rstüt③t ✉♥❞ ❊✉❝❤ ✐♠♠❡r ❢ür ♠❡✐✲
♥❡ ❆r❜❡✐t ✐♥t❡r❡ss✐❡rt ❤❛❜t✦

✶✶✺



❈✳ ❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ❱✐t❛❡

P❡rsö♥❧✐❝❤❡ ❉❛t❡♥

◆❛♠❡ ❘♦❜❡rt ❇✉s❝❤❧✐♥❣❡r
●❡❜✉rts❞❛t✉♠ ✷✾✳✶✵✳✶✾✽✺
●❡❜✉rts♦rt ◆❡✉st❛❞t ❛♥ ❞❡r ❲❡✐♥str❛ÿ❡

❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ✉♥❞ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡r ❲❡r❞❡❣❛♥❣

✶✾✾✷ ✲ ✶✾✾✻ ●r✉♥❞s❝❤✉❧❡ ❊st❤❛❧
✶✾✾✻ ✲ ✷✵✵✺ ▲❡✐❜♥✐③✲●②♠♥❛s✐✉♠ ◆❡✉st❛❞t ❛♥ ❞❡r ❲❡✐♥str❛ÿ❡
▼är③ ✷✵✵✺ ❆❜✐t✉r
❆♣r✐❧ ✷✵✵✺ ✲ ❖❦t♦❜❡r
✷✵✵✺

❩✐✈✐❧❞✐❡♥st ❜❡✐ ❞❡r ❱❡r❜❛♥❞s❣❡♠❡✐♥❞❡✈❡r✇❛❧t✉♥❣ ▲❛♠❜r❡❝❤t

✷✵✵✺✲✷✵✶✵ ❙t✉❞✐✉♠ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ■♥❢♦r♠❛t✐❦ ❛♥ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ▼❛♥♥❤❡✐♠
❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✵ ❉✐♣❧♦♠ ✭❉✐♣❧✳ ■♥❢✳✮ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ■♥❢♦r♠❛t✐❦
✷✵✶✵✲✷✵✶✺ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡r ▼✐t❛r❜❡✐t❡r ❛♥ ❞❡r ❋r✐❡❞r✐❝❤✲❆❧❡①❛♥❞❡r✲

❯♥✐✈❡rs✐tät ❊r❧❛♥❣❡♥✲◆ür♥❜❡r❣✱ ❆● P❡s❝❤❡❧
✷✵✶✺✲✷✵✶✼ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡r ▼✐t❛r❜❡✐t❡r ❛♥ ❞❡r ❋r✐❡❞r✐❝❤✲❙❝❤✐❧❧❡r✲

❯♥✐✈❡rs✐tät ❏❡♥❛✱ ❆● P❡s❝❤❡❧

❏❡♥❛✱ ❞❡♥ ✷✸✳ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✽ ❘♦❜❡rt ❇✉s❝❤❧✐♥❣❡r

✶✶✻



❉✳ ❊❤r❡♥✇ört❧✐❝❤❡ ❊r❦❧är✉♥❣

■❝❤ ❡r❦❧är❡ ❤✐❡r♠✐t ❡❤r❡♥✇ört❧✐❝❤✱ ❞❛ss ✐❝❤ ❞✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t s❡❧❜stä♥❞✐❣✱ ♦❤♥❡ ✉♥✲
③✉❧äss✐❣❡ ❍✐❧❢❡ ❉r✐tt❡r ✉♥❞ ♦❤♥❡ ❇❡♥✉t③✉♥❣ ❛♥❞❡r❡r ❛❧s ❞❡r ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ✉♥❞
▲✐t❡r❛t✉r ❛♥❣❡❢❡rt✐❣t ❤❛❜❡✳ ❉✐❡ ❛✉s ❛♥❞❡r❡♥ ◗✉❡❧❧❡♥ ❞✐r❡❦t ♦❞❡r ✐♥❞✐r❡❦t ü❜❡r♥♦♠♠❡♥❡♥
❉❛t❡♥ ✉♥❞ ❑♦♥③❡♣t❡ s✐♥❞ ✉♥t❡r ❆♥❣❛❜❡ ❞❡r ◗✉❡❧❧❡ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳ ❇❡✐ ❞❡r ❆✉s✇❛❤❧ ✉♥❞
❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ❤❛❜❡♥ ♠✐r ❞✐❡ ♥❛❝❤st❡❤❡♥❞ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt❡♥ P❡rs♦♥❡♥ ✐♥
❞❡r ❥❡✇❡✐❧s ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❲❡✐s❡ ❡♥t❣❡❧t❧✐❝❤✴✉♥❡♥t❣❡❧t❧✐❝❤ ❣❡❤♦❧❢❡♥✿

❼ ❉❡r ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✸ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r✲❇❧♦❝❤ ✴ ❋❉❚❉ ✲ ❈♦❞❡ ✇✉r❞❡
✐♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❛r❜❡✐t ♠✐t ❉r✳ ▼✐❝❤❛❡❧ ▲♦r❦❡ ✈♦♥ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ❇r❡♠❡♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳

❼ ■♠ Ü❜r✐❣❡♥ ✇❛r❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ❑♦❛✉t♦r❡♥ ❞❡r ❛♥❣❡❢ü❤rt❡♥ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭s✳
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