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Uber zirkulante Matrizen, welche eine spezielle Form der Toeplitz Matrizen® sind, gibt die
ausgezeichnete Monographie ,,Circulant Matrices” von P. J. Davis' einen umfassenden
Uberblick. Viele Arbeiten zu dieser Thematik sind erschienen. Um nur einige zu nennen,
werden zirkulante und schiefzirkulante Matrizen untersucht, deren Elemente zum Beispiel
Fibonacci-ZahIen(1°'12'14'15), Lucas-ZahIen(11’12’14’15, Tribonacci-Zahlen? sind, und werden auch
in einer Arbeit iber quadratische Formen' angewandt. Auch tber links-zirkulante und links-
schiefzirkulante Matrizen findet der interessierte Leser genligend Zitate im Internet. Ebenso
koénnen lineare Gleichungen mit Hilfe von zirkulanten Matrizen gelost werden”).

In dieser Arbeit werden zirkulante und schiefzirkulante (n,n)-Matrizen betrachtet, deren
Elemente Potenzen von n-ten Einheitswurzeln sind.

1. Grundlagen

Es seien n > 1 eine natirliche Zahl und M = M, = (mj,) eine quadratische Matrix vom Typ
n xn (kurz: n-Matrix; j, k=1, 2, ..., n), deren Elemente komplexe Zahlen sind. Matrix M, sei

n
ein I-Hauptminorvon M (1= 0,1, 2, ..., n); davon gibt es genau (lj Matrizen.

Mit der n-Einheitsmatrix | = I,, sei M(x) = (xI — M) und nach einem bekannten Satz® aus der
Theorie der Matrizen erhalt man das charakteristische Polynom pm(x) von M zu

I=n
pm(x) = det M(x) = x”+; (-1)' mx™, wobei m; =z det(M)) ist, (1.1)
)
wobei die Summe Uber die Determinanten det(M;) = DM, aller I-Hauptminoren genommen
wird.

Die Zahl xo heiRe Eigenwert der Matrix M, falls pm(xo) = 0 ist und ug = u(M, xo) sei ein zu xo
gehorender Eigenvektor von Matrix M, falls Mug = ugxo gilt.

Matrix C = C, = (cj) heiBe zirkulante n-Matrix, falls die k = 1, 2, ..., n Werte cy, gegeben sind
und Cji1 k1 = Cik (1< j,k < n) sowie Cjs1k=1 = Gjn (1 < j < n) sind. In Matrix C kénnen also die
Elemente zeilenweise um 1 versetzt betrachtet werden.

Matrix S = Sy, = (sjx) heille schiefzirkulante n-Matrix, falls die s;x bekannt und
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Sir1ke1 = Sik (1< j,k < n), Sjs1k=1 = -Sjn. (1 < j < n) sind. Matrix S ergibt sich aus C, indem fuir j < k
alle Elemente cj durch sy ersetzt und unterhalb der Hauptdiagonalen (j > k) alle cjc durch —sj
ersetzt werden.

Je ein Beispiel fir eine zirkulante und eine schiefzirkulante 3-Matrix mit den paarweise nicht
notwendig verschiedenen komplexen Elementen a, b, c:

a b c a b c
C=Cs=circ(a,b,c) = |c a b|undS=S3=scirc(a,b,c) =|-c a b]|.
b ¢ a -b —-c a
Den Matrizen C und S kann jeweils die , begleitende Funktion”
k=n k=n
fe(x) =z cux? bzw. fs(x) =z spuxt zugeordnet werden. (1.2)
k=1 k=1

Diese sind nach Davis'” zur Berechnung der Eigenwerte von C und S geeignet.

2. Polynome, Eigenwerte, Eigenvektoren und
einige trigonometrische Formeln

n—l)

’

Gegeben seien die komplexe Zahl z und die n-Matrizen C = (cy) = cire(z%, z, ..., z
S =(sj) = scirc(z’, 2%, ..., 2"), wobei 0° = 1 gesetzt wird.
Die Elemente von C und S sind also

=i =27 (j < k) und ¢ = - spc= 2" (j > k). (*)
Offensichtlich erfiillen diese

furj # k die Bedingungen cjcy = 2" und sysy = -z" und (**)
fir j = k haben wir ¢ =s;=2"=1.

Satz 1: Die charakteristischen Polynome der Matrizen C und S sind:
I=n n

pelx, 2) =x"+ (-1)'(lj(1 - 2" (2.1)
=1

und
I=n n

ps(x, 2) =x"+ > (-1) S| 2" %M, (2.2)
I=1

Beweis:
Die Elemente der Hauptminoren C,und S, genligen den Gleichungen (*), (**).

Zunachst sind die Determinanten

DCx=DSx=1 (Gantmacher(s), Marcus & Minc(s)) und
DC|=1 = DS|=1 =1.



Zirkulante Matrix C =( ¢j):

Es sei C =(cjx) ein I-Hauptminor von C, | = 2, 3, ..., n. Wir berechnen die Determinante DC, =
det(C) = det(cji) und j*, k=17, 2¢, .., I'=I.

Determinante DC, wird in eine Determinante DC‘| mit den Elementen c‘j Gberfiihrt, wobei
DC’, = DC, ist. Es sind fur

n+kj _ on+lokS10 _ otk n+kjl _ 0

z z z z und far
TR i ke
B A A A AN A )

j’ sk >1: c’jlk, =Gy — CjaCrk = Z
. ke
J' < k* Clj‘k‘ = Gy — Cj1Crk = Z F

Somit hat die Determinante DC, folgende Elemente: in der Hauptdiagonalen stehen neben
dem Wert cy1- = 1 die (I — 1) weiteren Werte (1 —z"), wahrend unterhalb von ihr nur die Zahl
0 (Null) vorhanden ist. Wir haben DC,=DC, = (1 — z”)"l, wobei 2 < | < nist.

Schiefzirkulante Matrix S = (sj):

Es sei Sy =(sj) ein I-Hauptminor von S, | =2, 3, ..., n. Wir berechnen die Determinante DS, =
det(S)) = det(sy) und j*, k=1, 2¢, ..., "= 1.

Determinante DS, wird, wie oben, in eine Determinante DS’, mit den Elementen s
Uberfihrt, wobei DS, = DS, ist. Hier ergeben sich

P>k > 1 s = spe—Sprsee = KT (MK o kT K 2 g und fur
i <K sk = spe = Sprsrke = 2T (- T 2 T T 2 T (14 "),

Dabei erhalten wir in der Hauptdiagonalen von DS‘| ebenfalls genau (I — 1) mal den Wert
(1 +z") und unterhalb von ihr wieder ausschlieRlich Nullen.

Damit ist DS, = (1 + z")"}, wobei 2 < | < n ist.
n
Fiir die Hauptminoren C,und S, von C bzw. S gibt es insgesamt (Zj Moglichkeiten.

Damit ist Satz 1 ist bewiesen. ©

Folgerungen:
I=n n
F.1: Falls z = O ist, so ergibt sich pc(x, 0) = ps(x, 0) = (-1)'(ij“‘I =(x—1)"das

1=0
charakteristische Polynom der Einheitsmatrix I = I,,.
F.2: Wirdz=12z,= 11 = exp(2i/n)=cos(2 7 /n) +i-sin(2 7 /n), n-te Einheitswurzel (i= V—1),
gewahlt so sind die charakteristischen Polynome von C und S gegeben zu

pe(X, zn) = X" = nx" = x"}(x — n) und (2.3)
ps(X, za) = X" + Z (—1)'2"1(’;] X", (2.4)

F.3:Setztmanz=2," k=0, 1, .., n—1, so bleiben die Gleichungen (2.3) und (2.4) erhalten.

F.4: Wird z = -z, gesetzt, so sind fir
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n gerade: Pc(X, -Zn) = pe(X, za) und ps(x, .zn) = ps(x, z,) (2.5)
n ungerade: Pc(X, -zn) = ps(X, zn) und ps(x, .zn) = pc(X, za). (2.6)

F.5: st z =z, = exp(7i/n) =cos(z/n) +i-sin( 7 /n) so ergeben sich die Polynome
Pc(X, Z2n) = ps(X, zn) und Ps(X, Zan) = pe(X, zn). (2.7)

Bemerkungen:
B.1: Der vollstandige Graph K, mit n Knotenpunkten hat das charakteristische Polynom
Pn(X) = (x = n + 1)(x + 1) Somit ist pe(X, zn) = pra(x — 1) = (x — n)x" ™.

B.2: Mit der Formel (2.4) 1aRt sich eine weitere (allerdings weniger geeignete) Formel fiir
ps(X, zn) herleiten:  ps(x, zn) = X" +% [(x = 2)" = x"] = B[x"+ (x = 2)"].

Es sind z = z,, z* = 75, X die Eigenwerte und uj(C) = u(C, x;) die dazugehorenden
Eigenvektoren der Matrix C (ganz analog bei S).

Satz 2:
Die Eigenwerte von C kdnnen aus der Gleichung (2.3) sofort abgelesen werden. Eigenwert x;

= n hat die Vielfachheit 1 und die (ibrigen Eigenwerte sind x, = X3 = ... = x, = 0. Die
dazugehoérenden Eigenvektorenm ui(C) von C ergeben sich zu u(C) = (1, z"l, ey z("l)(”'l))T.

Die Eigenwerte von S werden auf andere Weise bestimmt. Hierzu nutzt man nach Davis'!

neben z =z, = exp(2 7 i/n) und z* = z,, = exp( 7 i/n) die in Gleichung (1.2) gegebene
begleitende Funktion fs(x). Man setze hierin fiir x = z*2"* und erhilt den Eigenwert
x = fs(z*2"™).
k=n-1 k=n-1
Somitist x = fs(z*z"l) = z zk(z*z"l)k = Z (z*z')k.
k=0 k=0
Es sind z*2' = exp((21 + 1) 7 i/n) = cos((21 + 1) z /n)) + isin((2! + 1) 7 /n)).
Wir betrachten von x; den Real- und den Imaginarteil getrennt, wobei zwei Formeln von
Ryshik und Gradstein™

k=n

cos(u + kv) = cos(u + (n — 1)v/2)sin(nv/2)cosec(v/2) und (2.8)

genutzt werden kdnnen:

sin(u + kv) = sin(u + (n — 1)v/2)sin(nv/2)cosec(v/2). (2.9)

k=1

Es sei bemerkt, dass fur Winkel w gilt: cosec(w) = (sin(w))™.

Zur Berechnung von x; = Re(x)) + i Im(x;) setze man in den Formeln (2.8, 2.9) u =0 und
v=(2l+1) 7 /n.

Fir den Realteil Re(x)) von x; erhdlt man zunachst
k=n-1

Re(x) = Z cos(kv) = cos((n — 1)(v/2)sin(nv/2){sin(v/2)}™.

Mit cos((ni— 1)v/2) = cos(nv/2 —v /2) = cos(nv/2) cos(v /2) + sin(nv /2)sin(v/2)
ist Re(x) = [cos(nv/2) cos(v /2) + sin(nv/2)sin(v/2)]sin(nv/2){ sin(v/2)}™".

In diesem Produkt sind wegen v = (2l + 1) 7z /n:
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cos (nv/2) = cos((21 + 1) £ /2) = 0, sin(nv/2) =sin((2l + 1) 7 /2) = £ 1 und
sin(v/2) =sin((21 + 1) 7 /2n) # 0, cos(v/2) = cos((2] + 1) 7 /2n) # 0.

Also ist Re(x) = sin®((2l + 1) 7 /2) =1 furjedes1=0,1,..,n—1undn>1.

Fir den Imaginarteil Im(x;) von x, ergibt sich
k=n-1

Im(x) = Z sin(kv) = sin((n — 1)v /2)sin(nv /2){sin(v/2)}".

Mit sin((n ; 1)v/2) = sin(nv/2 — v/2) = sin(nv /2) cos(v /2) — cos(nv/2)sin(v/2) ist
Im(x)) = [sin(nv /2) cos(v /2) — cos(nv/2)sin(v/2)] (sin(nv/2){sin(v/2)}™.

Wegen der Formeln (#) ist

(#)

Im(x)) = sin’(nv/2)cos(v/2)/sin(v/2) =cot(v/2) = cot((2l + 1) 7 /2n) fiir jedes | =0, 1, ..., n—1

und n>1.
Damit gilt der
Satz 3:

Die Eigenwerte von Matrix S sind fir | =1, 2, ..., n gegeben zu
x=1+i-cot((2l+1)7/2n),i=+-1,1=0,1,..,,n=1,n>1 bzw.
x=1+i-cot((2l-1)z/2n),i=+-1,1=1,2,..,n,n>1.

Die Eigenvektoren(l) u(S) von S sind u(S) = (1, (z*z"l), v (z*z("l))(”'l))T.

Mit den Eigenwerten von Matrix S und Gleichung (2.4) ist
I=n
[T (1+i-cot((21-1)7/2n)) = (-1)"ps(x = 0, ;) = 2" bzw.
=1
I=[n/2] I1=|n/2]
[T (@+cot’((21-1)7z/2n)) = [sin((2 - 1) 7z /2n)]? =
=1 =1
I:Ln/ZJ
= (1+tan’((n+1-21)7/2n)) =2""

I=1

Die Gleichungen (2.11) und (2.12) geben AnlaB zu weiteren Untersuchungen.

Bekannt ist die Summenformel®

S* cot?((21— 1) 7 /4n) = n(2n - 1).

I=1

Die hierzu allgemeinere Formel ist

I=n I=n

> (1+cot’[(21-1)z/(2n)]) = Y. I[sin((2I-1) 7z /2n)]”* =

=1 I=1
!

= ) (1+ tanz[(n +1-2)xz/(2n)]) = n’.

=1

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)



Zum Beweis von (2.14) betrachten wir zunachst die Polynome

I=n I={n/2]

fon)P =[] (@ +xcot’[(21-1)7z/(2n)]) = { [] {1 +x’cot’[(21-1)z/(2n)])Y’
und

j=lni2] , n
ba(x) = 1/2[(x + 1)" +(-x + 1)" = a(n, 2j)x* mit a(n, 2j) = (2 j

j=0 J

Esist
Pn(x) = bn(x), (2.15)

denn fiir x = 0 ist py(0) = b,y(0) = 1, beide Polynome p,(x) und b,(x) haben den Grad 2\_n/2j
und deren Nullstellen sind +i-tan[(21-1) 7 /(2n)] furl=1, 2, ..., \_n/2J. Damit sind die

Nullstellen von b,(x) auch gegeben zu i-tan[(21 - 1) 7 /(2n)], wobei | € {1, 2, ..., n} und flir n
ungerade ist | # (n+ 1)/2 zu wéhlen.

I=n

Da a(n,2) = (Zj =n(n-1)/2ist, erhilt man cot’[(21-1) 7 /(2n)] = 2-a(n,2) = n(n — 1) und
=1

somit 3 {1+ cot’[(21-1) 7 /(2n)]} = n*. ©

I=1

Mit Formel (2.15) kénnen weitere trigonometrische Produkte und Summen gefunden

werden.

Es sei noch eine, der Formel (2.15) dhnliche Beziehung gegeben:
I=n j=ln/2] (n ‘

agn(X) = (1+xcotl(2I-1)z/(2n)]) = D (-1)1(2 _JXZJ = bn(i- x). (2.16)
I=1 =0 J

3. Die Koeffizienten von ps(x, z,)

n
Firn>0und 0 < | < n kdnnen die Koeffizienten s(n, 0) =1 und s(n, 1>0) = (_1)|2H(1J e

~

charakteristischen Polynome ps(x, z,) = s(n, I)x”'I in Form eines Dreiecks, analog dem
1

Pascal-Dreieck, angeordnet werden (s. u.). Dabei setze man zur Vervollstandigung s(0, 0):= 1.

Il
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n x=1 x=-1
0 1 1 1
1 1 -1 0 -2
2 1 -2 2 1 5
3 1 -3 6 -4 0 -14
4 1 -4 12 -16 8 1 41
5 1 -5 20 -40 40 -16 0 -122

Diese Anordnung werde als S-Dreieck (kurz: SD) bezeichnet. Daneben findet man zwei
Spalten mit den Werten fir ps(x = 1, z,) und ps(x = -1, z,,).

In SD gelten:

i) Mit den Wertens(n = 0,0) =1, s(n, 1) =-n und s(n, n) = (-1)"2"* gilt fir 1=2,3,..,n-1
die Rekursionsformel
s(n,I)=(-2)s(n=1,1-1)+s(n—1, ). (3.1)

Denn es ist mit s(n, |) = (-1)'(2)"{7), 1<l<n,

s(n,)=-2-s(n-1,1-1)+s(n-1,1) =

TR I n-1 PIRTE! n-1 o]

(-2)[(-1)"-2 (l_ljhl( 1) -2l [ ; ]] (-1)-(2) (1] ©
i) psix=1,20) =S s(n, ) = %(1+ (-1)"). (3.2)
Beweis:

A= @2)=3 (—2)'('3 142 (—1)'2"{7} = 2ps(1, 20) ~ L. ©
i) ps(x = -1, z,) = 3 (-1)'s(n, 1) = %(-1)"(3" + 1) (3.3)
Beweis:

I=n n
Esist (-1)"ps(x=-1,z,) =1+ ZI-{IJ und mit

I=1

I=n I=n
3"=(1+2)"= 2'(7] =1+2) 2"1['3 = 2(-1)"ps(x = -1, z,) — 1 folgt Formel (3.3). ©
1=0 I=1
iv) Fir n = 1gelten aullerdem:
ps(x = -1, z) = -3ps(x = -1, zo.1) + (-1)"" und (3.4)
mit | > ooist lim [s(2l, )/s(21-2,1-1)]=-8. (3.5)

v) Die Zahlenfolge {(-1)'5(2I,I)} ist in Sloane'*? unter der Nummer A069723 (A082142,
Duplikat) zu finden. Die Zahlenfolge {| ps(x =-1,z,) |}ist unter AO07051 bzw. A124302 und

die Zahlenfolge {-| ps(x=-1,z,| }unter A123183 gegeben.
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4. Eine Determinante

Von Interesse kdnnte die n-reihige Determinante d = det(d;«) mit djx =s(j + k=2, k—1) sein
j+k-=2
(,k=1,2,..,n),wobeidj=1und dj1= (—1)"'12""2 k—1 sind. Der Faktor (-1) in jeder

zweiten Spalte von d und die Potenzen von 2 kdnnen als Produkt (-1) |_n/2j 2° mitb =

n—1 . . . B |_n/2j b _
vor die Determinante gezogen werden, sodass sich d = (-1) 2°c und c =det(

j+k-=2
k—1 |)ergeben.

Re'nyi(lo) hat gezeigt, dass c = 1 ist. Das beweist den

Satz 5:

Die Determinante d(n) = det(dj) mitdx=s(j+k—-2,k—1)undj, k=1, 2, .., n, wobeidj; =1
k-2 k=2 . Ln/zj . n-1

und dj-1 = -(-2) k—1 sind, hat den Wert d(n) = (-1) 2°mita= it (4.2)

Dabei bedeutet |_xj die groRRte ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist (\_3J = \_ﬁJ =3). ©
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