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NUMERISCHE SYNTHESE UBERBESTIMMTER
MECHANISMEN

René Bartkowiak®, Christoph Woernle*

* Fakultat fir Maschinenbau und Schiffstechnik, Universitat Rostock
email: {rene.bartkowiak, woernle}@uni-rostock.de

Abstract

Der Freiheitsgrad einer rdaumlichen kinematischen Schleife kann im Allgemeinen
mit Hilfe des Gribler-Kutzbach-Kriteriums bestimmt werden. Dieses gilt jedoch
nur, wenn die durch die Gelenke eingebrachten Bindungen voneinander unab-
hangig sind. Sind die auftretenden Bindungen aufgrund spezieller geometrischer
Eigenschaften voneinander abhéngig, so kann dies zu weiteren Bewegungsfrei-
heitsgraden fuihren. In diesem Falle wird von Uberbestimmten Mechanismen ge-
sprochen.

Wéhrend fur die kinematische Analyse Uberbestimmter Mechanismen allgemein-
gulltige Ansatze existieren, beschranken sich die Syntheseverfahren meist auf spe-
zielle Klassen Uberbestimmter Mechanismen. Im Folgenden wird ein Ansatz zur
Synthese (berbestimmter einschleifiger Mechanismen mit Schraubgelenken vor-
gestellt.

Betrachtet werden kinematische Einzelschleifen mit n < 6 Kérpern und Schraub-
gelenken (nH-Schleife). Die SchleifenschlieBbedingungen kdnnen mit Hilfe der
Schraubachsen der Gelenke als implizite Bindungen auf Geschwindigkeitsebe-
ne ausgedriickt werden. Fir den Fall, dass die kinematische Schleife einen Be-
wegungsfreiheitsgrad von f = 1 aufweist, existiert eine einparametrige explizi-
te Losung der impliziten Bindungen, welche jedoch im Allgemeinen nicht analy-
tisch gefunden werden kann. Aus diesem Grund werden die impliziten Bindungen
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auf Geschwindigkeitsebene durch eine Taylorreihe approximiert und die notwen-
dige Bedingung des Rangabfalls der Koeffizientenmatrix mit Hilfe von reziproken
Schrauben formuliert. Dies liefert notwendige Bedingungen fir die endliche Be-
weglichkeit einer nH-Schleife. Es kann gezeigt werden, dass das Erfllltsein ei-
ner endlichen Anzahl dieser notwendigen Bedingungen hinreichend ist flr die
endliche Beweglichkeit der nH-Schleife. Dadurch kénnen die gewonnenen Be-
dingungen fur die numerische Synthese von nH-Mechanismen verwendet wer-
den.

1 Einleitung

Im Folgenden werden Mechanismen mit einer kinematischen Schleife betrach-
tet. Ein solcher Mechanismus besteht aus dem Gestell und weiteren nxk starren
Koérpern, die durch ng = nky1 ideale Gelenke mit den relativen Gelenkfrei-
heitsgraden f;,i = 1, ..., ng, miteinander verbunden sind. Durch das SchlieBen
der Schleife unterliegen die relativen Gelenkkoordinaten sechs Bindungen, den
SchleifenschlieBbedingungen. Die SchlieBbedingungen lassen sich als ein Sys-
tem von sechs impliziten algebraischen Gleichungen in den relativen Gelenkkoor-
dinaten formulieren.

Sind die sechs SchlieBbedingungen voneinander unabhéngig, so betragt der Frei-
heitsgrad des einschleifigen Mechanismus nach der Formel von GRUBLER und
KuTzBACH

F:Zfi—ﬁ. (1

Sind jedoch die SchlieBbedingungen in allen Lagen des Mechanismus voneinan-
der abhangig, so erhdht sich der Freiheitsgrad des Mechanismus gegenlber (1).
Solche Mechanismen werden als lberbestimmt oder (ibergeschlossen bezeich-
net.
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Im vorliegenden Beitrag werden allgemeine Bedingungen fir die Beweglichkeit
Uberbestimmter Mechanismen formuliert. Mit Hilfe dieser Bedingungen kdnnen
die Abmessungen der Getriebeglieder so ermittelt werden, dass ein iberbestimm-
ter Mechanismus entsteht. Fiir eine kompakte Darstellung der kinematischen Zu-
sammenhange werden dazu Schraubenkoordinaten und die dafir giltige Schrau-
benalgebra verwendet.

2 Grundlagen der Schraubentheorie

Die Schraubentheorie wird zur Beschreibung statischer und kinematischer Zu-
sammenhénge in der Starrkdrpermechanik verwendet und wurde erstmals von
Sir ROBERT BALL veréffentlicht [1]. Im Folgenden werden einige Grundlagen zur
Schraubentheorie dargestellt, welche mathematisch giinstig mit Hilfe dualer Gré-
Ben formuliert werden kann.

Duale GroBen Eine duale Zahl ein Ausdruck der Form @ = a+-c<a.. Hierbei sind a
der Realteil und a. der Dualteil. Firr die duale Einheit ¢ gilt € = 0. Vektoren lassen
sich ebenfalls als duale GréBen darstellen und werden dann zur Darstellung von
gerichteten Geraden im Raum und in ihrer allgemeinen Form zur Darstellung von
Schrauben verwendet.

Dualer Einheitsvektor Ein dualer Einheitsvektor, auch Einsschraube,

=e+tce.=e+ere,le|=1 2)

o>

kennzeichnet eine gerichtete Gerade (Speer) im Raum, siehe Abbildung 1. Hier-
bei wird das Kreuzprodukt zweier Vektoren mit Hilfe des Tildeoperators in Ma-
trizenschreibweise dargestellt, a x b = ab = —ba. Werden der Realteil und
der Dualteil von (2) in einem beliebigen Koordinatensystem dargestellt, so werden
die sechs normierten PLUCKER-Linienkoordinaten der Geraden in diesem Sys-
tem erhalten, (ex:ey:e;:ecqx:ecy:ec). Sie unterliegen der Normierungs-Neben-
bedingungen eTe = 1bzw.e? + e? + e2 = |e|*> = 1 sowie der PLUCKER-

Bedingung eTe. = 0bzw. ege., + eye.y +e.e.. =0.
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Abbildung 1: Dualer
Einheitsvektor

Allgemeiner dualer Vektor Ein allgemeiner dualer Vektor

a=a+ca. =a+e(ra+ha)

3
:a+€(asl+a5”) =

stellt eine Schraube dar, siehe Abbildung 2. Diese kann als eine gerichtete Gera-
de g mit einer zugehdrigen skalaren GréB3e, der Steigung h, aufgefasst werden.
Der Realteil von a ist der Richtungsvektor der Geraden g. Der Dualteil von a ent-
halt das Moment a., = ra von a bezlglich Oy, das die Lage von g im Raum fest-
legt, und einen Vektor a.| = ha, der die Steigung h festlegt.

Abbildung 2: Allgemeiner
dualer Vektor

Fir die Implementierung in ein numerisches Verfahren wird im Folgenden die Mo-
tor-Notation fir duale Vektoren verwendet, welche es ermdglicht, die Zusammen-
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hange dualer Vektoren mit Hilfe der linearen Algebra auszudriicken [3],

:[a]. )
Qe

Bewegungsschraube Ist der Geschwindigkeitszustand eines starren Koérpers

<3

durch dessen Winkelgeschwindigkeitsvektor w = we und den Geschwindigkeits-
vektor vp eines korperfesten Punktes P gegeben, so lasst sich die Starrkér-
perbewegung momentan als eine Schraubbewegung um eine Gerade é darstel-
len, welche als die Momentane Schraubachse (MSA) des Korpers bezeichnet
wird. Hierzu wird der Geschwindigkeitsvektor vp in die jeweils zum Richtungs-
vektor e parallelen und orthogonalen Komponenten zerlegt, vp = vi + v).
Durch Parallelverschiebung des Richtungsvektors e in Richtung —€ = @, /w?
durch den Punkt @ wird die Momentane Schraubachse é erhalten, vgl. Abbil-
dung 3.

Der Bewegungszustand des Kérpers l&sst sich mit Hilfe der Einheitsschraube a =
(1+eh)é als Schraubung mit der Steigung h um die Momentane Schraubachse é
ausdricken als

MR

Mit @ ist die Bewegungsschraube bzw. Kinemate (im Englischen auch twist) des

w

Tw+ hw

w
} . (5)

Korpers gegeben. Der Ausdruck wa. = rw + hw in (5) stellt die Geschwindig-
keit eines korperfesten Punktes dar, welcher mit dem raumfesten Bezugspunkt O
momentan zusammenfallt.

Kraftschraube Nach POINSOT lasst sich aquivalent zum Geschwindigkeitszu-
stand des starren Kérpers ein Kraftwinder, bestehend aus dem Kraftvektor F' und
dem Momentenvektor M, als eine Schraube

RHEE

darstellen, welche auch als Kraftschraube bzw. Dyname (im Englischen auch

F
rF +hF

(6)

wrench) bezeichnet wird.
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Abbildung 3: Bewegungs-
schraube

Reziprozitat Wirkt auf einen starren Korper, dessen momentaner Geschwindig-
keitszustand durch die Bewegungsschraube w gegeben ist, die Kraftschraube F
und verschwindet der Ausdruck F'T w. + FT w = 0, so werden die Schrauben
F und & als zueinander reziprok bezeichnet. Physikalisch betrachtet, erzeugt die
Kraftschraube F' keine Leistung gegen die Bewegungsschraube w.

Differentielle Schraubbewegung Die differentielle Lageanderung eines Ein-
heitsvektors e nach einer differentiellen Rotation dp um die Drehachse u, siehe
Abbildung 4, ist gegeben durch de = u e de.

Abbildung 4: Differentielle Schraubbewegung

Durch Anwendung des Ubertragungsprinzips nach KOTELNIKOV, kann die diffe-
rentielle Lagednderung einer Einheitsschraube a nach einer differentiellen Schrau-
bung um den dualen Einheitsvektor & = u+su. geman (2) mit dem differentiellen
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dualen Winkel d¢ = de+edl = (1+eh)de mit der Motordyade

~ [ a0 }
w=| _ (7)
Us: U

ausgedriickt werden als

ISR
<3

d

12

de. (8)

Gleichung (8) stellt ein lineares Differentialgleichungssystem fiir die Komponen-
ten des dualen Vektors a dar. Die Differentialgleichung (8) lasst sich unter Be-
riicksichtigung von dg = (1 + eh)dyp aquivalent durch die Einheitsschraube b =
(1 + eh) @ darstellen als eine differentielle Schraubung um b mit dem Parameter
dg = dep,

dg. 9)

Q>

I
IS
<3

d

Im Fall einer reinen Translation ist die Steigung h — oo (d¢ — 0), und der Zu-
sammenhang (9) wird ersetzt durch

0
= { Pa ]dq, (10)

d

Q>

mit der infinitesimalen Translation dg = d¢ = h dy entlang u.

3 Kinematische Ketten

Betrachtet werden im Folgenden offene kinematische Ketten mit den Kérpern 1
bis n, welche mittels Schraubgelenken verbunden sind, siehe Abbildung 5. Fiir die-
se kinematischen Ketten werden die Beziehungen zwischen der Geschwindigkeit
des Kérpers n und den relativen Gelenkkoordinaten g; mit Hilfe der Schrauben-
theorie als implizite Bindungen beschrieben. Im Anschluss werden in Abschnitt 4
die Beziehungen zwischen den Gelenkkoordinaten in kinematischen Schleifen,
welche durch Verbinden des Kérpers n mit dem Basiskérper 0 erhalten werden,
durch die sich ergebenden SchleifenschlieBbedingungen dargestellt.
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Die Lage der Schraubgelenkachsen in der kinematischen Kette nach Abbildung 5
wird beschrieben in der Form

a; a; .
;= = _ , i=1,...,n, (11)
[« 2] T a; + hia;

mit den Einheitsvektoren a; der jeweiligen Schraubachsen, den Momenten 7; a;

<3

der Vektoren a; bezlglich des Ursprungs O,, des Referenzsystems auf dem Kor-
per n und den Steigungen h; der Schraubgelenke.

Abbildung 5: Offene kinematische Kette mit Schraubgelenken

IneinerLageq=1[ ¢ ... g¢n |* derkinematischen Kette ergibt sich die Be-
wegungsschraube des Korpers n bezliglich des Basiskdrpers 0 als die Summe der
n relativen Bewegungsschrauben a; ¢;,i = 1, ..., n, der Gelenke,
q1
Wn o al e Qan
Wne QAc1 .. Qcn . (12)
an
- w, = J(q) q.

Die Achse (Gerade) é,, der Schraube w,, = W, €, stellt die Momentane Schrau-
bachse der Bewegung des Kérpers n dar. Die Matrix J in (12) wird als die Jaco-
bimatrix des Kérpers n bezeichnet.
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Differentielle Bewegung der Schraubachsen Im Folgenden wird die Lageéan-
derung der Gelenkachse a, aus Abbildung 5 infolge von differentiellen relativen
Verdrehungen dg;, i = 1, ..., k—1, um die Schraubachsen der Gelenke zwischen
dem Basiskérper 0 und der Gelenkachse a, betrachtet. Diese kann als Summe
der nacheinander ausgefiihrten differentiellen Schraubungen, entsprechend (9),
dargestellt werden,

k—1
da, = > a,a,dg;. (13)

i=1

4 Kinematische Schleife mit Schraubgelenken

Durch das SchlieBen der Schleife werden die voneinander unabhangigen relati-
ven Gelenkkoordinaten der offenen kinematischen Kette geometrischen Bindun-
gen unterworfen, welche sich mathematisch als implizite SchlieBbedingungen der
Schleife ausdriicken lassen [6].

Implizite SchlieBbedingungen auf Geschwindigkeitsebene Wird in einer kine-
matischen Kette geman Abbildung 5 der Kdrper n mit dem Basiskérper 0 verbun-
den, so verschwindet die Relativgeschwindigkeit der beiden Kérper, also @,, = 0.
Aus (12) entstehen damit die impliziten SchlieBbedingungen flr die Gelenkge-
schwindigkeiten ¢; in der aktuellen Lage q,

q1

0 . . .
|:0:|:[ a, a, ] . , (14)

Gn

- 0 = G(q) q

welche auch als die SchlieBbedingungen erster Ordnung bezeichnet werden. Die
(6,n)-Matrix G in (14) wird als Bindungsmatrix bezeichnet.

Differentielle Bewegung der Schraubachsen Fir die Synthese von (berbe-
stimmten nH-Mechanismen werden die impliziten SchlieBbedingungen auf Ge-
schwindigkeitsebene (14) mittels TAYLOR-Reihenentwicklung lokal approximiert.
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Dazu werden die héheren Ableitungen der Schraubachsen a; nach den unabhén-
gigen Gelenkkoordinaten, den Minimalkoordinaten, benétigt. Ohne Beschréankung
der Allgemeinheit werden die Kérper 0 und n und damit die Schraubachsen a,
und a,, der Schleife als raumfest angenommen. Die differentielle Bewegung der
Schraubachsen a; ist nach (13) gegeben durch

dél =0,

da, =a,6,dq,

da, , = élgn—ldql + Ezgn—1dq2 +oo+ En—QQn—ldqn_27

da =0.

n

Fir den Fall, dass die nH-Schleife den Freiheitsgrad f = 1 aufweist, welcher
beispielsweise durch die Minimalkoordinate s = ¢,, beschrieben wird, werden die
Ableitungen nach s mit den Definitionen

_ dgi
A= (16)
und
., _ da,
a‘z - dS (1 7)

) =0,
@/2 - _él QQ )\17
(18)
@, ==, 8, M —Gya, (Ao——@, 5@, A2,
a, =0.

Héhere Ableitungen werden durch Anwendung der Produktregel erhalten.
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5 Uberbestimmte nH-Mechanismen

Fir eine allgemeine nH-Schleife ist mit der (6, n)-Bindungsmatrix G in den impli-
ziten SchlieBbedingungen (14) der lokale Freiheitsgrad durch

Sflokal =1 — Rang(G) (19)

definiert. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit soll die Lage der Schraubach-
sen a, mit Hilfe des Vektors der Minimalkoordinaten s parametriert werden. Bleibt
der Rang der (6,n)-Bindungsmatrix G in allen mdglichen Lagen der Schrau-
bachsen a,(s), welche sich in der aktuellen Zusammenbaukonfiguration errei-
chen lassen, konstant, so ist der globale Freiheitsgrad der nH-Schleife gegeben
durch

Sfelobal =1 — Rang(G(s)). (20)

Weist bei nH-Schleifen mit n < 6 die (6, n)-Bindungsmatrix G einen Rangabfall,
Rang(G) < n, in allen mdglichen Lagen einer Zusammenbaukonfiguration auf, so
ist die kinematische nH-Schleife (berbestimmt. Ist der Rang der Bindungsmatrix
in allen méglichen Lagen der Schraubachsen g, (s), welche sich in der aktuellen
Zusammenbaukonfiguration erreichen lassen, konstant, Rang(G(s)) = n — f,
so besitzt die Uberbestimmte nH-Schleife den globalen Bewegungsfreiheitsgrad
falobal = f, und die impliziten SchlieBbedingungen auf Geschwindigkeitsebe-
ne

G(s)g(s)=0 (21)

besitzen eine f-parametrige Lésungsmannigfaltigkeit, parametriert durch die Mi-
nimalkoordinaten s =[ s; ... s5 |

6 Mobilitatsbedingungen

Die impliziten SchlieBbedingungen erster Ordnung einer nH-Schleife (14) bilden
ein homogenes lineares Gleichungssystem (LGS) fiir die Gelenkgeschwindigkei-
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ten g;, welches f = n—Rang (a,, ..., a,) nichttriviale Ldsungen besitzt.

Im Folgenden werden einschleifige nH-Mechanismen, n < 6, mit dem globalen
Freiheitsgrad fgioba1 = 1 und somit Rang (a,, ..., a,) = n — 1, vgl. (20), be-
trachtet. Das homogene LGS (14) kann dann in das inhomogene LGS

A1
a, = |a a, . | C =%
qn (22)
Anfl
- a, = A A
Uberfuihrt werden, fur welches eine Lésung im Falle von
a,€{a ... a,,} (23)

existiert. Da die (6,n — 1) Matrix A in (22) nach Voraussetzung vollen Rang hat,
Rang (A) = n — 1, ist die Lésung von (22) im Falle der Existenz mit Hilfe einer
Linksinversen, zum Beispiel der MOORE-PENROSE-Pseudoinversen A+ gegeben
durch

A=A" (24)

[SB

n*

Fir den Fall, dass die Schraubachsen a; der Gelenke einem Uberbestimmten
nH-Mechanismus mit dem Freiheitsgrad fg1ona1 = 1 angehoren, besitzt (22) eine
durch die Minimalkoordinate s beschreibbare einparametrige Losungsmannigfal-
tigkeit A = A(s) und somit auch A = A(s). Mit der Einschrankung ¢, # 0 wird
als Minimalkoordinate s die Gelenkkoordinate des n-ten Gelenkes s = ¢, defi-
niert. Somit lautet das inhomogene LGS (22) fir einen nH-Mechanismus mit dem
Freiheitsgrad fsional = 1

5 (25)
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Die SchlieBbedingungen auf Lageebene ¢ = ¢(s) und somit die Lage der Ge-
lenkachsen A(s) und A(s) sind im Allgemeinen nicht explizit gegeben. Da die-
se Zusammenhange analytische Funktionen sind, lassen sie sich jedoch exakt in
eine TAYLOR-Reihe entwickeln. Die Reihenentwicklung der SchlieBbedingungen
(25) um die aktuelle Lage so = gno mit s = gno + Js lautet

A(s) A(s)
a,, = (AO+A° 6s+A 05 +. ) <A0+>‘° 55—1—)\ 5% +. ) (26)
mit den GréBBen
@no = Qn:
Ao = A(so),
- dA(s)
ds so
)\0 = A(So)7
N, = dA(s) 7
ds S0
Die Ableitungen Ag =[ &) ... a/,_, |konnen algebraisch mit Hilfe von (18)

ausgedriickt werden. Wenn die Reihenentwicklung (26) flir beliebige Werte von és
gelten soll, dann missen alle Koeffizienten der Potenzen von ds jeweils fur sich
verschwinden. Dies liefert alle SchlieBbedingungen héherer Ordnung in der aktu-
ellen Lage der kinematischen Schleife,

§s°: Agdo = G, 1. Ordnung,

dst: AgA, = —AlXo 2. Ordnung,
(27)
852 AoA] = —A§Xo—2A4), 3.0rdnung,
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Jede der SchlieBbedingungen in (27) ist ein LGS mit sechs Gleichungen und den
Unbekannten Ao, Ay, Aj, . . .. Die nH-Schleife ist global beweglich, wenn eine L6-
sung aller SchlieBbedingungen in (27) existiert. Eine eindeutige L&sung von (27)
existiert dann und nur dann, wenn jede rechte Seite von (27) im Spaltenraum der
Matrix A liegt, also

a0 —ApXo, —ATXA-240X, . €{ ay ... a, ., | (@9

Unter dieser Voraussetzung kdnnen die Lésungen der linearen Gleichungssys-
teme in (27) jeweils mit Hilfe einer Linksinversen der Matrix Ao, zum Beispiel der
MOORE-PENROSE-Pseudoinversen A¢, dargestellt werden als

>\0 = A(T QnO’
A(J = _Ag A6 AOv
(29)
Ay = —AF (AT +240 ),
beziehungsweise nach sukzessivem ineinander Einsetzen
>\0 = Ag Qn07
Ao =—AJ A AT a,,,
(30)

"
>‘0 n0?

AL (245 AT Ay + AY) Af a

Die Bedingung (28) kann mit Hilfe der Schraubentheorie geometrisch gedeutet
werden. Alle Schrauben auf der rechten Seite von (27) und die Schrauben in den
Spalten von A, weisen die gleichen p = 6 — Rang(Ao) = 7 — n reziproken

Schrauben k;, j = 1,..., (7 — n) auf, also
AT | 0 FE
EXAZZ0 mit A= . i=1,...,(T—n), 31
RjomT [E 0:| J ( ) (31)

wobei Z fUr eine beliebige rechte Seite der LGS (27) steht. Die reziproken Schrau-
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ben Ejo werden aus den Reziprozitatsbedingungen

koAA) =0 bzw. AT Ak, =0, j=1,..,(T—n) (32)
durch Bilden einer Basis des Nullraumes,

k,0(Ao) C Kern (A0TA>, j=1,...,(T—n) (33)

erhalten. Einsetzen von (27) und (30) in die Reziprozitatsbedingung (31) liefert
ein System von m(7 — n) nichtlinearen Gleichungen 0 = g, (a,,) fir die 6n

gesuchten Schraubenkoordinaten a,, ,i =1,...,n,
~T N N ~
0=~Fk;(Ao)Aa,, =91 (@10, 8p0)
~T N N N
OZEjO(AO)AAfJ AF @, =92(@yg,- -+, 8p),
0=k (Ao) A (—24) AF Ay + AY) AT &, , = g3 (a 5 (34)
_7]'0( 0) ( 0Ay Ag + O) 0 Qo =93 (Ayg,--58p0),
0=... =gm (Qrgy -+ Qug) s
furj =1,...,(7 —n), welche im Folgenden als Mobilitidtsbedingungen bezeich-

net werden [2]. Der Index m ist hierbei die h6chste Ordnung der eingearbeiteten
SchlieBbedingung, vgl. (27). Die Mobilitdtsbedingungen (34) sind notwendige Be-
dingungen fiir globale Beweglichkeit eines nH-Mechanismus und sind unabhan-
gig von der Wahl des Bezugssystems. Fir eine nH-Schleife liefert die Lésung
des nichtlinearen Gleichungssystems (34) diejenigen Schraubachsen a,,,7 =
1,...,n, inder aktuellen Lage, welche die SchlieBbedingungen bis zur Ordnung m
erflllen.

Es kann gezeigt werden [4], dass eine flr globale Beweglichkeit hinreichende,
aber bisher unbekannte, Ordnung der SchlieBbedingungen mmax €existiert. Das
bedeutet, wenn alle Schraubachsen a,,,7 = 1,...,n, in der aktuellen Lage die
notwendigen Bedingungen (34) bis zur Ordnung mmax erfillen, dann sind auch
automatisch alle notwendigen Bedingungen héherer Ordnung erflllt, und die nH-
Schleife hat den Bewegungsfreiheitsgrad fsionar = 1.
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7 Numerischer Synthesealgorithmus

Der numerische Synthesealgorithmus wird im Folgenden exemplarisch fir den 6H-
Mechanismus, n = 6, und den Freiheitsgrad fs1ona1 = 1 dargestellt. Es werden
diejenigen Schraubenkoordinaten der Gelenkachsen a,,i = 1...,6, ermittelt,
welche die Residuen der Mobilitdtsbedingungen (34) bis zu einer definierten Ord-
nung Mmnum NumMerisch zu Null erflllen. Wenn die Ordnung muum hinreichend far
die globale Beweglichkeit der nH-Schleife ist, dann gehdren die so bestimmten
Gelenkachsen einem Ulberbestimmten Mechanismus an.

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit wird die Schraubachse a, in die x-Achse
des Referenzsystems gelegt, also

g1:[1 00 h 0 o]T. (35)

AuBerdem wird die zweite Gelenkachse, siehe Abbildung 6, durch die GréBen

{, az1, az3 definiert als

T
a, = [ a1 0 a2z a3l + hoazr 0 —a2if + hoass } . (36)

Abbildung 6: Definition der Achsen a, a2

Unbekannte GréRen sind somit

e die Steigung der ersten Schraubachse hi (1 Unbekannte)

e die Lage der zweiten Schraubachse mit den GréBen az1, azs sowie dem
Abstand ¢ (3 Unbekannte)

e die jeweils sechs Schraubenkoordinaten der vier weiteren Schraubachsen

a;1, q2, 43, Ai4, Ais, Ais, © = 3,6 (24 Unbekannte).
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Flr die numerische Synthese eines 6H-Mechanismus werden die insgesamt 28
Unbekannten zu einem Vektor & zusammengefasst. Fir die Unbekannten x wer-
den zufallige Startwerte fir die numerische Lésung generiert. Diese Startwerte
werden mittels geeigneter numerischer Verfahren so iteriert, dass die Residu-
en der Mobilitatsbedingungen g1 () , - . ., gmuum () verschwinden. Nebenbedin-
gungen sind die Normierungsbedingungen der Schrauben.

Ziel des Synthesealgorithmus ist es also, numerische Werte fir  und somit Ko-
ordinaten fiir die Schraubachsen a,,7 =1, ..., 6 zu finden, so dass die Residuen
der Mobilitatsbedingungen gi(x), ..., gmu.. (€) aus (34) und die Normierungs-
bedingungen f; = |a; (z)| — 1,4 = 2,...,6 zu Null werden. In der vorliegenden
Arbeit wurden dazu verschiedene numerische Verfahren in MATLAB, ausgehend
von zuféllig generierten Startwerten, getestet.

Fir den Fall, dass die Ordnung der héchsten mit beriicksichtigten SchlieBbedin-
gung mnum hinreichend ist fir globale Beweglichkeit, so liefert dies einen numeri-
schen Reprasentanten einer Familie von Uberbestimmten Mechanismen.

Mit dem beschriebenen numerischen Algorithmus wurden viele Beispiele von glo-
bal beweglichen Mechanismen mitn =4, ..., 6 Gelenken vom Typ Dreh-, Schub-
und Schraubgelenk gefunden [5, 7]. Dabei konnte ebenfalls die zur Synthese
hinreichende Ordnung der zu erfiillenden SchlieBbedingungen mupum bestimmt
werden. Die Zwischenergebnisse des beschriebenen Verfahrens kénnen genutzt
werden fiir die numerische Bestimmung der Ubertragungsfunktionen von iiberbe-
stimmten Mechanismen.
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