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Einleitung

Es gibt unter den Geometern und den Astronomen
eine Art Missverstindnis tiber die Bedeutung des
Begriffs Konvergenz:

Die Geometer sind beschdftigt mit vollkomme-
ner Strenge und oftmals gleichgiiltig ob der Ldnge
der unentwirrbaren Berechnungen, deren prinzipi-
elle Moglichkeit sie nachvollziehen, ohne dariiber
zu sinnieren, wie sie diese tatsdchlich effektiv aus-
fiihren konnen. Fir sie ist eine Reihe konvergent,
wenn die Partialsummen einem Grenzwert zustre-
ben, obwohl die ersten Terme sehr langsam abklin-
gen.

Im Gegensatz dazu haben die Astronomen die
Angewohnheit zu sagen, dass eine Reihe konver-
giert, wenn beispielsweise die ersten zwanzig Ter-
me sehr schnell kleiner werden, gleich wohl die fol-
genden Terme unbestimmt wachsen sollten.
HENRY POINCARE (1854 — 1912)

Vor genau 100 Jahren veroffentlichte ALBERT EINSTEIN die endgiiltige Fassung der Feld-
gleichungen einer Theorie der Gravitation |Einstein, 1915al. Diese bezeichnete er als All-
gemeine Relativitatstheorie, da die Feldgleichungen ,dem Postulat allgemeiner Relativitéat
entsprechen, d.h. die in ihrer allgemeinen Fassung beliebigen Substitutionen der Raum-
zeitvariabeln gegeniiber ko-variant sind.“! Mit dieser Theorie der Gravitation lassen sich
nicht nur alle bis heute beobachtbaren Erscheinungen gravitativen Ursprungs beschreiben,
sie besticht zudem durch die Eleganz und Schonheit ihrer mathematischen Formulierung.
EINSTEIN urteilt selbst: ,Dem Zauber dieser Theorie wird sich kaum jemand entziehen
konnen, der sie wirklich erfaft hat: sie bedeutet einen wahren Triumph der durch GAUSS,
RIEMANN, CHRISTOFFEL, RiccCI und LEVI-CIVITER |[sic!| begriindeten Methode des all-
gemeinen Differentialkalkiils.?

Dieser Zauber entsteht auch und gerade durch die enge Verkniipfung der Gravitation
mit der sie erzeugenden Materieverteilung, so dass beide nicht unabhéngig voneinander
vorgegeben werden kénnen. Dies bedeutet auch, dass die Bewegungsgleichungen inhéren-
ter Bestandteil der Feldgleichungen sind und nicht, wie in der NEWTON’schen Theorie,
zuséitzlich gefordert werden miissen. Jedoch ist es auch diesem Umstand geschuldet, dass

!|Einstein, 1915a]
2|Einstein, 1915c]
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sich das Losen der Feldgleichungen fiir konkrete physikalische Systeme als sehr heraus-
fordernde Aufgabe erweist. Bis heute sind nur wenige analytische Losungen bekannt, die
das Gravitationsfeld (also die Struktur der Raumzeit), erzeugt durch kompakte Objek-
te, beschreiben. Fiir viele interessante Probleme ist man auf numerische Methoden oder
Néherungslosungen angewiesen.

Eines dieser Probleme zu Zeiten EINSTEINs war die Periheldrehung des Merkurs. Die
beobachtete Drehung iibertraf die Vorhersage der NEWTON’schen Theorie® um 45" + 5"
pro Jahrhundert. Zugleich mit der Veroffentlichung seiner Feldgleichungen wendet EIN-
STEIN diese auf das Problem der Periheldrehung des Merkurs an |Einstein, 1915b]. Diese
ergaben einen zur NEWTON’schen Theorie zusétzlichen Wert von 43” pro Jahrhundert,
der sehr gut zu dem Beobachteten passte.?

Wie kommt EINSTEIN nun zu diesem Wert? Er erhélt ihn nicht, indem er die Bewe-
gungsgleichungen eines Testteilchens im Zentralfeld der Sonne analytisch 16st, sondern
indem er mittels einer Reihenentwicklung zu einer Naherungslosung kommt. Die null-
te Naherung ist die MINKOWSKI-Raumzeit, in erster Naherung ergeben sich die NEw-
TON’schen Gleichungen.® Den besagten Wert von 43” pro Jahrhundert liefern nun die
Gleichungen in zweiter Naherung, der ersten Post-NEWTON’schen Korrektur. Der erste
Erfolg der Allgemeinen Relativitdtstheorie wird also nicht durch eine analytische, sondern
durch eine Naherungslosung erzielt, in der sich die volle Information der neuen Theorie
noch gar nicht widerspiegelt.

Ein weiteres interessantes, grundlegendes und bis jetzt noch offenes Problem ist die
“cosmic censorship“-Hypothese von PENROSE |Penrose, 1969]. Sie besagt, dass sich bei
einem Gravitationskollaps von (geladener) Materie keine nackten Singularitéiten bilden,
sondern immer auch ein Ereignishorizont um diese entsteht. Aufgrund der Eindeutigkeit
der KERR-NEWMAN-Losung®, sollte demnach immer ein Schwarzes Loch entstehen. Fiir
einige Beispiele eines dynamischen oder quasistationdren Gravitationskollapses konnte
die Hypothese von PENROSE analytisch gezeigt werden.” Fiir viele weitere Beispiele ist
man auch hier auf numerische oder Naherungslosungen angewiesen.

Die Periheldrehung des Merkur ist ein recht kleiner relativistischer Effekt, so dass die
Anwendung einer Naherungslosung gerechtfertigt ist. In der hier vorliegenden Arbeit wer-
den wieder Ergebnisse aus einer Naherungslosung der Feldgleichungen der Allgemeinen
Relativitédtstheorie prasentiert. Hier geht die Post-NEWTON’sche Reihenentwicklung bis
zur zehnten Ordnung, zugleich werden aber auch Aussagen {iber den ultra-relativistischen
Grenzfall gemacht, die einen Beitrag zur “cosmic censorship“-Hypothese leisten. Die Fra-
ge, ob die Reihen auch in diesem Grenzfall konvergieren, kann im Sinne der ’Astronomen’
bejaht, vom Standpunkt der ’Geometer’ aus jedoch nicht entschieden werden.

3Die Periheldrehung des Merkurs wird in der NEWTON’schen Theorie durch die Einfliisse der anderen
Planeten, vor allem Jupiter, verursacht.

4 Das Relativititspostulat in seiner allgemeinsten Fassung, welches die Raumzeitkoordinaten zu phy-
sikalisch bedeutungslosen Parametern macht, fithrt mit zwingender Notwendigkeit zu einer ganz be-
stimmten Theorie der Gravitation, welche die Perihelbewegung des Merkur erklirt. [Einstein, 1915a]

°Fiir das Zweikorperproblem ergibt sich hier keine Periheldrehung.

67.B. [Meinel, 2012].

77.B. der dynamische, kugelsymmetrische Kollaps einer Staubkugel [Oppenheimer and Snyder, 1939)
oder der quasistationére Kollaps einer starr rotierenden Staubscheibe [Neugebauer and Meinel, 1995].



Zusammenfassung

Die Grundlagen dieser Arbeit sind eine ausfiihrliche Beschreibung rotierenden und gela-
denen Staubs unter Voraussetzung einer stationidren und axialsymmetrischen Raumzeit.
Der Darstellung der EINSTEIN-MAXWELL-Gleichungen und des Materiemodells folgt ei-
ne Herleitung der ERNST-Gleichungen. Nach der Einfiihrung von Multipolmomenten
und mitrotierendem Bezugssystem erfolgt eine zweckdienliche Darstellung der KERR-
NEWMAN-L6sung in BOYER-LINDQUIST-Koordinaten. Danach werden elliptische Koor-
dinaten als Grundlage fiir die Untersuchung von Staubscheiben dargestellt. Der letzte
Abschnitt der Grundlagen widmet sich der Frage der Konvergenz von Reihenentwick-
lungen aus physikalischer und mathematischer Sicht. Von Methoden zur Beschleunigung
der Konvergenz, wird insbesondere die PADE-Approximation dargestellt. Dieser folgt eine
Darstellung des Fernfeldverhaltens.

Ein Ergebnis dieser Arbeit ergab sich bei der Untersuchung physikalischer Gréfsen des
rotierenden und geladenen Staubs. Hier kann eine wichtige Parameterrelation hergeleitet
werden.

Nach der Herleitung einer notwendigen und hinreichenden Bedingung fiir den Uber-
gang einer geladen Staubverteilung zu Schwarzen Lochern wird das (globale) Problem
fiir eine starr rotierende, geladene Staubscheibe auf ein Randwertproblem der EINSTEIN-
MAXWELL-Gleichungen im Elektrovakuum zuriickgefiihrt. Die Randwerte lassen sich aus
den inneren Feldgleichungen herleiten und werden physikalisch interpretiert. Das Rand-
wertproblem ist wesentlich komplizierter als im ungeladenen Fall und lasst sich nicht
einfach, z.B. durch eine inverse HARRISON-Transformation, auf diesen zuriickfiihren.

Im folgenden Kapitel wird das Randwertproblem fiir konstante spezifische Ladung in
eine Post-NEWTON’sche Reihe entwickelt und diese Entwicklung mit Hilfe des Computer-
algebrasystems MAPLE bis zur zehnten Ordnung analytisch gelst. Diese hoch-genaue
Néaherungslosung kann nun weitreichend physikalisch untersucht und interpretiert wer-
den. In dieser Arbeit wurde vor allem der ultra-relativistische Grenzfall eingehend un-
tersucht. Im Rahmen dieser Naherungslosung kann nicht nur gezeigt werden, dass hier
vom Standpunkt der Aufenwelt der Ubergang zu einem extremen, rotierenden, gelade-
nen Schwarzen Loch vorliegt, der die “cosmic censorship“-Hypothese bestétigt. Es konnen
auch Aussagen dazu getroffen werden, wie dieser Grenzfall erreicht wird. Zuletzt erfolgen
einige Anmerkungen zu Ergosphéren.

Die Post-NEWTON’sche Reihenentwicklung kann gerade aufgrund ihrer hohen Ge-
nauigkeit, die bei Verwendung von PADE-Approximation selbst im ultra-relativistischen
Grenzfall unter einem Prozent liegt, noch auf viele ihrer (physikalischen) Eigenschaften
hin untersucht werden.

IX
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Die EINSTEIN-MAXWELL-Gleichungen und das Ma-
teriemodell

1.1.1 EINSTEIN’sche Feldgleichungen

Die EINSTEIN’schen Feldgleichungen®
1
Rab — §Rgab = 87TTab <1.1>

verkniipfen den Ricci-Tensor R, mit dem Energie-Impuls-Tensor T,,. Die verjiingten
BiaNcHI-Identitéten gewdhrleisten beliebige Koordinatentransformationen und eine lo-
kale Energie-Impuls-Erhaltung
1
(Rab — ERg“b) = 87rT“b;b = 0. (1.2)
b

Nur unter diesen Bedingungen sind die Feldgleichungen integrabel und widerspruchsfrei.
Aus der Verjiingung von (1.1) ergibt sich R = —87T". Damit lassen sich die Feldgleichun-
gen auch in der Form

1
Rab = 87T (Tab — §Tgab) (13)

schreiben. Die Gleichungen (1.1) beschreiben, wie die Raumzeitstruktur, reprisentiert
durch den Ricci-Tensor R,;,, mit der Materieverteilung, repriasentiert durch den Energie-
Impuls-Tensor 7,3, zusammenhéngt.

1.1.2 MAXWELL-Gleichungen

Die MAXWELL-Gleichungen miissen zusétzlich gefordert werden, da die Quellen des elek-
tromagnetischen Feldes in den Feldgleichungen (1.1) nicht vorkommen. Aus den homo-

'Hier werden geometrisierte GAUSs-Einheiten ¢ = G = 47ey = 1 verwendet. Dabei ist ¢ die Licht-
geschwindigkeit, G die NEWTON’sche Gravitationskonstante und ¢ die elektrische Feldkonstante. Siehe
dazu Appendix A.2. Die kosmologische Konstante wird Null gesetzt. Die Signatur der Metrik lautet
(+7 +a +7 _)
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genen MAXWELL-Gleichungen

Fap,g =0 (1.4)
folgt, dass sich Fy; als Rotation des Viererpotentials A, darstellen lasst:
Fu = Ab;a - Aa;b = Ab,a - Aa,b- (15)

Die inhomogenen MAXWELL-Gleichungen verkniipfen den elektromagnetischen Feldstér-
ketensor F,;, und die Viererstromdichte 7%:

F® ., = 4mj°. (1.6)
Setzt man die Gleichungen (1.5) in (1.6) ein, ergeben sich die inhomogenen Wellenglei-
chungen
AN = A% = A ROAY — AT = A (1.7)
die durch partielle Ableitungen ausgedriickt

[V=99""9" (Ansm — Amn)] , = 47v/=gJ" (1.8)
lauten.? Die Wellengleichungen sind nur dann integrabel wenn die Kontinuitéitsgleichung
I a=0 (1.9)

erfiillt ist. Mit der LORENZ-Eichung

A, = \/% (A*V/~g),=0 (1.10)

verschwindet die verallgemeinerte Divergenz des Viererpotentials.

1.1.3 Materiemodell und Energie-Impuls-Tensor

Im Folgenden soll hier als Materie* eine isolierte, geladene und rotierende Staubverteilung
angenommen werden, die sich im thermodynamischen Gleichgewicht befindet und damit
stationér ist. Ihre Temperatur sei Null. Die Raumzeit soll zudem axialsymmetrisch und
im Fernfeld asymptotisch flach sein.?

Das Fernfeld einer isolierten Materieverteilung wird als ein Bereich in grofsem Abstand
vom betrachteten System definiert, in dem die Metrik g,, nur wenig von der MINKOWSKI-
Metrik 7, abweicht:

Gab = Tab + @ (7'71) .
Dieses Fernfeld sei umgeben von einer isotropen Auflenwelt, so dass in der Metrik keine
steigenden r-Potenzen auftreten. Die nédchsten Objekte in der Aufenwelt seien so weit
entfernt, dass ihr Einfluss im Fernfeld vernachlissigt werden kann.®

2Die inhomogenen MAXWELL-Gleichungen lauten H% , = 47;®. Die Verkniipfung von H,;, und Fy,
geschieht durch Materialgleichungen. Fiir das hier verwendete Materiemodell und FEinheitensystem gilt
jedoch Hyp, = Fyp.

3Mit ¢ wird die Determinante der Metrik bezeichnet.

4Im Rahmen der Allgemeinen Relativititstheorie wird mit Materie alles bezeichnet, was zum Energie-
Impuls-Tensor und somit zur Kriimmung der Raumzeit betrégt. Dies ist insbesondere auch das elektroma-
gnetische Feld. In dieser Arbeit wird das elektromagnetische Feld von dieser Bezeichnung ausgenommen.
Der Begriff Materie soll sich hier nur auf (geladene) ideale Fliissigkeiten beziehen.

SFiir stationire Raumzeiten erzeugt von idealen Fliissigkeiten gilt, dass diese auch axialsymmetrisch
sind [Lindblom, 1976|. Staub ist als ideale Fliissigkeit ohne Druck definiert.

6Siehe [Stephani, 1991] und [Meinel et al., 2008].
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Die elektrische Ladungsdichte g, sei proportional zur Energiedichte pu:

QOcl = €. (1.11)

Die spezifische elektrische Ladung e sowie die Winkelgeschwindigkeit €2, mit der die Staub-
teilchen rotieren, sind freie Funktion, die durch ein spezifisches physikalisches Modell
festgelegt werden.

Elektrovakuum Der Energie-Impuls-Tensor aufserhalb der Staubverteilung wird durch
das MAXWELL-Feld bestimmt:

1
T(em) _
ab A7

1 1 - 1 e
FoF — = guFagF™ ) = — (FF ¢y P F ) — _F~F 1.12
( b~ gYavted ) e p T b srta Lo (1.12)
mit
* 0 n 1 cd
ab = IL'ap + 1Fab7 Fab = §€abch .

Dabei ist €,p.q der LEVI-CIVITA-Tensor und somit F’ab der duale Feldstarketensor. Das
Gebiet aukerhalb der Staubverteilung wird in dieser Arbeit als Elektrovakuum bezeichnet.

Geladener Staub Fiir den Energie-Impuls-Tensor innerhalb der Staubverteilung kon-
nen die beiden Energie-Impuls-Tensoren fiir Staub und das elektromagnetische Feld ein-
fach addiert werden:”

Ty = T5 4 T = gy, + T (1.13)

Hierbei ist u® die Vierergeschwindigkeit und p die Energiedichte, die in den hier gewéhlten
Einheiten gleich der Massendichte ist. Da der elektromagnetische Energie-Impuls-Tensor

spurfrei ist, erhalt man:
T = —p.

Die Feldgleichungen lassen sich also als

1
Rab = 87 (Tab + 5,&9@) (114)

schreiben und werden hier in den weiteren Rechnungen mit (E'F),, bezeichnet.®
Der Teilchenstrom sei rein konvektiv, so dass die Viererstromdichte mit der elektri-
schen Ladungsdichte g, tiber die Gleichung

)" = oau® (1.15)
zusammenhangt. Somit gilt fiir das Skalarprodukt
790 = Oquta = —03. (1.16)

Fiir die einfache Wahl ¢ = konst. variiert dieses in den hier gewéhlten Einheiten
zwischen minus Eins und Eins, wobei fiir ¢ = 1 die Losung aus Griinden der Stabilitat
statisch sein muss und man fiir ¢ = 0 den ungeladenen Fall erhlt.

"Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall!
8Eine Darstellung in Komponenten beziiglich der Metrik (1.35) findet sich in A.4.2.
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1.1.4 Energie-Impuls-Satz

Der lokale Energie-Impuls-Erhaltungssatz lautet

T, =0. (1.17)

)

Aus der Divergenz des elektromagnetischen Anteils des Energie-Impuls-Tensors

(T(em)ab) _ _Fabjb

b
ergibt sich die negative LORENTZ-Kraftdichte f. Einsetzen des Viererpotentials ergibt
fO=F% =g " (A — Amn) 1 = 9" (Ann = Ampn) 5" (1.18)
Da F% antisymmetrisch ist, folgt
fuy = 0a F™uguy = 0.

Die LORENTZ-Kraftdichte steht also senkrecht auf der Vierergeschwindigkeit. Zusammen
mit dem Staubanteil erhilt man®

T, = pulyu® + i + pi® — f* = 0. (1.19)
Uberschieben mit u, ergibt die baryonische Massenbilanz:
(pu),, = 0. (1.20)

Die Massendichte p entspricht also der baryonischen Massendichte. Zusammen mit der
Kontinuititsgleichung!® (1.9) erhilt man:

(epu),, =0 = pu'e, = pe=0. (1.21)

Uberschieben von (1.19) mit dem Projektionstensor h¢ = g¢ +u‘u, ergibt die Bewegungs-

gleichungen
Du®
1 = = f. 1.22
put = pp f (1.22)
D.h. es gilt lokale Massenerhaltung und die geladenen Staubteilchen bewegen sich unter
dem Einfluss der LORENTZ-Kraft.

1.1.5 KILLING-Vektoren

Die Symmetrien dieser Raumzeit werden durch zwei KILLING-Vektoren gekennzeichnet.!!
Fiir Stationaritét sei dies € und fiir Axialsymmetrie . KILLING-Vektoren sind dadurch

9 Abkiirzungen: i = p,u™ und 0% = u, u”

0Die Kontinuititsgleichung ergibt sich fiir konstantes e also sowohl aus den EINSTEIN- als auch,
unabhingig davon, aus den MAXWELL-Gleichungen.

"Dieser Abschnitt ist eine Zusammenfassung aus dem Buch [Stephani et al., 2003] der Abschnitte
19.1 bis 19.3.
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ausgezeichnet, dass die Lie-Ableitung der Metrik in ihrer Richtung verschwindet. Dies
fithrt auf die KiLLING-Gleichungen

Légap=Eap+Ea=0 und Ly gap = Nap + Mpa = 0. (1.23)

In der Néahe der Rotationsachse muss 1 raumartig sein und fiir jeden Punkt auf dersel-
bigen verschwinden.

Fiir einen infinitesimalen Kreis mit Radius » um die Rotationsachse ist der Umfang in
fithrender Ordnung gleich 277. D.h. der Raum ist auf der Achse elementar flach. Dies kann
durch die Normierung 7%, ~ 72 erreicht werden. Im Grenziibergang zur Rotationsachse
folgt damit die Regularitdtsbedingung

(1°7a) , (0"7a)”
411,
Ist (1.24) nicht erfiillt, dann ergeben sich konische Singularitdten auf der Achse. Fiir
zusatzlich asymptotisch flache Raumzeiten ist & so normiert, dass im Fernfeld

£ — —1 (1.25)

— 1. (1.24)

gilt. In diesem Fall, der hier im Weiteren untersucht werden soll, bilden & und 7 eine
ABEL’sche Gruppe!? und erfiillen die Gleichung (Kommutatorrelation)

&’ =t =0 fiir €6, <0, 7" >0, (1.26)

Die KILLING-Trajektorien bilden zweidimensionale Flachen 75, aufgespannt durch den
Bivektor
Vap = 2§[aMy Mt Vv < 0. (1.27)
Ein zweidimensionaler Raum orthogonal zu 75 ergibt sich nur, wenn der RicCI-Tensor
den Gleichungen
€' Ry = 0" Raaonie) = 0 (1.28)
gentigt [Kundt and Triimper, 1966|. In diesem Fall wird die Metrik als orthogonal tran-
sitiv bezeichnet. Gleichung (1.28) wird fiir ideale Fliissigkeiten und EINSTEIN-MAX-
WELL-Felder erfiillt, wenn fiir deren Vierergeschwindigkeit bzw. elektromagnetische Vie-
rerstromdichte die Zirkularitatsbedingung

&g = Jjaong = 0 (1.29)

erfiilllt ist. Diese bedeutet, dass u* und j* nur Komponenten in Richtung der beiden
KILLING-Vektoren haben. Fiir den Feldstarketensor gilt dann

g[aan;d} = Fjbéanb = 0. (1.30)

Wenn, fiir EINSTEIN-MAXWELL-Felder auferhalb der Quellen, die KILLING-Vektoren
die Gleichungen (1.26), (1.27) und (1.28) erfiillen, dann stimmen die Symmetrien der
MAXWELL-Felder mit denen der Raumzeit iiberein. D.h. die LiE-Ableitungen

gFab = Fab;ifi + Faifi;b - Fbifi;a = 07 (131>

EFab = Fab;ini + Faini;b - Fbini;a =0 (132>
n

12|Carter, 1970]



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

fiir den Feldstérketensor verschwinden.

Mit Hilfe der KILLING-Vektoren kénnen einige metrische Komponenten und die Vie-
rergeschwindigkeit einer stationéren, rotierenden Materieverteilung auch koordinatenun-
abhéngig charakterisiert werden. Die Vierergeschwindigkeit u® ist gegeben durch:

u =SV + Q). (1.33)
Dabei ist Q die Winkelgeschwindigkeit und S—'/2 ergibt sich aus

S=— (& +") (& + ). (1.34)

1.1.6 Metrik und Viererpotential

Richtet man das Koordinatensystem an den KILLING-Vektoren § = 0, und n = 0, aus
und ist die Zirkularitdtsbedingung (1.29) erfiillt, dann kann die Metrik in der Form

ds? = f71 [h(de? + d¢?) + W2de?] — f (dt + ady)? (1.35)

mit den LEWIS-PAPAPETROU-Koordinaten (o, ¢, ¢, t) aufgeschrieben werden.'® Im Fern-
feld ergibt sich hieraus die MINKOWSKI-Metrik in Zylinderkoordinaten. Die vier metri-
schen Potentiale f, h, W und a hdngen nur von ¢ und ¢ ab. Fiir die Winkelgeschwindigkeit
ergibt sich Q) = Ccll—‘f und fiir v* = S~/2 mit

S:f(LHMf—H%X (1.36)
Die metrischen Komponenten ergeben sich aus den KILLING-Vektoren zu:
§°Ca = gaa, N'Na=g33 und &7 = gsa. (1.37)
Spéter werden hier f und h auch als
f=eY h=e* (1.38)

geschrieben. Das Potential U erhélt im NEWTON’schen Grenzfall die Bedeutung des
NEWTON’schen Gravitationspotentials. Das Potential a wird in Analogie zur Elektro-
dynamik auch gravitomagnetisches Potential genannt, da es nur bei bewegten Quellen
auftritt.

LoORENZ-Eichung

Das Viererpotential A, ist, da die Symmetrien der Raumzeit auch fiir das MAXWELL-
Feld gelten, nur von ¢ und ¢ abhingig. Die nichtverschwindenden Komponenten des
antisymmetrischen Feldstarketensors lauten also

F12 = AC,Q — AQ,Q F13 = A%g, F14 = At,gy F23 = A@:C und F24 = At7c.

13|Lewis, 1932], [Papapetrou, 1966|
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Fiir den Ricci-Tensor der Metrik (1.35) gilt
Ri3 = Ry = Ry = Ryy = 0.
Daraus folgt mit den Feldgleichungen (1.14):

(AQ,C - AC@) A%C = (ALLC - AQ.@) Are = (AQ@ - AQ,C) A%@ - (AC,Q - A@C) A = 0.
(1.39)
Unabhéingig davon muss A® die inhomogenen Wellengleichungen (1.8) erfiillen.!* In Kom-
ponenten ausgedriickt ergibt sich

f
0= EW (Ace = Apc)| (1.40a)
- = 7<
- = 79
h f ] f
dr—Wi* = | = (aAi, — Aso)| + {— (aA;c — A%C)} : (1.40c)
f -W - 79 W ’C
h faf W? — a?f? af W2 — g2 f2
dr—Wy = |=A,, + —Aw} + [_A%C + —FAi | . (1.40d)
f 4 fw . LW fw P

da die partiellen Ableitungen nach ¢ und ¢ verschwinden. Fiir den Zweiervektor Ay =
(A,, Ac) muss also gelten, dass seine Rotation Ay — Ay ny =0 verschwindet.' Mit der
LORENZ-Eichung

oW ForRW .
() L (Y _ t N=12
hW( 7 )n hW( 7 ~ 0, mi ’

verschwindet auch die Divergenz von A" und da er im Fernfeld Null ergeben soll, muss er
tiberall Null sein. Damit ist A, = (0,0, A,, A;). Die nichtverschwindenen Komponenten
des antisymmetrischen Feldstarketensors lauten also

F13 = A%Q, F14 = At,g» F23 = A%C und F24 = At7<.

Die nichtverschwindenen Komponenten des dualen antisymmetrischen Feldstarketensors
lauten damit

- f - f f -
FlS = mAt’C’ F14 = —m 0,C —mAt“Q und F24 = m .0
14Der Begriff Wellengleichung wird weiter verwendet. Im stationéiren Fall kommt es jedoch nicht zur
Abstrahlung elektromagnetischer Wellen, da alle Gréfen und insbesondere die Multipolmomente zeit-
unabhéngig sind. Dies kann man sich so vorstellen, dass die (sowohl elektromagnetischen als auch gravi-
tativen) Wellen, die durch die beschleunigte Bewegung der Staubteilchen abgestrahlt werden, destruktiv
interferieren.
15Der zweite Fall fiir Gleichung (1.39) wire A, , = Ay = Aip, = Arc = 0. Daraus folgt 72 = ) =0
und man erhélt mit Gleichung (1.15) g = 0. Da damit die Quellen des Feldes verschwinden, kann diese
Moglichkeit ausgeschlossen werden.

o _ /
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WEYL-Koordinaten

Kombiniert man die Feldgleichungen (1.14) zu

W2 — a2 f?

(EF)33 - f2

(EF)44 — 2@(EF)34,

so heben sich die elektromagnetischen Anteile in den Gleichungen heraus und man erhélt

MV [ f af W? — a?f?
hW
= — 87T,uT (uuqg + 1)

= 0.

Im Fernfeld soll die Metrik (1.35) gegen die MINKOWSKI-Metrik gehen. D.h. fiir W gilt
im Fernfeld W — p. Da die Feldgleichung W ,, + W = 0 im gesamten Raum gilt, folgt
aus Satzen der Potentialtheorie, dass

W=p (1.41)

die einzige regulédre Losung im ganzen Raum ist. Man erhalt also automatisch die Metrik
in WEYL-Koordinaten

ds® = f71 [h(do? + d¢?) + o*d¢?] — f(dt + adyp)”. (1.42)

In den Wellengleichungen (1.40c) und (1.40d) wird W durch o ersetzt.

Viererbeschleunigung und LORENTZ-Kraftdichte

In WEYL-Koordinaten erhélt man fiir die Viererbeschleunigung;:

1
u = u’, u" = (u“m + I‘fmum) u" =17 u"u" = —§g“bgnm,bumu".
Nur die ersten beiden Komponenten sind von Null verschieden. Dies gilt auch fiir die
LORENTZ-Kraftdichte und man erhélt:

1
W= — §gABgnm7Bumu”, (1.43)
fA=eng*PA, pu". (1.44)

Die Bewegungsgleichungen nach Gleichung (1.22) lauten also

Grnm, At u" + 2¢ Ap qu” = 0. (1.45)
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1.1.7 Die Feld- und Wellengleichungen

Die Wellengleichungen koénnen mit Hilfe des Nablaoperators!® zu

47?%7*" =V {é (aVA; — VAW)] (1.46)
h, 1
—47r}] =V. [Z—f (aVA, —VA,) — }VAt] (1.47)

zusammengefasst werden.
Die Kombination der Feldgleichungen (EF')sq4 — a(EF)4y fithrt mit den Wellenglei-
chungen und j* = epu® auf:

h
+ 167wg?u“" (€A + uy)

Damit folgt:

2
h
V- {%V@ + 4%1% (aVA; - VAQO):| = 167#@}’&@ (€As + uy) - (1.48)

Die Feldgleichung (EF)4 ldsst sich zu
A 2 2 S 2
g -0+ L wap =27 [ (Va2 + L @va- va ]
+ 8mpfh [2u? (u, — auy) + 1] (1.49)

zusammenfassen. Aus (EF)j; — (EF)g und (EF);, erhdlt man die Ableitungen von In A.

1 2

(nm), = 5o W= % = 5 () = @) + 2L [(4,,)7 - (4,0
2 242
~2 [ () - ) 2 (st - accand] o)
2
(nh), = o ((lnf),g (inf), - J;—<)
2 209
+4 {gA%QA%C - Qf—ZfAt,gAt,C - % (A@,CAM + A%L)At,C)} (1-51)

Mit Hilfe der anderen Gleichungen lasst sich zeigen, dass die Integrabilitdtsbedingung
(In h)’gg = (In h)’@

erfillt ist.

16Der Nablaoperator V wird dabei als Abkiirzung wie im dreidimensionalen flachen Raum verwendet.
Die Koordinaten o, ¢ und ( entsprechen dabei Zylinderkoordinaten.
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1.1.8 Extremal geladener Staub (ECD)

Fiir € = £1 erhilt man den statischen Grenzfall mit extremal geladenen Staub.'” Dieser
wird im Folgenden oft mit ECD (electrical counterpouised dust) abgekiirzt.!® Losungen
fiir extremal geladenen Staub liegen vermutlich in der PAPAPETROU-MAJUMDAR-Klasse
(siehe [Papapetrou, 1947|, [Majumdar, 1947]).! Hier interessieren Elektrovakuumlésun-
gen die axialsymmetrisch sind, so dass sie in der WEYL-Klasse liegen werden [Weyl, 1917].
Die PAPAPETROU-MAJUMDAR-Klasse ist in dem Sinne genereller als die WEYL-Klasse,
da sie keine rdumlichen Symmetrien der Raumzeit voraussetzt. Sie ist jedoch in dem
Sinne weniger generell, da hier ein speziellerer funktionaler Zusammenhang zwischen der
Metrikkomponente g44 und dem elektrostatischen Potential gewdhlt wird (siehe unten).
Statische axialsymmetrische Elektrovakuum-Losungen sind durch die Existenz zweier
kommutierender hyperflachen-orthogonaler KILLING-Vektoren & und 1 invariant charak-
terisiert.?? In diesem Fall verschwindet das Potential @ und man erhilt die WEYL-Metrik

ds* = f7' [h(do® + dC?) + o°de?] — fdt*. (1.52)
Das Viererpotential hat nur noch eine vierte Komponente
A, =(0,0,0,—a). (1.53)

Im Elektrovakuum ist der allgemeinste Zusammenhang zwischen der Metrikkomponente
gss und dem elektrostatischen Potential « fiir asymptotisch flache Losungen durch

i = —a* +2ca — 1, mit ¢ = konstant

gegeben [Weyl, 1917]. Betrachtet man g44 und « im Fernfeld, ergibt sich:?!
2¢ @)

r

—92 . _Q —2
—l—O(r ) mit a—r—i-(?(r )

2M
=0+ gu= 40 () = —14

Koeffizientenvergleich in r~! und eine spezielle Wahl fiir ¢ ergibt die Relation

M
‘=0 =e ' mit e:=41 (1.54)

Die spezielle Wahl fiir ¢ fiihrt hier zu einer axialsymmetrischen Losung der PAPAPETROU-
MaJjuMDAR-Klasse und es lasst sich

f=(cta—=1)" mit e:=+1 (1.55)

schreiben. Aus gy # 0 auferhalb eines Ereignishorizonts und o« — 0 fiir » — 0 erhélt

man

-1

elal <1l =" =|cla-1]=1-¢"a (1.56)

1"Eine ausfiihrliche Beschreibung findet man in der Diplomarbeit von HUTTEN [Hiitten, 2011].

18Bonnor and Wickramasuriya, 1972]

19Es ist noch nicht eindeutig beweisen, dass extremal geladener Staub immer durch die PAPAPETROU-
MAJUMDAR-Klasse beschrieben wird. Bis jetzt gibt es jedoch noch kein Gegenbeispiel, so dass hier von
dieser Klasse ausgegangen wird. Dies entspricht den Annahmen von MAJUMDAR [Majumdar, 1947].

207.B. [Stephani et al., 2003].

21Hierbei ist M die gravitative Masse und @ die Ladung. Siehe dazu Abschnitt 1.3.
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Multiplikation mit €2 = 1 ergibt
eV 4+ ea = 1. (1.57)

Fiir die innere Losung der extremal geladenen Staubscheibe wird jetzt angenommen,
dass die Form der Metrik nach Gleichung (1.52) beibehalten werden kann und der Zu-
sammenhang von f und « nach Gleichung (1.55) bestehen bleibt (siche Fufnote 19). Man
erhélt also die bisher verwendeten Feld- und Wellengleichungen mit ¥ = a = A, = 0
und u! = e7Y. Jetzt sollen auerdem f = e? und h = €% gesetzt werden. Aus den beiden
Feldgleichungen fiir k£ erhélt man k£ = 0, da es auf der Rotationsachse verschwinden muss.
Fiir e=Y ergibt sich die recht einfache Gleichung

Ae ™V = —dmpe Y. (1.58)

Jetzt wird das Potential
V=1-eVY (1.59)

eingefiihrt. Dieses wird im NEWTON’schen Grenzfall zum NEWTON’schen Gravitations-
potential. Fiir die Massendichte kann man die Funktion

p=0og(0,¢) e (1.60)

wahlen. Die Innere Feldgleichung lautet damit
AV = 4roy (1.61)

und man hat fiir V' eine PO1SSON-Gleichung. Das elektrische Potential o berechnet sich
nach Gleichung (1.57) zu

v
=— . 1.62
Q €TV (1.62)

Die Losung im Elektrovakuum erfiillt die LAPLACE-Gleichung
AV =0. (1.63)

Das in Kapitel 5 formulierte Randwertproblem lésst (im ECD-Fall) noch eine beliebige
Vorgabe der Massendichte oy zu.

1.1.9 Geladener rotierender Staub im strengen thermodynami-
schen Gleichgewicht

Fiir geladenen Staub kénnen aus thermodynamischer Sicht dissipative Effekte auftreten.
Drei physikalische Eigenschaften der Materie, ndmlich von Null verschiedene Tempe-
ratur, Reibung und elektrische Leitfihigkeit, sorgen fiir Abstrahlung von Energie.
Ein Materiemodell, im thermodynamischen Gleichgewicht betrachtet, lasst sich dadurch
charakterisieren, ob es die beiden zuletzt genannten Eigenschaften hat oder nicht.

Nimmt man einen von Null verschiedenen Reibungskoeffizienten an, so wird sich im
thermodynamischen Gleichgewicht eine starre Rotation, d.h. 2 = konst., ergeben. Solan-
ge dies nicht der Fall ist wird durch Reibung zwischen den Staubteilchen weiter Energie
abgestrahlt. Gibt es keine Reibung, ist auch differentielle Rotation moglich.
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Tritt eine von Null verschiedene elektrische Leitfahigkeit auf, so wird im thermodyna-
mischen Gleichgewicht die LORENTZ-Kraft verschwinden, d.h. die Staubteilchen bewegen
sich geodétisch. Solange sie noch von Null verschieden ist, fliefen auch elektrische Stro-
me und es kommt zur Abstrahlung von OHM’scher Wéarme. Man erhélt eine bestimmte
Funktion fiir die spezifische elektrische Ladung e, die sich aus der Bedingung verschwin-
dender LORENTZ-Kraft ergibt. Ist keine elektrische Leitfihigkeit vorhanden, kann man
ein spezielles Material mit € = konst. konstruieren. Dies ist jedoch nicht zwingend.

1.2 Die ERNST-Gleichungen

1.2.1 Die Potentiale £ und ¢

Im Elektrovakuum verschwinden in den Feld- und Wellengleichungen alle Terme mit p.
Um die vier Potentiale A,, A;, f und a zu bestimmen, werden die Wellengleichungen
(1.40c) und (1.40d) und die Feldgleichungen (1.49) und (1.48) verwendet. Diese Glei-
chungen lassen sich zu

0=V- é (aV A, — VA@} : (1.64a)
0=V- C;—f (aVA, — VA,) — %VA,:} , (1.64b)
0=V- :Q—zw + 4§At (aV A, — m@} : (1.64c)
FAf = (Vf) — J;—j (Va)® + 2f {(th)2 + J;—j (aVA, — VA,) (1.64d)

zusammenfassen. Die Gleichungen fiir A sind entkoppelt und h kann am Ende durch ein
wegunabhéngiges Linienintegral bestimmt werden.
Sei P(p,() ein beliebiges Potential, dann gelten fiir P(p, () die Gleichungen

1 1
V- (—ewaP> :E(RCQ_R@C):O und e, x (e, x VP) = -VP.

0
In Komponenten ergibt sich e, x VP = %—}geg - %—I;ec. Jetzt sollen in drei Teilen die
ERNST-Gleichungen im Elektrovakuum hergeleitet werden. Dabei wird die Rechnung aus

der Arbeit von ERNST |Ernst, 1968|* nachvollzogen.

Teil I Die Wellengleichung (1.64a) ist Integrabilitidtsbedingung fiir ein Potential (3, fiir
das

e, x V3 = g (aVA, — VA,) (1.65)

gilt. Die Integrationskonstante wird so gewahlt, dass 3 im Fernfeld verschwindet. Umge-
stellt und multipliziert mit e, x ergibt sich

1 1
L0 X VA, = % (e % VA) + £V (1.66)

22Dort wird fiir den Feldstéirketensor eine andere Vorzeichenkonvention verwendet.
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Einsetzen von (1.65) in die Wellengleichung (1.64b) und Divergenzbildung von (1.66)
ergibt die beiden Gleichungen:

1
0=V- F (e, x VB) — —VA,:} , (1.67)

0 f

a 1
0=V- {— (e, x VA;) + —Vﬁ} . (1.68)

0 f

Fiihrt man das komplexe Potential

O=a+if mit a=-A4 (1.69)

ein, dann lassen sich die Gleichungen (1.67) und (1.68) zu

0=V- HV(I) - i% (e, X Vcb)] (1.70)

kombinieren. Hieraus ergibt sich in Teil III die zweite ERNST-Gleichung.

Teil IT Die Feldgleichung (1.64c) léasst sich als

0=V [Ljva_ge¢ X (204V6)}
0 0

f2 2 2
_v. [Ew— S <aVﬁ—ﬂVa>] -V [5% x V(aﬁ)}

schreiben. Der hintere Term verschwindet und man erhéalt

f? 2 ~ (&
0=V- [?Va — Ee¢, X (CDV(I))} . (1.71)

Die Feldgleichung (1.64c) ist damit Integrabilitdatsbedingung fiir ein Potential b fiir das

2
e, x Vb="—Va—2e, xS (PVP) (1.72)
0
gilt. Die Integrationskonstante wird so gewéhlt, dass auch b im Fernfeld verschwindet.
Umgestellt und multipliziert mit e, x ergibt sich

1 1 -
~e, x Va = e [Vb+2S (9V)] . (1.73)
%
Aus der Divergenzbildung erhélt man:
1 _
0=V- ﬁ(vmm(@v(@)) : (1.74)

= fAb=2Vf-Vb+4S(PVP) - Vf —2f [S(VOVD) + T (PAD)] . (1.75)
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Aus den Gleichungen (1.65) und (1.73) folgt, dass

(VB)? = (e, x VB)* = J; (aVA, —VA,)” und (1.76)

(Va)* = (e, x Va)* = fi [Vb+2S (<I>V<I>)] (1.77)

gilt und man erhalt fir (1.64d) den Ausdruck
FAf = (V)P + [Vb+2S (BVP)]* = 2f [(RVD)® + (3VD)*] = 2fVE-VD. (1.78)
Aus dieser Gleichung ergibt sich die erste ERNST-Gleichung, wie in Abschnitt 111 gezeigt
wird.
Teil 111 Jetzt wird das komplexe Potential £ mit
= (f — ©D) +1ib, (1.79)
eingefiihrt. Daraus ergeben sich die Gleichungen??
VE=V[-2R (V) +iVb,
AE=Af=2R[VD VP + PAD| +iAD,
(VE) = (Vf)* = (Vb)’ +4 [R(DVD)]* —4Vf - R (BVD)
+2i[Vf-Vb—2Vb-R(OVP)] .
Aus Gleichung (1.70) ergibt sich

fAD =Vf VO +if? (e@ x V®)-Va+aV - (éeg, X vq>)1
= (Vf—-2R (@V@) +iVb +20V®) - VO, (1.80)
Aus Gleichung (1.78) ergibt sich
FAf = (V) = (V) —4Vh-S
Unter Verwendung von Gleichung (1.75) erhélt man
R

FAE = (Vf)* = (Vb)* — 4VD- S (VD) — 4 [S (BVP)]”
+2fVO-VO —2fR [VP VP + PAD]
+2i[Vf-Vb+2Vf- S (PVP) — [ [F (VP VD) + T (PAD)]]
= (VE) +4iVh- BV — 4|dVO|* + 4V f - OVD — 2fPAD. (1.81)

(BVD) — 4 [S (BVD)]* +2/VE - V.

Setzt man jetzt Gleichung (1.70) ein, erhdlt man
FAE = (VE)? 4 4iVh - BVD — 4 |0VD|* + 4V - SV
—2(Vf—2R (VD) +iVb+20VP) - OV
= (VE)’ 420V - (Vf 2R (®VD) +iVDh). (1.82)

BMit R(...) bzw. (...) wird der Real- bzw. Imaginirteil des Ausdrucks in den Klammern bezeichnet.
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Aus den Gleichungen (1.82) und (1.80) erhélt man die beiden gekoppelten ERNST-Glei-
chungen

(RE + &) AE = (VE +20VD) - VE, (1.83)
(RE + D) AD = (VE+20VD) - VO (1.84)
mit £ = f — ®® +ib und ® = a +i3. In Komponenten ergeben sich
f? f?
b= — EQC —20fB,+2Ba, b= Ea,g — 206, +208ay, (1.85a)
Bo= g (aae +Ape), Be= _é (ac, + Ayp,) - (1.85b)

Die Feldgleichungen (1.50) und (1.51) lassen sich mit

(Inh), = =2 [(E,+ 28D ,) (€, +20B,) — (Ec + 20D ) (E¢ + 203 )]

0 92
- 2? (B,8,—®D.), (1.86)
(Inh) = Q_fm (£, 420D ,) (Ec+ 20D ) + (Ec + 20D ,) (€, + 203 )]
. 2? (BB + 0 D,) (1.87)

durch die Potentiale £ und ® ausdriicken.

1.2.2 Die Potentiale ¢ und q

Fiihrt man mit

_1-¢ _ g
5—1_’_5 und CI>—1+§ (1.88)
zwel neue Potentiale ein, dann ergeben sich die Feldgleichungen (1.83) und (1.84) zu
(66 —aq—1) AL =2(§VE—qVq) - V&, (1.89)
(66 —aq—1) Aq=2(£VE - qVq) - Va. (1.90)

Aus dem Verhalten dieser Potentiale auf der (-Achse lasst sich ein Zusammenhang zu
den Multipolmomenten herstellen (siche Abschnitt 1.3).

1.2.3 Aquatorsymmetrie

Jetzt soll dargestellt werden, wann eine stationidre und axialsymmetrische Raumzeit auch
dquatorsymmetrisch ist (siche [Ernst et al., 2006]).>* Die Massendichte p muss eine ge-
rade Funktion in (¢ sein. Fiir die Metrik (1.42) einer dquatorsymmetrischen Losung der
EINSTEIN-MAXWELL-Gleichungen gilt:

9an(0, =€) = gan(0; C)- (1.91)

2 Hier wird davon ausgegangen, dass fiir stationire und axialsymmetrische Raumzeiten auch Aqua-
torsymmetrie gilt. Dies kann im NEWTON’schen Grenzfall gezeigt werden [Lichtenstein, 1933] und in der
Allgemeinen Relativitdtstheorie deuten alle Indizien in diese Richtung [Lindblom, 1992].
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D.h. die metrischen Potentiale sind gerade Funktionen in ¢ mit

flo,—C) = f(0,¢), alo,—C)=ale,¢) und h(o,—C) = h(o,(). (1.92)

Wenn die Massendichte i eine gerade Funktion ist, so ergibt sich aus den inhomogenen
MAXWELL-Gleichungen, dass dies auch fiir das Viererpotential gelten muss:

Ap(0,=C) = Ag(e,¢) und  Ay(0, =€) = A(0,¢). (1.93)
Die Potentiale 8 und b sind ungerade Funktionen in ¢ mit
b(o,=¢) = =b(e,¢) und (o, =) = —f(e, (). (1.94)
Die ERNST-Potentiale £ und ® sind dann dquatorsymmetrisch fiir?®
E(p,=¢) = E(p,¢) und  (p, —¢) = 2(p, ). (1.95)
Fiir die ERNST-Potentiale £ und ¢ gilt im dquatorsymmetrischen Fall
£, =) =&(p.Q) wnd g(p, —C) = a(p.C). (1.96)

Die positive bzw. negative Symmetrieachse wird hier mit A* bezeichnet. Fiir die ERNST-
Potentiale auf A" gelten die Beziehungen

ENQE(Q =1 ud @4(Q) = ~E:(Q)P(-0). (1.97)

1.2.4 Invarianztransformationen

Eine gegebene (Elektro-)Vakuumlosung (€, @) der ERNST-Gleichungen mit einem nicht-
verschwindenden KILLING-Feld kann durch eine Invarianztransformation in eine neue
Losung (E*, ®*) tiberfithrt werden, die nicht durch Koordinatentransformationen zu er-
reichen ist. Dieser neuen Losung liegt im Allgemeinen ein anderes erzeugendes Materie-
modell zugrunde als der Ausgangslosung. Fiir dieses neue Materiemodell ldsst sich meist
keine physikalisch sinnvolle Interpretation finden. Es gibt eine Reihe von Invarianztrans-
formationen, in die insgesamt acht reellen Parameter eingehen und die hintereinander
ausgefiihrt werden konnen [Neugebauer and Kramer, 1969]. Es ergeben sich fiinf Glei-
chungspaare

gt = 61618, (I)t = 61(1),
E'=E+ik, =9,
= L Pt = L
1+ ikp&’ 1+ ikp&’
(c:t :5—252(13—0252, (I)t :(b—FCQ,
1-— 253(1) - 636357 1-— 263@ - 036387

gt

gt

25Im Allgemeinen muss eine ,duale Rotation* ® — e*9® mit der reellen Konstanten § beriicksichtigt
werden (siche Abschnitt 1.2.4). Dabei erhélt man ein magnetisches Monopolmoment, das hier ausge-
schlossen werden soll.
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mit drei komlexen Konstanten ¢y, co, c3 und zwei reellen Konstanten £ und k5, die zusam-
men die acht reellen Parameter der isometrischen Gruppe Gy ergeben.?® Gleichung (1.98a)
stellt eine ,duale Rotation“ nach Fufnote 25 dar. Gleichungen (1.98b) und (1.98d) sind
reine Eichtransformationen, die weder die Raumzeit noch das MAXWELL-Feld veréndern.

Setzt man das Gleichungspaar (1.98b) in (1.98¢) und dies wieder in (1.98a) ein und
wahlt die Parameter als ko = 1/k; und ¢; = i/ky , erhélt man

t c1C1 ((9 + lk'l) & + lk’l t Clq) . P P
&= . - = — , O = - - = —lciki13z = <.
1+ iky (€ + iky) ik € 1+ iky (€ + iky) E £
Im Limes k; — oo ergeben sich die Inversionsrelationen
1 )
==, o'=—. 1.99
g? g ( )

Auch diese erfiillen die ERNST-Gleichungen. Zudem lassen sich durch Hintereinander-
ausfithrung von (1.99)—(1.98b)—(1.99) das Gleichungspaar (1.98c) und analog durch
(1.99)—(1.98d)—(1.99) das Gleichungspaar (1.98¢) gewinnen.
Gleichung (1.98e) ist eine verallgemeinerte Form der HARRISON-Transformation
gV SV

d & =cg— b
b “ 1-— 03535\,

mit der sich aus reinen Vakuumlésungen der ERNST-Potentiale £, und ®, = 0, Elektro-
vakuumlosungen &, und ., erzeugen lassen |Harrison, 1968|.

Eov mit ¢z = konstant € C, (1.100)

- 1-— 03535\,

1.3 Multipolmomente

Die Potentiale £ und ¢ lassen sich im Fernfeld auf A* jeweils in eine Reihe in 1/¢ entwi-

ckeln:
1 <= m, 1< e,
£ = - g == - 1.101

Die gravitativen und die elektromagnetischen Multipolmomente P, und @,, nach SIMON?7
lassen sich aus den TAYLOR-Koeffizienten m,, und e, dieser beiden Reihen berechnen.
Im Falle von Aquatorsymmetrie kann man mit Gleichung (1.97) zeigen, dass die m,,
fiir gerades n reell und fiir ungerades n rein imaginar sind. Ohne ,duale Rotation” gilt
das auch fiir die e, und damit auch fiir alle Multipolmomente. Die ersten gravitativen
Multipolmomente P, und elektromagnetischen Multipolmomente (),, berechnen sich zu

Py =mg= M, Qo =e€9 = Q,
P =my =1J, Q1 =e =1D,
Py = mo, Q2 = €9, (1.102)
Py = mg, Q3 = e3,
Py=my — 17710]\420 + le05'20 + 361510, Qs =e4+ 160@20 - 1mono - 3mlHlo,
7 7 70 7 7 70

26Das metrische Potential A bleibt von den Transformationen unberiihrt: At = h.
2TDie Multipolmomente nach SIMON [Simon, 1984] stellen eine Verallgemeinerung der Momente nach
GEROCH und HANSEN auf Elektrovakuum-Raumzeiten dar.
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mit

M = mim; —mi_imjp1,  Qij = €iej — €i-1€j41,

Sij = Mi€j — Mi_1€j41, Hij = emj — ej_imyjyp.

Fiir die hoheren Momente wird der Zusammenhang zwischen den Multipolmomenten
und den m,, sowie e, immer komplizierter, kann aber prinzipiell durch einen Algorith-
mus berechnet werden.?® Die Multipolmomente M, J, @ und D sind gravitative Mas-
se, Drehimpuls (¢(-Komponente), elektrische Ladung und magnetisches Dipolmoment (¢-
Komponente).

1.4 Das mitrotierende Bezugssystem
Ein mitbewegtes Koordinatensystem, in dem fiir die Vierergeschwindigkeit

u’ =0 (1.103)

gilt, kann lokal?® immer eingefiihrt werden (siehe z.B. [Stephani, 1991]). Hier kann man

dies durch die Koordinatentransformation
=0, (=¢ =p-0 t=t (1.104)
erreichen. Fiir die Koordinatendifferentiale ergeben sich
do =dp, d{ =d¢, d¢' =dp—Qdt, dt' =dt. (1.105)
Das allgemeine Transformationsverhalten fiir Tensoren beliebiger Stufe lautet

a’ b c d’
e .. T be

Oz Oz Oz Oxd

(1.106)

Hier d&ndern sich dabei nur Komponenten mit einem dritten oder vierten Index.

1.4.1 Transformation der Potentiale und Tensoren

Anwendung von Gleichung (1.106) auf die Metrik ergibt

Oz Ox® b oy 0% o2
o't = 77 Ya ZW. = e
Jat' = Gy Gt I g Ox® Oxb

Dabei dndern sich nur die Komponenten.

g3 = gaa + Qgs3,  Guar = Gaa + 20934 + Q% ga3,
P = P gt Y = g 20 2™

ZDieser wurde von HOENSELAERS und PERJES dargestellt [Hoenselaers and Perjes, 1990] und von
SOTIRIOU und APOSTOLATOS korrigiert [Sotiriou and Apostolatos, 2004].
29F{ir konstante Winkelgeschwindigkeit 2 kann dies sogar global eingefiihrt werden.
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Die Metrik (1.42) behélt ihre Form bei, damit erhdlt man zweimal die Ausdriicke

2 _ 242 2 _ 242
Fa = fa— 0L "9 nd = fro0af - 2l =%
f f
Es ergeben sich die Gleichungen:
Q2 2
f=f {(1 —Qd)? - flf } , (1.107a)
QQ 2
= {(1 +Qa)? — ff } , (1.107b)
(14+Qa) f=(1-Qd) [, (1.107c)
h h’
Fiir die Vierergeschwindigkeit ergibt sich aus gpyu®u? = gy (ut/)Q = —1, dass
_ (o,o,o,e—U’) und = (0,0, —aev, —eU’> (1.108)

sind.?® Die Komponenten des mitrotierenden Vektorpotentials transformieren sich zu:

A, = g:;A +§t,A A, und Ag,_gf/A +§t/At A+ QA (1.109)
;o ot ot ;o 0y oy’
A =g O g qt o md A = 9P g A = A9 — QAL
g a1 o R T

Fiir den Ricci-Tensor und den Energie-Impuls-Tensor ergibt sich das gleiche Verhalten,
wie fiir die Metrik. Fiir gemischte Indizes erhilt man am Beispiel des Energie-Impuls-
Tensors:

T~ Oz Oz T Oz Oz" T

Oxo gt~ T Oz Oxb ™ ¢~

Dabei éndern sich nur die Komponenten:

T%, =T% - QT°, T%, =T% - QT4 + Q(T% - T%), T*, =T* +QT%, (1.110)
T,* =T - Qn*, T, =T - *T," + Q(T,* - T,Y), T," =T, + QTy*. (1.111)

Da Viererbeschleunigung und LORENTZ-Kraftdichte nur o— und (—Komponenten haben,
andern sie sich nicht.

A= und oY =l

30 Aus Gleichung (1.36) ergibt sich S = f’
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1.4.2 Bewegungsgleichungen

Fiir die nicht verschwindenden Komponenten von Viererbeschleunigung und LORENTZ-
Kraftdichte erhilt man aus den Gleichungen (1.43) und (1.18) im mitrotierenden System?!

eV’
:2_h’f und % = pe h’A/ :
U = 2h,fC und  f :ue X AQ, :
Die Bewegungsgleichung lautet also
Ve 4+ eVa =0, (1.112)
Fiir konstantes € erhélt man daraus®
e’ 4 e/ = D = konstant. (1.113)
Aus verschwindender LORENTZ-Kraftdichte folgt
o =konstant. = Y’ = konstant. (1.114)

1.4.3 Die Quasi-ERNST-Gleichungen

Die Feld- und Wellengleichungen fiir geladenen Staub haben im mitrotierenden System
genau die gleiche Struktur wie im ruhenden System. Es ist jedoch u#’ = 0 und u! = eV,
Damit lauten sie:

0=v.|L s (d'V A, VA;,)] : (1.115a)
0
2k'—-3U" [ Ifl / ’ 1 /
—4mpee =V. 7 (a'VA, —VA,) - ?VAt/ , (1.115Db)
- 2 f
0=V-. Q—V + 4 A (a'VA;, — VA;,,)} , (1.115¢)
, , i f/4 f/2 9
8mu U = AP — (V') + 7z (Vd')* —2f {( L)+ 7 (a VA, —VA,)

(1.115d)

Fiir diese Gleichungen lassen sich analog zu Abschnitt 1.2 Quasi-ERNST-Gleichungen
herleiten. Die Gleichungen (1.115a) und (1.115¢) erlauben wieder die Einfithrung der
Potentiale 5" und ¥'.

Mit Gleichung (1.115b) folgt in analoger Weise die Gleichung fiir A®’ und in analo-
ger Weise erhélt man auch die Gleichung fiir AE’. Da man zur Herleitung dieser (siehe

31Riir o/ und ¢’ wird der Ubersichtlichkeit halber weiter o und ¢ geschrieben.
32 Aus dem Vergleich mit (1.57) ergibt sich im ECD-Fall D = 1.
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Gleichung (1.82)) die Gleichung fiir A®’ einsetzten muss, ergeben sich Quasi-ERNST-
Gleichungen:
VAL = (VE' +20'VP) - VE + 8mp (eU/ + e@’) V' (1.116)
AP = (VE +20'V') - VI — drpee T2, (1.117)

Die Feldgleichungen fiir h' bzw. k' lauten wie die in Abschnitt 1.2 und miissen hier
zusitzlich erfiillt werden.

1.5 KERR-NEWMAN-Losung und BOYER-LINDQUIST-
Koordinaten
Die KERR-NEWMAN-L6sung [Newman et al., 1965] wird oft in BOYER-LINDQUIST-Ko-

ordinaten angegeben |Boyer and Lindquist, 1967|. Diese hdngen mit den WEYL-Koordi-
naten iiber

0=/ =2M7i + J/M>+@Q>sinf und (= (7 — M)cosf (1.118)

zusammen und stimmen somit asymptotisch mit den weiter vorne eingefiihrten asympto-
tischen Kugelkoordinaten iiberein.

Der Horizont H ist in WEYL-Koordinaten ein Abschnitt der (-Achse zwischen ( = =+I.
Dieser gehort nicht mehr zur Symmetrieachse. Er liegt also in WEYL-Koordinaten bei
0 = 0. Man erhilt o = 0 nach Gleichung (1.118) fur

fi:M<1i\/1—J2/M4—Q2/M2> — M+l (1.119)

Dabei ist 7, der Ereignishorizont® und bei 7_ liegt der so genannte CAUCHY-Horizont
und es gilt die Parameterrelation

l=— 4+ . (1.120)

Es lasst sich also auch

0= (F—7)(F—7_)sin@=+/(F—M—1)(F—M +1)sinf = /(7 — M)* — 2sin 0

schreiben. Fiir die partiellen Ableitungen ergeben sich dann nach der Kettenregel

2:@2_{_%2: r—M siné——I—COSé—
oF  Ordo O0FOC \JF—MZ—12 0o ¢’
0 _0909 060 _
00 9000 90 IC

(7 — M)? —l%osé(% — (7 — M)siné(%.

33Mit H wird ab jetzt immer der Ereignishorizont bezeichnet.
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Durch Inversion der Koeflizientenmatrix erhalt man

0 _0r0 80 _(F-MYT-ME-B ;0 VJE-MP-E 50
o 000F D090  (F— M)?—[2cos OF (7 — M)? — 12 cos? 0 00’
o oF0 060  (F-MP-P -0 (7 — M) )

cosf— — sin 0 —.

- = ~+ _ = _ — _
¢ 9Cor  9CaH (7 — M)? —[2cos? 0 OF  (F— M)2—12cos20 00

Fiir die Basisvektoren gilt die gleiche Transformation. Damit lésst sich der Nablaoperator
angewendet auf ein beliebiges Potential als

VP = L _ ( G2 L, ¢ a—]fe@) (1.121)
(7 — M)%? —[?cos? 0 or 00
aufschreiben. Der LAPLACE-Operator ergibt sich zu
2 2 ~
AP = ! — [[(f—Mﬁ—l?} %Jrz(f—M)g—]era—iJrcowa—q.
[(f—M)2 — 12 cos? 0] " T 90
(1.122)
Damit lassen sich die ERNST-Gleichungen (1.83) und (1.84) aufschreiben:
(RE +BD) [ (7 = M)? = 1) €+ 2(r — M)E; + & gy + cot 0 5|
= ((F=M)?? =) (E;+20P;) Er + (E5+ 20D 5) E5. (1.123)
(RE + ©O) [((f — M)? = 1%) @5+ 2(r — M)D 5+ D g + cot éq{é]
= ((F= M) =) (E; +20P;) P+ (E5+ 20D 5) D 5. (1.124)

Mit den Gleichungen (1.85) lassen sich die partiellen Ableitungen von a und A, auch
in BOYER-LINDQUIST-Koordinaten angeben. Es ergibt sich fiir

(7 — M)sinf ~
Apr = I Ay, +cosbA, ¢
1 = 2 2qin A ) = 29
:}< (r — M)%2—12sinfcos0p, — (F — M)sin 9574)—a047,:
sin 0
= Tﬁ’é — ad y.
Analog erhélt man die anderen Ausdriicke zu
sin 0 sinf - _ 9 9
A= 7575 —aay, A,g=-— 7 [(7" —M)*—1 } Br—aag, (1.125a)
sin 0 sinf .,
“E TR (bg+2a85—2Ba;), a;= 72 (7= M)* = ] (b + 208 — 2Bay) .

(1.125b)
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1.5.1 Die KERR-NEWMAN-LGsung

Die KERR-NEWMAN-LoOsung lautet in BOYER-LINDQUIST-Koordinaten

2M
E=1—-—"—F1 @:L, (1.126)
7 —iAcos 0 7 —iAcost
mit dem KERR-Parameter A = J/M und der weiteren Parameterrelation fiir die Winkel-
geschwindigkeit

A

Q= 1.12
(M +1)? + A2 (1.127)
Zwischen den beiden Potentialen gilt die Relation
Q
db=—"(1-¢&). 1.12
< (1-¢) (1125)

D.h. die KERR-NEWMAN-Losung liasst sich durch eine HARRISON-Transformation (sie-
he Abschnitt 1.2.4) aus der KERR-Losung gewinnen. Durch Trennung von Real- und
Imaginarteil ergeben sich:

2 _OM7F 2MA cos 0 _ 2
popg oM o 2MAcesh g @0 (1.129)
72 4+ A2 cos? 6 72 + A2 cos? 6 72 4+ A2 cos? f
i Acos @
a9 d g WAt (1.130)
72 + A2 cos? f 72 + A% cos? f
Es lassen sich damit auch f und « als
F=1+0d+—" b und a=—— (1.131)
Acosf A cosf

schreiben.
Um a und A, zu erhalten, kann man entlang einer Radialrichtung vom Fernfeld bis
zu r( integrieren. Mit den Gleichungen (1.125) erhélt man fiir a

)
Oa

) 2N[7 A2 2
. ~ — M)*Mr — A
alfo, B0) = | SodF = —2Jsin’ 90/ "= (Q/M)"MF = A” cos ~9°2 d7
J o (f2 — 2M7 4+ Q% 4+ A? cos? 90>
und damit
(Q* — 2M7)Asin® 0 (7 — M)? — 12 — A2 — 7] Asin® 0 An2g Lo
- S = — - = Asin” ) ——.
7 — 2M7 4 Q% + A% cos? 0 (F — M)2 —[2 — A2sin* 0 f
(1.132)
Fiir A, erhédlt man mit den Gleichungen (1.125) und diesem Ergebnis
Foa P2 a2 cost
A,(Ry,6)) = | =—£dR = — Asin2é/r RS TR
o(Fo, 6o) OR @ °) + A2 cos? 6,
und damit -
Arsin” 6 ~ ~ ~
A, = QATSITO N 02 — 7 sintand 5. (1.133)

72 + A2 cos? 6
Prinzipiell lasst sich noch h bestimmen. Damit hat man alle metrischen und elektroma-
gnetischen Potentiale bestimmt.
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1.5.2 Die KERR-NEWMAN-LO6sung im mitrotierenden System

Mit diesen Gleichungen ldsst sich jetzt die KERR-NEWMAN-LOsung ins mitrotierende
System iibersetzen. Es war A, = A,. Fir o/ ergibt sich mit der Parameterrelation
(1.127) fiir Q der Ausdruck

oA - Q?i(l — QA sin2~0~> B Qr <1 ~— QA (1 — C(~)SQ HN)) | (1134
72 + A% cos? 0 72 + A2 cos? 0

Damit ldsst sich schreiben:
o' = [1 — QA]a + QB7 cos 0. (1.135)

Die Ausdriicke fiir f" und o’ ergeben sich nach den Gleichungen (1.107). Fiir f’ erhélt
man
2

f = f+20fat 0 (faQ—Q?)

2N
L <2A (Q% — 2MF) + QA% cos? 0 (7 + Q* — 2MF)

a 72 + A2 cos 0
+Q [A2 (f2+A200525—Q2+2Mf> +7’4] )

Die Gleichungen (1.125) fiir die Ableitungen von (', die auch im mitrotierenden Sys-
tem gelten (siche Abschnitt 1.4.3), lassen sich durch die Gréfen im ruhenden System
ausdriicken:

Qsind

/ f/ Siné / N
fr= AL 5+ daly| = (14 Qa) B5 + o (1.136)
35 = _f i [AL s+ da;] = (14 Qa)B;— Qs}ne [(F = M)* =] ag. (1.137)
’ S11

Als Integrationsweg fiir 8" kann man fiir ein beliebiges festes 7y auf der g-Achse starten
und bis zu einem Wert 6, integrieren. Die Berechnung von [’ ; ergibt sich durch

, 1 . L Qsind
5’9~: ~[fA@,ianaaA,:(l—I—Qa)ﬂ’g— 7

sin 6

(7 = 2M7 4+ Q* + A%) .

Mit 6,’ 5 = Asin éaff lasst sich

- 72 _9M7 2 1 A2
5’§:B’5+Qsin9a¢ {Aa—r rreTt ],

f
(7’2 — A2 cos? é)

— B4+ 0Qsing f2+A2],

<f2 + A? cos? é) i
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schreiben. Diesen Ausdruck kann man durch Substitution von cos integrieren und man
erhalt: B B
(7 =A%) cos  Qcost [A(1 — QA) — Q7]

"=B34+Q — = _ ) 1.138
g=p @ 72 4+ A2 cos? 0 72 4+ A2cos20 ( )
Damit lasst sich auch
B =[1-QA]B — Qaicosl (1.139)
schreiben.
Zusammengefasst ergeben sich damit
B Q [1 — Q(A +ir cos 5)]
o = [1 — QA — 07 cos@)} o= _ (1.140)
7 — 1A cos
und
Y = [(1 —QA)? + Q% cos? é] o, (1.141)
Es lasst sich also @' durch ® ausdriicken.
Um ¥ zu erhalten kann man den Ausdruck
f/2
b — — ~alf+2< "o — o /~>
0 sinf B 0 6’9

verwenden und den Integrationsweg wie fiir 5" wahlen. Fiir &' ergibt sich, nach Zusam-
menfassung der Terme in ¢/ ; und Integration, der Ausdruck

. —2cosf

r 72 2 29 ~2 2 2~
" Ao 0 AM+Q<(7‘—M) (r + A” cos 9)—2M(7’ +A)+Qr>

+Q2A<M (f2 + A? cos? 9) + M (f2 + Az) -7 (Q2 — Mf) sin? é)] )
(1.142)

Damit ergibt sich fiir £ die Gleichung

2Q) ~ ~
&' =&+ ——— |2MA+ (M — P)Acos®( — icos§ (Q* — 3M7 +72)
7 —iAcosd
0? ~ ~ ~
— [ (A + )7 sin® 0 + 2M (cos? 6 + 1) + Q*7 cos® §
7 —iAcos 0

+iAcos <4Mf+ IM 7 cos? 0 — (Q* + A?) — (7 + Q?) sin? 6’~> ] :
(1.143)

Die Ausdriicke fiir £ und @' erfiillen die ERNST-Gleichungen fiir das mitrotiernde
System im Elektrovakuum.
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1.5.3 Das Verhalten der Potentiale auf dem Ereignishorizont

Das Verhalten der Potentiale auf dem Ereignishorizont kann man bestimmen, indem man
die Potentiale bei 7 = M + [ auswertet. Folgende Potentiale sind dort entweder Null oder
konstant.

Mit Gleichung (1.132) ergibt sich

1
=——= 1.144
ay 0 ( )
und mit (1.135) erhdlt man
QU+ M) QU+ M)
b= =0 . 1.14

T M)+ A2 A (1.145)

Mit diesem Ergebnis lédsst sich insbesondere eine Formel fiir die Masse mit
M =2QJ + Qasy, +1 (1.146)

angeben. Die spezielle Form dieser Gleichung ldsst sich gut mit einer Gleichung aus
Abschnitt 3.3.1 vergleichen. Mit Gleichung (1.144) und der Eigenschaft, dass auf dem
Horizont ¢ = 0 gilt, ergibt sich

iy =0. (1.147)
Der Term in den eckigen Klammern von Gleichung (1.139) fiir 5’ ergibt mit der Parame-
terrelation (1.127) fiir Q auf dem Ereignishorizont Null. Gleiches gilt auch fiir . Damit
ergeben sich

B, =0 und b, =0 (1.148)

Dies bedeutet insbesondere, dass

I+ M) \°
U @/2 _ /12 _ Q( 114
ist.
1.5.4 Die Multipolmomente der KERR-NEWMAN-LOsung
Um die Multipolmomente zu bestimmen, berechnet man zuerst
1— M 20
£ = £ = — _ - und ¢ = = — @ <. (1.150)
1+&  (F— M) —iAcosd 1+&  (F— M) —iAcosd
Auf A, ist cosf =1 und ¢ = 7 — M. Damit ergeben sich
1 = my, M 1 = €n Q
AN M S N . 1.151
& C; = md g C;C” A (1.151)
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Diese Ausdriicke entsprechen der Summe der geometrischen Reihe und man erhélt durch
die Entwicklung nach 1/¢ die TAYLOR-Koeffizienten zu

my, = M (iA)" und e, =Q (1A)"

Damit gilt, dass die Ausdriicke M;; = Q;; = Si; = H;; = 0 sind und somit die Mul-
tipolmomente den m, und ¢, entsprechen. Die gravitativen bzw. elektromagnetischen
Multipolmomente lauten damit

Po=M(GA)" wnd Q,=Q(A)". (1.152)

1.5.5 Schwarze Locher und die extreme KERR-NEWMAN-LOsung

Um die KERR-NEWMAN-LOsung zu charakterisieren, kann man die Parameterrelation
(1.120) hernehmen. Rotierende, geladene Schwarze Locher werden durch die KERR-
NEWMAN-LGsung beschrieben, wenn

QQ

e + W <1 (1.153)
gilt.3* Im Falle der Gleichheit erhilt man ein so genanntes extremes KERR-NEWMAN-
Schwarzes Loch und es ergibt sich [ = 0. D.h. CAUCHY- und Ereignishorizont sind
in BOYER-LINDQUIST-Koordinaten gleich und im WEYL-Koordinaten ein (rdumlicher)
Punkt bei o = (¢ = 0.

1.6 Elliptische Koordinaten

Staubscheiben sind wahrscheinlich die einzig stabilen Konfigurationen von rotierenden
(geladenen) Staubverteilungen.?® Diese lassen sich gut in elliptischen Koordinaten®® dar-
stellen. Die Definition, die hier verwendet wird, ergibt sich aus®’

0=200vV/(1—n?) (1+1?) und (= opmp, (1.154)

mit v € [0,00] und n € [—1, 1]. Fiir die partiellen Ableitungen nach v und 7 ergeben sich
dann nach der Kettenregel

0 _000 9O _ oo 1 —n? LA
v Ovdp  OvdC VI =2 (1 +12) 90 a¢’
0 _ 000 90 _ o 1412 gﬂ)oyg
o 0ndo ' IndC V(I =72 (1+v2) 00 ¢

pir W + M4 > 1 erhélt man die iiberextreme KERR-NEWMAN-Losung. Es muss [ imaginér sein,
damit wird 7+ imagindr und es ergeben sich so genannte ,nackte Singularitdten“. Nach der “cosmic
censorship“Hypothese von PENROSE [Penrose, 1969] sollte sich bei einem Gravitationskollaps immer die
extreme oder unterextreme KERR-NEWMAN-LGsung ergeben.

35In der NEWTON’schen Theorie ist dies klar, da bei fehlendem Druck kein Kriftegleichgewicht fiir
Staubteilchen aufserhalb der Scheibenebene ¢ = 0 realisiert werden kann. Im allgemein relativistischen
Fall ergeben sich jedoch gravito-magnetisch und magnetisch abstofende Krafte zwischen den Staubteil-
chen, so dass sich im Prinzip eine stabile, {iber die Scheibenebene hinaus ausgedehnte Staubverteilung
ergeben kann. Jedoch sind diese abstoflenden Kréfte im Vergleich zu den anderen Kraften klein.

36 Aus réaumlich dreidimensionaler Sicht sind dies oblate spheroidale Koordinaten.

3"Der Parameter gy wird im Kapitel 5 mit dem Koordinatenradius der Staubscheibe identifiziert.
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Durch Inversion der Koeflizientenmatrix erhalt man

o0 Ovo 8778_1/\/1— 1+1/2)8_77\/(1—772)(1+1/2)£
Do~ Dodv ' Dodn oo (V2 +m?)  ov o (V> +0?)  On’
0 o omo  nl+v) 0  v(l-n) 0

S I A R S A o)

Der Nablaoperator angewendet auf ein beliebiges Potential ldsst sich als

1 2 3P 1— 2
v (1.155)
go 1/2—|—772 8V 1/2—|—772 877

aufschreiben. Der LAPLACE-Operator ergibt sich zu

B 1 o PP QP n PP QP
o = g [0 Gt 2 G+ 0o G oG] o
Damit lassen sich die ERNST-Gleichungen (1.83) und (1.84) als
(RE + @) [(1+ 1) €+ 20 €y + (1= 1) Egy — 208,
= (1+0%) (£, +200,) &, + (1 —17) (€, +20D,) &, (1.157)
(RE +B0) |(14+02) @y + 200, + (1 12) D, — 270,
= (1+17) (£, 4+200,) D, + (1 —7°) (£, +20D,) D, (1.158)

aufschreiben. Die Gleichungen fiir den Zusammenhang der Potentiale a und A, mit b und
[ lauten:

(1+v*) b, = — fPa, —2(1+1°) (@B, — Ba,), (1.159a)
(1= 0% by = + fPa, —2(1—17) (aB, — Bay,) (1.159b)
(1 + VQ) By =+ flaoc, + Apy), (1.159¢)
(L= By = — flac, + Ag,) . (1.159d)

1.6.1 Losung der LAPLACE-Gleichung mit LEGENDRE-Polynomen

Jetzt soll die Gleichung
AX =0 (1.160)

in elliptischen Koordinaten untersucht werden. Fiir X kann der Separationsansatz

X =4 ()x () (1.161)

gemacht werden. Dies fiihrt zur Separation im LAPLACE-Operator. Nach Separations-
schluss und der Substitution s = iv ergibt sich:

% (1= s™) s — 2500, ] = —i (1= 7*)X.m — 20X,y] = const = —n(n+1), neR
(1.162)



1.6. ELLIPTISCHE KOORDINATEN 29

Fiir y ergibt sich eine LEGENDRE’sche Differentialgleichung, die fiir beliebiges n € R mit
einem Potenzreihenansatz

Y0 = <1 B n(nQ—'i- 1)7]2 N n(n — 2)(n4—!k 1)(n+ 3)774 . )
e <n_ (n— 1;En+2)?73+ (n— 1)(n—3)5§n+2)(n+4)n5:|:m) (1.163)

gelost werden kann [Madelung, 1964|. Fiir ganzzahlige n bricht die Reihe ab. Wenn y auf
der ¢-Achse (also bei n = +1) regulér bleiben soll, muss n > 0 sein. In diesem Fall erhélt
man als Losung die LEGENDRE-Polynome P, (7).

Fiir die LEGENDRE’sche Differentialgleichung zu 1 soll sich eine Losung ergeben,
die fiir v — oo verschwindet. Fiir ganzzahliges n kann diese durch die auferhalb der
Strecke —1 < x < 1, x € R definierte komplexe Kugelfunktionen @, (s) angeben werden
[Madelung, 1964]|. Nach Riicksubstitution zu v erhdlt man eine relle Losung durch

S, (v) =i"""Q, (iv) =i " (arccotv) P, (iv) — R, (V). (1.164)
Dabei ist R, (v) ein Polynom, dass das richtige asymptotische Verhalten lim S,(v) =0

. V—r00
sichert.

Es ergibt sich durch Superposition der Losungen fiir verschiedenes n die allgemeine
Losung:

X = CuPui(n)S,(v). (1.165)
n=0
Dabei sind die C), Integrationskonstanten.

Darstellung des Polynoms R, (rv) Die LEGENDRE-Polynome lassen sich als Potenz-
reihe darstellen. Fiir gerade n ergibt sich:

& nem (2n 4+ 2m)! 9
Py, (z) = > (1) . >, (1.166)
— 22n(n +m)! (n —m)! (2m)!
. _ a 2n + 2m)!
12" Py, (ir) = Z ( ", (1.167)
=220 (n +m)! (n —m)! (2m)!
Fiir ungerade n ergibt sich:
RS nem (2n 4 2m + 2)! Imt1
Pans () = Z_O S Ty sy ) popmpn T v A S
Z (2n + 2m + 2)! ol (1.169)

o1 SN
i Popy (iz) = ;an+1(n+m+1)!(n—m)!(2m+1)!w

Das Polynom R,,(v) bestimmt sich aus dem ersten Teil von S, (). Die Entwicklung von
arccot v im Unendlichen lasst sich als

0o ( 1)k —9k+1 00 k p—2k—1

arccotl/:—z 2% — 1 Z 2k:—|—1

k=1 =0
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angeben. Fiir gerades n erhalt man damit:

o | N R Y ) |
Ry, (v) = lim [i7?" (arccotv) Pa, (iv)] = — lim |[i ZW Py, (iv) |,

V—00 v—00 A
=1

(DY (S (2n + 2m)! om
—‘}E&(Z 2% — 1 )(;22”(n+m)!(n—m)!(2m)!y >

~ k 2n + 2m)! N
- _;;(_1) 22”(2k—1)(§1—|—m)!(n—m)!(2m)!y o (1.170)

Fiir ungerades n ergibt sich analog:

Bana () = 2, 3 (1) 22k + D(n+m+ ) (n—m)l @m+ 1) -
(1.171)

1.7 Reihenentwicklung: Optimierung und Konvergenz

Analytische Losungen von rotierenden geladenen Staubverteilungen wurden noch nicht
gefunden.®® Eine Moglichkeit Niherungslosungen zu finden, besteht in der Anwendung
von Reihenentwicklungen nach kleinen Parametern. Dabei werden die Differentialglei-
chungen nach einem geeigneten Parameter entwickelt und sukzessive Ordnung fiir Ord-
nung gelost.

Hier sind prinzipiell drei Herangehensweisen moglich. Die einfachste ist die Post-
NEWTON’sche Entwicklung nach einem relativistischen Parameter. Weiterhin kann man
langsam rotierende Staubverteilungen vom ECD-Fall ausgehend entwickeln. Als dritte
Moglichkeit kann man schwach geladene rotierende Staubverteilungen betrachten. In
den letzten beiden Féllen hat man in jeder Entwicklungsordnung vollstédndig relativis-
tische Losungen. Beide Fiélle sind aber auch ungleich schwerer zu losen, als die Post-
NEWTON’sche Entwicklung.

Ist eine Reihenentwicklungen bis zu einer Ordnung N erfolgreich gelost, stellt sich
zuerst die Frage nach der Konvergenz dieser Reihen. Die vollstédndige Losung ergibt sich
fiir N — oo, wenn die Reihe konvergiert. Praktisch ist N jedoch klein und man interes-
siert sich oft fiir den Fall, bei dem der Wert des Entwicklungsparameters weit weg vom
Entwicklungspunkt ist.*

Es gibt viele Kriterien, um Aussagen zur Konvergenz von Reihen zu treffen. Ein hin-
reichendes und sehr scharfes Kriterium ist jenes nach RAABE-DUHAMEL [Raabe, 1832].
Dieses wird hier verwendet.

Um die Konvergenz von Reihen zu beschleunigen, gibt es verschiedene Methoden.
Darstellungen dieser Methoden finden sich in dem Buch [Bender and Orszag, 1978|. Hier

38Damit sind Losungen mit stationfiren, nicht statischen Raumzeiten gemeint. Es gibt Lésungen mit
gegenrotierenden Staubkomponenten (siehe z.B. [Garcia-Reyes and Gonzéalez, 2004]), die jedoch eine sta-
tische Raumzeit ergeben.

39Bei der Post-NEWTON’schen Entwicklung in dieser Arbeit ist gerade der ultra-relativistische Grenz-
fall interessant.
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wird die PADE-Approximation verwendet, mit der bei den hier untersuchten Reihen gute
Ergebnisse erzielt werden. Es sei aber auch noch auf weitere Methoden hingewiesen. Dies
sind u.a. SHANKS-Transformation und die Darstellung durch Kettenfunktionen, insbe-
sondere Kettenbriiche. Es bleibt ein Experimentierfeld, welche Methoden am effektivsten
sind, um die Konvergenz der entsprechenden Reihen zu beschleunigen.

Da vollstindige analytische Losungen fehlen, bleibt sonst nur der Vergleich mit nu-
merischen Losungen.

1.7.1 Konvergenz aus physikalischer Sicht

Man kann und sollte sich der Frage nach dem Konvergenzradius einer Reihenentwicklung
zuerst anhand des physikalischen Systems iiberlegen, welches man beschreiben will.

Fiir positive und negative Werte des Entwicklungsparameters, welche betragsméfig
kleiner sind als der Konvergenzradius, sollte das physikalische System im Rahmen der
verwendeten Gleichungen beschrieben werden konnen. Insbesondere sollte klar sein, wie
sich das System beim Ubergang von positiven zu negativen Werten des Entwicklungspa-
rameters verhilt.

Hier bedeutet dies, dass sich die Materie im gesamten Parameterraum im (thermo-
dynamischen) Gleichgewicht befinden sollte. Daher kann eine wie auch immer geartete
Reihenentwicklung einer geladenen Staubverteilung fiir |¢| > 1 aus physikalischer Sicht
nicht konvergieren. In diesem Fall kann die elektrische Abstoffung der Staubteilchen von-
einander nicht mehr kompensiert werden und somit die Annahme der Stationaritéit nicht
mehr aufrecht erhalten werden.*!

Aus physikalischer Sicht stellen diese Uberlegungen eine notwendige (aber natiirlich
keine hinreichende) Bedingung an die Konvergenz der Reihenentwicklung dar.

1.7.2 Das Konvergenzkriterium nach RAABE-DUHAMEL

Ist fiir eine Reihenentwicklung
F(z) = Z Cpx” (1.172)
n=0
fiir alle n > ny die Ungleichung

Cn+1
Cn

Kn:n<1—a:r

) > 1 (1.173)

erfiillt, dann ist dies ein hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz der Reihe im Intervall
z € [0,2,].*? Durch Reihenentwicklung bei o = 0 sind hier nur die ersten Koeffizienten
von

F(z) = f: " = Z ™ + R(x) (1.174)

40Tn der Stérungstheorie gibt es oftmals Entwicklungen bei denen der Konvergenzradius Null ist, da das
physikalische System nur fiir positive Werte des Entwicklungsparameters definiert ist (siehe [Dyson, 1952]
zur Quantenelektrodynamik). Man erhélt asymptotische Reihen.

41 Auch die relative Bindungsenergie Ey, nach Gleichung (3.14) verschwindet im ECD-Fall.

42Siehe auch [Knopp, 1956].
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bis n = N bekannt. Die Funktion R(x) ist nicht bekannt.

F(z;N) = chx”. (1.175)

n=0

Das Konvergenzkriterium (1.173) kann also nur bis n = N untersucht werden. Um
eine strenge Aussage zur Konvergenz téatigen zu konnen, muss es jedoch fiir alle n > ng
erfiillt sein. In dem Sinne kann das Kriterium als starkes Indiz herangezogen werden,
wenn es fiir die n mit ng, <n < N erfiillt ist.*

1.7.3 Generalisierte PADE-Approximation
Die PADE-Approximation der endlichen Reihe F'(x; N) ist gegeben durch das Verhéltnis

zweier Polynome

N-M
> apa
n=0

P[M,N — M{F(z; N)} = (1.176)

M
> byxn
n=0

gegeben. Durch Reihenentwicklung dieses Ausdrucks bei xq = 0 bis zur N-ten Ordnung
ergibt sich durch Koeffizientenvergleich mit F'(x; N) in x ein Gleichungssystem. Aus die-
sen N + 1 Gleichungen lassen sich die Koeffizienten a,, und b,, durch die ¢, festlegen. Mit
einer Normierung, beispielsweise by = 1, wird das Gleichungssystem eindeutig l6sbar.

Kennt man die Funktion F(z) nun an mehreren Entwicklungspunkten z; als Reihe
bis zur Kj-ten Ordnung

F(z;zj, K;) = Z Cin(r — x5)", (1.177)

dann kann man diese Reihen in der generalisierten PADE-Approximation oder auch
"Mehrpunkt’-PADE-Approximation zusammenfassen. Dabei erhoht man die Anzahl der
a, und b, in ihrer Summe bis zur Anzahl aller C,,. Der Ausdruck fiir die generalisierte
PADE-Approximation wird nach den x; bis zur jeweils K;-ten Ordnung entwickelt und es
ergibt sich durch Koeffizientenvergleich in den (x; — ) ein eindeutiges Gleichungssystem,
um die a,, und b, durch die C},, auszudriicken.

Das Problem der Konvergenz von PADE-Approximationen ist noch nicht gelost und
kann bisher nur fiir Spezialfille untersucht werden (siche |[Bender and Orszag, 1978]).
Dies gilt auch fiir die Frage warum ihre Konvergenz oft besser ist, als die der Reihenent-
wicklungen.

43Sjehe dazu auch das Zitat von POINCARE in der Einleitung.



Kapitel 2

Fernfeldverhalten in asymptotischen
Kugelkoordinaten

Das Verhalten der Raumzeit im Fernfeld ldsst sich gut in Koordinaten untersuchen, fiir
die sich asymptotisch bzw. im NEWTON’schen Grenzfall, die MINKOWSKI-Metrik in Ku-
gelkoordinaten ergibt. Diese Koordinaten r und 9 lassen sich durch

o=rsiny und (=rcosd (2.1)

einfiihren. Hierbei konnen die obigen Gleichungen weiter verwendet werden, indem man
den Nablaoperator in Kugelkoordinaten verwendet.

Im Falle asymptotisch flacher Losungen lassen sich die Potentiale im Fernfeld durch
die Koeffizienten m,, und e,, ausdriicken und damit im Prinzip auch durch die Multipol-
momente. Man kann die Potentiale £ und ¢ im Fernfeld in eine TAYLOR-Reihe nach 1/r
entwickeln. Damit ergeben sich formal die Darstellungen

0)

T.n

Fﬂ@g

§(r,0) = Z g"r(f) und ¢ (r,v) = (2.2)

I
o

n

Um das asymptotische Verhalten von £ und ¢ in Abhéngigkeit von m,, und e, im Raum
zu erhalten, kann man mit diesen Gleichungen in die ERNST-Gleichungen (1.89) und
(1.90) eingehen. Die r-Ableitungen kénnen berechnet und die entstehenden Gleichungen
nach Potenzen in 1/r geordnet werden. In jeder 1/r-Ordnung erhélt man dann gewdhnli-
che Differentialgleichungen fiir die Funktionen &,,(9) und ¢, (). Diese konnen sukzessive,
beginnend bei der niedrigsten 1/r-Potenz, mit den Randbedingungen

é.n(ﬁ = 0) =Mp- und q"n<79 = O) = €n-1

und der Forderung, dass die Losungen fiir alle ¥ reguldr sein sollen, prinzipiell gelost
werden.

'Eine ausfiihrliche Darstellung fiir den ungeladen Fall findet man in der Diplomarbeit des Autors
[Breithaupt, 2011]. Alle Uberlegungen und Ergebnisse lassen sich ohne weiteres auf den geladenen Fall
verallgemeinern.
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Praktisch kann man, indem man die Potenzreihen fiir £ und ¢ bei n = N abbricht,
Néaherungslosungen der ERNST-Gleichungen gewinnen. Diese werden umso genauer, je
weiter man von der Materieverteilung entfernt ist.?

Bis zur vierten 1/r—Ordnung ergeben sich, bei Beriicksichtigung der Aquatorsymme-
trie, fiir ¢ und ¢ die Gleichungen:

mo  mqcost N Tms (3cos? I—1) + 2mg (md — €}) (cos? ¥ — 1)

g=20 I8

r r 73
2ms (5cos® ¥ — 3cos ) + £ [my (3mE — 2e2) — eymgep] (cos® ¥ — cos ¥
+ 2 3( ) 2 [ 1( T40 0) 1 0 O]( ) +O(T_5)’
g= o cos N €5 (3cos? 9—1) + 1eo (md — €f) (cos? ¥ — 1)
r 72 r3
tes (5cos® ¥ — 3cos ) + & [er (2md — 3e}) + miegmy] (cos® ¥ — cos ) s
+ - O(r).

Die ERNsT-Potentiale £ und & ergeben sich nach den Gleichungen (1.88) und durch
Bildung der Real- und Imaginirteile erhiilt man?

oM 2M? + Q? 3 = Q2 2M@’ 4
f=l-—mt—03 +0(r?), b= -5 -3 +0(r ),
2 4M
ho Jc;)sﬁ_l_ J;osﬁ+o(r_4)’
r r
Q M@ ~
-2 0(),
D cos QJ + MD)cost _
p= 2 | 7’3) +O@r™).

Um die Potentiale @ und A, zu erhalten, kann man den Integrationsweg wie in Abschnitt
1.5.1 wéhlen. Mit den Gleichungen (1.72) und (1.65) ergeben sich

T0

~ Toa.  fsinvo (0 [-0D 0D
a(re, Jo) = 87’dr_/ 7 (819_1{(b819_q)819})dr’

TO@A i sin g 0 Oa
A¢(T0,Q90) = a—:d?”:/( f O@_g _GE) dr

und man erhélt fiir die Potentiale @ und A, folgendes asymptotische Verhalten:

2Jsin*9 | (2MJ — QD)sin® ¥
_ 2Jsin +( @D)sin N

-3

a " 2 (’)(r ),
Dsin?9 2 (MD —3QJ)sin® 9

4, = sin +2( TQQ ) sin —|—(9(7“’3).

Mit einem Linienintegral kann auch & berechnet werden. Somit kann man das asympto-
tische Verhalten aller auftretenden Potentiale bestimmen.

2Welchen Konvergenzradius diese Reihen haben ist nicht offensichtlich. Prinzipiell ist diese Betrach-
tung im Fernfeld sinnvoll.
3Fiir hohere Ordnungen in 1/r sieche Appendix.
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Physikalische Grofsen

Bei verschwindender Divergenz von Tensoren, lassen sich mit Hilfe des GAuUSS’schen
Satzes Erhaltungsgréfien berechnen. Der GAUSS’sche Satz ist jedoch nicht auf Tensoren
zweiter oder noch hoherer Stufe anwendbar und lautet:

/T“;adg = /TanadV. (3.1)
G v

Dabei ist G das vierdimensionale Volumen mit dem vierdimensionalen Volumenelement
dg, V die (rdumliche) dreidimensionale Hyperfliche, als Berandung von G, mit dem
dreidimensionalen Hyperflichenelement dV und n® ein in die Zukunft gerichteter Ein-
heitsvektor, der senkrecht auf dem Hyperflachenelement steht. Man kann V' so wéhlen,
dass man fiir konstante Zeit tiber ein raumliches Volumen integriert. Ist 7%, = 0 und 7*
nur innerhalb dieses raumlichen Volumens von Null verschieden, dann erhéalt man aus
dem GAUSS’schen Satz bei Integration fiir * = konstant

/ Tn,dY = / T.,n*dV = konstant

1% v

und damit eine Erhaltungsgrofe.! Es sind
Ng

A /_ﬁbﬁb

und dV = /g g* dztdz?da® = /g g** d3Z. Es bleibt also

Ng = — mit i, = 0; (3.2)

/T“nadV = —/T4\/—gd3_’: /Tan“dV = —/g4bTb\/—gd3f: konstant.  (3.3)

\%4 \%4 %4 1%

Fiir stationidre Raumzeiten sind natiirlich alle Grofen zeitunabhéngig und somit Erhal-
tungsgrofen. Gleichung (3.3) kann jedoch ausgewertet werden, um physikalische Gro-
flen zu bestimmen, die das Gesamtsystem charakterisieren. In WEYL-Koordinaten ist

V—gd37 = hftodod{dy und T* = T* hingt nur von o und ¢ ab.

!Siehe z.B. [Stephani, 1991].
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3.1 Ladung und baryonische Masse

Aus der lokalen Massenerhaltung (1.20) erhélt man die baryonische Masse M,, dabei
reicht es aus, iiber das Volumen der Staubverteilung zu integrieren.

My = /dMoz—/uuanadV: /,uu4\/—gd35. (3.4)

Vm at Vm at Vm at

Analog erhélt man die Ladung aus der Kontinuitatsgleichung und damit

Q= /dQ: /edMoz /34\/—_gd3f. (3.5)

Vmat Vmat Vmat

3.2 Energie und Drehimpuls des elektromagnetischen
Feldes

Die KILLING-Vektoren stehen senkrecht auf der LORENTZ-Kraftdichte, da diese nur o—
und (—Komponenten hat. D.h. ihr Skalarprodukt verschwindet und man erhélt aufgrund
der KILLING-Gleichungen (1.23) mit

—&ft = (LT =0 und = f* = (™), =0 (3.6)

die lokalen Erhaltungssétze fiir Energie und Drehimpuls des elektromagnetischen Feldes.
Da skalare Grofsen sich bei Koordinatentransformationen nicht dndern, gilt diese Aussage
auch koordinatenunabhéngig. Man kann also die elektromagnetische Feldenergie M., und
den elektromagnetischen Felddrehimpuls Jg,, als

1 1
Mem - /Tégm)ganbdv - _E / (FC4FC4 - ZchFCd) V=g d3f7
Vv V-

em 1 —
Jom = — / T, ' dy = - / FaFey/=gd’7
|4 Vo

definieren. Diese Definition ist so eingerichtet, dass sie mit Energie und Drehimpuls des

elektromagnetischen Feldes in der klassischen Elektrodynamik iibereinstimmt.
Alternativ kann man das Skalarprodukt von KILLING-Vektoren und LORENTZ-Kraft-

dichte mit Hilfe der Kontinuitétsgleichung und der KILLING-Gleichung auswerten.

=& = (Aa;b - Ab;a) fa]b =&a (Aa.]b);b - gagacAb;c]b =&a (Aajb);b - §a5214b;c]b
- ga (Aajb) b Ab;tjb'
Da die CHRISTOFFEL-Symbole im letzten Term verschwinden, erhélt man

(&.A%9) , =0 und (1A% » =0 (3.7)

)

Die Integrale fiir M, und J,, sollten mit diesen Gleichungen ausgedriickt werden kénnen.
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Fiir den Drehimpuls erhilt man in WEYL-Koordinaten mit partieller Integration?

Jow = 1 / / FuFey=gdod( = = / / A PG dodc

—ooO —ooO

1 (o9} g—}oo o0
=5 [ ([ - [ Ay o) a
=0
e 0
1 00 J 9]
+§/ 4. F* V=] —/Aw (F*V=g) .d¢ | de.
(——o0
0 —0

Die Randterme verschwinden® und man erhilt mit den inhomogenen MAXWELL-Gleich-
ungen

//A L F4C\/_)’C\/—_gdgdC:27r77A¢jt\/—_gdgdg“

—o0 0

Es reicht aus iiber das Volumen der Staubverteilung zu integrieren, da j* im Elektrova-
kuum verschwindet. Der Drehimpuls des elektromagnetischen Feldes lasst sich also als

Jom = — / Aggpnn®dY = / Ayg'/—gd’F (3.8)
Vinat Vmat

schreiben.
Fiir die Energie erhédlt man

//( C4FC4—iF FC)dedg

—o0 0

-1 / / (ApeF™® — A, FY) =g dod(,
oo 0

l\DI»—t

oo

} @_>OO> d¢ + %1/ (H[AWF%—AtFM}

-0
¢ 0

1
T

(—o0
do
(——00

(F'v=3), -

AT

—oo 0

(F*v=g ),C] V=g dodc,

’Die Integration iiber ¢ ergibt einfach 27, da die Gréfen von ¢ nicht abhingen.

3Fiir die Terme im Unendlichen kann man die Formeln aus Kapitel 2 heranziehen. Fiir o = 0 kénnen
die Potentiale auf der (—Achse in eine TAYLOR-Reihe nach g entwickelt werden. Aus den Linienintegralen
zur Berechnung von A, und a aus den ERNST-Potentialen, sieht man, dass diese mit p? beginnen.
Innerhalb der Staubverteilung, kann man dazu die Linienintegrale zur Berechnung von A:a, und o’ aus den
Quasi-ERNST-Potentialen (im mitrotierenden System) hernehmen. Aus \/—g erhélt man einen weiteren
Faktor p. Die Randterme kénnen ins mitrotierende System transformiert werden und verschwinden bei
o=0.
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Die Randterme verschwinden auch hier und es reicht aus, iiber das Volumen der Staub-

verteilung zu integrieren. Mit j# = Q)" (siche Gleichung (1.33)) erhélt man
1 1
Mo =5 [ A =yt av =3 [ (4 -04) =50 (39
Vinat Vimat

zur Berechnung der Energie des elektromagnetischen Feldes.

3.3 Gravitative Masse und Drehimpuls

Aus der lokalen Energie-Impuls-Erhaltung T“b;b = 0 lassen sich mit Hilfe der KILLING-
Vektoren fiir Stationaritdt und Axialsymmetrie zwei weitere physikalische Grofen gewin-

nen. Mit den KILLING-Gleichungen erhélt man
(&%), =0 und (nT*), =0.

Diese sind dquivalent zu den Ausdriicken?

1 |
(&R™), = [(T“b - 59" ) fa} =0 und KT b — ig“bT> na} =0

Mit diesen Gleichungen lassen sich gravitative Masse und Drehimpuls fiir stationdre,

axialsymmetrische und asymptotisch flache Raumzeiten mit 7' = —pu als
1
M = 2/ (Tab + §M9ab) ¢'n’dy
Voo
und

J=- /Tabn“nde
Voo
angeben.® Diese Gleichungen sind so eingerichtet, dass sie mit Masse und Drehimpuls im
Fernfeld iibereinstimmen.%
Da das Integrationsgebiet fiir den Materieanteil im Energie-Impuls-Tensor auch auf
das Volumen der Staubverteilung reduziert werden kann, erhilt man”

M = 2My, — / 1 (2u'uy + 1) V=g &°7 = 2Mey, + / p(1—2Qa)/—gd®%, (3.10)

Viat Vimat
J = Jom + / put g/ —g BT = Jom — / d pn/—g >z (3.11)
Vmat Vmat

47.B. [Stephani, 1991].

57.B. [Wald, 1984].

5Die gravitative Masse lisst sich auf zwei verschiedene Weisen definieren. Die erste ist die KOMAR-
Masse, die im stationdren Fall definiert werden kann. Die zweite ist die ADM-Masse, die fiir jede asymp-
totisch flache raumartige Hyperflache definiert werden kann (siehe z.B. [Gourgoulhon, 2010]). In den hier
diskutierten Féllen stimmen beide {iberein. Das bedeutet auch, dass das gravitative Monopolmoment mit
der gravitativen Masse {ibereinstimmt, die durch Integration iiber die Oberfliche der Staubverteilung
berechnet werden kann.

"Dabei werden die Gleichungen u! u, = u'u, = —a’, uy = wy —Quyr, u' upy = —1und u! = u
verwendet.

t o=l
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fiir die gravitative Masse und den Drehimpuls der Raumzeit.

3.3.1 Formel fiir die gravitative Masse

Aus den Gleichungen (3.8) und (3.9) erhélt man

2Mem — 2QT o = — / (4 4+ QA,) 'V =g 37 = / a'd@.

Vmat Vmat

Aus gravitativer Masse und Drehimpuls ergibt sich:

M —2QJ = 2M — 2QJem + / p/—gd3z = / o/dQ + / eV dMy.

V;llat Vmat Vmat

Schlussendlich erhélt man mit Gleichung (1.112) fiir die gravitative Masse
M = 2QJ + DM,

bei konstantem e (siehe auch [Breithaupt et al., 2015]).

3.3.2 Relative Bindungsenergie
Die relative Bindungsenergie ist definiert als

My M

FEy
b My

und ergibt sich zu:
E, =-2QJ/My+1—D.

39

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Diese Energie muss aufgebracht werden um alle Baryonen (Staubteilchen) ins rdumlich
Unendliche zu bringen. Fiir £y, < 0 erhélt man eine gebundene Staubverteilung. Fiir
Ey > 0 ist die Staubverteilung instabil bzw. wiirde auseinanderfliegen und dabei die

Energie F}, freisetzen.
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Kapitel 4

Der ultra-relativistische Grenzfall

4.1 Trennung der Raumzeiten

Fiir einige Fille von entweder rotierenden oder geladenen Materieverteilungen, die durch
verschiedene Materiemodelle beschrieben werden, tritt im ultra-relativistischen Grenz-
fall eine Trennung der Raumzeiten auf. Man erhilt entweder eine so genannte ,innere*
Losung, die nicht asymptotisch flach ist oder eine so genannte ,duflere” Losung, die, der
“cosmic censorship“-Hypothese entsprechend, durch die Raumzeit eines extremen Schwar-
zen Loches beschrieben werden kann.! Letztere ist entweder die extreme KERR- oder die
extreme REISNER-NORDSTROM-Losung. Solange der ultra-relativistische Grenzfall noch
nicht erreicht wurde, hat man eine zusammenhangende Raumzeit. Beispiele fiir diese
entweder rotierenden oder geladenen Materieverteilungen sind folgende:

e Starr rotierende Staubscheiben, die zuerst von BARDEEN und WAGONOR unter-
sucht [Bardeen and Wagoner, 1971]* und fiir die spiter von NEUGEBAUER und
MEINEL eine analytische Losung gefunden wurde [Neugebauer and Meinel, 1995].

e Differentiell rotierende Staubscheiben [Ansorg and Meinel, 2000].

e Rotierende toroidale (ungeladene) Flissigkeitskorper (siehe [Labranche et al., 2007|
und [Kleinwiéchter et al., 2011]).3

e ECD-Konfigurationen [Meinel and Hiitten, 2011].

Bisher ist es nicht gelungen, eine sowohl rotierende als auch geladene Materiever-
teilung zu finden und zu beschreiben, bei der im ultra-relativistischen Grenzfall eine
Trennung der Raumzeiten auftritt. Die starr rotierende Staubscheibe mit konstanter spe-
zifischer Ladung (siehe Kapitel 5) ist der erste Fall, fiir den ein solches Verhalten mit sehr
hoher Wahrscheinlichkeit auftritt.

!'Normalerweise sind mit innerer bzw. #ukerer Losung diejenigen innerhalb und auferhalb einer Ma-
terieverteilung gemeint. Die Anfiithrungszeichen werden hier durchgehend verwendet, um ,innere* und
saukere Losung im Sinne der Trennung der Raumzeiten zu bezeichnen.

2In dieser Arbeit findet man auch Erlduterungen zu ,innerer und ,Aufierer” Losung.

3Siehe auch [Meinel et al., 2008].
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Wie kann man sich nun die Trennung der Raumzeiten vorstellen?* Ob der Grenz-
iibergang zur , Aufsen”- oder ,Innenlosung” fiihrt, hingt davon ab, wie die Koordinaten
vorher skaliert worden. Nimmt man als Skalenparameter den Radius rg einer Kugel,
die die Materieverteilung vollstdndig umschlieft, also die Koordinaten (o/rg,(/ro), so
fithrt dies zur ,Innenlosung”. Verwendet man die baryonische bzw. gravitative Masse
mit (o/My, (/My) bzw. (o/M, /M), so fihrt dies zur ,,Aufenlésung“. In den so skalierten
WEYL-Koordinaten geht der Scheibenradius im ultra-relativistischen Grenzfall gegen Null
(00/My = 00/M = 0). Die gesamte Materieverteilung verschwindet im Koordinatenur-
sprung. Die Raumzeit entspricht der eines extremen Schwarzen Loches (vgl. Abschnitt
1.5).

In den mit rg skalierten WEYL-Koordinaten hat man im ultra-relativistischen Grenz-
fall eine endlich ausgedehnte Materieverteilung mit regulérer Metrik und gegebenenfalls
elektromagnetischem Feld. Die (Elektro-)Vakuumlosung ist jedoch nicht asymptotisch
flach. Das rdumlich Unendliche kann durch eine Metrik beschrieben werden, deren Ver-
halten der Metrik nahe des Horizonts eines Schwarzen Loches entspricht. Man spricht
daher dort von einer “near horizon geometry”.

Alle Punkte der ,,Aufsenlosung”, die in WEYL-Koordinaten einen von Null verschiede-
nen Abstand vom Koordinatenursprung haben, sind also unendlich weit entfernt von der
(reguldren) Materieverteilung im Zentrum der ,Innenlésung”. Das gesamte ,Universum‘
der ,Innenlosung® sitzt in WEYL-Koordinaten in einem Punkt im Zentrum der ,,Auftenlo-
sung®, fiir die genau genommen noch kein Ereignishorizont existiert. Solche Konfiguratio-
nen werden als “quasi black holes” bezeichnet (zuerst in [Lue and Weinberg, 2000]). Sie
sind jedoch instabil, so dass eine kleine Storung dazu fiihrt, dass ein normales leicht un-
terextremes Schwarzes Loch entsteht.? Der ultra-relativistische Grenzfall lisst sich somit
als Phaseniibergang von normaler Materie zum Zustand eines Schwarzen Loches inter-
pretieren |[Neugebauer and Meinel, 1993].

4.2 Bedingung fiir den Ubergang zu Schwarzen Lo-
chern

Ein Hauptaugenmerk in Abschnitt 6.2 liegt bei der ,Aufenlésung” und dem Ubergang zur
extremen KERR-NEWMAN-LGsung. Hier soll es nun um eine notwendige und hinreichende
Bedingung fiir so einen Ubergang gehen (siche auch [Breithaupt et al., 2015]).

Zau diesem Zweck wird zuerst als Linearkombination der KILLING-Vektor

x =&+ 0n (4.1)
eingefiihrt. Damit lassen sich die beiden Potentiale f und o/ durch

f'=—x%a und o =—x"A, (4.2)

4Eine anschauliche Darstellung fiir den ECD Fall findet man in der Diplomarbeit von HUTTEN
[Hiitten, 2011].
®Dies kann zum Beispiel eine kleine Zugabe von Materie sein.
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koordinatenunabhéingig charakterisieren. Ein stationéres und axialsymmetrisches Schwar-
zes Loch lésst sich dadurch definieren, dass auf seinem Ereignishorizont

H: X% =0 (4.3)

gilt. Dabei ist der Ereignishorizont eine Null-Hyperflache mit dem (lichtartigen) Nor-
malenvektor x® und 2 = Qy ist die Winkelgeschwindigkeit des Horizonts. Aus den Be-
wegungsgleichungen nach Gleichung (1.112) ergab sich fiir konstantes e innerhalb der
Staubverteilung v/f” + eo/ = D = konstant. Daraus erhilt man

X' Xa = — (x4, + D). (4.4)

Damit ergibt sich als notwendige Bedingung fiir den Ubergang zu einem Schwarzen Loch,
dass auf der Oberfliche der Staubverteilung B der Ausdruck o/ = x*A, fir |¢] > 0
konstant sein muss:

B: x"A,=-DJe. (4.5)

Wenn B in diesem Grenzfall auch eine Null-Hyperfliche ist, die der Definition eines
Ereignishorizonts entspricht, dann ist Bedingung (4.5) auch hinreichend. Dazu lasst sich
genau wie im ungeladenen Fall argumentieren [Meinel, 2006]. Die Hyperflache B ist durch
die zeitartigen Weltlinien der Staubteilchen der Oberfliche der Staubverteilung gegeben.
Nach Gleichung (1.33) kann deren Vierergeschwindigkeit durch

w= X = e U\ (4.6)
vV =X"Xb
ausgedriickt werden. Unter der Annahme, dass ein Staubteilchen auf B wenigstens mini-
mal gebunden ist, ergibt sich:”

0< —E%, = R (4.7)

V=X
Damit steht im Grenzfall x*y, — 0 der KILLING-Vektor x* senkrecht auf £* und damit

auch auf n*:
e — 0, 1%, — 0. (4.8)

Da die Zirkularitétsbedingung (1.29) erfiillt und somit die Raumzeit orthogonal transitiv
ist, steht y* zudem senkrecht auf einem Tangentenvektor von B, der keine Komponenten
in Richtung von &% und n* hat. Damit ist y® orthogonal zu drei linear unabhéngigen
Tangentenvektoren an jedem Punkt von B. Das heifst, dass xy* der Normalenvektor von
B ist. Da er zudem nach Gleichung (4.5) lichtartig ist, bedeutet dies, dass B der Defini-
tion des Ereignishorizonts eines stationdren und axialsymmetrischen Schwarzen Loches
entspricht. Zusammen mit der Eindeutigkeit der KERR-NEWMAN-LGsung [Meinel, 2012],
die auch den Extremfall mit einschliefst, ergibt sich aufterhalb des Ereignishorizonts die

5Der ungeladene Fall € = 0 lisst sich gesondert angehen. Dabei reduziert sich die Bedingung fiir den
Ubergang zu einem Schwarzen Loch auf D = 0. Siehe dazu die Arbeiten von MEINEL [Meinel, 2004] und
[Meinel, 2006].

"Es ist —£%, = — (X% — M) uq = el + Onug > 0, da Q und nu, immer das gleiche Vorzeichen
haben.
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KERR-NEWMAN-Losung mit Q2M? + J? < M*. Die gravitative Masse fiir eine Staubver-
teilung lasst sich als M = 2Q.J + DM, schreiben (siche Abschnitt 3.3.1). Mit Gleichung
(4.5) ergibt sich daraus

M =2QJ — x*A.,Q, mit x*A, = ayz = konstant. (4.9)

Dieser Ausdruck stimmt nun nach der Arbeit von SMARR [Smarr, 1973] sowie Gleichung
(1.146) genau mit der gravitativen Masse des extremen KERR-NEWMAN Schwarzen Lo-
ches iiberein.

Dies bedeutet, dass die Bedingung (4.5) notwendig und hinreichend fiir den Uber-
gang zu einem extremen Schwarzen Loch ist. Zudem kann ein solcher Ubergang nur zum
extremen Fall fiihren.

Es sei noch angemerkt, dass Gleichung (4.5) sich auf eine regulére, endlich ausge-
dehnte Staubverteilung bezieht. Fiir einen konkreten Fall muss sie also in Koordinaten
ausgewertet werden, die bei der Trennung der Raumzeiten auf die ,Innenlésung® fiithren.
In WEYL-Koordinaten wéren dies (o/79,(/70)-



Kapitel 5

Das Randwertproblem der starr
rotierenden geladenen Staubscheibe

Bisher wurde immer von einer geladenen Staubverteilung ausgegangen, wobei an die Ge-
stalt nur die Bedingung der Axialsymmetrie gestellt wurde. Im Allgemeinen ergibt sich
die genaue Gestalt der Materieverteilung erst mit der globalen Losung der Feldgleichun-
gen. Fiir einen isolierten Rotationskorper! geht es, unter der Annahme von Stationaritit
und Axialsymmetrie, um die Losung eines freien Randwertproblems. Bei diesem ist die
Oberflache des Rotationskorpers X, die im Prinzip in WEYL-Koordinaten im ersten Qua-
dranten als Funktion ((o) dargestellt werden kann, nicht a priori gegeben.

Um eine globale Losung der EINSTEIN-MAXWELL-Gleichungen fiir eine spezielle ge-
ladene Staubverteilung zu gewinnen, wird jetzt als erster Schritt eine Forderung an die
Oberflachengestalt ¥ gestellt. Es wird angenommen, dass die geladene Staubverteilung
als eine rotierende, infinitesimal diinne Scheibe, deren Mittelpunkt bei o = ( = 0 liegt
und die einem endlichen Koordinatenradius gy hat, gegeben ist. Das Gebiet kann als ein
Weltzylinder der zweidimensionalen Fliche ¥y mit

Yo: (=0 (0<p<ypo), t=konstant (5.1)

beschrieben werden. Damit ist die Oberfliche des Rotationskorpers bis auf den (skalie-
renden) Parameter g, festgelegt.

Als néchstes gilt es unter dieser Festlegung die Feld- und Wellengleichungen im Inne-
ren der Staubscheibe und im Elektrovakuum zu 16sen. Dieses (globale) Problem lisst sich
auf ein Randwertproblem der Feld- und Wellengleichungen im Elektrovakuum zuriickfiih-
ren. Durch Integration der inneren Feld- und Wellengleichungen erhélt man Randwerte,
die das Verhalten der Potentiale auf der Scheibenoberflache beschreiben. Aus der Losung
des Randwertproblems ergeben sich auch die Raumzeitstruktur und das elektromagne-
tische Feld innerhalb der Staubscheibe, sowie Flachenmassen- und Flachenladungsdiche.
Zusétzlich zu den Randwerten auf der Scheibe muss man ein reguldres Verhalten der
Potentiale im raumlich Unendlichen fordern.

17.B. einen Neutronenstern.

45



46 KAPITEL 5. DAS RANDWERTPROBLEM DER STAUBSCHEIBE

¢

ar |

Abbildung 5.1. Die rotierende geladene Staubscheibe mit den Bereichen der Symmetrieachse AT und
A~ , oberhalb und unterhalb der Scheibe BT und B~ und im ridumlich Unendlichen C.

5.1 Die Regularitatsbedingungen im raumlich Unend-
lichen

Im ruhenden System erhilt man fiir o* + ¢ — oo:
C: a—0, pf—0, f—1 und b—0 (5.2)

und damit
C: &—0 und & —1. (5.3)

Diese Gleichungen konnen als Regularitdtsbedingung im rdumlich Unendlichen herge-
nommen werden.

5.2 Die Randwerte auf der Scheibenoberflache

Um die Randwerte zu erhalten, wird zunéchst die Massendichte p mit der DIRAC schen
Delta-Distribution 4 (¢) und der (koordinatenabhéngigen) Fléchenmassendichte o (o) als

i=0(0) %5 () (5.4)

eingefiihrt.? Aus
L =" o (5.5)

erhalt man eine invariante Flachenmassendichte.

5.2.1 Berechnung im mitrotierenden System

Die Herleitung der Randbedingungen auf der Scheibe ist am einfachsten im mitrotieren-
den System. Um dieses global verwenden zu kénnen, wird das Materiemodell auf starre

2Zu Flichenbelegungen des Energie-Impuls-Tensors siehe z.B. [Israel, 1966].
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Rotation (€ =konstant) spezifiziert. Mit Gleichung (5.4) lauten die Feld- und Wellenglei-
chungen (1.115) aus Abschnitt 1.4.3:

0=V- Z (a'V A}, VA{P,)} : (5.6a)
—4droee V5 () =V - ;f, (a/'VA, —VA) - %VAQ,} : (5.6b)
0=V- J;IQV +4 A (a'VA, — VA;,,)] : (5.6¢)
8o f?5(¢) = fIAf — (V) + f—,4 (Va')? = 2f (VA,)? +2f—,3 (a'VAy, — VAL,
(5.6d)
2

ke = g (4U U= ]; c)

[J; (AL, dAL) (A - d AL — ﬁAQ, AL ] . (5.6¢)

Aus diesen Gleichungen und der Bezichung R = 8mpu lassen sich Randbedingungen fiir
die Potentiale f',a’,h', A, und A}, gewinnen.

Die Aussagen zur Aquatorsymmetrie aus Abschnitt 1.2.3 gelten auch im mitrotieren-
den System. Fiir die fiinf dquatorsymmetrischen Potentiale gilt also bei Anndherung an
die Scheibe von unten (¢ = 07) bzw. von oben (¢ = 07) die Relation

{U’,a',k:',A;,,,A;,} =0t ={U",d, K A’,,Ag,} =0 (5.7)
wahrend die Normalenableitungen
(U, dle Ko, Ao Au Moo= AU ale Kl Al oo Ay - (5.8)

einen Sprung auf der Scheibe haben.

Die Randwerte kann man nun erhalten, indem man iiber einen kleinen (rdumlichen)
Zylinder um die Staubscheibe herum die Feld- und Wellengleichungen integriert. Im
Grenzwert, bei dem dieser Zylinder nur noch die Staubscheibe einschliefst, liefert nur
die Integration in Normalen- also (-Richtung einen Anteil. Folglich integriert man nur
iiber ¢ und ldsst das Integrationsintervall gegen Null gehen. Da nur die Normalenablei-
tungen der Potentiale eine Sprung aufweisen, verschwinden bei dieser Integration alle
Grofen bis auf die, in denen zweite (-Ableitungen vorkommen.? Durch die Produktregel
erhalt man

—ch‘

¢=0+ "l¢=0-

Pi% /uv@ d¢ = llg% / [(u ve) o — u,gv,g] d¢ = uv,g‘

fiir beliebige Funktionen u und v.

3Die Delta-Distribution ist die verallgemeinerte Ableitung der HEAVISIDE-Sprungfunktion. Somit hat
man auf beiden Seiten der Gleichungen (5.6) d-artige Ausdriicke.
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Aus Gleichung (5.6a) bleibt bei dieser Integration mit den Gleichungen (5.8) der
Ausdruck

€

o=tm [L@a,—a,)dc=L @a,—a, )| L (wa,.—a)
0 02 t',¢¢ ¥'¢¢ 02 t, ¥’ ¢ 0 t ¢
—€ ¢=0T ¢=0—
2f’
0? 7 (@A = Au)
¢=0+

bestehen und man erhélt als erste Randbedingung
B . A:O’,C = a/A;/7c. (59)
Aus Gleichung (5.6b) bleibt bei dieser Integration der Ausdruck
-U’ : /f/ / / 1 /
—4noee”” = lim (a4}, e A@’,CC) — ?At,“ d¢

e—0 Q2

/f/ / / / 1 /
=2 [ .2 (@' Ap e = ALig) = ?At',c}

=0+
bestehen und man erhélt nach Einsetzten der ersten Randbedingung (5.9) die Gleichung

1 /
B: —A, =A, =2moec”. (5.10)
a/ ) 2

Der Feldgleichung (5.6¢) sieht man jetzt sofort an, dass sich mit Gleichung (5.9) nach
Integration von

o !
. I Al /
0= lim [Q e+ 4554 (o A g = Ay o) | A€

der elektromagnetische Anteil weghebt und man als zweite Randbedingung einfach

erhélt. Aus der Feldgleichung (5.6d) erhélt man

8ro etV = 11_{% /f/ffggdc = 2¢?V (ewl> )

=0+

und damit die Gleichung
B: U, =2mo. (5.12)

Dies eingesetzt in (5.10) ergibt die dritte Randbedingung

B: A, =c¢ <eU/) . (5.13)
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Integration iiber die Beziehung R = 8w ergibt

(1 1
Smo = 1y (fffcc - yhfcc) d¢ =4 (U, — k)
—€ ¢=0*
und es ergibt sich mit Gleichung (5.12) die vierte Randbedingung

B: K. =0 (5.14)
Setzt man diese Ergebnisse jetzt in die Gleichung (5.6e) fiir k'; ein, dann erhilt man

B . QQU,,Q 7,C - QQe_2UIA;/’QA;/’C,
UL = €Ay, U
und damit die fiinfte Randbedingung
B <eU/> =y, (5.15)
Damit hat man die Randbedingungen:

B - A:O/ = CL/A;/ o CLIC -0, A;/ (= <eU/) 7 (eU/> — EA;/ 0 und k’{ =0.
El El I ) 7( 79 ’ ’

(5.16)
Jetzt sollen die Randwerte fiir die ERNST-Potentiale berechnet werden. Das Potential 5’
wurde so eingefiihrt, dass fiir seine o-Ableitung

8= L (@ - )

gilt. Aus der ersten Randbedingung folgt damit, dass (', auf der Scheibe verschwindet.
Integration nach p ergibt
B: 3=0
als Randbedingung fiir 5. Aus Stetigkeitsgriinden am Scheibenrand muss die Integrati-
onskonstante verschwinden, da 5’ eine ungerade Funktion in ( ist (siche Abschnitt 1.2.3).
Das Potential b wurde so eingefiihrt, dass fiir seine po-Ableitung
bl _ f/2 / 2(\, é/@l
o ,g_?a,@“—i_ \s( ,g)
gilt. Mit der zweiten Randbedingung und der Randbedingung fiir 5’ muss diese Gleichung
auf der Scheibe Null ergeben. Die Integration nach ¢ ergibt als Randbedingung fiir ¢’

B: b =0,
da auch b’ eine ungerade Funktion in ( ist.

Fiir die ERNST-Gleichungen sind die vier Randbedingungen

B: =0 V=0, (eU/> + eo/g =0 und o/< +€ (eU/) -0 (5.17)
.0 ’ ’ <

entscheidend. Es wurde das Materiemodell bereits auf {2 = konstant spezifiziert. Offen ist
noch die freie Funktion €(p), die in Abschnitt 1.1.9 auf zweierlei Weise spezifiziert wurde.
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Auswertung fiir konstante spezifische Ladung

Fiir konstante spezifische Ladung ¢ kann man die dritte Gleichung entlang der Scheibe
nach p integrieren und erhalt:

B: ¢V +e’ =D, mit D =konstant (5.18)
Damit ergeben sich als Randbedingungen fiir £ und ¢’
B: @®=d und &=f—ao”%=(—1)0"—2DP + D (5.19)

Dies entspricht auch den Bewegungsgleichungen im mitrotierenden System.*
Die vierte Randbedingung lasst sich jetzt aufschreiben als

B: ef,= QeU/e(eU/> = —2(ea’ = D) e(eU/> = 2 (ea/ = D)o, (5.20)

Fiir die ERNST-Potentiale ergibt sich somit
B: € (9?8’)7C = —-2D (§R<I>’)7<. (5.21)

Die Randbedingungen sind im ECD-Fall automatisch erfiillt. Die Flachenmassendichte
ost(0) wird in diesem Fall durch die Randwerte nicht eindeutig festgelegt, sondern muss
sich aus dem statischem Grenzfall der relativistischen rotierenden geladenen Staubscheibe
ergeben.

Auswertung fiir verschwindende LORENTZ-Kraftdichte innerhalb der Staub-
verteilung

Fiir verschwindende LORENTZ-Kraftdichte ergibt sich nach Gleichung (1.114), dass o’
entlang der Scheibenoberfliche konstant ist. Damit erhédlt man aus den Randbedingungen
die vier Relationen

B: =0 =0 &Y =e"=/f =const. und o = g = const. (5.22)
Fiir die ERNST-Potentiale ergeben sich die einfachen Ausdriicke
B: &=fy—aj und & = a. (5.23)

Hat man dieses Randwertproblem gelost, kann die Randbedingung, in der die (-Ablei-
tungen vorkommen, verwendet werden, um die freie Funktion €(p) zu bestimmen. Es ist
jedoch sehr zu vermuten, dass sich aus der Forderung einer reguldren Massendichte am
Rand der Scheibe (¢ = gp) ein nicht-regulérer (unendlicher) Wert fiir die Ladungsdich-
te ergibt.® Deshalb wird sich hier auf das Modell mit konstanter spezifischer Ladung
beschrankt.

4Die ¢(—Ableitungen der Potentiale sind innerhalb der Scheibe unstetig und somit nicht definiert.
Dies kann man sich am Grenzprozess, der von einer ausgedehnten Staubverteilung zu einer Scheibe geht,
iiberlegen. Die (—Ableitungen aus der letzten Randbedingung beschreiben das Verhalten der Potentiale
auflerhalb der Scheibe am Scheibenrand.

Einige Rechnungen legten dies nahe. Vergleiche zudem die Ladungsverteilung bei einer geladenen,
leitenden (Metall-) Scheibe in der klassischen Elektrodynamik.
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5.2.2 Ubersetzung ins ruhende System
Die Randbedingungen sind im mitrotierenden System recht einfach. Sie lassen sich aber

auch ins ruhende System iibersetzen:

Erste Randbedingung Es ergibt sich:
A/ — CL/A;/7C

@¢

f
= Ay, =d (A, + QA = L — Aic=5l77-7"1)4
o0 =@ (At QAp) o= T q Q(1+Qa) £ T a\(1+a)f .

und damit

Qp?

_ 2o
b= (e

f
— a) ¢ = E ((IO./’C + A%C) = 5@ = m&7c

Zweite Randbedingung Es ergibt sich:
1 f 1 1+ Qa
ozaf:_(y_u+9@_) :__< ).
<0 f') . Q\(1+Qa)* —Q20%f2/
Multipliziert mit [(1 +Qa)® — Q2ng*2}2 erhélt man

022 200% (1 4+
0= {(1+Qa)2+ ff}a,ﬁ%f@,

(14 Qa)® [f_2ac O 2Q0
I :

0T (1+Qa)2a’<Jr fa +Qa)f’<] '

f2 QQQ QQQ
= b,g — —?G,C +2 (606,9 - aﬁ,@) = (1 + QQ)QG’C + f (1 + Qa)

fe+2(Ba,—ab,).

Dritte Randbedingung Es ergibt sich:

(¢@+Wﬁf—9%%*)7:dm%—a%.

0
Beginnt man mit f' = (ea’ — D)7, erhilt man

(14Qa)° f — Q% f = (ea — QA, — D)*.

Vierte Randbedingung Es ergibt sich:

€ (\/(1 +Qa)’ f — Q2Q2f_1> = (QA, —a) ..
6

Beginnt man mit € f. = [(ea/ — D)Q} o erhilt man

E(1+Qa)" f - Q% f7] = [(ea — A, = D)’ .
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Ergebnis

Damit ergeben sich die Gleichungen:
{0

ma,«; = Bo- (5.24a)

(12—25(1)2“’4 + % fe=by,—2(Ba,—aB,). (5.24b)

(\/(1 +Qa)" f — QQQQf_l) =e(QA, - ), (5.24c)
o

; (\/<1 +Qa) f - Q2g2f—1) = @4 —a) (5.24d)

5.2.3 Physikalische Interpretation

Die ersten beiden Randbedingungen lassen sich so deuten, dass im mitrotierenden Be-
zugssystem lokal keine Flachenladungs- und Flachenmassenstrome fliefsen. Man kann in
einem beliebigen Punkt in der Scheibe ein mitbewegtes lokales kartesisches Intertialsys-
tem einfiihren, in dem z- und ¢’-Richtung tibereinstimmen. In diesem geht die Gleichung
(5.6a) in

F =F" =V xH=0 (5.25)

iiber, da im mitrotierenden System j'= 0 ist. Man erhélt aus dieser Gleichung, dass die
Tangentialkomponente (also z- bzw. g-Komponente) des magnetischen H-Feldes auf der
Scheibe stetig ist. D.h. es fliekt kein (Ober)-Flachenladungsstrom.

Eine analoge Uberlegung ergibt sich fiir das gravito-magnetische Potential a.

Die dritte Randbedingung ist die relativistische Verallgemeinerung dafiir, dass sich im
NEWTON’schen Grenzfall fiir jedes Teilchen in der Scheibe Gravitations-, Zentrifugal- und
elektrische Kraft autheben. Betrachtet man den NEWTON’schen Grenzfall von Gleichung
(5.24c), dann geht das Potential U ins NEWTON’sche Gravitationspotential U und «
in das elektrische Potential U¥ iiber. Magnetfeld und gravitomagnetisches Potential sind
klein gegeniiber elektrischem Feld und NEWTON’schem Gravitationspotential und kénnen
somit vernachlassigt werden. Da im NEWTON’schen Grenzfall alle Geschwindigkeiten
klein gegen die Lichtgeschwindigkeit sein sollten, muss fiir die Teilchengeschwindigkeit
(innerhalb der Scheibe)

v, = oK 1

gelten. In den hier gewihlten Einheiten ist U® eine kleine Grofe, so dass das Produkt
U%020? vernachlissigt werden kann. Entwickelt man noch die Wurzel nach Q2p? erhilt
man im NEWTON’schen Grenzfall:

9 EN_8 G 02,2 _ € N_a G _122
N_a G_122
~ —aQ[U 2QQ:|.

Diese Interpretation ist in der Weise konsistent, da man diese Randbedingung nach Ab-
schnitt 1.4.2 auch aus den Bewegungsgleichungen (1.22) herleiten kann.
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Die vierte Randbedingungen gibt den Zusammenhang zwischen der Flichenmassen-
dichte und der Flachenladungsdiche an.

5.3 Untersuchung von Invarianz-Transformationen

Im Prinzip kénnen Invarianztransformationen nach Abschnitt 1.2.4 verwendet werden,
um die Randwerte zu vereinfachen. Es stellt sich insbesondere die Frage, ob das Rand-
wertproblem durch eine inverse HARRISON-Transformation auf ein Randwertproblem fiir
eine ungeladene Materieverteilung zuriickgefithrt werden kann. Wie im néchsten Ab-
schnitt gezeigt wird, ist dies nicht der Fall.

5.3.1 HARRISON-Transformation

Die durch eine HARRISON-Transformation (1.100) erzeugten ERNST-Potentiale sind pro-
portional zueinander:

(I)ev = C3gev-
Sie haben aber nicht das richtige asymptotische Verhalten. Um dieses zu erhalten kann
man mit Gleichung (1.98d)
E=Ey — 205Dy — s und O =D, + ¢y mit ¢y = konstant € C (5.26)

eine weitere Invarianztransformation der Potentiale durchfiihren. Jetzt kann man den
Zusammenhang zwischen den neuen ERNST-Potentialen £ und ¢ ausrechnen. Es ergibt
sich

£c
£ = +—CECQ7
1— 20263
und damit
C3 Co  _
P=cbev tr=—F"——|E+ - —Cren | .
1-— 2C203 C3
Aus dem Verhalten der Potentiale im Fernfeld ergibt sich
52(32—@:1 = C3 = — 62_ .
C3 1— CoCo

Damit lasst sich ¢z eliminieren und man erhélt durch Erweitern mit 1/c3 und ¢y den

Ausdruck

Co Co
2 25202 ( ) 1+ CoCo ( )
Mit der Konstanten 9
= 0_2 = konstant € C
1+ CoCo
erhélt man :
<I>:§(1—8). (5.27)
Fiir die ERST-Potentiale £ und ¢ erhélt man den Zusammenhang
20 1-&
q c&.

T1te “1xe”
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Im Fernfeld ergibt sich damit
€n = CMy,

fiir die Koeffizienten der Potentiale. Soll Aquatorsymmetrie erhalten bleiben, bedeutet
dies, dass die Konstante ¢ und damit auch die Konstanten c3 und ¢y reell sein miissen.

Sollte die gesuchte Losung zum Randwertproblem der rotierenden geladenen Staub-
scheibe durch eine HARRISON-Transformation aus einer Vakuumldsung zu gewinnen sein,
so muss die Losung die Gleichung (5.27) erfiillen. Diese Gleichung wird im ECD- und
im NEWTON’schen Grenzfall, sowie von der KERR-NEWMAN-Losung erfiillt. Die Post-
NEWTON’sche Entwicklung aus Kapitel 6 zeigt jedoch, dass dieser Zusammenhang zwi-
schen £ und ® im Allgemeinen nicht besteht. Das Randwertproblem lésst sich also nicht
durch eine einfache HARRISON-Transformation auf das einer ungeladenen Materievertei-
lung zurtickfiihren.

5.3.2 Vereinfachung der Randbedingungen im mitrotierenden
System
Durch die Hintereinanderausfiihrung der Gleichungen (1.98a) und (1.98d) mit ¢; = € und
¢y = —D erhilt man®
El =€ +2DP —D?, P =ed —D. (5.28)
Die Riicktransformation ergibt
& =& - 2D, — D?, @ =D, +D. (5.29)

Multipliziert man jetzt Randbedingung (5.21) mit ¢, dann erhélt man die einfache NEU-
MANN’sche Randbedingung (R&;) . = 0. Da die Konstanten ¢; und ¢, reell sind, erhélt
man die Randbedingungen I& = 0 und 3P = 0. Nach Multiplikation der Randbedin-
gung (5.19) mit €? ergibt sich

B: RE —2DRY, — D> = (¢ — 1) (RY] + D)* — 2D (RP, + D) + *D?,
RE = (2 1) [(é}%cbg +D)? — 2D (R®, + D) + D?|
RE = (¢ — 1) RO
Zusammen erhélt man die vier Randbedingungen fiir die ERNST-Potentiale
B: S&E =0, S =0, RE = (62 — 1) RP? und (?)‘Ec‘ft’)’C = 0. (5.30)

Die wesentliche Vereinfachung der Randbedingungen besteht darin, dass in die NEU-
MANN’schen Randbedingung jetzt nur noch ein Potential eingeht. Der nichtlineare Zu-
sammenhang der Potentiale & und @] lies sich durch ausprobieren weiterer Invarianz-
transformationen nicht vereinfachen. Kénnte man ihn auf einen linearen Zusammenhang
transformieren, dann wére es durch eine weitere Eichtransformation (1.98d) moglich die
Realteile der ERNST-Potentiale in der DIRICHLET ’schen Randbedingung zu entkoppeln.

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass das Randwertproblem der starr rotieren-
den Staubscheibe mit konstanter spezifischer Ladung wesentlich komplizierter ist, als der
ungeladene Fall.

SEs ergibt sich f{ = €2f’.



Kapitel 6

Untersuchungen zur
Post-NEWTON’schen Entwicklung der
starr rotierenden Staubscheibe mit
konstanter spezifischer Ladung

6.1 Mathematische Problemstellung und Lésung!

Die mathematische Losung des Randwertproblems der rotierenden Staubscheibe mit kon-
stanter spezifischer Ladung wird von drei Parametern abhéngen. Einer dieser Parameter
dient zur Skalierung, wodurch man eine dimensionslose Losung erhélt. Bei festgehaltenem
Skalenparameter? miissen sich die zwei iibrigen Parameter unabhingig voneinander in ih-
rem Bereich variieren lassen und dabei den gesamten reguléren Losungsraum abdecken.
Einer dieser Parameter p, beschreibt dabei, wie 'relativistisch’ die Staubscheibe ist. Der
andere p, beschreibt, wie stark sie geladen ist.

Eine gegebene dreiparametrische Losungfamilie L(ps, pr, pq) kann mit Hilfe von Para-
meterrelationen

Pi(Dss ProDa)s Pe(Ds; Py Pg)  und  pg (ps, pr, Pg) (6.1)
durch drei andere Parameter angegeben werden.
L(ps, pr, pa) = L' (0, 11 g)- (6.2)

Bei der Wahl der neuen Parameter p, und p muss darauf geachtet werden, dass diese
unabhéngig voneinander in ihrem Bereich variiert werden konnen. Dies ist dann gegeben,
wenn die Parameterrelationen im reguldren Parameterraum bijektive Abbildungen sind
und damit eindeutige inverse Relationen

PP P py), el Pl ) und po(pl, v, v (6.3)

existieren.

In den Arbeiten von PALENTA und MEINEL (|Palenta, 2012|, [Palenta and Meinel, 2013]) werden
einige Aspekte dieses Abschnitts ausfiihrlicher betrachtet.
2Eine sinnvolle Normierung ist ps = 1.

95
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6.1.1 Parameterraum

Fiir eine Post-NEWTON’sche Entwicklung braucht man einen relativistischen Entwick-
lungsparameter der unabhéngig von der spezifischen Ladung sein soll. Es stellt sich her-
aus, dass die Entwicklung nach der Grofe

y=1-e"=1-V/f. 7e0.1] (6.4)

gelingt.® Die Annahme, dass der Zentralwert des metrischen Potentials f unabhingig von
der spezifischen Ladung der Staubscheibe ist, fiihrt auf eine eindeutige Losung fiir alle
hier berechneten Ordnungen. Der Parameter v variiert fiir reguldre Losungen zwischen
Null (MINKOWSKI-Raumzeit) und Eins (ultra-relativistischer Grenzfall).

Als Parameter, der die Ladung der Staubscheibe représentiert, bietet sich die spezifi-
sche Ladung € an, die auch in den Randwerten vorkommt.

Um eine dimensionslose Formulierung zu erhalten, werden alle einheitenbehafteten
Grofen auf den Scheibenradius gy bezogen. Man erhélt somit:

a*=afo, A,=A,/00, '=00, 0" =000 (6.5)

Es ergibt sich also eine dreiparametrische bzw. zweiprametrische einheitenlose Losungs-
familie L (0o, 7, €).

6.1.2 Entwicklung der Potentiale

Zuerst gilt es einen Ansatz fiir das Entwicklungsverhalten der Potentiale zu finden. Dazu
kann man sich von der fithrenden Ordnung leiten lassen. Die nullte Ordnung ist (trivia-
lerweise) die global leere* MINKOWSKI-Raumzeit g, = 74, mit A, = 0. Die fiihrende
Ordnung ist der NEWTON’sche Grenzfall. In Abschnitt 5.2.3 wurde dieser kurz anhand
der dritten Randbedingung dargestellt. Hier ist jetzt wichtig, dass sich aus diesem Grenz-
fall die Parameterrelation Q32 = (1 — €®) v ergibt [Palenta, 2012]. Aus dieser folgt die
Entwicklung

Q% =(1-€)v+0 (). (6.6)

Daraus ergibt sich, dass 2" eine ungerade Funktion in /7 ist:
O =) Gyt mit Qf=vV1-é (6.7)
n=1
Entwickelt man die Potentiale zuerst nach 2* und untersucht das Symmetrieverhalten
der Potentiale bei Anderung der Rotationsrichtung Q* — —Q* bzw. des Winkelsinnes

¢ — —p, dann folgt fiir die Entwicklung der ERNST-Potentiale £ und @, dass deren
Realteile gerade und deren Imaginérteile ungerade Funktionen in /7 sind:

F=14+> 2" a=> o™ b=ya> b" B=vAD_Ba" (68
n=1 n=1 n=1 n=1

3Mit dem Index ¢ wird der Wert des Potentials im Mittelpunkt der Scheibe bezeichnet.

4Leer bedeutet hier insbesondere, dass auch kein elektromagnetisches Feld vorhanden ist. Vergleiche
dazu den Begriff Elektrovakuum, der im Sinne der allgemeinen Relativitétstheorie keine leere Raumzeit
beschreibt.
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Fiir die iibrigen Funktionen ergeben sich

a* = ﬁz aY", Al = ﬁZAfﬁ”, h=1+ Z h,y" und o* = ZJ;“LHv". (6.9)
n=1 n=1 n=2 n=0
Mit der Definition von ~ erhélt man

1= =fo=14Y fat"=1-27+7" (6.10)

n=1

Der Koeffizientenvergleich in v ergibt:
fie=—=2, foo=1 und f,=0 fir n>2. (6.11)

Abschliefend sei angemerkt, dass der eigentliche Entwicklungsparameter /7 ist. Die-
se Feststellung ist wichtig bei der Diskussion der Konvergenz der Reihenentwicklung aus
physikalischer Sicht. Ob der hier gewihlte Ansatz zur Entwicklung der Potentiale gerecht-
fertigt ist, ist noch davon abhingig, ob Q*? konvergiert. Dies ist im ungeladenen Grenzfall
der Fall. Fiir den geladenen Fall sei auf Abschnitt 6.2.1 verwiesen. Zur n-ten Ordnung der
Entwicklung werden die Koeffizientenfunktionen gezéhlt, die in (2n)-ter bzw. (2n+ 1)-ter
Potenz in /7 auftreten.

6.1.3 Entwicklung des Randwertproblems

Mit der obigen Entwicklung der Potentiale kann man nun in die Gleichungen des Rand-
wertproblems eingehen. Diese lassen sich gut in den angepassten elliptischen Koordinaten
nach Abschnitt 1.6 behandeln.

Die gekoppelten ERNST-Gleichungen

(RE + @P) AE = (VE +20VQ) - VE, (6.12a)
(RE + DP) AD = (VE+20V) - VO (6.12b)

zerfallen in vier Gleichungen, wobei die Realanteile in gerader und die Imaginérteile in
ungerader Ordnung von /7y auftreten. Es ergeben sich in gerader Ordnung fir f, und
o, und in ungerader Ordnung fiir b, und [, inhomogene LAPLACE-Gleichungen. Dabei
bestimmen sich die Inhomogenitéten aus (bekannten) niedrigeren Ordnungen.

Die Transformationen der Ableitungsoperatoren entkoppeln auf der Scheibenoberfla-
che v =0 bzw. (( =0, 0 < o). Somit erhélt man

1 1
B: 0g = —QTU\/ 1— 772 877 und 8C = QT?] a,/. (613)

Damit ergeben sich die Randbedingungen im ruhenden System nach den Gleichungen
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(5.24) in elliptischen Koordinaten zu:

<\/(1 + ar) f— 2 (1 —n?) f—l) —e (VAL - a)w, (6.14a)
<\/(1 +Qra*)’ f — Q2 (1 —n?) f1> = e (VA - oz)m : (6.14b)
)T
O\, 20"
— <m> CL’V — mﬁy = bﬂ? -2 (6047,7 — C\éﬂ’n) s (614C)
& _3,. (6.14d)

T e

In den ersten beiden Gleichungen treten nur gerade Terme und in den letzten beiden
Gleichungen nur ungerade Terme in /7 auf.
Am Rand der Scheibe (n = v = 0) soll die Flachenmassendichte o* regulér sein.

Ar f'o*

_ 1y
n Nz

<oo. = [(1+Qa) f-QF ], =0. (6.15)

n=v=0 n=v=0 n=v=0

Aus dieser als Regularitdtsbedingung bezeichneten Gleichung lassen sich die Koeffizi-
enten von 2% als Funktion von e bestimmen. Zudem sichert diese Gleichung, dass der
Scheibenradius gg endlich bleibt.

Dann braucht man noch die Gleichungen zur Bestimmung von a*, A7, und k in ellip-
tischen Koordinaten. Da diese Potentiale auf der (-Achse verschwinden, reichen fiir a*
und A7 die Gleichungen

]‘2a>f77 = — (1 + 1/2) b, —2 (1 + 1/2) (af, — Pa,), (6.16a)
FAL, =+ (L+17) B, — faay, (6.16b)
aus. Das metrische Potential h = e?* berechnet sich in elliptischen Koordinaten aus
1
Af A=) (* +v?)
< {(1=) 1+ ) (L) n (L+0%) = (L=2) (0 (fa)” = 20f0f )]/ f
P+ (@, > (1=n?) (n(a,)" = 2va',a’, )|
+4 (a*2f2 — (1—772) (1+1/2)) [(1—1—1/2) n(a, Z,)Q + (1—772) <21/04,,,704777 - (ozm)zﬂ
4872 [(L+ ) 0+ (1) (v (A0 + 0, AL,) — 0 )]
a2 (1407 0 (4y,)" + (1= n?) (205,40, = 0 (43,)°)] } (6.17)

Damit lédsst sich dann auch die koordinatenunabhéngige Flichenmassendichte

k., =

ot = ﬁ [In ((1+Qa") f =2 (L=n?) )], V/FTh (6.18)

bestimmen.
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Fihrt man das Potential

Fzgf—i—a

ein, so ldsst sich das Randwertproblem in n-ter Ordnung wie folgt aufschreiben:

e Die Gleichung fiir h lautet:

(Inhy), =T [O(n—1)].

Afn =
Aﬁn -
e Die Randbedingungen lauten:
B : F,,=T[0(n-1)],
2¢
fn,n = - m nm

Aus den ERNST-Gleichungen erhélt man:

boy= —2V1—€fn, +T[0(n—1)],

ﬁn,n: V1_€2 (Fn,u_

Der Zentralwert von f lautet:

fc:]-

Die Regularitatsbedingung lautet:

Shn) +T[0(n = 1)].

— 2y +4%

for (n=0,v=0)+T[O(n—1)] =0.

U* — fTL,V
4mn

pn

Die Gleichungen fiir a;, und A} lauten:

Die Gleichung fiir die Flachenmassendichte lautet:

+T[O(n - 1)].

29

(6.19)

(6.25)

Upp = — (1+02) b,y +T[O(n—1)] und A= (14 V?) Buy + T [O(n —1)].

(6.26)

e Alle Koeffizientenfunktionen sollen fiir v — oo verschwinden, d.h. asymptotisch

flach sein.

Der Ausdruck 7' [O(n — 1)] ist ein Platzhalter fiir die restlichen Terme, die sich aus Koeffi-
zientenfunktionen niedrigerer Ordnungen zusammensetzen. Fiir n = 1, der in f und «a den
NEWTON’schen Grenzfall beschreibt, treten diese Terme nicht auf. Man hat also in erster
Ordnung relativ einfache Randwertprobleme fiir (homogene) LAPLACE-Gleichungen zu

16sen.
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6.1.4 Losungsalgorithmus

Die allgemeine Losung einer inhomogenen LAPLACE-Gleichung ergibt sich aus der Summe
einer speziellen Funktion, aus der sich durch Anwendung des LAPLACE-Operators die
Inhomogenitéat ergibt und einer homogenen Losung. Der allgemeine Losungsansatz mit
Gleichung (1.165) lautet also:

Xo =Y CiPe(n) Sk (v) + X (6.27)
k=0

Mit diesem Ansatz ist das richtige asymptotische Verhalten gesichert. Der Losungsalgo-
rithmus der n-ten Ordnung lasst sich wie folgt angeben:

1. Mit dem Linienintegral (6.20) das Potential h,, bestimmen.

2. Die inhomogenen Losungen der Gleichungen (6.21) bestimmen.

Dazu kann man einen Algorithmus aus den Arbeiten von PALENTA und MEI-
NEL |[Palenta and Meinel, 2013] oder [Palenta, 2012| verwenden. Bis zu der hier
untersuchten Ordnung ergaben sich die Losungen immer als Polynome in 7, v und
arccot(v).

3. Das NEUMANN’sche Randwertproblem fiir F;, 16sen.

Die rechten Seite von Gleichung (6.22a) ist durch ein Polynom (2n)-ten Grades in

n gegeben. Mit dem bereits bestimmten Ausdruck F¥ kann der Ansatz (6.27) fur
F,, in (6.22a) eingesetzt werden. Durch einen Koeffizientenvergleich in 7 lassen sich
die Konstanten C}, bestimmen.

4. Das DIRICHLET sche Randwertproblem fiir f,, 16sen.

Mit gegebenen F), kann Gleichung (6.22b) im Intervall [1, 7] integriert werden. Die
Integrationskonstante lasst sich mit den bekannten Zentralwerten f,,. aus Gleichung
(6.23) bestimmen. Mit dem Ansatz (6.27) fiir f,, und Koeffizientenvergleich in 7 in
(6.22b) kann man die C}, bestimmen.

5. Die Funktion Q7 (¢) durch die Regularitdtsbedingung bestimmen.
6. Die Flidchenmassendichte o7, aus (6.25) bestimmen.

7. Die DIRICHLET ’schen Randwertprobleme fiir b,, und (3,, 16sen.

Mit gegebenen F,, und f, konnen die Gleichungen (6.22¢) und (6.22d) im Intervall
[0, 7] integriert werden. Am Rand der Scheibe verschwinden b und 3. Damit lassen
sich die Integrationskonstanten bestimmen. Wie bisher kann man mit dem Ansatz
(6.27) fiir b, bzw. (8, und Koeffizientenvergleich in 1 in (6.22c) bzw. (6.22d) die
jeweiligen C} bestimmen.

8. Aus den Linienintegralen (6.26) die Potentiale a’ und A’ bestimmen.
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6.1.5 Losungsstruktur

Die hier dargelegte Losungsstruktur hat sich bis in die untersuchte Ordnung N = 10
ergeben. Da ab der fiinften Ordnung alle Terme in den ERNST-Gleichungen und den
Randbedingungen beriicksichtigt sind und sich diese Losungsstruktur dariiber hinaus
ergibt, liegt es nahe zu vermuten, dass diese in beliebig hoher Ordnung so gegeben ist.
Zudem gilt sie im ungeladenen Grenzfall e = 0. Kern eines Beweises ware die Frage, ob
die spezielle Losung der Inhomogenitiat immer durch eine Polynomstruktur in 7, v und
arccot(v) dargestellt werden kann.

Globale Vorfaktoren

Die globalen Vorfaktoren

QO x vV1—e (6.28a)
ap X €, By xevVl—en, b, xV1—eéen, (6.28b)
A eVl —e2(1—1%), af x V1 —e2(1 —n?) (6.28¢)

bestétigen Voriiberlegungen. Alle elektromagnetischen Gréfsen verschwinden im ungela-
den Grenzfall (e = 0). Alle Drehgrofen verschwinden im ECD-Fall (e = 1). Die Potentiale
b und f verschwinden in der g-Ebene auferhalb der Scheibe n = 0. Die Potentiale A7,
und a* verschwinden auf der ¢-Achse (n = £1).

Polynomstruktur

Léasst man die globalen Vorfaktoren weg, so ist der Rest der Funktionen durch eine Poly-
nomstruktur in €, 7, v und arccot(r) darstellbar. Alle Funktionen sind in n-ter Ordnung
durch ein gerades Polynom in € vom Grad 2(n — 1) gegeben. Zudem sind sie in n-ter Ord-
nung durch ein gerades Polynom in 1 vom Grad 2n oder durch ein Polynom in arctan(v)
vom Grad n darstellbar. Die Darstellung durch ein Polynom in v ist fiir f,, und «a,, vom
Grad 2n, fir b, und 3, vom Grad 2n + 1 und fiir a,, und A, vom Grad 2(n + 1).

Gesamtstruktur

Die Potentiale konnen also durch eine Filinfachsumme angegeben werden:

N n—1
Q" =/v(1—€?) Z Z QA" e, (6.29a)
n=1 =0
N n—-1 n n  2n
f=1+ Z Z Z Friguy" €2 [arccot(v)]" 1/, (6.29b)
n=1 =0 j=0 k=0 [=0
n—1 n n

N
a=c¢€ Z Z Z Z nijey" €2 Jarceot(v))" 1, (6.29¢)
k=

-1 n n 2n+1

b=+/v(1-¢€) 772 Z Z bnijriy" €2 n? [arccot(v)]* 1, (6.29d)

i=0 j=0 k=0 (=0

?
L
-
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n—1 n n 2n+1

B=eyr(1- 62)772 ‘ Z Z Z Brigry"€2in? [arccot ()] /), (6.29¢)
= VA=) =0 D > > D> anwy" e farecot)]" v, (6.296)

N
AL =ey/y(1—e)(1—7n?) Z Apijiry" ¥ 0¥ Jarccot(v)]" ). (6.29g)

Die Koeffizienten f,;j usw. sind nur noch Zahlen, jedoch sind nicht alle verschieden von
Null.® Die Gesamtlosung ldsst sich also durch Zahlenkoeffizienten angeben. Die Anzahl
der Zahlenkoeffizienten b, fiir festes n betragt 2(n + 1)*.

Die Gleichungen (6.29) konnen auch als Ansatz gelesen werden, um eine Rekursions-
vorschrift fiir die Koeffizienten f,,;jz usw. zu ermitteln. Die hauptséchliche Schwierigkeit
besteht dabei, die inhomogene Losung zu den Differentialgleichungen zu bestimmen. Da-
fiir miisste man zuerst eine Struktur finden, aus der hervorgeht, welche der Koeffizienten
frijrr usw. Null sind.

6.1.6 Physikalische Parameter

Multipolmomente

Die ersten Multipolmomente sind am einfachsten durch die Potentiale £ und ¢ zu bestim-
men. Nach Gleichung (1.101) erhélt man auf der A*-Achse im Fernfeld:

1 =m 1 —m M* 1T l=mt
== AL T o 6.30
T — v nZ:o ¢rr ¢ ¢? C; ¢r (630
Ig 6 _lNen _Q 1D 1g~e
PR i R e T T N 6.31
2 P DN P DI 030
Dabei sind: ¢
m e
my=—=7, €=y, und (= (6.32)
QO+1 QO+1 QO

Im ECD-Fall gilt die Beziehung m,, = e,. In den ersten drei Ordnungen ergeben sich
folgende Gleichungen. Fiir Masse und Drehimpuls erhélt man:

8v/1 — €2 147 — 34¢€2
S ST

4 27 — 2¢2
M* 14+ —
[ * 157 84

_ 2 *
R 30 7+O(V)}’J

(6.33)
Ladung und magnetisches Dipolmoment lauten:

dey/1 — €2 255 — 34¢?
VBT T EL

4e 14+ 33 — 8¢?
157 84

@ =3 30

2 *
. 7+O(7)],D—

®Diese Zahlen sind exakt durch Polynome in 1/7 darstellbar.
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Weitere Parameter

Ein wichtiger Parameter ist die baryonische Masse, die sich im Falle konstanter spezifi-
scher Ladung aus dem Fernfeld {iber die Ladung bestimmen l&sst:

My = Q/e. (6.35)
Damit lésst sich auch die dimensionslose relative Bindungsenergie bestimmen:

My —M' M _(1-¢)

B =
b M; Q 5

14 — 4é2
v {1 + T€7 +0 (72)} : (6.36)

Zwei weitere grundlegende Parameter sind die Winkelgeschwindigkeit

9 — 2¢2
12

Q= /y(1—e) [1 — v+ 0 (72)] (6.37)

und die Konstante aus der Randbedingung (5.18)

€2 [4096 — 345m% — (1024 — 987%) €?] , 4
(53,2 v+ 0 (v )]. (6.38)

D=1-(1-¢€) |v+

Beim letzten Ausdruck fillt auf, dass der Koeffizient von ~? gleich Null ist. Dies gilt
insbesondere fiir den Zentralwert .

6.1.7 Praktische Umsetzung in MAPLE

Der in Abschnitt 6.1.4 beschriebene Algorithmus wurde mit dem Computeralgebra-Sys-
tem MAPLE umgesetzt. Die Hauptprobleme bei der praktischen Umsetzung auf einem
handelsiiblichen PC liegen bei der Rechenzeit ¢ und dem Arbeitsspeicher. Der hier ver-
wendete Code brauchte zur Berechnung der ersten zehn Ordnungen ca. 30 Tage. Dabei
entfallen knapp 20 Tage auf die zehnte, sieben Tage auf die neunte und rund 51 Stunden
auf die achte Ordnung. Der gréfe Aufwand entstand bei der Berechnung der inhomoge-
nen Losung und bei der Bestimmung der Potentiale a und A, durch Linienintegrale. In
Abbildung 6.1 sind die Rechenzeiten graphisch dargestellt. Anhand der rechten Graphik
lasst sich ungefahr abschétzen, wie lange die Berechnungen hoherer Ordnungen dauern
wiirden. Das wéren ungefahr zwei Monate fiir die elfte und sechs Monate fiir die zwolfte
Ordnung.

Die Losung, die man am Ende erhélt, muss dann noch ausgewertet werden. Die Re-
chenzeit fiir die Auswertung steigt natiirlich auch mit jeder weiteren Ordnung. Eine Rei-
henentwicklung bis zur zehnten Ordnung, wie sie hier vorliegt, kann noch praktikabel
gehandhabt werden. Die Losung erhalt man nach relativ kurzer Zeit. Die Rechenzeit zur
Auswertung liegt in vielen Féllen zwischen fiinf Minuten und zwei Stunden. Es lassen sich
mit ihr bereits Aussagen iiber den ultra-relativistischen Grenzfall machen. Die zu erwar-
tende Steigerung der Genauigkeit durch ein bis zwei weitere Ordnungen liegt meist bei
einer halben bis zu einer Grofsenordnung, so dass sie kaum den Aufwand an Rechenzeit
und Arbeitsspeicher rechtfertigt.
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Abbildung 6.1. Absolute und relative Rechenzeit von MAPLE bei der Umsetzung des Algorithmus’ aus
Abschnitt 6.1.4.
Links: Rechenzeit t,, in Tagen fir die (n)-te Ordnung in logarithmischer Darstellung.
Rechts: Anderung der Rechenzeit der (n + 1)-ten Ordnung beziiglich der (n)-ten Ord-
nung.

6.2 Auswertung

Die Auswertung orientiert sich teilweise an der Arbeit von BARDEEN und WAGONOR
[Bardeen and Wagoner, 1971| und stellt dabei eine Verallgemeinerung auf den gelade-
nen Fall dar. Die Ergebnisse zum ultra-relativistischen Grenzfall wurden in der Arbeit
[Breithaupt et al., 2015| veroffentlicht. Schlussfolgerungen und Ergebnisse dieser Arbei-
ten werden unter anderem durch die Verwendung von PADE-Approximation erhértet.

6.2.1 Zur Konvergenz der Reihenentwicklung

Das Zitat von POINCARE in der Einleitung bringt die Problematik fiir den hier vor-
liegenden Fall auf den Punkt. Alle Argumente die fiir eine Konvergenz sogar im ultra-
relativistischen Fall (y = 1) sprechen, sind die der ’Astronomen’. Im Sinne der 'Geometer’
kann sich mit den hier verwendeten Mitteln kein rigoroses Argument fiir die Konvergenz
der untersuchten Gréfen und Funktionen ergeben. Somit muss und wird hier, die grundle-
genden Darstellungen aus Abschnitt (1.7) auswertend, weiter im Sinne der ’Astronomen’
argumentiert. Das erste Argument betrifft das physikalische System.

Konvergenz aus physikalischer Sicht

Der eigentliche Entwicklungsparameter ist, wie bereits gesagt, /7. Es stellt sich also die
Frage, ob sich die Staubscheibe im Parameterbereich /7 € [~1,1] und € € [-1,1] im
(thermodynamischen) Gleichgewicht befindet.”

6Dies ist entscheidend, da viele Aussagen und Ergebnisse der nichsten Abschnitte nur davon abhén-
gen, ob ein bestimmter Ausdruck konvergiert.
"Dies muss nicht unbedingt ein stabiles Gleichgewicht sein.
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Um dies zu zeigen, werden charakteristische Eigenschaften der beschreibenden Funk-
tionen erldutert. Alle Funktionen, die auf die Rotation der Scheibe bezogen sind, sind
ungerade in /7. Alle {ibrigen sind gerade in /7. Eine Anderung des Vorzeichens von Nal
beschreibt damit eine Staubscheibe, die in die entgegengesetzte Richtung rotiert.® Dabei
andern sich auch die Vorzeichen der Potentiale b und § und man erhéalt komplex kon-
jugierte ERNST-Potentiale, die genauso die ERNST-Gleichungen erfiillen. Fiir /7 — +1
wird der ultra-relativistische Grenzfall erreicht.

Es lésst sich auch der parametrische Ubergang von negativen zu positiven /Y physi-
kalisch beschreiben. Fiir kleine positive Werte von /7 wird der NEWTON’sche Grenzfall
erreicht. Fiir \/y — 0 verschwinden die Winkelgeschwindigkeit €2 und die Massendichte
p. Man erhélt die (leere) MINKOWSKI-Raumzeit als globale Losung. Geht man jetzt zu
kleinen negativen Werten von /7, so erhélt man wieder den NEWTON’schen Grenzfall ei-
ner entgegengesetzt rotierenden Staubscheibe. Man hat also einen glatten parametrischen
Ubergang von positiven zu negativen Werten von /7.

Fiir das Verhalten beziiglich € wird davon ausgegangen, dass die globalen Vorfaktoren
aus Abschnitt 6.1.5 fiir die gesamte Losung gelten. Alle elektromagnetischen Funktionen
sind ungerade in € und alle anderen gerade in e. Wahrend also die Rotationsrichtung
durch das Vorzeichen von /7 bestimmt wird, wird das Vorzeichen der Ladung durch das
Vorzeichen von € bestimmt. Somit hat man auch beziiglich € einen glatten parametrischen
Ubergang von positiven zu negativen Werten, mit der ungeladenen Staubscheibe fiir € = 0.

Alle Funktionen, die auf die Rotation bezogen sind, haben zudem den globalen Vor-
faktor v/1 — €2. Dies bedeutet, dass man fiir ¢ = +1 den statischen Grenzfall erreicht und
somit eine spezielle ECD-Losung erhélt. Fur Werte |e| > 1 ist, wie in Abschnitt 1.7.1
bereits geschildert, das physikalische System nicht mehr stationdr und somit nicht mehr
durch die ERNST-Gleichungen zu beschreiben. Das (thermodynamische) Gleichgewicht
ist im ECD-Fall instabil. Es fallt auf, dass viele Gréfen im ECD-Fall am langsamsten
konvergieren.

Insgesamt ist es also so, dass sich im Parameterbereich \/y € [-1,1] und € € [—1,1]
die geladene Staubscheibe im (thermodynamischen) Gleichgewicht befindet. Damit ist
eine wichtige notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Post-NEWTON’schen Rei-
henentwicklung um ~ = 0 erfiillt. In der weiteren Auswertung ist es ausreichend sich auf
positive Werte von /7 und € zu beschrénken. Nach der obigen Diskussion ist auch klar,
warum es so wichtig ist, dass /7 der eigentliche Entwicklungsparameter ist. Wiirde man
v betrachten, dann wéren alle Grofen, die sich auf die Rotation der Scheibe beziehen, fiir
negative 7y rein imagindr und physikalisch nicht mehr zu interpretieren. Trotzdem wird,
folgend in Diskussion und Darstellung der Ergebnisse, auch v verwendet, da es sich um
eine anschaulichere Grofe als /7 handelt.

Konvergenz aus mathematischer Sicht

Zur Untersuchung der Konvergenz der Reihenentwicklung einer Grofe F (v, €) wird diese
zuerst auf die Form

F<77 6) = FNGW(/% 6)

1+ cn(ew] (6.39)

8Dies war genau der Entwicklungsansatz in Abschnitt 6.1.2.
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gebracht.? Dabei beschreibt Fxew(7,€) den NEWTON’schen Grenzfall. Da konkrete Be-
rechnungen nur bis zu einem endlichen Wert von n erfolgen konnen, wird die endliche

Reihe durch

N

1+ cn(6)7”] (6.40)

n=1

F(v,6, N) = FNew(7, €)

angegeben. Die Funktion Fyew(7,€) ist beztiglich ihrer Abhéngigkeit von « durch einen
Ausdruck der Form co(€)y*/2,k € Z gegeben. Sie spielt bei der Frage der Konvergenz
keine Rolle. Fiir das Konvergenzkriterium (1.173) nach RAABE-DUHAMEL ergibt sich fiir
V7 € [0,1] der Ausdruck:

—n o Cn+1(€) €
K, = (1 ol ) >1, e€l0,1]. (6.41)

Ist diese Ungleichung fiir alle n > ny erfiillt, so ist dies hinreichend fiir die Konvergenz
der Reihe im Intervall \/4 € [0,1]. Fiir die hier vorliegenden Reihenentwicklung kann
Gleichung (6.41) meist nur bis n = 8 untersucht werden.'? Gilt fiir € € [0, 1], dass Kg > 1
ist, verbleibt die Annahme, dass n = 8 > ng ist. Diese Annahme wird dadurch gestiitzt,
dass ab N = 4 alle Terme der ERNST-Gleichungen und Randbedingungen zum Ergebnis
beitragen. Eine qualitative Anderung ist dem nach fiir héhere Ordnungen nicht mehr zu
erwarten. Fiir viele Grofen wachsen die K,, mit zunehmenden n. Auch vom physikalischem
Standpunkt her steht der Konvergenz nichts im Wege.

Das Konvergenzkriterium (6.41) wurde von von BARDEEN und WAGONOR bei der
Untersuchung der ungeladenen Staubscheibe verwendet [Bardeen and Wagoner, 1971].
Dort waren die ¢, jedoch keine Funktionen eines weiteren Parameters. Hier sind die
cn(€) gerade Polynome in €, deren Grad fiir grofere n zunimmt. Damit steigt auch die
Anzahl der Nullstellen. Fiir viele interessante Grofen F'(y, €, N) haben die ¢, Nullstellen
im reguldren Parameterbereich e € [0,1]. Dadurch wird das Konvergenzkriterium (6.41)
in einem Bereich um die Nullstellen nicht erfiillt. Dies bedeutet jedoch nicht zwingend,
dass die Grofse nicht konvergiert (siche dazu Abbildung 6.4).

Konvergenz der quadrierten Winkelgeschwindigkeit

Bei der Entwicklung der Potentiale in Abschnitt 6.1.2 stellte sich die Frage, ob

02 = (1-¢)n [1 — (; — %8) v+0 (72)} (6.42)

im reguldren Parameterbereich konvergiert. In Abbildung 6.2 sind rechts die Werte des
Konvergenzkriteriums fiir n von drei bis acht aufgetragen. Fiir grofere n wird dieses immer
besser erfiillt. Der kritische Wert Eins ist durch eine rote gestrichelte Linie markiert. Links
ist 2*2 durch eine PADE-Approximation in /7 dargestellt. Fiir ¢ = 1 und v = 1 geht der
Ausdruck gegen Null. Fiir v = 1 ist dies der Fall, weil der Scheibenradius gy hier gegen
Null geht (siche dazu Abbildung 6.9 mit Diskussion).

9Die Grofe F kann natiirlich genau wie die Koeffizienten c,, auch von den Koordinaten 7 und v bzw.
o und ¢ abhéngen.
10 Ausnahmen sind GroRen fiir die Fyew = 1 ist. Hier kann (6.41) bis n = 9 untersucht werden.
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Abbildung 6.2. Quadrierte Winkelgeschwindigkeit Q*2: Links ist die Darstellung der [6,12]-PADE-
Approzimation in /¥ dargestellt. Rechts ist das Konvergenzverhalten mit héherer Ord-
nung n und die Eins-Funktion (rot,gestrichelt) aufgetragen.

6.2.2 Zur Optimierung der Reihenentwicklung

Wie bereits gesagt wurde, ist die Post-NEWTON’sche Entwicklung eine dreiparametrische
Losung. In den Formeln erkennt man zwei Parameter. Diese sind v und e. Wahrend die
endliche Reihe in v eine Néherung darstellt, ergibt sich in jeder Ordnung eine exakte
Darstellung in € durch den globalen Vorfaktor und einem endlichen Polynom, dessen Grad
von der Ordnung in v abhéngt. In Abschnitt 1.7 wurden mehrere Methoden vorgestellt,
um die Naherungslésungen in v zu optimieren. Das Hauptproblem bei der Anwendung
dieser Methoden liegt darin, dass man im reguldren Parameterbereich oft fiir v 2 0.8 im
Ergebnis Null- bzw. Polstellen in € und ~ erhélt. Bei der PADE-Approximation lassen sich
solche Nullstellen im Nennerpolynom oft durch Variieren seines Grades vermeiden.

PADE-Approximation

Die einfache PADE-Approximation fiir Gleichung (6.40) kann als

2N—L

L+ Y pale)y/y"
P[L,2N — LI {F(y,& N)} = Frew (7, €) 1l (6.43)

1+ ZL% snl(€)/7"

angegeben werden. Fiir die PADE-Approximation ist der eigentliche Entwicklungspara-
meter /7 besser eignet als 7, da mehr mogliche Werte fiir L existieren und eher ein
konkreter Wert gefunden werden kann, fiir den im reguldren Parameterraum weniger
Nullstellen im Nennerpolynom auftreten bzw. diese vollig vermieden werden kénnen.



68 KAPITEL 6. DIE POST-NEWTON’SCHE ENTWICKLUNG

6.2.3 Quasistationire Uberginge

Welche physikalische Bedeutung hat nun eine Anderung der Parameter, von denen eine
Losung abhéngt? Die konkrete Konfiguration (ps, pr, pq) einer Staubscheibe ist durch kon-
krete Werte fiir py,p, und pq gegeben. Eine Anderung der Konfiguration der Staubscheibe
kann dadurch geschehen, dass ein Parameter leicht variiert und die zwei anderen festge-
halten werden. Dadurch ergibt sich eine eindeutige Trajektorie im Parameterraum. Will
man andere Parameter wie z.B. die baryonische Masse, die Winkelgeschwindigkeit oder
das magnetische Dipolmoment &ndern, dann kann man die Lésung im entsprechenden
Parameter ausdriicken.!’ Dazu muss man sich iiberlegen, welche zwei Parameter man
festhalten will.

Jede Anderung eines Parameters stort das thermodynamische Gleichgewicht. Damit
diese Stérung klein bleibt und schnell wieder abklingt, darf die Anderung eines Para-
meters nur sehr klein sein. Danach muss man warten, bis sich das thermodynamische
Gleichgewicht wieder eingestellt hat. Fiir infinitesimal kleine Anderungen redet man von
quasistationdren Ubergéingen.

6.2.4 Weitere (Skalen-) Parameter

Scheibenradius als Skalenparameter

Im Falle der erstmaligen Post-NEWTON’schen Berechnung bot sich als Skalenparameter
der Scheibenradius an. Die so skalierten Grofsen wurden mit * gekennzeichnet. Da der
Scheibenradius im Grenzfall ¥ — 1 gegen Null geht, ist er in diesem Grenzfall nicht immer
als Skalenparameter geeignet. Bestimmte Grofen, wie die Multipolmomente divergieren.
Wie in Abschnitt 6.1.1 beschrieben, werden jetzt neue Parameter eingefiihrt.

Baryonische Masse als Skalenparameter

Die baryonische Masse, also die Teilchenanzahl, ist ein weiterer anschaulicher Skalen-
parameter. Ein quasistationirer Ubergang erfolgt, ohne dass weitere Massenelemente
dazukommen. Die so skalierten Grofen werden hier mit ® bezeichnet. Insbesondere ist
Q* =e

Um die erstmalig erhaltene Losung mit der baryonische Masse zu skalierten, werden
die entsprechenden Grofsen mit

05 = 00o/Mo = 1/Mg = ?%7‘1 ll — <1—1 - ieQ) 7+0 (72)} (6.44)

multipliziert bzw. dividiert. Diese Ausdriicke werden dann wieder bis zur jeweiligen Ord-
nung nach /7 entwickelt. Interessant ist der Term (37/4)y~!, der dafiir sorgt, dass of) fiir
v — 0 gegen Unendlich geht. Dies ist zwingend, da der Fall 7 = 0 der leere MINKOWSKI-
Raum ist und somit M, gegen Null geht.

1Dje Parameterinderung sollte in einem Bereich liegen, in dem der neue Parameter eine eineindeutige
Funktion der alten Parameter ist. Z.B. ist die Winkelgeschwindigkeit Q* keine eineindeutige Funktion
im gesamten reguldren Parameterbereich.
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Abbildung 6.3. Der Parameter v = Q/M in Abhdngigkeit von v und €. Man erkennt ¢(y = 0) = ¢
und die Grenzen des reguliren Parameterraums mit (e = 0) = 0 und ¥(e = 1) = 1.
In der rechten Abbildung nimmt v = k die Werte [0,0.25,0.5,0.75, 1] mit den Farben
[rot,orange, grin,blau,violett] an. Die Abweichung von ¢ = € wird fir zunehmendes
grofler mit einer maximalen Abweichung bei v = 1.

Gravitative Masse als Skalenparameter und die Darstellung der Losung in
den Parametern v und ¢ = Q/M

Die Reskalierung der Losung mit der gravitativen Masse geschieht analog zum Fall der
Reskalierung mit der baryonischen Masse. Die so skalierten Gréfen werden hier mit °
bezeichnet. Physikalisch ist ein quasistationdrer Ubergang nicht so anschaulich, jedoch
ist ein Vergleich mit der KERR-NEWMAN-LGsung einfacher als bei der Saklierung mit
M. Die so skalierte extreme KERR-NEWMAN-L6sung kann allein durch den Parameter
QQ° beschrieben werden, da im extremen Fall J° = /1 — Q°2 ist. Es ist

0= = c_ BT (2L, 2
o5 = oof/M =1/M =T {1 (10 15e>7+0(7)}. (6.45)

Der Parameter € = /M, bezieht sich auf die Teilchenzahl. Er ist ein Maf der spe-
zifischen Ladung eines Massenteilchens. Fiir bestimmte Fragestellungen, insbesondere in
den Abschnitten 6.2.5 und 6.2.6, ist es nahe liegender den Parameter

v =Q/M =’ (6.46)

zu verwenden. Er ist ein Maf fiir die spezifische Ladung des Gesamtsystems. Man erhélt:

) 175

Diese Parameterrelation ist im reguldren Parameterraum bijektiv. Es lasst sich, durch eine
Reiheninversion in € und anschliekender Entwicklung nach v bis zur N-ten Ordnung, die
inverse Relation

Y(v,e) =e+e(l—¢€) F'y + L (21— 11€)* 4+ O (73)} . (6.47)

n) = v (=) [Fro g (T45) 71007 (o9
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angeben. Mit diesem Ausdruck kann € in der vorhandenen Losung ersetzt werden. Durch
erneute Entwicklung nach ~ bis zur N-te Ordnung, erhilt man die Post-NEWTON’sche
Losung in den neuen Parametern v und .

Es ist wichtig, die Grenzen des neuen reguldren Parameterraums zu kennen. Da fiir
¢ — 0 die Ladung verschwindet und die Masse natiirlich endlich bleibt, ergibt sich (e =
0) = 0. Im ECD-Fall gilt M = M, und damit ) = ¢ = £1. Dieses Verhalten spiegelt
sich auch in dem Vorfaktor (1 —¢?) in Gleichung (6.47) wider.'? Man hat also wieder den
kompakten reguliren Parameterraum: v € [0,1] und ¢ € [—1,1].

Bei vielen Grofen spielt der globale Vorfaktor /1 — €2 eine wichtige Rolle. Entwickelt
man diesen, ergibt sich

Vi—e=1-¢2 |1+ %w% + ﬁlow (21420¢%) v + O (v*) | - (6.49)

Ein globaler Vorfaktor ergibt sich fiir diese Grofen also auch in der Darstellung im Pa-
rameter 1.

6.2.5 Grenziibergang zur extremen KERR-NEWMAN-LOsung

Hier soll nun im Falle starrer Rotation und konstanter spezifischer Ladung untersucht
werden, ob im ultra-relativistischen Grenzfall v = 1 die ,,Aufsenlésung entsteht, die durch
die extreme KERR-NEWMAN-LGsung beschrieben werden kann. Im Prinzip wiirde es dazu
ausreichen, die Bedingung (4.5) zu untersuchen. Da die Post-NEWTON’sche Entwicklung
jedoch nur eine Naherungslosung darstellt, die gerade bei v = 1 am ungenausten ist,
kann hier kein strenger Beweis erfolgen, aber durch Untersuchung der Losung kann die
Vermutung eines Ubergangs zum Schwarzem Loch erhiirtet werden. Es werden weitere
(notwendige) Bedingungen untersucht und gezeigt, dass diese im Rahmen der Genauigkeit
erfiillt sind. Um die Genauigkeit der Naherung zu erhéhen, wird die PADE-Approximation
verwendet. Im Rahmen dieser Genauigkeit sprechen alle nun folgenden Betrachtung fiir
einen parametrischen Ubergang zur extremen KERR-NEWMAN-Losung. Bis jetzt wurde
auch kein Ausdruck gefunden, der einen solchen Ubergang widerlegt.

Vorbetrachtungen

Die KERR-NEWMAN-Lo6sung ist kompatibel mit dem Randwertproblem fiir die geladene
Staubscheibe, wenn als Rand der Ereignishorizont hergenommen wird.!® In den WEYL-
Koordinaten (o°, (°) ist der dufsere Ereignishorizont ein Intervall auf der (°-Achse unter
Einschluss des Koordinatenursprungs. Die Formel (1.146) fiir die KERR-NEWMAN-LGsung

M =2QJ + Qay, +1 (6.50)
lasst sich mit der Formel (3.12)

M =2QJ + Qo + (1 — ) My (6.51)

12Vergleiche dazu den globalen Vorfaktor (1 — ¢)? fiir die relative Bindungsenergie Ej,.
13Vgl. [Meinel et al., 2015].
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fiir die Staubscheibe vergleichen. Die beiden Gleichungen (6.50) und (6.51) stimmen fiir
v =1,1=0und o = a, tUberein. Fiir [ = 0 liegt der (dufere) Ereignishorizont im
Koordinatenursprung. Da die Scheibe in der ¢°-Ebene liegt, kann eine Ubereinstimmung
von Scheibenlésung und KERR-NEWMAN-Losung in WEYL-Koordinaten nur in deren
Ursprung erfolgen. Von daher miisste fiir v — 1 der Radius der Staubscheibe gf gegen
Null gehen. Diese notwendige Bedingung fiir den Grenziibergang zur KERR-NEWMAN-
Losung ist im ungeladenen und im ECD-Fall sogar hinreichend.

Wenn es also einen parametrischen Ubergang zur KERR-NEWMAN-Losung gibt, dann
muss er zur extremen Losung hin erfolgen. Dies passt zu den Darstellungen aus Abschnitt
4.2. Vollzieht man den Grenziibergang v — 1 in den WEYL-Koordinaten (¢°, (°), normiert
durch die gravitative Masse, wiirde man dann die ,Aufenlosung”, gegeben durch die
extreme KERR-NEWMAN-LGsung, erhalten. Vollzieht man den Grenziibergang v — 1 in
den WEYL-Koordinaten (o*, (*), die durch den Scheibenradius gy normiert werden, wiirde
man die ,Innenlésung” mit einer regulédren endlich ausgedehnten Staubscheibe erhalten.

Weitere Vorgehensweise

Man kann den Grenzfall ¥ — 1 auch in den WEYL-Koordinaten (¢°, ¢*), normiert durch
die baryonische Masse, ausfithren. Auch so wiirde man die ,,Auffenlosung®, gegeben durch
die extreme KERR-NEWMAN-LOsung, erhalten. Zusammen mit einer Betrachtung im Pa-
rameter € = )/M, ist dies der physikalisch anschaulichste Weg. Die baryonische Masse
ist jedoch fiir die (extreme) KERR-NEWMAN-Losung nicht definiert.!* In den mit der gra-
vitativen Masse normierten Koordinaten (¢°, (°) ldsst sich die extreme KERR-NEWMAN-
Losung aber durch den Parameter ¢» = QQ/M darstellen. Die ERNST-Potentiale auf der
Symmetrieachse sind durch

& —Co_l_i'l_w2 und @ = ¥
B O g2 N i1/ 2

gegeben.'® Um den Grenziibergang zur extremen KERR-NEWMAN-Losung zu untersu-
chen, ist es demnach naheliegender, die Scheibenlosung im Parameter i) zu betrachten.
Interessanterweise ist die Konvergenz bei v = 1 fiir die ersten neun Koeffizienten der fiir
den Ubergang relevanten Grofen in ¢ besser als im Parameter e.

Wenn ein Ubergang zur extremen KERR-NEWMAN-LGsung vorliegt, so miissen gewisse
Ausdriicke R(v,) im Grenzfall v — 1 fiir ¢ € [0, 1] gegen Null gehen. Dies ist mit einer
Néaherungslosung schwer zu zeigen. Leichter ist es zu untersuchen, ob diese Ausdriicke,
geteilt durch eine Funktion v(y), fiir die gilt

(6.52)

lim v(y) =0, (6.53)

y—1

fiir v — 1 gegen einen endlichen Wert konvergieren, also

o B )|
%1 o) ‘< , Y el0,1]. (6.54)

iy S(r,0)| =
y—1

14Siehe dazu auch den Kommentar aus Abschnitt 4.1 zum Phaseniibergang von normaler Materie zum
Schwarzen Loch im ultra-relativistischen Grenzfall.
15Dies folgt aus Gleichung (1.126) mit © =0, 7/M = (° + 1 und A/M = J° = /1 — 9.
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Man kann auch das Inverse von S(7, ) untersuchen. Dann muss gelten

ol _ v(v)
liny § w)\ iy w>‘ >0, vel0] (6.55)
Dazu wird das Konvergenzkriterium (6.41)
K, =n (1 - Cz“) > 1 (6.56)

herangezogen und auf die Reihenentwicklung

5(77 w) = SNew (77 W

L+ cn(w)w] (6.57)

von S(v,%) (bzw. S71(v,1)) angewandt. Ist das Konvergenzkriterium fiir die héheren
Koeffizienten erfiillt, so kann mit hoher Wahrscheinlichkeit davon ausgegangen werden,
dass

lim R(y,9) =0, ¢ €[-1]] (6.58)

gilt. Dieses Verfahren ist kein strenger Beweis, jedoch eine sehr effektive Methode, um
die Informationen einer Naherungslosung auszuwerten.

Das hier vorgestellte Verfahren kann bei der Wahl von v(y) = (7 — 1) verwendet
werden, um die erste Entwicklungsordnung des urspriinglichen Ausdrucks bei v = 1
darzustellen. Ist sogar diese bekannt, kann bei nochmaliger Anwendung gegebenenfalls
(sieche Gleichung (6.82)) sogar die zweite Entwicklungsordnung dargestellt werden. Die
S(7,%) werden bei v = 1 jedoch sehr langsam konvergieren. In manchen Féllen reichen
die ersten zehn Ordnungen noch nicht ganz aus, damit die Werte von K,, im gesamten
Parameterbereich tiber Eins liegen (siche Abbildung 6.7 oder 6.12).

Jetzt soll die Post-NEWTON’sche Entwicklung herangezogen werden, um Belege fiir
cinen Ubergang zur extremen KERR-NEWMAN-Losung zu liefern. In den meisten Féllen
werden die Ergebnisse graphisch durch zwei Bilder dargestellt (vgl. z.B. Abbildung 6.6).
Links ist der Wert einer Grofse fiir steigende Entwicklungsordnung N dargestellt. Oft wird
dazu die PADE-Approximation in /v in der Annahme einer hoheren Genauigkeit hinzu-
genommen. Rechts in der Graphik sind die Werte von K,, aus dem Konvergenzkriterium
fiir grofser werdende n dargestellt. Der kritische Wert Eins ist durch eine rote gestrichelte
Linie markiert.

Sorgsam miissen die Ausdriicke untersucht und diskutiert werden, bei denen die Ent-
wicklungskoeffizienten ¢, Nulldurchgénge in ¢ € [0,1] haben (siehe Abschnitt 6.2.1).
Dazu werden in diesen Féllen auch die ¢, graphisch dargestellt.

Parameterrelationen der extremen KERR-NEWMAN-LOsung

Zuerst werden Parameterrelationen untersucht, die fiir die extreme KERR-NEWMAN-
Losung gelten.'® Mit diesen wird begonnen, da hier die Methodik und die Schwierigkei-
ten beim Auftreten von Nulldurchgéngen der Entwicklungskoeffizienten ¢, anschaulich
werden.

16Die Giiltigkeit dieser Relationen ist notwendig fiir den Ubergang der Scheibenlésung zur extremen
KERR-NEWMAN-LG&sung.
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Abbildung 6.4. Die Grifie Sq = {1 — [MQ (2 - v?)] [\/7(1 - 1#2)} 1} (1 —~)""': Links sind die Wer-

te bei v = 1 fiir wachsende N mit PADE-Approzimation P[4,16] in /5 (blau, gestri-
chelt) aufgetragen. In der Mitte sind die Koeffizientenfunktionen ¢, und rechts das
Konvergenzverhalten fiir wachsende n dargestellt.

Aus Gleichung (1.120) ergibt sich im extremen Fall

J2 2 )

Wzl_mz1_¢, (6.59)
Diese Gleichung ist fiir € = ¢» = 1 aufgrund des globalen Vorfaktors von J in trivialer
Weise erfiillt. Die Gleichung kann auch als Grenzwert fiir den mit der gravitativen Masse

normierten Drehimpuls J° gelesen werden:
lin% J°=/1—92 (6.60)
Y

Fiir J° kann jedoch auch eine Aussage zur ersten Entwicklungsordnung bei v = 1 gemacht
werden. Dazu und zur Gleichung (6.60) sei auf den Abschnitt 6.2.6 verwiesen.
Die andere Parameterrelation beziiglich €2 lautet nach Gleichung (1.127) im Extremfall

J J°

MQ = = =°. 6.61
M2+ (J/ME 1+ J2 (6.61)
Mit Hilfe der Gleichung (6.60) kann man den Ausdruck
MQ (2 — 9?
Ro=1-— M2 -Y) (6.62)
v (1—¢?)

konstruieren.!” In dieser Form kiirzt sich der globale Vorfaktor von € heraus. Fiir die
Scheibenlosung gilt es zu priifen ob

lim Ro =0 (6.63)
y—1
gilt. In Abbildung 6.4 links erkennt man ein Verhalten, bei dem fiir v — 1 der Ausdruck

- MQ(Q—W)] TERET 8 — 31 — 4o
Y(1 = 4?) 3m

"Der Faktor 1/ V¥ wurde bei Rg hinzugenommen, um eine gerade Funktion in /v zu erhalten.

So = [1 7+ 0 (7%) (6.64)
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Abbildung 6.5. Links ist der Wert von Sp1 = [f'(0* < 1,(* = O)]l/2 (1-— 7)_1/4 bis zur zehnten Ent-
wicklungsordnung bei v = 1 dargestellt. Rechts sieht man das Konvergenzverhalten fiir
n=29.

endlich bleibt. In der Mitte sind die Koeffizientenfunktionen ¢, betragsméfig im loga-
rithmischen Mafsstab aufgetragen. Die nach unten gerichteten Spitzen sind Nullstellen,
die fiir grofere n zu grokeren -Werten wandern. Die ¢, haben negative Werte bei ¢ = 0
und positive Werte bei 1) = 1. Die Darstellung des Konvergenzkriteriums (6.41) rechts
in Abbildung 6.4 zeigt Intervalle in 1 auf, in denen das Kriterium nicht erfiillt ist. Diese
Intervalle liegen bei y-Werten, die etwas kleiner sind, als die entsprechenden Nullstellen
der ¢,. Dies liegt daran, dass im Bereich dieser Intervalle |c, 11| > |¢,| ist. Trotzdem ist
die Konvergenz der ersten Koeffizienten von Sq gerade in diesen Intervallen sehr gut, was
man auch an der Darstellung von Sq (v = 1, N) in Abbildung 6.4 erkennt.
Aus der Giiltigkeit von (6.60) und (6.61) folgt mit Gleichung (6.51):

L
ima, =

limac = 575, (6.65)

Untersuchung der Potentiale /f’ und ' in der Scheibe

Jetzt soll der Ubergang zur extremen KERR-NEWMAN-Lésung anhand der notwendigen
und hinreichenden Bedingung (4.5) aus Abschnitt 4.2 gepriift werden. Fiir die extreme
KERR-NEWMAN-LGsung gilt auf dem Horizont:

Y

Pt (6.66)

ay =

Fiir den Scheibenfall ergibt sich mit Gleichung (6.65) aus der Bedingung (4.5) der Aus-
druck:!®

y=1: a(¢"=0,0<p'<1) = (6.67)

22

18Vgl. [Breithaupt et al., 2015
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Abbildung 6.6. Links ist der Wert von Sp1 = [f'(0* < 1,(* = 0)]1/2 (1- 7)71/4 bis zur zehnten Ent-
wicklungsordnung bei v = 1 im ECD-Fall dargestellt. Rechts sieht man das Konver-

genzverhalten fiir n = 9.

Wegen der Randbedingungen ist diese Bedingung dquivalent zu
y=1: [f'(*=0,0<p"'<1)=0. (6.68)

Am besten lasst sich der Ausdruck
eV’

1/4
(]‘ - ’Y) ¢*=0,p*<1

3 1 3 1 1 1 1
-1 o T %2 2 I *2 _ © x4 2 k2 T x4 4 2 3
{4 2@ e]fy {32 8(@ 2@ €+ 60 8@ € *y+(’)(7)

bei v = 1 untersuchen, da er ein ausreichend gutes Konvergenzverhalten zeigt. Hier wird
der Ausdruck in Abhéngigkeit von € untersucht. In der Arbeit [Breithaupt et al., 2015]
ist er in Abhédngigkeit von ¢ dargestellt. Rechts in Abbildung 6.5 ist Ko{Sp:} auf-
getragen, das seinen Minimalwert bei € = 1 und o* ~ 0.8 erreicht.’® Dieser betrigt
Ko{Sp1}(0*=0.8,e=1) = 1.0646... > 1. In einem gewissen Bereich geht Sp; im Grenzfall
v — 1 sogar gegen Null.?® Der analytische Wert von Sp; bei o* = 0 bzw. € = 0 betrigt

Spy = (6.69)

Sp1(0"=0) = Spy(e=0) = (1 —v)¥/*. (6.70)

Da Sp; polynomial in € und o* ist, kann es nach diesen beiden Grofen entwickeln werden.
Fiir den nullten Entwicklungsterm ergibt sich ein Polynom in v, welches mit der TAYLOR-
Entwicklung von (1 —~)** bei 4 = 0 iibereinstimmt. Der Wert von Sp; (y=1, N=10) an
den Stellen € = 0 bzw. p* = 0 in Abbildung 6.5 betragt 0.048586... und weicht in einem

YDer Ubersichtlichkeit halber wurden die anderen KK,,{Sp1 } weggelassen. K5{Sp; } bis Kg{Sp;} zeigen
ein dhnliches Verhalten wie Kg{Sp;}. K7{Sp1} und Kg{Sp;} sind im gesamten Bereich grofer als Eins.
20Es reicht aus zu zeigen, dass Spi bei v = 1 endlich bleibt.
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1,N=10)

(v=

Abbildung 6.7. Links ist der Wert von Sp2 = [f'(0* < 1,(* = ())]1/2 (1—~)"" bis zur zehnten Ent-
wicklungsordnung bei v = 1 dargestellt. In der Mitte und rechts sieht man das Konver-
genzverhalten fir n = 9 in Abhdngigkeit von € bzw. 1. Die rote Fliche markiert den
Wert Eins.

recht grofsen Bereich kaum von diesem Wert ab. Dies ist genau der Wert der besagten
TAYLOR-Entwicklung bis zur zehnten Ordnung, ausgewertet bei v = 1.

In Abbildung 6.6 ist zusétzlich der ECD-Fall graphisch dargestellt, bei dem Sp; bei
v = 1 am langsamsten konvergiert. Der Wert von Sp; (y=1, N=10) féllt mit wachsender
Ordnung. Die PADE-Approximation ergibt noch mal einen weitaus kleineren Wert.?! Ins-
gesamt kann also davon ausgegangen werden, dass Spi, bei v = 1, gegen einen endlich
Wert konvergiert und damit +/f’ auf der Scheibenebene fiir ¥ = 1 und € € [0,1] gegen
Null geht. Dies bedeutet, dass die Bedingung (4.5) fiir den Ubergang der Staubscheibe
zur extremen KERR-NEWMAN-LOsung bei v = 1 erfiillt ist. Diese Bedingung wird jetzt
noch weiter, beziiglich ihrer ersten Entwicklungsordnung bei v = 1, untersucht.

Nach Abschnitt 6.2.6 und der Abbildung 6.7 wird Sp; sogar gegen Null gehen. Der
Ausdruck

_ 142 17+ 1 (124307 + (8 = 60") ) v* + O (7°) |,

Sp2 = 2 T8

Lo

(6.71)
der im Grenzfall ¥ — 1 den ersten Koeffizienten einer Entwicklung bei v = 1 ergibt,
liefert dort einen endlichen Wert. Er konvergiert jedoch so langsam, dass das Konver-
genzkriterium nicht im gesamten reguldren Parameterbereich erfiillt ist. Der Bereich, in
dem der Wert fiir K,, kleiner als Eins ist, ist jedoch sehr klein. In Abbildung 6.7 ist
zusatzlich noch der Wert fiir K,, aus dem Konvergenzkriterium in Abhéngigkeit von 1
dargestellt. Hier erkennt man wieder eine Polstelle, die wie fiir Sq, diskutiert werden kann.
Die Konvergenz von Spa (1)) ist insgesamt besser als fiir Spy(e). Auch der Bereich, in dem
das Konvergenzkriterium nicht erfiillt ist, ist kleiner. Wie bei Sp; wachsen die Werte fiir
K, fiir grofer werdende n. Der Wert von Sps bei p* = 0 bzw. € = ¢ = 0 ergibt den Wert
Eins, wie man auch an Gleichung (6.71) sieht.

Jetzt soll auch noch die Bedingung (6.67) direkt untersucht werden. Dazu wird der

21Im ECD-Fall ist bereits die Bedingung, dass of bei v = 1 gegen Null geht, hinreichend.
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Abbildung 6.8. Links ist der Wert von Spz = [1 —a/(0* <1,{*=0) (2—¢?) 1] (1 - 7)_1 bis zur
N-ten Entwicklungsordnung mit N = 1 (blau), N = 4 (gelb), N = 7 (grin) und
N =10 (rot) bei v = 1 dargestellt. In der Mitte sind die Entwicklungskoeffizienten ¢,
mitn =2 (gelb), n =7 (grin) und n = 10 (rot) dargestellt. Die graue Fliche ist die
Null-Funktion. Rechts sieht man das Konvergenzverhalten fiir n = 9. Die rote Fléiche
markiert den Wert Eins.

Ausdruck

= —1- {1 — 0" - (1 — %9*2) W] 7Y+0 (") (6.72)
¢*=0,0*<1

hergenommen. Dieser Ausdruck ist schwieriger als Sp; und Sps zu diskutieren. Zu den
Nullstellen der Koeffizientenfunktionen ¢, kommte der Umstand, dass das Konvergenz-
kriterium nicht im gesamten Parameterbereich erfiillt ist. Zudem wachsen die Betriage
der Werte fiir Sps mit grokerer Ordnung an (siehe Abbildung 6.8). Die Koeffizienten-
funktionen ¢, ergeben bei v = 1 und ¢* = 0 fir alle (untersuchten) n > 1 den Wert
Null. Die Nulldurchgénge der ¢, liegen fiir verschiedene n sehr eng beieinander, sodass
der Wert von Sps in diesem Bereich sehr nahe bei Eins liegt. In diesem Bereich liegen
auch die Polstellen der K,,. Fiir Sp3 wachsen die Werte von K,, fiir grofer werdende n im
reguldren Parameterbereich. Mit Abbildung 6.8 kann Gleichung (6.65) gepriift werden.
Das Konvergenzkriterium ist fiir o* = 0 erfiillt.

Damit ist die notwendige und hinreichende Bedingung (4.5) fiir den Ubergang der
Staubscheibe zur extremen KERR-NEWMAN-LoGsung bei v = 1 ausfiihrlich untersucht
worden. Unter den gegebenen Voraussetzungen dieser Untersuchungen, ist mit sehr hoher
Wahrscheinlichkeit davon auszugehen, dass die Bedingung (4.5) erfiillt ist.

Untersuchung des Scheibenradius

Eine notwendige Bedingung fiir den parametrischen Ubergang zur extremen KERR-NEW-
MAN-LoOsung ist das Verschwinden des Scheibenradius bei v — 1. Um dies zu zeigen, wird
der Ausdruck

it =M1 — ) = %v {1 — (% + 1—15¢2> 7+ 0 (72)} : (6.73)



78 KAPITEL 6. DIE POST-NEWTON’SCHE ENTWICKLUNG
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Abbildung 6.9. Der Ausdruck MK/{l = M*(1 — ) bei v = 1: Links ist die Auswertung der ersten
N Ordnungen und zweier [6, 12]-PADE-Approximation in /5 (blau/grin, gestrichelt).
Rechts ist das Konvergenzverhalten mit héherer Ordnung n und die Eins-Funktion (rot)
dargestellt.

bei v = 1 untersucht. Links in Abbildung 6.9 erkennt man, dass die Ungleichung (6.55)
lim ) >0, v €]0,1] (6.74)
y—1

erfiillt ist. Rechts in Abbildung 6.9 zeigt sich, dass das Konvergenzkriterium (6.41) erfiillt
ist. Im ungeladen Fall betragt der analytische Wert

1y (v=1,9=0) = 0.32863...

withrend die PADE-Approximation P[6,12]{;; (y=1, N=9)} (blaue gestrichelte Linie in
Abbildung 6.9)
P[6,12){ ;) (v=1,1%=0; N=9)} = 0.32885...

ergibt. Da die Werte von y;, fiir gréRere n kleiner werden, kann zusitzlich die inverse
PADE-Approximation (P[6,12]{(y=1; N=9)})"" von gy hinzugenommen werden.??
Die griine gestrichelte Linie in Abbildung 6.9 kennzeichnet deren Verlauf. Die grofste
Abweichung von (P[6, 12]{;; (v=1; N=9)}) zu (P[6, 12]{par (v=1; N=9)})""ist bei¢p =
1. Die Werte sind:

(P[6,12]{par(y = 1,0 = 0: N=9)}) ™" = 0.32872....,

(P[6,12]{pias(y = 1,90 = 1; N=9)}) ™" = 0.19675....,

P[6,12]{uy/ (v = 1,9 = 1; N=9)} = 0.20117....
Wichtigste Schlussfolgerung ist, dass der Ausdruck go/M bei v = 1 verschwindet. Da
(M/00)(1—7) hier einen Wert annimmt, der verschieden von Null ist, muss der Radius gy

gegen Null gehen. Im ECD-Grenzfall reicht diese Aussage schon aus, um den Ubergang
zur extremen REISNER-NORDSTROM-LOsung zu zeigen.

22Das Konvergenzkriterium K,, von gy ist fiir n = 8 nur fiir |¢| < 0.959 erfiillt.
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6.2.6 Das Verhalten nahe am Grenzfall zum Schwarzen Loch?3

Eine weitere Methode um den méglichen parametrischen Ubergang zur extremen KERR-
NEWMAN-LGsung zu beschreiben, ist die Untersuchung der Multipolmomente der Losung,
die im Grenzfall auf die ,,Auftenlosung* fiithrt. Bei dieser Untersuchung ergibt sich sogar
das Verhalten der Multipolmomente nahe zu diesem Grenzfall. Es zeigt sich, dass deren
erste Ableitungen nach v bei v = 1 verschwinden.

Die gravitativen und elektromagnetischen Multipolmomente der KERR-NEWMAN-

Losung lauten
my, = M (%) und e, =Q (%) : (6.75)

Fir die extreme KERR-NEWMAN-Losung kann man Gleichung (6.60) verwenden und

erhalt

n/2 n/2

my, = i"M" (1 — %) und e, =i"M" 1y (1 —¢?) (6.76)
Im Grenzfall v — 1 lésst sich untersuchen, ob sich die Multipolmomente der Staubscheibe,
wie im Falle der extremen KERR-NEWMAN-LOsung, allein durch gravitative Masse und
Ladung ausdriicken lassen. In der Parameterdarstellung in ¢ braucht man nur die mit
der gravitativen Masse skalierten Koeffizienten m; und e; untersuchen:

und e, =i"yY (1 — wg)

Die Gleichungen (6.77) geben die nullte Ordnung einer Reihenentwicklung der Ko-
effizienten m; und e; bei 7 = 1 wieder. Interessanterweise lasst sich auch die erste
Ordnung einer solchen Entwicklung mit der bisher verwendeten Methode raten und dann
iiberpriifen. Dazu fiihren wir Momente ein, die mit den Multipolmomenten einer KERR-
NEWMAN-Losung gleicher Masse M, Ladung @ und Drehimpuls J, normiert sind:?*

n/2 n/2

vy—=1: md=i"(1-v¢7) (6.77)

my =2 (L=?)"" und 62=1Z—Z(1—w2>”/2 wit = mytmi" (6.78)

Fiir die erste Entwicklungsordnung bei v = 1 sind hier die Gleichungen

o
dm;,

dy

]
_ dep,

7=1 dy

*
dmy

dy

*
_ dej,

=1 dy

=0, =0 (6.79)

=1

=1

bis n = 11 iiberpriift worden.?> Die zweiten Ableitungen von m* bei v = 1 sind nur
im ungeladenen Fall Null [Kleinwéchter et al., 2011]. Wenn Gleichung (6.79) fiir m} gilt,
lasst sich durch Entwicklung der Ausdriicke bei v = 1 zeigen, dass

(o]
dm;,

dy

*
dm2

dy

de;,
Y d’y

*
dey

dy

=1

=0 (6.80)

=1

=1 =1

23Djeser Abschnitt orientiert sich an der Arbeit von KLEINWACHTER, LABRANCHE und MEINEL

[Kleinwéchter et al., 2011] und stellt fiir die Staubscheibe eine Verallgemeinerung auf den geladenen
Fall dar.

#4Die Faktoren (1 — ¢2)n/ ? werden hinzugenommen, um die globalen Vorfaktoren der k,, zu kompen-
sieren. Dadurch werden Polstellen bei |¢)| = 1 vermieden.

25 Aufgrund der Struktur, nach der die Multipolmomente von den m,, und e,, abhéingen (siehe Abschnitt
1.3), folgt aus den (6.79) die gleiche Aussage fiir die Multipolmomente.
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Abbildung 6.10. Der Ausdruck Sy = [1/2 + [1 —J//y (1= 1112)} (1- 7)71} (1—~)"" im Grenzfall
v — 1 : Links ist die Auswertung der ersten N Ordnungen und der [3,15]-PADE-
Approzimation (blau) in /. Rechts ist das Konvergenzverhalten mit héherer Ord-
nung n und die Fins-Funktion (rot) dargestellt.

fiir jedes fixierte n gilt. Dies ist wichtig, da bestimmte Grofen schneller als andere kon-
vergieren.

Gravitatives Dipolmoment

Es stellt sich heraus, dass die GroRe?®

2 T 1407

_ Jo _ 2_
5 ;+1 J/lx/_fy—v(l ¢2)] (1) = 3m [, 10my 2737r+7007+0(72)}

fiir v — 1 gegen einen endlichen Wert konvergiert (siehe Abbildung 6.10). Dies ist auch
ein Uberpriifung von Gleichung (6.60). Mit lin% S; = —c ergibt sich zudem:
y—

J° =/ (1 —¢2) {1+%(1—7)+c(1—7)2+0(1—7)3]. (6.81)

Entwickelt man diesen Ausdruck bei v = 1, erhélt man:

JO:W{H(c—é) (1—7)2—1-(9(1—7)3}. (6.82)

8

Es stellt sich also heraus, dass der erste Entwicklungskoeffizient der Entwicklung von J°
bei v = 1 verschwindet. Die Gleichung (6.79) ist also fiir m$ erfiillt und damit kann von
der Giiltigkeit der Gleichungen (6.80) ausgegangen werden.
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1,N)

S (v=

v v

Abbildung 6.11. Der Ausdruck Sp = [\/1 — % — e’{} (1- 7)72 im Grenzfall v — 1 : Links ist die

Auswertung der ersten N Ordnungen und der [13,5]-PADE-Approzimation (blau)
in /7. Rechts ist das Konvergenzverhalten mit hoherer Ordnung n und die Eins-
Funktion (rot) dargestellt.

Magnetisches Dipolmoment

Um das Verhalten des magnetischen Dipolmoments nahe am Grenzfall zum Schwarzem
Loch zu untersuchen, ist es einfacher e} statt e zu verwenden, da der entsprechende

Ausdruck
Vi—y?2—er 1 32 1
Selz#:—m—w 1+ (= —-2¢*|7+0(¥) (6.83)
(1—7) 2 35 5
schneller konvergiert.?” In Abbildung 6.11 erkennt man, dass S,, endlich bleibt und das

Konvergenzkriterium erfiillt ist. Folglich verschwindet auch fiir e} die erste Entwicklungs-
ordnung bei v = 1.

Die Quadrupolmomente

Fiir das gravitative Quadrupolmoment ist es nun wieder einfacher mg zu untersuchen:
i2(1—9*) —my 972 23 18
Spny = 2 = 14 (= — —o? o). 6.84
. (1—7) 8072[ +<35 35‘”)7* (') (6.84)

Nach Abbildung 6.12 bleibt der Ausdruck bei v = 1 endlich und das Konvergenzkriterium
ist fur n = 8 fiir | < 0.99 erfiillt.

Auch fir das elektrische Quadrupolmoment konvergiert der entsprechende Ausdruck
Se, fur e5 besser als fiir e5. Das Konvergenzkriterium ist fiir n = 8 ebenfalls fiir |¢| < 0.99
erfiillt.

26Der Faktor 1/ v/ wird wiederum verwendet, um eine gerade Funktion in /7 zu erhalten. Der Sum-
mand 1/2 ist die 'geratene’ erste Ordnung bei v = 1.
2TFiir den Ausdruck [1/2—1— (1 —D°/\/v(1— w2)> (1 —'y)*l] (1—~)"" ist Kg nur fiir [¢] < 0.86

grofer als Eins.
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Abbildung 6.12. Der Ausdruck Sp, = [i* (1 —v¢?) —m3] (1 - 7)72 im Grenzfall v — 1 : Links ist

die Auswertung der ersten N Ordnungen und der [15, 3]-PADE-Approzimation (blaw)
in /7. Rechts ist das Konvergenzverhalten mit héherer Ordnung n und die Eins-

Funktion (rot) dargestellt.

Hohere Momente

Fiir alle hoheren Momente bis n = 11 ist das Konvergenzkriterium fiir die S,,, und S,
beziiglich m; bzw. e; erfiillt. Fiir gerades n ergibt sich

o P g,
" (1—7)?

Fiir ungerades n erhélt man

21— v?)" — e,

Ty (6.85)

und S, =

_ 1 2\ 2\ Myt -1 -1
(6.86)
_1 es
T 2\ 1— 2\ 2n+1 1— -1 1— *1‘
S = |5 0=99 +<( ) e ) ) =)
(6.87)
Wie fiir den Drehimpuls ergibt sich mit lirri Smansr = —Cons1 durch Umstellen
Y

My, 1 = vy (1= 2 [(1 —y?)" + % (1=4))"(1=7) + o (1 =)+ 01— 7)3} -

Entwickelt man diesen Ausdruck bei v = 1 erhélt man

Moy = V1 — 92 {(1 — ") + [c%ﬂ — % (1—¢))" (1= +0(1~ 7)3} . (6.88)
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Abbildung 6.13. Der Ausdruck [(1 — 1/)2)4 — mg] (1— 7)72 im Grenzfall v — 1 : Links sind die Koef-

fizienten |c,| aufgetragen. Rechts ist das Konvergenzverhalten mit hoherer Ordnung
n und die Fins-Funktion (rot) dargestellt.

Somit gilt auch hier, dass der erste Entwicklungskoeffizient fiir die Entwicklung der m3,,
bei v = 1 verschwindet. Analog ergibt sich die Aussage fiir €3, ;.

Nach (6.80) gilt somit auch fiir die m} und e}, dass deren erster Entwicklungskoeffizi-
ent fiir die Entwicklung bei v = 1 verschwindet. Bei der Untersuchung der entsprechenden

Ausdriicke [(1 S m;] (1—7)"2 baw. |(1—¢?)"? - eg} (1 — )72 liisst sich je-
doch keine ausreichend gute Aussage zu deren Konvergenz treffen. Zwar erkennt man,
dass die Betrige der Koeffizienten |c,| fallen. Jedoch treten fiir hohere n immer mehr
Nullstellen der ¢, in 9 im reguléren Parameterbereich auf, welche eine Auswertung iiber

das Konvergenzkriterium nicht mehr ermoglichen. In Abbildung 6.13 sind die Koeffizien-
ten fir [(1 — )t = mg} (1 —~)"? aufgetragen.

Die ERNsT-Potentiale

Durch die Untersuchungen aus dem letzten Abschnitt kann mit hoher Wahrscheinlichkeit
davon ausgegangen werden, dass die Gleichungen (6.79) bis n = 11 erfiillt sind. Sind sie
fiir alle n erfiillt, so lassen sich Aussagen zum Verhalten der ERNST-Potentiale nahe am
Grenzfall zum Schwarzem Loch ableiten.

Die Achsenpotentiale auf A" liefen sich nach Gleichung (1.101) in eine Reihe nach
1/¢ entwickeln:

*

n=0

Entwickelt man also die Achsenpotentiale £ und ® bei v = 1, so ergibt sich auch hier, dass
der erste Entwicklungsterm verschwindet. Die Reihe beginnt mit den ERNST-Potentialen
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Ekn und iy der KERR-NEWMAN-Losung mit Masse M, Ladung () und Drehimpuls J:

E(M, J,Q;¢) = Exn(M, J;¢) + O [(1 = )], (6.90)
(M, J:0) = ey =i (6:91)
O(M, J,Q;¢) = Pn(M, J,Q; Q) + O [(1 = )7, (6.92)
Bios(M, 1,Q;C) = 1rar (6.93)

(C+M)—iJ

Aus dem Vergleich von (6.82) mit der Reihenentwicklung von J° bei v = 0 ergibt sich,
dass
2 2

%wL%zl, v €[0,1], e € [-1,1] (6.94)
gilt. Gleichheit gilt, wenn v = 1 oder ¢ = £1 ist. Dies wiederum bedeutet, dass Egxn und
®kn durch die Achsenpotentiale der iiberextremen KERR-NEWMAN-Losung fiir v < 1
und || < 1 gegeben sind. Da die KERR-NEWMAN-L&sung bereits die ersten Multipol-
momente M,.J und () enthilt, beginnt im Fernfeld der zweite Entwicklungsterm nach
(1 — ) fiir £ mit der Ordnung ¢ 3, wihrend ® mit der Ordnung ¢ 2 beginnt.

Als Ergebnis diese Abschnitts ldsst sich Folgendes festhalten: Durch die Untersu-
chungen kann mit hoher Wahrscheinlichkeit davon ausgegangen werden, dass die Lo-
sung der Staubscheibe in der Ndhe des ultra-relativistischen Grenzfalls und nicht zu nah
an der Scheibe selbst?® sehr gut durch eine iiberextreme KERR-NEWMAN-Losung mit
derselben gravitativen Masse, Drehimpuls und Ladung approximiert werden kann. Voll-
zieht man den Grenziibergang zu v = 1, dann erhilt man in Ubereinstimmung mit der
“cosmic censorship“~-Hypothese die “Aufenlosung”, dargestellt durch die extreme KERR-
NEWMAN-LGsung.

6.2.7 Ergospharen

Hier folgen ein paar Anmerkungen zum Thema Ergosphéren fiir geladene und rotierende
Staubscheiben.?

Ergosphéren sind Bereiche der Raumzeit, in welcher der KILLING-Vektor &, der nor-
malerweise zeitartig ist (£°¢, < 0), raumartig wird (£*¢, > 0). Dies hat zur Folge, dass
de/dt > 0 ist und somit nichts in diesem Bereich, vom (rdumlich) Unendlichen aus
betrachtet, ruhen kann. Alles wird von der Rotation mitgezogen. Die Oberfliche von
Ergosphéren ist durch £°¢, = 0 gekennzeichnet. Sie wird manchmal als 'Grenzfliche der
Stationaritéat’ bezeichnet. Es lasst sich jedoch aus der Linearkombination x = £+n lokal
ein KILLING-Vektor einfithren®®, der {iberall zeitartig ist, sodass die Stationaritit (lokal)

ZDer Konvergenzradius der Reihenentwicklung (6.89) wird selbst fiir n — oo nicht bis an die Staub-
scheibe heran reichen.

Y Genauere Erliuterungen zum Thema Ergosphiiren finden man in dem Buch [Meinel et al., 2008].
Zu den mathematischen Aspekten sei auf die zwei Arbeiten [Chrusciel et al., 2006] (Vakuum) und
[Chrusciel and Szybka, 2008| (Elektrovakuum) verwiesen.

30F{ir konstantes Q auch global. Vgl. Fuinote 29, Abschnitt 1.4.
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Abbildung 6.14. Paramterbereiche fiir charakteristische Figuren von Ergosphdren. Die Rauten kenn-
zeichnen die Entstehung von Ergosphdren. Bei den Linien erreichen sie den Scheiben-
rand. Die Rauten und die schwarze Linie wurden aus der Reihenentwicklung berechnet
und die blave, gestrichelte Linie aus der (7,13)-PADE-Approzimation in /7.

gesichert ist. Ergosphéren entstehen in rotierenden Raumzeiten, die sehr relativistisch
sind und haben fiir rotierende Fliissigkeitskorper toroidale Gestalt.

Um die Oberflache von Ergosphéaren zu bestimmen, wird das metrische Potential f =
—£%, auf Nullstellen untersucht. Fiir die starr rotierende Staubscheibe ergeben sich im
ungeladenen Fall fiinf charakteristische Figuren (siche [Meinel and Kleinwéchter, 1995]
oder [Meinel et al., 2008]). Bei v = 0.5850... entsteht erstmals eine Ergosphére entlang
einer Kreislinie auf der Scheibe. Fiir groftere v ergibt sich eine wachsende toroidale Ge-
stalt, welche bei v = 0.6538... den Rand der Scheibe g, erreicht. Fiir noch gréfere
wachst sie iiber den Rand der Scheibe hinaus, bis sie im ultra-relativistischen Grenzfall
v — 1 die Gestalt der Ergosphire der extremen KERR-Losung erreicht.3!

Fiir den geladenen Fall wurde hier untersucht, wann eine Ergosphére (auf der Scheibe)
entsteht und wann sie den Rand der Scheibe erreicht. Das Ergebnis ist in Abbildung 6.14
dargestellt. Die Rauten geben an, ab welchem ~ (fiir festgehaltenes €) sich eine Ergosphére
ergibt. Die schwarze und blaue Linie kennzeichnen, wann die Oberfliche der Ergosphére
den Scheibenrand erreicht. Rauten und die schwarze Linie wurden aus der Reihenentwick-
lung bestimmt. Die blaue Linie ergibt sich aus der (7,13)-PADE-Approximation in /7.
Damit sind in Abbildung 6.14 die Parameterbereiche in 7 und € gekennzeichnet, in de-
nen sich die charakteristischen Figuren von Ergosphiren ergeben.?? Nach Abschnitt 6.2.5
ergibt sich mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit fiir v — 1 die ,,Aufsenlosung” als extreme
KERR-NEWMAN-LOsung. Damit sollte sich bei v = 1 auch die Ergosphéren-Sequenz der

3n der Arbeit von MEINEL und KLEINWACHTER [Meinel and Kleinwiichter, 1995] erfolgt die Dis-
kussion natiirlich in dem Parameter p aus der analytischen Losung. Die charakteristischen Werte sind
w(y = 0.5850...) = pe = 1.68849... und pu(y = 0.6538...) = 2.

32In der Arbeit von MEINEL und KLEINWACHTER [Meinel and Kleinw#chter, 1995 sind die Figuren
der Ergosphéren in Koordinaten normiert durch €2 dargestellt. Eine solche Normierung ist hier nicht
sinnvoll, da Q im ECD-Fall verschwindet.
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extremen KERR-NEWMAN-LGOsung ergeben.

Ergosphéren treten in Raumzeiten auf, deren erzeugende Quellen rotieren. Untersucht
man die Winkelgeschwindigkeit 2°, dann stellt man fest, dass diese fiir festgehaltenes
im Parameterbereich ¢) € [0, 1] monoton féllt. Dies liegt vor allem an dem globalen
Vorfaktor /1 — €2. In Abbildung 6.14 erkennt man, dass fiir grofere spezifische Ladung e
Ergosphéren erst bei gréfieren v-Werten entstehen. Im ECD-Fall ist {2 = 0 und somit x =
&. Hier konnen also keine Ergosphéren auftreten. Nur im ultra-relativistischen Grenzfall
ergibt sich f = f’ = 0 auf dem "Horizont’ des Quasi Schwarzen Lochs. Die Kurven
in Abbildung 6.14 sollten also alle in den Punkt |¢[ = v = 1 miinden, da der Radius
0° bei v = 1 verschwindet. Die PADE-Approximation konvergiert hier besser als die
Reihenentwicklung.

Fiir eine weitergehende Untersuchung von Ergosphéren mit Hilfe der Reihenentwick-
lung bietet es sich an, die Ergebnisse aus Abschnitt 6.2.6 zu verwenden. Dazu kénnen
die Reihenentwicklungen des metrischen Potentials f bei v = 0 und v = 1 durch eine
Zwei-Punkt-PADE-Approximation zusammengefasst werden. Bei einer Normierung der
Koordinaten mit der gravitativen Masse lésst sich auch verwenden, dass der erste Ent-
wicklungskoeffizient der Entwicklung von f bei v = 1 verschwindet, da die Scheibe bei
~v-Werten nahe Eins schon in der ,Innenwelt” verschwindet. Somit konvergiert die Reihen-
entwicklung von (6.89) an der Oberfliche der Ergosphére. Eine Darstellung der nullten
Entwicklungsordnung bei v = 1 ist im Parameter ¢ einfacher. Somit bietet es sich auch
fiir die Untersuchung von Ergosphéren an, diesen Parameter anstelle von € zu verwenden.



Kapitel 7

Ausblick

Das Problem der rotierenden Staubscheibe mit konstanter spezifischer Ladung bietet
zahlreiche Mdoglichkeiten fiir weitere Untersuchungen. An erster Stelle steht natiirlich
der Versuch, mit Hilfe des linearen Problems fiir die ERNST-Gleichungen! eine analyti-
sche Losung zu erhalten. Damit konnten die Ergebnisse aus der Untersuchung der Post-
NEWTON’schen Entwicklung iiberpriift werden.

Aber auch die Post-NEWTON’sche Entwicklung kann hergenommen werden, um weite-
re Eigenschaften der Staubscheibe zu untersuchen. Die umfassende Arbeit von BARDEEN
und WAGONOR [Bardeen and Wagoner, 1971] zur ungeladenen Staubscheibe bietet eine
Menge Themen, die fiir den geladenen Fall untersucht werden kénnen. Diese wéren z.B.
Eigenschaften verschiedener Parameter, eine eingehende Untersuchung von Ergosphé-
ren, die Struktur der Staubscheibe, Beschreibung der ,,Schlund-Geometrie“?, Bahnen von
Testteilchen und Fragen zur Stabilitét.

Dariiber hinaus ergeben sich neue Themen im geladenen Fall. Diese wéren u.a. eine
Untersuchung der elektromagnetischen Feldenergie, des magnetischen Dipolmoments oder
des Verhéltnisses von elektromagnetischen und gravitativen Multipolmomenten. Inter-
essant wére es auch, die Bedeutung des globalen Vorfaktors ey/1 — €2 vor den elektromag-
netischen Grofen, die mit der Rotation der Scheibe zusammenhéngen, zu untersuchen.
Dieser hat bei ¢ = v/2/2 = 0.7071... ein Maximum. Gibt es bestimmte elektromagnetische
Effekte, die in der Umgebung dieses e-Wertes maximale Auspriagung haben? Diese wéren
analog zu Ergosphéren, die bei Rotation auftreten und (bei festgehaltenen relativistischen
Parameter) ihre maximale Auspriagung im ungeladenen Fall haben.

Weitere Themen ergeben sich aus moglichen Entwicklungen des Randwertproblems
fiir schwach geladene oder langsam rotierende Staubscheiben. Im ersten Fall wiirde sich
eine Entwicklung nach dem Parameter ¢ anbieten. Die nullte Ordnung ist die unge-
ladene Staubscheibe. Fiir langsam rotierende Staubscheiben um den ECD-Fall ist der
Entwicklungsparameter w = /1 — €2 geeignet. Der Entwicklungsansatz kann analog zur
Post-NEWTON’schen Entwicklung gewihlt werden. Drehgréfien sind ungerade und die
iibrigen geraden Funktionen in w. Die Rotationsrichtung der Staubscheibe spiegelt sich
im Vorzeichen von w wider.? Die nullte Ordnung (ECD-Lésung) ergibt sich im Prinzip

!Neugebauer and Kramer, 1983]
2Siehe z.B. [Meinel et al., 2008|.
3Damit ergibt sich eine sinnvolle Beschreibung der Konvergenz aus physikalischer Sicht analog zur
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bei gleichzeitiger Losung der ersten Ordnung und einer Kombination der Potentiale f
und « in zweiter Ordnung. Die vollstéindige zweite Ordnung erhélt man prinzipiell aus
der gleichzeitigen Losung der dritten und einer Kombination der Potentiale f und « in
vierter Ordnung. Diese Struktur setzt sich fiir die hoheren Ordnungen fort.

Post-NEwWTON’schen Entwicklung.



Appendix

A.1 Originalzitat von HENRY POINCARE

«Il y a entre les géomeétres et les astronomes une sorte de malentendu au sujet de la
signification du mot convergence.

Les géometres, préoccupés de la parfaite rigueur et souvent trop indifférents a la
longueur de calculs inextricables dont ils congoivent la possibilité, sans songer a les entre-
prendre effectivemeut, disent qu’une série est convergente quand la somme des termes
tend vers une limite déterminée, quand méme les premiers termes diminueraient treés
lentement.

Les astronomes, au contraire, ont coutume de dire qu’'une série converge quand les
vingt premiers termes, par exemple, diminuent trés rapidement, quand méme les termes
suivants devraient croitre indéfiniment.»*

HENRY POINCARE

4[Poincaré, 1893, Kapitel VIIL. Deutsche Ubersetzung in der Einleitung vom Author dieser Arbeit.
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A.2 Einheiten

APPENDIX

Es werden geometrische Einheiten mit G = ¢ = 1 verwendet. Dabei ist G die NEW-
TON’sche Gravitationskonstante und ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Zudem wird im GAUSS
System fiir die elektromagnetischen Grofien gearbeitet. Dieses wird durch 47ey = 1 fixiert.
Dabei ist €y die (einheitenlose) elektrische Feldkonstante.

Da vom astrophysikalischen Standpunkt aus gesehen, die Sonnenmasse M, eine cha-
rakteristische GroRe ist, kann man mit M, = 1 alle Grofen auf Sonnenmassen beziehen.”

Im cgs-System erhalt man

Cm3

g-s?’

G =6,674-107"°

¢ = 299792458 00 |
S

My =1,989-10% g.

Die Umrechnungsfaktoren, fiir die physikalischen Gréften, sind durch folgende Tabelle
gegeben. Die Zahlenwerte entsprechen dem Wert Eins im einheitenlosem System:

Grofien

Lange

Zeit

Baryonische Masse
Elektrische Ladung
Gravitative Masse (Energie)
Winkelgeschwindigkeit
Drehimpuls

Magnetisches Dipolmoment

Ladungs- pro Massendichte
Elektrische Stromstéarke

Elektromagnetische Feldstarke

GAUSsS’sches cgs-System
Gllo = 147678 cm

Glo = 4,926-107 s
Mo = 1,989 - 1033g

VAregGM = 5,138 - 10 cm3/2.g1/2

S
Mo = 1,79 - 1074 gem
5 51
ch =2,030-10° 1
GMZ
(&

_ 48 g-cm?
=8,81-10 %

GM?2 34 cmB/2.g1/2
ViareG——2 = 7,58 - 10°* “=—E—

c2

VAreG = 2,583 1071 s

3/2.51/2
A5 =1,043 - 1035 S5

dmeg c* — 27 356 - 1023 gl/2

G3 M@ 5~Cm1/2

SI-System

= 1476, 78m
=4,926-10"%s

= 1,989 - 103%g
=1,714-10%°A - s
=1,79-10%7J
=1,163 - 107 Gxad
=8,81-10* J-s
=7,58-103'A - m?
= 8,617- 1071142

= 3,479 - 10%°A

5 Alternativ ist es bei rotierenden Scheiben sinnvoll alle Grofen auf den Scheibenradius zu beziehen.
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A.3 Notation

e Metrik gq: Signatur (+,+,+, —)
e Indizes: EINSTEIN’sche Summenkonvention

— kleine lateinische Buchstaben (a, b, ...) laufen von 1 bis 4
— kleine griechische Buchstaben (a3, ...) laufen von 1 bis 3

— grofe lateinische Buchstaben (A, B, ...) laufen von 1 bis 2
e Komplexe Konjugation: @ +1ib = a —ib mit a,b € R
e Realteil: R(...), Imaginérteil: (..)

—Rm

abm

e RiccI-Tensor: Ry = R™

amb —

und R™, =R
e Feldgleichungen: G, = Ry, — 3 Rga, = 87Ty, bezeichnet mit (EF),,
e Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes:
Ty = & (FucFy = 19 FuaF™)
e Energie-Impuls-Tensor fiir geladenen Staub: Ty, = puguy + Ta((;m)
e inhomogenen MAXWELL-Gleichungen: H® p=F ab p = 4my?
e homogenen MAXWELL-Gleichungen: Fjg,q = 0
o Feldstarketensor: Fi, = Apy — Aup = Aba — Aap
e Viererpotential: A% = (0,0, A?, A)
e LORENZ-Eichung: A%, = \/%7 (A%/=g), =0
e Massendichte: p
e invariante Flichenmassendichte: o,
e Vierergeschwindigkeit: u® = (0,0, u?, u')
e Viererstromdichte: j* = gqu®
e Ladungsdichte: g = eu
e spezifische elektrische Ladung (Ladung pro Massenelement): € € [—1, 1]
e spezifische elektrische Gesamtladung: ¢ = Q/M, ¢ € [—1,1]
e LORENTZ-Kraftdichte: f* = pueF®u,
e Bewegungsgleichungen: pu® = u% = fe

e MINKOWSKI-Raumzeit: ds? = n,,dz*da?
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e Metrik axialsymmetrisch, stationdrer Raumzeiten in LEWIS-PAPAPETROU-WEYL-
Koordinaten:

ds? = fUh(do® 4+ d¢?) + 0*de?] — f(dt + ady)?
ds* = f1h(dzdz) + ¢*d¢?] — f(dt + adp)® mit 2z = o +iC

e zugehorige KILLING-Vektoren: § = 0, und n = d, bzw. {* = ¢ und n* = 4
e Linearkombination der KILLING-Vektoren: x = & 4+ (In
e Ereignishorizont: H : x*x, = 0
e Oberflache einer Materieverteilung: B
e positive bzw. negative Symmetrieachse: A4
e rdumlich Unendlich: C
e Vierergeschwindigkeit: u® = SY/2 (€% + On?) mit S = — (€2 + Qn®) (&4 + )
e Winkelgeschwindigkeit €2 = Ccll—‘f
e ERNST-Potentiale:

E=f—-0d+ib, d=a+iB

mit o = —-4;, e, xVp= g (aVA, —VA,)

f? =
und e, x Vb= "—-Va —2e, x (VD)

0
2 2

bzw. b, = —f—a,C —2aB,+2Ba, be= f—a,g —2a8 ¢+ 2Ba,
0 0
_/ A _ A
Bo= E (aae+Apc), B¢ = _E (ac, + Apyp)

1-& 20

Tire Tive

e Nablaoperator und LAPLACE-Operator in Zylinderkoordinaten:

oP oP
Vp—a—geg+a—ce<

10 DA,
A =2 (pA) + =

2 2
Ap_ PP 1op P

T 92 a0 o

e BOYER-LINDQUIST-Koordinaten: . .
0= /T2 —2MF+ J2/M?+ @Q?sinf, (= (F— M)cosf
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KERR-Parameter: A = J/M

elliptische Koordinaten: ¢ = go\/(1 — n?) (1 +12), (= gonv
Koordinatenradius der Staubscheibe: o

Nablaoperator und LAPLACE-Operator in elliptischen Koordinaten:

1 [14+2 0P 1 [1—-n2 0P
VP:_ i_eu_i__ —/r,_en
00 \| V2 +n? Ov o0 \| V2 +n? 0n

1 0 0
A—- - |2 2. /2 4 2 - — 2 /2 12
v 0o (V2 +n?) {81/ <\/1+V & +77A”>+077 <\/1 TV A”)}
1 0*P oP 0*P oP
AP=—— 1+ 2T @)Ll T
o5 (V> +17) {( F) G T gy 77)8772 né’n]
mitrotierendes Bezugssystem: o/ = o, ('=(, ¢ =¢o—Qt, t' =t

asymptotische Kugelkoordinaten: o = rsin, ( = rcos

Nablaoperator und LAPLACE-Operator in Kugelkoordinaten:

P—ap _|_18_P
ar " a0
10 ,, 1 9.
V- = ﬁa_g (T' g) + ma—ﬁ (Sln?}A§>
2 2
AP—aP 20P 1 0°P cotz?@_P

9 Trar T T T a9
physikalische Grofsen
— spezielle Multipolmomente: gravitative Masse M, Drehimpuls J, elektrische
Ladung (), magnetisches Dipolmoment D
— gravitative bzw. elektromagnetische Multipolmomente: P, bzw. (),
— baryonische Masse: M
— Energie und Drehimpuls des elektromagnetischen Feldes: M, und Jg,

— relative Bindungsenergie: Fj,

Reihenentwicklung einer Funktion F(z) nach = bei x = 0 bis zur Ordnung N:
N

F(z;N) = > cpa™
n=0

Cn+1
Cn

Wert fiir das Konvergenzkriterium nach RAABE-DUHAMEL: K, =n (1 — T

)

PADE-Approximation: P[M, N — M|{F(z;N)}
dreiparametrische Losungsfamilie: L(ps, py, pq)

relativistischer Entwicklungsparameter: v =1 —e% =1—+/f,, ~€[0,1]
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A.4 Formeln

e Determinante der Metrik: g = —h;§2
e Nichtverschwindende Komponenten der kontravarianten Metrik:
11 2 _ S 53 _ 34 fa 44 o° —a’f?
g =9 =5 9 =5 g =-——75 uwd ¢ =-—"——77—
h o 0 fo?
e ko- und kontravariante Komponenten der Vierergeschwindigkeit:
® i - R 2 2.2
u? = = (up —aug), u = Q[quw—l—(g af)ut],
0 fo
1
u = — f (au? + '), u¢:?[(gz—a2f2)u¢—af2ut},

Wellengleichungen fiir geladenen Staub:
f

92

471'6/1?71@ =V { (aV A, — VAgo)}

h 1
—47r€,u?ut =V {Z—g (aVA, — VA,) — ?VAt}

Feldgleichungen fiir geladenen Staub:

h 2
16ﬂuQ?u“" (€A +uy) =V - {—QVa + 4%

, A (aV A, — VA%,)}

Stufh [2uf (au, —uy,) + 1] = fAf — (V) + Q—;l (Va)®
—2f [(th)2 - 1;—2 (aV A, — VA¢)2]

2

aum, = go | - @02 - L (@) - )] 2L [(4,0)" - (4.0

2 2 42
o°—a'f 2 af
-2 [ ((At,g) - (At,4)2> +2 0 (A@,QAL@ - Aw,CAt,C)}

Jo
f2
aun) = o (1), 00, - Do)
2 _ 422 a
+4 {gA%@A%C - %At@At,C - ?f <Ae07CAt7@ + Acp,gAt,C)}

e ERNST-Gleichungen:
(RE + D) AE = (VE+20VD) - VE
(RE + ®P) AD = (VE +20VP) - VO
(6€ —aq — 1) A& =2 (§VE — qVq) - V¢
((€—qq—1) Aq=2(EVE—qVq) - Vg
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e mitrotierendes Bezugssystem:

— Transformationsgleichungen der Potentiale:

QQ 2 h, h
f=f(1+9a)? - ff N R
A=A, A, =A4+0Q4, A =4 A =4A°-QA

— Vierergeschwindigkeit: u" = (07 0,0, e*U/) . Uy = (0, 0, —a'e”, —eU/)
— Feld- und Wellengleichungen:

0= v . E (CL,VAQ/ - VA:O'):| 5
'-30U' :a/f/ / / / 1 /
—Anpeet U = v . .2 (a'VA, —VA) - FVAt,} ;
g2 /
0=V- ];—QVCL, + 4@142/ (QIVA;/ - VA:O/):| 5
) 14
87r,u er’ +2U" _ f/Af/ _ (Vf/)2 + ? (VCL/)2

12
—2f {(VAQ,)Z + *’;—2 (a/'V A, — VAZP,)Q}

— Quasi-ERNST-Gleichungen:

VAL = (VE +20'VE) - VE + 8 (e +ed') o2
e2UIA(D/ _ (Vgl + Qé/v®/) . v®/ o 47TI[,LEeU/+2kl

baryonische Masse: My = — [ pun,dV = [ pu*\/—gd*z
Vmat Vmat

Ladung: Q = — [ epu'n,dy = [ j*/=gd’F

Vm at Vm at

Energie des elektromagnetischen Feldes:

m 1 S
M, = /Ta(; )gande =5 / (A, — QA,) j'v—g d*%

|4 Vmat

Drehimpuls des elektromagnetischen Feldes:

em 1 = N
Jom = —/Téb )n“nde: E/chFC‘l\/—gd%: / A¢j4\/—gd3$
Vo

1% Vmat

Drehimpuls: J = — [ Tynn®dV = Jom — [ d'puy/—g 37
Voo

Vmat

95



96 APPENDIX

e gravitative Masse:

1
M = 2/ <Tab + §ugab> £nbdy = 2M+ / p (1 —2Qa’) /=g d*F = 2QJ+DM,

o] mat

mit D = konstant

e relative Bindungsenergie: Ey, = % = —2]\2—(‘)] +1-D

A.4.1 Fernfeldverhalten der Potentiale bis zur dritten bzw. vier-
ten Ordnung in 1/r

fi= —2M.

fo=2M*+ Q.

fa=mo (3(:03219— 1) + M3 (C082ﬁ+ 1) — MQ? (COS219—|—3).
D, = Q.

dD, = — 2M Q%
DD, = erQ) (3 cos® 1) — 1) —Q* (cos2 9 — 1) + M?Q? ((:os2 9+ 2) + D?cos? 0.
by = — 2J cosd.
bs = 4M J cos ).
by = [im3 (5 cos® 1) — 3) —3M2%J (cos219 + 1) + (2Q2J + MQD) (0052 9 — 1)} cos .
ar = Q.
as = — MQ.

aa = 3 [e2 (3c0s?0 — 1) 4 MQ (cos? 9+ 1) — @° (cos? 9 — 1)].

By = D cos .
fs = (QJ + MD) cos?.

By = —% [ieg (5 cos? 19—3) - MQJ (COS2 19+3) +3Q*D (cos2 19—1) — M?D cos? 19} cos V.
a; = 2J sin? 9.
as = (2MJ — QD) sin®¥.
az = — [img (5008219 - 1) — M?J (3(:08219+ 1)
+MQD ((3052 ¥+ 1) +2Q%J cos® 19] sin® ).
Ay = — Dsind.

1

Ago == (MD —3QJ)sin*¥.

2
3
Aspg:i

[ieg (5 cos® 1) — 1) —MQJ (cos2 ¥+ 1)
+Q*D (3 cos? ¥ — 1) — 2M?*D cos? 19] sin® 9.
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A.4.2 Terme der EINSTEIN’schen Feldgleichungen

Die nicht-verschwindenden Komponenten des Energie-Impuls-Tensors (1.13) beziiglich
des Viererpotentials A, = (0,0, A,, A¢) und der Metrik (1.42) lauten:

1
ﬁ [f2 (Ai,@_A?mC) B (92_f2a2) (Aig_AiC) - 2af2 (A%QAt,g_A%CAmC)] :

87TT22 = — 87TT11.

87TT11 =

2

87Ty = 7 [f2Ag A — (0% — £20?) AvpAie — af? (ApcAr s+ Ay oAie)] -
1

Sl =572 [ (% + f2a?) (A2, + A2) + (& — f2a®)” (A7, +A2,)

+2f%a (0° — f?a?) (ApoAre + ApcAre)] + 8mpul.
$7Ta = 5 [0 (A2, + AL) = fa (@ = ) (42, + 4
+2f (0% — f7a®) (ApoAre + ApcAre)] + 8Tpu ue.
87Ty = h%? [P (A2, 4+ A20) + [ (&°+ f2a®) (A7, + A7)
—2f%a (A oAty + ApcArc)] + 8Tpng.

Da im Energie-Impuls-Tensor beziiglich dem Viererpotential A, = (0,0, A,, A;) und der
Metrik (1.35) keine Ableitungen nach W auftreten, muss fiir dessen Komponenten in den
obigen Gleichungen nur o durch W ersetzt werden.

Fiir das Produkt der Spur des Energie-Impuls-Tensors mit der Metrik ergeben sich
die nichtverschwindenen Komponenten zu:

h
—47TT911 = — 47TT922 = 471'#?

1
—47TTg33 = 471"[1? (Q2 — a2f2) .
—A4AnT 934 = — 47T gya = —4Arpfa.

Die nichtverschwindenden Komponenten des symmetrischen RicCI-Tensors beziiglich
der Metrik (1.42) lauten:

11 1 1 1 1
Ry = 5 {? <f,99 + Ef,g + f,CC) - E (hygg - Eh@ + h&() + ﬁ (h?g + h?C)
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2 202
R3s = % {% (f,gg + éf,g + f,(C) + 2af? <a,@@ - éa& + a’“)
2 £2 2
) ) () s (S
1 1 !
Rsy = o [af (f,gg + Ef,g + vaC) —a (f,zg + f,QC) + f2 <a7@@ - Ea’g * a’«)
4
+ @+ at) v 2f (g tacs 74)} :

1 1 2o, oy I
Ru= g 1 (Tt 30t i) = (24 1)+ 5 @ ).

Der Ricci-Skalar beziiglich der Metrik (1.42) lautet:
1 1 1
R=— [f <f,,_,g+—f,g+f,<<> — S (f2+f3) + f > (a®+a%) — f? ((lnh),gng(lnh)’CC)] :

hf
2 1 1
_/ [f f—2f2 (Vf) + ;2(va) —EAh—ﬁ(Vh)HE(lnh)@}.

Die nichtverschwindenden Komponenten des symmetrischen RicCI-Tensors beziiglich
der Metrik (1.35) lauten:

1

R = 2W2h2f2 [fhWQ (hf,QQ + hﬁCC - fh,gg - fh,cc) + hng (ﬁgwg + f&VV,C)
+PW2 (B2, + BY) + AW f2 (W oh, — Wehe) — W2h2 (212 + f3)
—20°W f2W 40 + f1h2a%)] .

Ry = WL [fRW? (Rf.go + hficc = [hgp — [hce) + B W (foWo+ fcWe)
+ AW (B2, + hL) — hW f (W oh, — Wehe) — W2h* (f2 +2f7)
—21*W fPW e + fih%a%] .
1
Ry = m [f4ha,ga7¢ - 2Wf2th¢ - Wth,gf,g + sz (W@h,c + Wch,g)] .
1
R33 = RS2 (W2 (W2 402 f?) (f.oo + ficc) + 2W2af" (a0 + acc)
—2WEf2(W g+ Wee) = W2 (W2 +a®f2) (2 + [2)
+f4 (VV2 + a2f2) (a,g + ai) + 4W3af? (aofo+acfc)
W (W2 4+ f?) (f W+ [ W) —2Waf* (Wea,+ Weae)] .
1
Ras = 535m (W2af (foo+ fcc) + PW? (a0 4 age) = Woa (f2+ f3)
+af? (a@ + a}c) +2W2f (foao+acfe) — W 2 (Wea,+Weae)
HIWa(f Wo+ Wl
1
Ry = W [fVV2 (f@Q + fﬁg) —W? (fi, + f%) -+ f4 (a?g + a?c)

W (f W+ WO
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