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1. Einleitung

Der direkte Nachweis von Gravitationswellen beschéftigt Forscher seit iiber 50 Jah-
ren. Er stellt nicht nur eine bedeutende Moglichkeit der Uberpriifung der Allgemei-
nen Relativitédtstheorie dar [1], sondern verspricht auch den Beginn einer neuen Art
der Astronomie. Eine Astronomie mit Gravitationswellen als Informationstrager er-
laubt Beobachtungen, die der klassischen Astronomie mit elektromagnetischen Wel-
len nicht zugénglich sind (siehe z. B. [2]). Die geringe Absorption von Gravitations-
wellen sowie die Moglichkeit, weiter in die Vergangenheit des Alls blicken zu kénnen,
bilden zwei Vorteile einer moglichen Gravitationswellenastronomie.

Die fiir den astronomischen Informationsgewinn dienliche Eigenschaft geringer
Wechselwirkung verhindert andererseits bis heute eine direkte Detektion. Zunéchst
benutzte man Resonanzmassendetektoren zum Nachweis von Gravitationswellen.
In den 1990ern erfolgte verstirkt der Ubergang zu interferometrischen Detektoren.
Mittlerweile {iberzeugen interferometrische Detektoren nicht nur durch ihre Breit-
bandigkeit (50 Hz bis 2kHz), sondern zeigen auch im gesamten Detektionsband eine
hohere Empfindlichkeit als Resonanzmassendetektoren [3]. Obwohl die benutzten
Detektoren immer empfindlicher werden, konnte bis heute kein direkter Nachweis
einer Gravitationswelle erbracht werden.

Eine weitere Erhéhung der Empfindlichkeit bedingt das Verstédndnis und die
Verringerung der in interferometrischen Detektoren auftretenden Rauschprozesse.
Ein wesentlicher Rauschbeitrag wird hierbei durch thermische Fluktuationen ge-
bildet und begrenzt die Empfindlichkeit heutiger und zukiinftiger interferometri-
scher Detektoren im empfindlichsten Frequenzbereich um 100 Hz [4]. So erfahren
die optischen Komponenten des Detektors ein Positionsrauschen der reflektieren-
den Oberflache und verursachen damit ein Phasenrauschen in den Armen und ein
Intensitédtsrauschen im Interferometerausgang. Insbesondere begrenzen die dielek-
trischen Funktionsschichten die Empfindlichkeit. Die vorliegende Arbeit beschéftigt
sich deshalb mit der Minimierung dieses Rauschprozesses. Dabei wird zunéchst die
Idee Khalilis [5] aufgegriffen, den Endspiegel durch einen Fabry-Perot-Resonator in
Antiresonanz zu ersetzen. Speziell soll dieses Prinzip auf ein technisch einfacheres

Khalilietalon iibertragen und der entsprechende Rauschpegel berechnet werden.
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1. Einleitung )

Ein Absenken der Substrattemperatur kann das thermische Rauschen eben-
falls verringern. Dadurch koénnen sich jedoch auch die mechanischen Verluste des
Substratmaterials #ndern. Uber das Fluktuations-Dissipations-Theorem [6,7] be-
stimmen diese Verluste das Ortsrauschen der Substrate. Die in heutigen Detektoren
verwendeten Substrate aus Fused Silica zeigen beim Abkiihlen einen starken Anstieg
mechanischer Verluste und kénnen daher in kryogenen Detektoren nicht zum Einsatz
kommen. Mit Silizium steht ein vielversprechendes kryogenes Substratmaterial zur
Wahl [4]. Als kristallines Material zeigt es in den thermischen Parametern ein grund-
legend anderes Verhalten als Fused Silica. Durch die erhchte thermische Weglénge
bei tiefen Temperaturen ist der Einflufl der Substratoberflichen auf das Rauschen
nicht mehr vernachlissigbar. Ein Teil der vorliegenden Arbeit widmet sich deshalb
der Charakterisierung dieses Effekts am Beispiel thermorefraktiven Rauschens.

Einer genauen Abschéitzung thermischen Rauschens geht aulerdem die Kennt-
nis der Temperatur- und Frequenzabhéngigkeit der mechanischen Verluste der ver-
wendeten Substratmaterialien voraus. Der mechanische Verlust kann iiber resonan-
te Verfahren fiir Frequenzen oberhalb einiger 10 kHz temperaturabhéngig ermittelt
werden [8]. Uber die Auswertung existierender Messungen soll die vorliegende Ar-
beit die beobachteten Verlustprozesse identifizieren. Weiterhin soll eine Modellierung
der Verlustprozesse in Silizium erfolgen, um eine zuverlassige Abschitzung des Rau-
schens im Detektionsband (/ 100 Hz) zukiinftiger Detektoren zu ermoglichen. Als
Basis dafiir soll Kristallquarz als gut untersuchtes Modellmaterial dienen.

In interferometrischen Detektoren kann die Minimierung mechanischer Ver-
luste auch nachteilig sein — so im Fall der parametrischen Instabilitdt [9]. Hierbei
verursacht eine thermisch angeregte Schwingung der Substrate an ihrer Resonanz
die Modulation des umlaufenden Laserlichts in den Armresonatoren. Die Interferenz
mit dem ungestorten Licht fiithrt zu einer Schwebung, die in Abhéngigkeit der Reso-
natorgeometrie die Spiegelschwingung weiter anregen kann. Der Detektor ist unter
dem Auftreten parametrischer Instabilitdt nicht mehr stabil und eine Detektion von
Gravitationswellen unmoglich. Eine Fehlorientierung zwischen Laserstrahl und Sub-
strat kann die Anzahl instabiler Moden erhéhen. Sie soll deshalb in vorliegender
Arbeit untersucht werden.

Mit den genannten Schwerpunkten dient vorliegende Arbeit hauptséchlich der
Erstellung von Konzepten fiir eine Empfindlichkeitserhéhung in Gravitationswellen-
detektoren und der Abschéatzung des zu erwartenden Empfindlichkeitsgewinns. Doch
auch fiir weitere hochprézise Messungen wie die Laserstabilisierung [10], die durch
das Positionsrauschen der verwendeten Substratmaterialien begrenzt wird [11,12],

kann vorliegende Arbeit niitzliche Impulse liefern.



2. Gravitationswellen

2.1. Theoretische Grundlagen

Nach der Formulierung der Allgemeinen Relativitédtstheorie (ART) im Jahre 1916
[13] wurde von Einstein selbst die Moglichkeit periodischer Anderungen der Raum-
zeit als Spezialfall der ART diskutiert. Dieser Mechanismus ist seitdem unter der
Bezeichnung Gravitationswelle bekannt. In der mathematischen Behandlung spiegelt
sich eine Gravitationswelle in der periodischen Variation des metrischen Tensors g,,,
wider. In einer Entwicklung niedrigster Ordnung um die Minkowskimetrik 7,,,, d. h.

den ungekriimmten Raum, geht man von kleinen Anderungen hy, aus

Gy () = My + Py (F) - (2.1)

Die Indizes sollen im folgenden so gewéahlt werden, dafl die Zeitkoordinate ct mit
dem Index 0 und die rdumlichen Koordinaten z, y und z mit den Indizes 1, 2 und 3
identifiziert werden. Dabei stellt ¢ die Vakuumlichtgeschwindigkeit dar. Unter dieser

Konvention besitzt die Minkowskimetrik folgende Gestalt

-1 0 0 O
0 1 00
v = 2.2
Um 0 01 0 ( )
0 0 0 1

Mit diesem Ansatz kann unter Zuhilfenahme der Einsteinschen Feldgleichung eine
Wellengleichung fiir den Storterm b, abgeleitet werden. Analog zur Elektrodynamik
ergibt sich auch fiir die Herleitung der Feldgleichung in der ART eine gewisse Eich-
freiheit. Die gebréauchlichste Eichung beschrénkt sich auf transversale Wellen und
spurlose Stérungen h,,, und wird infolgedessen TT-Eichung' genannt. Als anschauli-
ches Beispiel wird an dieser Stelle von einer ebenen Gravitationswelle ausgegangen,

die sich entlang der z-Richtung mit dem Wellenvektor k, ausbreitet. Eine Losung

IDie beiden T stehen fiir transverse und traceless.
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der Einsteinschen Feldgleichungen in der TT-Eichung ergibt sich dann fiir

Py (1) = R By =1 (2.3)
mit der Amplitude
00 0 O 0000
N ] PO L R
00 0 O 0000

Dabei bezeichnet R den Realteil des Arguments. Der Tensor BW zeigt nur Eintrage
fiir 4 # 3 und v # 3, ist damit transversal zur z-Richtung und auflerdem spurfrei; er
erfiillt damit die TT-Eichung. Allgemein 148t sich zeigen, dafl unter der TT-Eichung
alle zeitlichen Komponenten verschwinden (hg, = 0) und eine Beriicksichtigung der
réumlichen Komponenten geniigt. Diese seien in der Grofle h;; zusammengefaft.

In Gl. (2.4) zeigen sich die zwei moglichen Polarisationen einer ebenen Gravita-
tionswelle. Diese werden +-Polarisation und x-Polarisation? genannt. Eine grafische
Veranschaulichung beider Polarisationen macht die Bezeichnung verstédndlich. Dazu
schaut man sich die Wirkung auf kreisférmig angeordnete, frei fallende Testmassen
an. Das Ergebnis ist in Abb. 2.1 dargestellt. Fiir eine detaillierte Behandlung der

hier skizzenhaft dargestellten Ableitung sei auf [14] verwiesen.

2.2. Quellen von Gravitationswellen

Nachdem die Moglichkeit der Ausbreitung von Gravitationswellen im Rahmen der
ART gezeigt ist, interessiert vor allem die Suche nach moglichen Quellen. In der
hier vorgestellten linearen Néherung fiir kleine Stérungen h;; kann eine Losung der
zugrundeliegenden Differentialgleichung mit Hilfe einer Greenfunktion erfolgen. In
Anlehnung an die Elektrodynamik ist auch fiir Gravitationswellen eine retardierte
Zeitkoordinate zu beriicksichtigen. Beschrankt man sich weiterhin auf die Kenntnis
von h;; in grofier réumlicher Entfernung von der Quelle und geht von nichtrelativi-
stischen Quellen aus, kann man eine Multipolentwicklung fiir die abgestrahlten Gra-
vitationswellen durchfiihren. Nichtrelativistische Quellen zeichnen sich hierbei durch
Geschwindigkeiten aus, die klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit sind. Dadurch

kann die Energiedichte, d.h. die Komponente Ty, des Energie-Impuls-Tensors, mit

¢

2gesprochen ,,Plus-“ und ,,Kreuzpolarisation“
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SO0 00

) +-Polarisation

Joieinte

x-Polarisation

Abb. 2.1.: Polarisationszustinde einer Gravitationswelle. In der Abbildung ist die
zeitliche Wirkung einer Gravitationswelle auf eine kreisformige Anordnung frei fallender
Testmassen dargestellt. Dabei zeigt Abb. a) den Einflufl einer Welle mit +-Polarisation
und Abb. b) den der x-Polarisation. Der Phasenunterschied zwischen zwei benachbarten
Zustanden betrégt /2.

Too = pc? iiber die Ruhemassendichte p ausgedriickt werden. Im Ergebnis dieser
Rechnung, die z. B. in [15] ausfiihrlich gezeigt ist, ergibt sich mit der Gravitations-

konstanten G fiir die Amplitude der abgestrahlten Gravitationswelle

2G'1

Die Indizes ¢ und j beschreiben hier allein die rdumlichen Komponenten. Die Grofie

(Q);; bezeichnet das Massenquadrupolmoment der Quelle und ist definiert als

Qui(t) = / oL, &) <mj - %735,-]-) St (2.6)

In GL (2.5) sind sowohl die Gravitationswellenamplitude h;; als auch das Massen-
quadrupolmoment ();; in der spurfreien und transversalen Eichung zu formulieren.
Fiir den gewéhlten Spezialfall einer sich in z-Richtung ausbreitenden Welle findet

man folgende Amplituden fiir die zwei Polarisationen

h+ = gl <Q11 - Q22> ) (2-7)
e = EEQU . 28)

Analog zur Ladungserhaltung in der Elektrodynamik verhindert das Gesetz

der Massenerhaltung eine Anderung des Massenmonopolmomentes. AuBerdem wird
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Dipolstrahlung, die in der Elektrodynamik erlaubt ist, fiir Gravitationswellen durch
Impuls- und Drehimpulserhaltung ausgeschlossen. Damit werden die von nicht-
relativistischen Systemen abgestrahlten Gravitationswellen in fithrender Ordnung
tatsachlich durch Quadrupolstrahlung beschrieben.

Typische Systeme, die ein zeitlich verdnderliches Massenquadrupolmoment be-
sitzen, sind Doppelsternsysteme. Fiir eine grobe Abschitzung der zu erwartenden
Amplitude dient ein System mit zwei Sternen gleicher Masse M in der Entfernung
r vom Beobachter. Die Bahnen dieser Sterne seien als kreisférmig in der z-y-Ebene
mit dem Radius R angenommen und werden mit der Kreisfrequenz {2 durchlaufen.
Nach [15, Gl. (3.332)] wird dann eine Gravitationswelle mit der Kreisfrequenz 2
und der Amplitude

1 A
hy =hy = g—M}zm2 =h (2.9)

A r

abgestrahlt. Durch die Aquivalenz von Radialkraft und Newtonscher Gravitation
beider Sterne ergibt sich
2G? 1 M?

h=2"T " 2.10
= ctr R ( )

MG

0=
AR

Fiir ein Doppelsternsystem zweier Neutronensterne (M = 1,4M, ~ 2,8 - 10" kg)
im Virgohaufen als dem niichsten Galaxienhaufen (r ~ 15 Mpc = 4,6 - 10 m) kurz
vor der Kollision (R = 20km) folgt damit

hps ~1-1072" . (2.11)

Dieser trotz obiger optimistischer Abschitzung geringe Effekt durch Gravitations-
wellen verdeutlicht die Schwierigkeit ihrer Detektion. Analog zu elektromagnetischen
Wellen kénnte man auf die Idee kommen, Gravitationswellen im Labor zu erzeugen.
Fiir zwei Massen von jeweils einer Tonne, die mit einer Frequenz von §2/(27) = 1 kHz
auf einer Bahn mit R = 1 m umlaufen, ergibt sich jedoch ein um Grélenordnungen

geringerer Wert von [16]
Ppa, ~ 910739 . (2.12)

Damit scheidet die Moglichkeit aus, die Eigenschaften von Gravitationswellen mit
irdischen Quellen zu untersuchen.
Die geringe Wechselwirkung von Gravitationswellen mit Materie stellt ande-

rerseits einen entscheidenden Vorteil dar. Gelingt die direkte Detektion von Gravita-
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tionswellen, eroffnet sich das Feld der Gravitationswellenastronomie. Im Gegensatz
zur konventionellen Astronomie, die allein elektromagnetische Wellen als Informati-
onstriger nutzt, konnten so grundlegend neue Informationen gewonnen werden. Die
geringe Wechselwirkung garantiert dabei eine geringe Absorption des Signals auf
dem Weg von der Quelle zum Detektor. Einer Gravitationswellenastronomie wéren
kosmische Objekte mit zeitlich variierendem Massenquadrupolmoment zugénglich.
Dazu gehoren u. a. sich umkreisende Doppelsternsysteme, asymmetrische Superno-
vaexplosionen, schnell rotierende nichtsphérische Neutronensterne und der Urknall
selbst [14]. Solche Beobachtungen wiirden beispielsweise wichtige Impulse fiir die

Theoriebildung der Kosmologie und der Physik der Neutronensterne geben.

2.3. Gravitationswellendetektion

Aufgrund der geringen Wechselwirkung von Gravitationswellen mit Materie gestaltet
sich die direkte Detektion von Gravitationswellen als sehr schwierig und bis heute
ungelost. Indirekt konnten Gravitationswellen hingegen schon an Doppelsternsy-
stemen nachgewiesen werden. In diesem Kapitel soll ein Uberblick iiber mogliche

Prinzipien der indirekten und direkten Detektion gegeben werden.

2.3.1. Indirekter Nachweis

Das Grundprinzip ihres indirekten Nachweises beruht auf dem Energietransport
durch Gravitationswellen. Kreisen zwei Sterne eines Doppelsternsystems umeinan-
der, so strahlen sie Gravitationswellen ab und verlieren folglich Energie. Dies fiihrt
zu einer Verringerung des Abstandes beider Sterne und damit zu einer Erhohung ih-
rer Umlauffrequenz. Der indirekte Nachweis bedingt daher die genaue Kenntnis der
Periodendauer des Systems. Das von Hulse und Taylor 1975 entdeckte Doppelstern-
system PSR 1913416 [17] ist in dieser Hinsicht besonders geeignet. Dieses System
wird von einem Pulsar und einem Neutronenstern gebildet. Uber die Dopplerver-
schiebung der vom Pulsar abgegebenen Pulse konnte die Umlaufdauer des Systems
bestimmt werden. Uber den Zeitraum von 1974 bis 1981 aufgenommene Daten wur-
den 1981 von Taylor und Weisberg ausgewertet und publiziert [18]. Vergleicht man
die theoretische Anderung der Umlauffrequenz aufgrund der Abstrahlung von Gra-
vitationswellen mit den Beobachtungsdaten des Systems PSR 1913416, so ergibt
sich eine Abweichung von unter 5%. Auch in jiingerer Zeit durchgefiihrte Folgemes-
sungen des Systems belegen eindeutig den vorhergesagten Energieverlust durch die

Abstrahlung von Gravitationswellen [19]. Im Jahr 1993 erhielten Hulse und Taylor
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fiir ihre Entdeckung den Nobelpreis.

In der beschriebenen indirekten Methode ist {iber die Messung der Perioden-
dauer des Systems die komplette, durch Gravitationswellen abgestrahlte Energie
zuganglich. Dahingegen muf die Gravitationswelle fiir einen direkten Nachweis zu-
néchst die Strecke zur Erde zuriicklegen, divergiert und wird infolgedessen abge-
schwécht (s. Gl. (2.5)). Dies stellt den wesentlichen Unterschied im Grundprinzip
und im Anspruch an eine technische Realisierung beider Methoden dar. Deshalb ist
ein direkter Nachweis von Gravitationswellen trotz intensiver Bemiihungen seit den

1960ern bis in die heutige Zeit noch nicht gelungen.

2.3.2. Direkter Nachweis

Resonanzmassendetektoren

Resonanzmassendetektoren stellen die &lteste Methode zur direkten Detektion von
Gravitationswellen dar. Sie nutzen das inverse Prinzip der Erzeugung von Gravi-
tationswellen. So werden Gravitationswellen nicht nur durch bewegte Massen ab-
gestrahlt, sondern geben beim Durchtritt durch eine Masse auch einen Teil ihrer
Energie an diese ab. Dadurch wird eine Schwingung der Resonanzmasse angeregt,
deren Amplitude nahe der Resonanzfrequenz iiberhoht ist und dort detektiert wer-
den kann.

Weber publizierte 1960 diese Vorstellung eines Gravitationswellendetektors [20]
und nahm daraufhin mehrere Detektoren in Betrieb. Die benutzten Resonanzmas-
sen wurden durch zylinderférmige Aluminiumkoérper mit einer Lénge von 1,53 m
und einem Durchmesser von bis zu 96 cm realisiert. Thre Bewegung nahe der Reso-
nanzfrequenz von 1660 Hz wurde mit Dehnmefstreifen auf dem Umfang ausgelesen.
1969 interpretierte Weber Ausschlidge seiner Detektoren als direkte Detektion von
Gravitationswellen [21]. Der schmale Detektionsbereich von Resonanzmassendetek-
toren, die fehlende Reproduzierbarkeit und die relativ geringe Empfindlichkeit sei-
nes Aufbaus verglichen mit spéteren Detektoren widerlegen seine Interpretation des
Gravitationswellennachweises.

Der Pionierarbeit Webers folgte eine kontinuierliche Weiterentwicklung der
Resonanzmassendetektoren bis in die heutige Zeit. So fanden verlustarme Materiali-
en Anwendung, um ein langes Abklingen und eine hohe Schwingungsamplitude der
Resonanzbewegung zu gewéhrleisten. Weiterhin entwickelte man kryogene Detek-
toren, um thermische Anregungen der Resonanz zu minimieren. Zurzeit betriebene
Detektoren dieser Art sind AURIGA und NAUTILUS [3]. Das Konzept dieser Detek-

tion beruht auf der Nutzung moglichst grofler Resonanziiberhohungen der mechani-
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schen Testmassenschwingungen. Dies bewirkt jedoch, dafl die Resonanz eine spektral
schmale Uberhohung zeigt. Somit wird die Breite des Detektionsbandes auf wenige
10 Hz beschréankt. Da aktuelle interferometrische Detektoren hohere Empfindlich-
keiten besitzen und wesentlich breitbandiger sind, werden Resonanzmassendetekto-
ren im Hinblick auf die Gravitationswellendetektion in Zukunft eine untergeordnete
Rolle spielen. Die aktuelle Forschung stellt kugelférmige Resonanzmassen wie Mini-
GRAIL [22] oder SCHENBERG [23] in den Vordergrund, da deren Empfindlichkeit
von der Polarisation der Gravitationswelle unabhéngig ist. Mit einem einzigen De-
tektor kann dann die Richtung und die Polarisation der Gravitationswelle bestimmt

werden.

Interferometrische Detektoren

Im Gegensatz zu Resonanzmassendetektoren zeigen interferometrische Gravitati-
onswellendetektoren ein breitbandiges Empfindlichkeitsspektrum, typischerweise im
Bereich von 50 Hz bis 2 kHz. Sie bestehen im einfachsten Fall aus einem Michelsonin-
terferometer. Unter dem Einflul einer Gravitationswelle wird die Lichtlaufzeit eines
Armes verkiirzt, wihrend die des anderen verlangert wird. Durch diesen Laufzeit-
unterschied kann am Interferometerausgang eine Intensitatsschwankung beobachtet
werden. Eine ausfiihrliche Beschreibung dieser Detektoren erfolgt in Kapitel 3.

Die Idee der Nutzung interferometrischer Gravitationswellendetektoren kam
zu Beginn der 1960er auf. Jedoch dauerte es einige Jahre, bis 1971 die erste Cha-
rakterisierung eines solchen Apparates publiziert wurde [24]. Federfithrend fiir die
Entwicklung hin zu den heutigen Interferometern mit groen Armléngen waren die
Arbeiten von Weiss [25].

Laser Interferometer Space Antenna

Der erdgebundene Nachweis von Gravitationswellen mit einer Frequenz von unter
5Hz wird mafligeblich durch seismisches Rauschen verhindert. Die LISA-Mission
[26] soll mit Hilfe dreier Satelliten das niederfrequente Gravitationswellenband (von
10~*Hz bis 107! Hz) einer Beobachtung zuginglich machen. Die Satelliten sollen
dabei ein gleichseitiges Dreieck mit einer Seitenlinge von 5 - 10 km bilden und im
Abstand von 50 - 10 km hinter der Erde auf dem Erdorbit umlaufen.

Pulsar timing

Pulsare sind schnell rotierende Neutronensterne, deren magnetisches Moment nicht

mit ihrer Rotationsachse iibereinstimmt. Sie weisen Synchrotronstrahlung in Rich-
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tung des magnetischen Momentes auf. Wahrend einer Rotation wird die Synchro-
tronstrahlung kegelférmig um die Rotationsachse abgegeben. Liegt nun die Erde auf
diesem Kegel, kann man periodische Pulse dieser Strahlung detektieren, deren zeit-
licher Abstand durch die Periodendauer der Rotation des Neutronensterns gegeben
ist. Die Rotationsbewegung vieler Pulsare ist sehr gleichméfig, so daf sie als kosmi-
sche Uhren genutzt werden kénnen. Eine Gravitationswelle kann nun die Raumzeit
zwischen Pulsar und Erde verédndern. Besitzt diese Welle eine entsprechend grofie
Wellenléinge, d. h. eine kleine Frequenz (typischerweise 1078 Hz), so kann auf der Er-
de im Vergleich mit einem anderen Zeitnormal eine Abweichung der Pulsabstédnde
des Pulsars detektiert werden [27].
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Gravitationswellendetektoren

Die vorliegende Arbeit konzentriert sich auf die Analyse thermischen Rauschens in-
terferometrischer Gravitationswellendetektoren. Aus diesem Grund soll im folgenden
Kapitel auf deren Funktionsweise und grundlegende Techniken besonders eingegan-
gen werden. Darauf basierend schliefit sich eine Ubersicht iiber die in Interferometern

auftretenden relevanten Rauschprozesse an.

3.1. Das klassische Michelsoninterferometer

Interferometrische Gravitationswellendetektoren nutzen die Laufzeitdnderung des
Lichts, um die durch Gravitationswellen hervorgerufenen Anderungen der Raumzeit
nachzuweisen. Die einfachste Geometrie hierfiir stellt ein Michelsoninterferometer
dar. Der Effekt einer auf ein Interferometer einfallenden Gravitationswelle ist in
Abb. 3.1 gezeigt. Die Interferometerarme der Lénge L werden dabei periodisch um
den Betrag AL = hL/2 gestreckt und gestaucht, wobei h die Amplitude der einfal-
lenden Gravitationswelle angibt. Die periodische Anderung der Lichtlaufzeit fithrt
zu einer Phasenverschiebung zwischen den in den Armen umlaufenden Wellen und
einer Intensitdtsmodulation am Ausgang des Interferometers.

Das beschriebene Wirkprinzip gilt jedoch nur fiir frei fallende Testmassen.
Fest auf einer Schiene fixierte Substrate erfithren durch eine Gravitationswelle ei-
ne Anderung ihres geometrischen Abstandes. Diese Verschiebung der Spiegel kom-
pensierte genau den Effekt des durch die Gravitationswelle gednderten optischen
Weges. Eine Detektion wire so unmoglich. Hingegen erlaubt die Realisierung einer
Pendelaufhdngung eine effektive Entkopplung der Substrate von einer Bewegung
des Aufhdngungspunktes entlang der Strahlrichtung. In Richtung des ausgelesenen
Weges kénnen die Substrate dann als frei fallende Testmassen angenommen werden.

Setzt man eine Armlange von L = 1km und fiir die Gravitationswellenam-
plitude h ~ 1-107%' als Ergebnis der optimistischen Abschitzung aus Gl. (2.11)

14
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Abb. 3.1.: Detektionsprinzip eines interferometrischen Gravitationswellende-
tektors. Abb. a) zeigt die Ruhestellung der Testmassen in Abwesenheit einer Gravitati-
onswelle. Der Effekt einer Gravitationswelle mit fiir die Detektion optimaler Polarisation
ist in Abb. b) gezeigt.

an, so wird die mefltechnische Herausforderung der direkten Detektion von Gravi-
tationswellen deutlich. Es gilt eine absolute Lingeninderung von AL = 10~%¥m
nachzuweisen. Dies entspricht etwa einem Tausendstel des Protonendurchmessers.
Eine Moglichkeit, die Empfindlichkeit eines Detektors zu erhohen, besteht in der
VergroBlerung der Armlénge. Jedoch ist hier darauf zu achten, dafi die Lichtlaufzeit
nicht grofler als die Periodendauer der einfallenden Gravitationswelle wird. Ist dies
der Fall, mifit man eine gemittelte Variation der Raumzeit und das Detektorsignal
sinkt erneut. Nach [16, Gl. (2.23)] ergibt sich fiir eine Gravitationswelle der Frequenz
f und konstanter Amplitude h ein Phasenunterschied zwischen den Strahlen beider
Arme von

27 sin(wfm)

Ap = —cmy

: e (3.1)

wobei 79 = 2L/c die Umlaufdauer im Interferometerarm ohne Gravitationswelle und
A die Wellenlénge des Laserlichts darstellt. Um die erforderliche Empfindlichkeit zur
Detektion von Gravitationswellen erreichen zu kénnen, mufl neben der Maximierung
des Mefleffektes vor allem eine genaue Kenntnis aller Stér- und Rauschgrofien in
einem solchen System vorliegen und deren Optimierung erfolgen. Im folgenden soll
eine kurze Ubersicht der Rauschmechanismen erfolgen, die die Empfindlichkeit des

Detektors begrenzen.
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3.2. Rauschmechanismen in IGWDs

3.2.1. Quantenrauschen

Das Standardquantenlimit fat die Rauschbeitrage durch die gequantelte Natur des
Lichts zusammen. Die Verteilung der optischen Energie auf gleich grofle Pakete
— die Photonen — verursacht beim Auftreffen eines Lichtstrahls auf einen Photo-
detektor das Photonenschrotrauschen. Dieses beschreibt Schwankungen in der Rate
auftreffender Photonen und wird als Zéahlstatistik iiblicherweise durch eine Pois-
sonverteilung modelliert. Das Intensitdtsrauschen auf dem Detektor wird dann auf
eine dquivalente Anderung der Armlinge umgerechnet, um es mit Fluktuationen
der Spiegeloberfliche vergleichen zu kénnen. Diese Anderung wird umso kleiner,
je empfindlicher der Interferometerausgang auf Armliangendnderungen reagiert. Der
Arbeitspunkt halber Eingangsleistung am Ausgang maximiert diese Empfindlich-
keit. Fiir ihn existiert eine genaue Berechnung der spektralen Rauschleistungsdichte
des Schrotrauschens. Umgerechnet auf eine dquivalente Schwankung der Gravitati-
onswellenamplitude h ergibt sich [16, Gl. (5.10)]

50 ()= LI A (3.2)

- L227Ry
Hierbei steht P, fiir die Leistung und A fiir die Wellenlénge des eingestrahlten Lichts,
c fiir die Lichtgeschwindigkeit und A fiir das reduzierte Plancksche Wirkungsquan-
tum. Das Schrotrauschen ist von der Beobachtungsfrequenz f unabhéngig und wird
dementsprechend als weifles Rauschen klassifiziert. Es kann durch eine Erhohung
der Laserleistung beliebig verringert werden.

Neben dem Schrotrauschen wirkt sich der quantisierte Charakter des Lichts
auch im Strahlungsdruckrauschen aus. Die Ursache hierfiir liegt im Impulsiibertrag
durch die Reflexion von Photonen an den Endspiegeln. Durch Fluktuationen des Tei-
lungsverhéltnisses am Strahlteiler fithrt ein Impulsiibertrag zu einer Anderung der
Armléngen relativ zueinander. Vernachléssigt man die Bewegung des Strahlteilers,
erhdlt man fiir das Strahlungsdruckrauschen bei der Frequenz f [16, Gl. (5.17)]

S = i (3.
wobei m die Masse der Endspiegel charakterisiert. Dieses Rauschen ist frequenz-
abhéngig und dominiert fiir tiefe Frequenzen. Auflerdem wéchst es mit steigender
Laserleistung. Damit wirkt es der Optimierung des Schrotrauschens entgegen.

Minimiert man den Ausdruck S,(ZQN) = S,gSD) + S,(ZSR) als unkorrelierte Summe



3. IGWDs — Interferometrische Gravitationswellendetektoren 17

beider Rauschterme nach der Laserleistung Fy, ergibt sich

h 1

Py = TemAf? = S}(LQN)(Popt) = S}?QLU) = mezfz :

(3.4)

Der optimierte Rauschpegel bildet das Standardquantenlimit SSQL als kleinstes Rau-
schen, das mit klassisch optischen Methoden zu erreichen ist. Optimiert man die
Laserleistung fiir eine feste Frequenz, ist zu beachten, dal nur fiir diese Frequenz
das Standardquantenlimit erreicht wird. Die Rauschkurve S,SQN)( f) liegt fiir alle an-
deren Frequenzen oberhalb des Standardquantenlimits. Abb. 3.2 illustriert dieses
Verhalten am Beispiel der geplanten Geometrie von Advanced LIGO (aLIGO) [28]
als Detektor der zweiten Generation. aLIGO soll Endspiegel mit einer Masse von
m = 40kg besitzen und mit einem Laser der Wellenldinge A = 1064 nm betrie-
ben werden. Bei einer Frequenz von f = 10Hz erhélt man damit eine optimale
Leistung von P,y ~ 4 MW. Mit derzeit erhéltlichen Laserquellen liegt man weit
unterhalb dieses Wertes. Damit dominiert das Schrotrauschen die Empfindlichkeit
eines einfachen Michelsoninterferometers weit oberhalb des Standardquantenlimits.
Trotz der Verwendung von Armresonatoren sowie von Power und Signal Recycling
(s. Abschnitt 3.3) werden aktuelle Detektoren in ihrer Empfindlichkeit durch das

Quantenrauschen fiir hohe Signalfrequenzen begrenzt.

N
I
= 107 1 KW 4 Abb. 3.2: Quantenrauschen und
55 A Standardquantenlimit eines In-
@ PN 100 kW 5 terferometers fiir verschiedene
% 1020 \\ — Ei.ngangsleis‘tungen. Fiir d%e ge-
= AR zeigte Modellierung wurden die Pa-
% i S — rameter m = 40kg, (L :> 4é<m(unc)1
5 < A = 1064nm in Gl (3.2), GL (3.3
% 107 1 T ..\.T.hs e und Gl. (3.4) eingesetzt. Diese Werte
14 10 10 10 10 10 entsprechen den Vorgaben fiir aLIGO
Frequenz f [Hz] als Detektor der zweiten Generation.

3.2.2. Seismisches Rauschen
Einkopplung iiber die Aufhdngung

Seismisches Rauschen koppelt einerseits iiber die Aufhdngung in das Interferometer
ein und fiihrt so zu einer Bewegung der optischen Elemente. Besonders im Kern des

Interferometers (Strahlteiler und Endspiegel) muf eine solche Bewegung minimiert
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werden, da sie die optischen Armléngen verdndert und somit den Effekt einer Gra-
vitationswelle iiberdecken kann. Ursachen seismischen Rauschens finden sich vor al-
lem in natiirlichen Bewegungen der Erdkruste und den kiinstlichen Erschiitterungen
(Ziige, Straflenverkehr), die als Zivilisationsrauschen bezeichnet werden. Beispiels-
weise konnte im GEOG600-Detektor [29] nahe Hannover das Signal der Nordseebran-
dung nachgewiesen werden.

Um der Einkopplung seismischen Rauschens entgegenzuwirken, verwendet man
mehrstufige Pendelaufthéingungen. Oberhalb ihrer Resonanzfrequenz findet dann ei-
ne effektive Dampfung der seismischen Schwingungen statt. Mit der Verwendung
einer siebenstufigen Aufhdngung in VIRGO konnte eine Ausweitung des Detekti-
onsbandes hin zu minimalen Frequenzen von bis zu 2 Hz demonstriert werden [30].
Dabei besalen die einzelnen Pendel Resonanzfrequenzen von 0,5 Hz. Dennoch wird
das Detektionsband erdgebundener Gravitationswellendetektoren nach unten durch
das seismische Rauschen begrenzt. Mit dem Schritt ins Weltall entfillt diese Be-
grenzung, so daf fiir satellitengestiitzte Missionen wie LISA das Detektionsband auf

tiefere Frequenzen ausgeweitet werden kann.

Gravity Gradient Noise

Neben der direkten Einkopplung seismischer Bewegungen in das Interferometer
konnen diese auch iiber Gravitationskrifte eingebracht werden. Sorgt z. B. eine seis-
mische Welle fiir eine ortliche Komprimierung das Gesteins in der Ndhe des Detek-
tors, wird das Gravitationspotential am Detektorort gedindert. Uber Gezeitenkriifte
wird eine Langendnderung der Interferometerarme induziert. Alle &ufleren Einfliisse,
die das Gravitationspotential am Detektor &ndern, erzeugen sog. Gravity Gradient
Noise, so z. B. auch Luftdruckschwankungen oder bewegliche Objekte wie Flugzeu-
ge [31]. Typischerweise beeinfluit dieses Rauschen die Empfindlichkeit zukiinftiger
Detektoren fiir Frequenzen unterhalb von 20 Hz.

Eine Abschirmung der Gravitation und damit des Gravity Gradient Noise ist
nicht moglich. Aufgrund der Abschwéchung von seismischen Oberflichenwellen er-
laubt die unterirdische Realisierung von Detektoren eine deutlich empfindlichere
Messung. Zusétzlich existieren Konzepte, die eine Messung der seismischen Bewe-
gung um den Ort des Detektors vorschlagen. Daraus kann unter Kenntnis des umge-
benden Materials der Gradient der Gravitation berechnet werden. Uber eine aktive
Gegenregelung des Interferometers soll dann dem Gradientenrauschen entgegenge-
wirkt werden [32].
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3.2.3. Thermisches Rauschen

Sieht man von den bisher behandelten Rauschquellen ab, verbleibt noch ein weiterer
entscheidender Mechanismus. Getrieben durch die thermischen Schwingungen der
Atome bewegen sich die reflektierenden Oberflichen der Spiegel und Strahlteiler
und dndern somit die Armléinge des Interferometers. Nicht nur die beschichteten
Spiegelsubstrate verursachen eine solche Bewegung. Auch die thermische Bewegung
der Aufhéingung kann Rauschen ins Interferometer eintragen [33].

Zusétzlich zu den thermisch angeregten Bewegungen der Interferometerkompo-
nenten finden sich durch statistische Temperaturfluktuationen getriebene Beitréige
im Rauschspektrum — thermoelastisches und thermorefraktives Rauschen. Thermi-
sches Rauschen dominiert den empfindlichsten Bereich des Detektionsgebietes von
10 Hz bis 1000 Hz und limitiert damit mafigeblich die Wahrscheinlichkeit der Detekti-
on von Gravitationswellen. Eine eingehende Behandlung des thermischen Rauschens

als Hauptpunkt vorliegender Arbeit wird in Kapitel 4 gegeben.

3.3. Erweiterte Interferometertechniken

3.3.1. Optische Resonatoren in den Interferometerarmen

Um mit der vorgestellten Interferometergeometrie in einem moglichst breiten Fre-
quenzbereich Gravitationswellen nachweisen zu konnen, empfiehlt sich eine Maxi-
mierung der Empfindlichkeit fiir Frequenzen von ungefahr 200 Hz. Bei dieser Fre-
quenz wechselt die Gravitationswelle alle 7 = 2,5 ms ihr Vorzeichen. Damit liegt bei
einer Armlinge von L &~ ¢7/2 = 375km ein maximales Signal am Interferometeraus-
gang vor. Weiterhin wurde bereits gezeigt, dafl die im Interferometer umlaufende Lei-
stung fiir ein minimales Quantenrauschen in der GroBenordnung einiger Megawatt
liegen soll. Fiir niedrigere Leistungen wiirde das Schrotrauschen am Photodetektor
die erreichte Empfindlichkeit begrenzen.

Beide Anforderungen sind mit dem bisher betrachteten Michelsoninterferome-
ter nicht zu realisieren. Es existieren jedoch Konzepte, die Umlaufzeit des Laser-
strahls im Interferometer zu erhchen. Dazu wird in jedem Interferometerarm ein
reflektives Element kurz hinter dem Strahlteiler angebracht. Im ersten Fall der sog.
delay line ist dies ein zusétzlicher Spiegel. Dieses einkoppelnde Element ist zusam-
men mit dem Endspiegel so justiert, dal der umlaufende Strahl die Strecke zwischen
den beiden Spiegeln mehrmals durchlauft, bis er wieder am Strahlteiler auftrifft.

Dabei werden die Lichtwege zwischen zwei Reflexen geometrisch aufgespaltet. Ex-
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Abb. 3.3: Fabry-Perot-Resonator im Inter-
ferometerarm. Der Einkoppelspiegel (ITM) be-
stimmt mit seinem Reflexionskoeffizienten r; die

E. Intensitatsiiberhohung und die Anzahl effektiver
E, r ‘) Umldufe im Resonator. Der Endspiegel (ETM)

weist eine moglichst hohe Reflektivitit ro &~ 1 auf.

perimentell konnten mit dieser Anordnung N = 45 Umléufe erreicht werden [34].

Ein zweites Konzept sieht resonante Fabry-Perot-Resonatoren in den Interfe-
rometerarmen vor. Dazu wird der zusétzliche Spiegel durch einen Einkoppelspiegel
(ITM) mit von null verschiedener Transmission ersetzt. Abb. 3.3 verdeutlicht die
Geometrie des Armresonators. Zunéchst soll die Wirkung einer Léngenénderung AL
des Armresonators auf das reflektierte elektrische Feld E, betrachtet werden. Diese
zeigt sich anhand des Reflexionskoeffizienten der Kavitat [35, Kap. 11, GL. (30)]

E, r — roeikLl

r= = (3.5)

Ei 1-— 7’17”262”9[’

Dabei bezeichnet L die Resonatorldnge, k die Wellenzahl des verwendeten Lichts
und r; bzw. ro die Reflexionskoeffizienten der Spiegel. Bei Justierung auf Resonanz
(exp(2ikLyes) = 1) wird die Intensitdt im Resonator, die Zahl effektiver Umlaufe
und schlieSlich die Empfindlichkeit des Detektors maximal. Der Effekt einer kleinen
Langenédnderung des Resonators AL, wie sie durch eine Gravitationswelle ausgelost

werden kann, wird in einer Taylorentwicklung um die Resonanz deutlich

L — T2 _.7"2(1—7”%)

L—rry (1= ryr)?

T(Lyes + AL) = 2kAL . (3.6)
In erster Ordnung kann also eine Phasenvariation des reflektierten Lichts beobachtet
werden. Durch Interferenz am Strahlteiler entsteht daraus eine am Photodetektor
mefBbare Intensitdtsvariation. Analog zur Verwendung von delay lines ergibt sich
auch im Falle der Armresonatoren eine Erhchung der Anzahl effektiver Umlaufe.
Der einzige Unterschied besteht darin, dafl alle Strahlen denselben geometrischen
Weg besitzen. Als Phasenédnderung des an einem Armresonator reflektierten Lichts

erhilt man

1‘|"f‘1
Ap = arg(r) ~ .

2UAL (3.7)

in der Ndherung hochreflektierender Endspiegel (ro =~ 1), die im Detektor erfiillt

ist. Ein Vergleich mit der Phasenverschiebung in einem Interferometerarm ohne
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Resonator Apy = 2kAL ergibt die Anzahl effektiver Umlaufe

]_—I—Tl
1—7"1 )

N =~ (3.8)
Fir ro = 1 und r; ~ 1 kann die Anzahl effektiver Umlaufe auch iiber die Finesse F

(s. Anhang A.2) des Fabry-Perot-Resonators ausgedriickt werden. Dann gilt

N~ (3.9)
™

Durch die Verwendung optischer Resonatoren fiihrt eine Langendnderung des
Interferometerarms durch das mehrfache Auslesen zu einem grofieren Signal am Aus-
gang. Damit entspricht das Schrotrauschen des Detektors, der unveréndert bleibt, ei-
ner geringeren Spiegelbewegung in den Interferometerarmen. Effektiv konnen damit
geringere Langendnderungen und geringere Gravitationswellensignale nachgewiesen
werden. Gleichzeitig nimmt das Strahlungsdruckrauschen durch die erhchte Leistung
im Resonator zu. Eine genaue Rechnung [16, S.102] zeigt, daB beide Anderungen der
Rauschamplitude mit der Anzahl effektiver Umliufe N einhergehen. Durch Arm-
resonatoren wird die Laserleistung, an der das Quantenrauschen minimal wird, um
den Faktor N2 verringert.

Durch den Einsatz von Armresonatoren verringert man das Schrotrauschen
zu Lasten des Strahlungsdruckrauschens und verbessert so die Empfindlichkeit des
Detektors, ohne dabei die Leistung des Lasers oder die geometrische Ausdehnung
des Interferometerarms zu dndern. In heutigen Gravitationswellendetektoren kommt
diese Technik deshalb bereits zum Einsatz. Wahlt man die Finesse des Resonators
allerdings zu hoch, so dafl das Licht ldnger als eine Periodendauer der Gravitations-
welle im Resonator bleibt, verringert sich die effektive Phasenverschiebung zwischen
dem reflektierten Licht beider Arme iiber [16, Gl. (6.30)]

2 4eTs . L
Ap==" & R (3.10)

1+ (471']”7'5)2 e

7s gibt dabei die mittlere Verweilzeit des Lichts im Resonator und f die Frequenz
der einfallenden Gravitationswelle an. Obige Beziehung gilt nur fiir den Grenzfall,
daB die Resonatorlidnge klein gegeniiber der Wellenldnge der Gravitationswelle ist
(2rf < ¢/(2L)). Diese Néherung ist fiir die Armlangen und den Detektionsbe-
reich erdgebundener Detektoren erfiillt. Ein Nachteil von Armresonatoren besteht in
der Verwendung eines zusétzlichen Spiegels, wodurch das Strahlungsdruckrauschen

erhoht wird. Da das im Resonator umlaufende Licht den gleichen Strahlungsdruck
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auf den Einkoppel- und den Endspiegel aufprigt, ist die Bewegung beider Resona-
torspiegel korreliert. Die Rauschleistung des Strahlungsdruckrauschens vervierfacht
sich damit im Vergleich zu einfachen Interferometerarmen.

Fiir aLIGO betrigt die Zahl effektiver Umldufe AN/ = 286. Die im Resona-
tor umlaufende Leistung von P, = 830kW entspricht einer Eingangsleistung von
Py = 2P,es/N =~ 6kW vor dem Strahlteiler. Somit folgt fiir das Quantenrauschen
das in Abb. 3.4 dargestellte Spektrum. Mit der Verwendung von Armresonatoren
konnen Gravitationswellen bis zu knapp zwei Groflenordnungen kleinerer Ampli-
tude nachgewiesen werden. Am Anstieg des Rauschens fiir hohere Frequenzen ist
der durch die verlangerte Umlaufzeit verursachte Empfindlichkeitsverlust von Arm-
resonatoren zu erkennen. Damit erlauben Armresonatoren die Realisierung einer
Empfindlichkeit, die aus Mangel an entsprechend starken Lasern in einer einfachen

Michelsongeometrie nicht erreichbar ist.

Abb. 3.4: Quantenrauschen eines In-

— 10 T terferometers mit und ohne Arm-
}  Ghne Armresonator resonatoren im aLLIGO-Design. Unter
= 10™ \ - Beriicksichtigung von Gl. (3.10) wird das
@‘ 6 kW Quantenrauschen mit Armresonatoren be-
9 10% rechnet und mit dem einfachen Interfero-
2 6 kW meter (vgl. Abb. 3.2) verglichen. Armreso-
g 102 natoren erlauben mit einer Laserleistung
.2:“3 10 MW von 6 kW fiir Frequenzen um 100Hz ein
% 107 , . . Quantenrauschen, das sonst nur durch ei-
o 10° 10’ 10° 10° 10* ne optische Eingangsleistung von 10 MW
Frequenz f [Hz] erreichbar wére.

Im Vergleich zur delay line erlaubt der Ansatz mittels Fabry-Perot-Resonator
die Nutzung groflerer Strahlradien. Wie in Kapitel 4 gezeigt wird, fithrt dies zu einem
geringeren thermischen Rauschen. Auflerdem ist die Justierung des Fabry-Perot-
Resonators einfacher und unempfindlicher und erlaubt zudem eine héhere Anzahl
effektiver Umléufe. Aus diesen Griinden findet man in heutigen Interferometergeo-
metrien keine delay lines, sondern Fabry-Perot-Resonatoren in den Interferometer-

armern.

3.3.2. Power Recycling

Ein Gravitationswellendetektor wird mit minimaler Intensitdt am Ausgang betrie-
ben. Folglich verlafit die eingestrahlte Energie das Interferometer Richtung Laser

und ist fiir eine weitere Detektion verloren. Die Idee des Power Recycling nutzt die
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aus dem Interferometer austretende Strahlung und koppelt diese erneut ins Interfe-
rometer ein. Dazu benutzt man einen Spiegel zwischen Laser und Strahlteiler. Dieser
Power Recyling (PR) Spiegel wird auf Resonanz justiert, so daf§ die Laserintensitét
im Interferometer erhoht wird [36]. Mit dieser Erhohung der im Interferometerarm
umlaufenden Leistung erfolgt eine Annéherung an den im Hinblick auf das Stan-

dardquantenlimit optimalen Wert.

3.3.3. Signal Recycling

Ahnlich dem Power Recycling erzeugt man beim Signal Recycling durch einen
zusatzlichen Spiegel erneut ein resonantes Untersystem. Der Signal Recycling (SR)
Spiegel wird zwischen Strahlteiler und Photodetektor angebracht. Das Signal der
Gravitationswelle wird somit erneut in das Interferometer eingekoppelt und seine
Amplitude durch den erneuten Umlauf vergréflert. Im Ergebnis erhoht das Signal

Recycling so die Empfindlichkeit des Interferometers [36].

3.3.4. Squeezing

Das Standardquantenlimit resultiert aus der Kombination des Schrotrauschens und
des Strahlungsdruckrauschens. Letzteres kann nach Caves [37] auf zwei Weisen an-
schaulich interpretiert werden. Die erste Methode stellt den Strahlteiler in den Mit-
telpunkt der Analyse. Dieser zeigt eine Variation des Teilungsverhéltnisses und ver-
ursacht Leistungsschwankungen in den Interferometerarmen. Die Energieerhaltung
fordert dabei eine Korrelation zwischen beiden Armen, d.h. die Leistungsabnah-
me in einem Arm bedingt die Leistungserhohung im zweiten Arm. Diese Variati-
on in der Intensitédt bewirkt eine unterschiedliche Auslenkung der Testmassen und
ein Rauschsignal am Interferometerausgang. Das zweite Konzept zur Beschreibung
des Strahlungsdruckrauschens benutzt die Vakuumfluktuationen des elektromagne-
tischen Feldes. Diese koppeln iiber den Ausgang in das Interferometer ein. Erhoht
eine Fluktuation nun die Intensitét in einem Arm, senkt sie gleichzeitig die Intensitét
im zweiten Arm. Auf diese Weise entsteht erneut eine Differenz des Strahlungsdrucks
in beiden Armen und damit ein Rauschsignal.

Gequetschte Zustidnde des Lichts [38] zeichnen sich durch eine Umverteilung
von Amplituden- und Phasenrauschen aus. Sie kénnen z. B. durch nichtlineare Bau-
teile erzeugt werden. Ersetzt man die Vakuumfluktuationen durch gequetschtes
Licht, das iiber den Interferometerausgang eingekoppelt wird, kann eine Verrin-
gerung des auftretenden Strahlungsdruckrauschens erreicht werden [39]. Gleichzei-

tig erhoht sich dabei das Photonenschrotrauschen am Detektor. In der klassischen
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Abb. 3.5.: Grundaufbau aktueller interferometrischer Gravitationswellende-
tektoren. Das vom Laser ausgehende Licht durchlduft den Power Recycling Spiegel (PR),
wird am Strahlteiler (BS) geteilt und durchlauft die Fabry-Perot-Resonatoren (Einkoppel-
spiegel ITM, Endspiegel ETM) in beiden Armen. Am Strahlteiler werden beide Strahlen
zusammengefiihrt und durchlaufen den Spiegel fiir das Signal Recycling (SR), bevor die
Intensitdt am Photodetektor (PD) gemessen wird. In der Skizze stellt die Linienbreite ein
Ma# fiir die Intensitét des Laserlichts dar.

Betrachtung wire dieses Resultat nur durch eine Erhéhung der Eingangsleistung
moglich. Die Technik des Squeezings erlaubt jedoch eine spektrale Umverteilung
des Quantenrauschens ohne eine Anderung der Laserleistung. Der experimentelle
Nachweis der Rauschverringerung fiir die Gravitationswellendetektion ist in [40] er-
bracht. Dort konnte eine Reduktion der Rauschleistung durch Squeezing um bis zu
9 dB nachgewiesen werden. Die Auswirkungen einer Anwendung des Experiments in
GEO600 sind dort mit einer Rauschverringerung von 6 dB abgeschétzt. Mittlerweile
erfolgte eine experimentelle Anwendung gequetschten Lichts in GEO600. Sie ergab

eine Rauschverringerung von 3,5dB [41].

3.4. Aktuelle und zukiinftige Detektoren

Der Grundaufbau aktueller Detektoren unter Beriicksichtigung der vorgestellten er-
weiterten Techniken ist in Abb. 3.5 dargestellt. Dieses Design bildet im folgenden
die Grundlage fiir die Analyse thermischen Rauschens.

Als die zurzeit empfindlichsten interferometrischen Gravitationswellendetek-
toren mit Armldngen von einigen 100m bis Kilometern sind LIGO, VIRGO und
GEO600 zu nennen. Das LIGO-Projekt [42] verfiigt dabei tiber zwei Interferometer
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mit 4km langen Armresonatoren im Nordwesten (Hanford) und Siidosten (Living-
ston) der USA. Zusétzlich existiert in Hanford noch ein Detektor mit einer Armlénge
von 2km. Der VIRGO-Detektor [43] besitzt 3 km lange Armresonatoren und befin-
det sich in Italien nahe Pisa. Seine siebenstufige Aufhdngung erlaubt eine effektive
Entkopplung der Testmassen von seismischen Einfliissen und stellt den Prototyp
fir zukiinftige Detektoren dar. Das britisch-deutsche Verbundprojekt GEO600 [29]
betreibt einen Detektor mit einer Armldnge von 600 m. Im Unterschied zu den
vorherigen Detektoren besitzt GEO600 keine Armresonatoren. Zur Erhohung der
Empfindlichkeit wurde der Strahlengang jedoch einmal gefaltet, so dafl die effektive
Armlénge 1,2km betrédgt. In sogenannten Science Runs befanden sich mehrere der
genannten Detektoren erster Generation gleichzeitig im Betrieb, um mit einer Ko-
inzidenzmessung die Zuverléssigkeit eines moglichen Gravitationswellennachweises
zu erhohen. Die grofle Entfernung zwischen den Standorten hétte dabei eine Ortung
der Quelle ermoglicht. Der Bau weiterer Interferometer der zweiten Generation in
Australien und Japan beriicksichtigt diesen Aspekt ebenfalls [44].

In Japan nahe Kamioka existiert mit CLIO [45] ein Prototyp fiir einen kryo-
genen Detektor unter Tage. Die unterirdische Lage des Interferometers mit 100 m
langen Armen soll ein verringertes seismisches Rauschen demonstrieren. Gleichzei-
tig dient CLIO der Erprobung gekiihlter Testmassen zur Minimierung thermischen
Rauschens. Die Testmassen aus Saphir sollen dabei bei einer Temperatur von 20 K
betrieben werden. 2010 wurde mit dem Nachfolgeprojekt LCGT [45] der Aufbau
eines unterirdischen, 3 km langen, kryogenen Interferometers bewilligt.

Momentan erfolgt der Ausbau vorhandener Detektoren zur zweiten Genera-
tion. Er umfaflt eine Erhohung der Laserleistung in den Armresonatoren und eine
VergroBerung der Testmassen. Der Umbau sieht auflerdem eine Verbesserung der
seismischen Isolation, die Benutzung monolithischer Aufhdngungen und die Ver-
wendung von Signal Recycling vor. Damit soll die Rauschamplitude im bisher emp-
findlichsten Detektionsbereich um den Faktor zehn verringert werden [28]. Nach
Gl. (2.5) erlaubt eine solche Verbesserung die Beobachtung kosmischer Ereignisse in
zehnfachem Abstand. Damit erhoht sich der beobachtbare Raum und entsprechend
die Wahrscheinlichkeit der Detektion einer Gravitationswelle um den Faktor 1000.

Da die Detektoren der zweiten Generation bereits errichtet werden, sind kon-
zeptionelle Anderungen nur begrenzt umzusetzen. Die Erkenntnisse vorliegender
Arbeit konnen jedoch in vollem Umfang zur Planung von Detektoren der dritten
Generation eingesetzt werden. Als Projekt dritter Generation sieht man fiir das
Einstein Telescope (ET) die Errichtung dreier unabhéngiger unterirdischer Detek-

toren vor [46,47]. Deren Arme folgen der Geometrie eines gleichseitigen Dreiecks
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mit Seitenldngen von 10 km. Pro Detektor soll je ein Interferometer fiir hohe Fre-
quenzen (ET-HF) und eines fiir niedrige Frequenzen (ET-LF) optimiert werden.
Die Rauschamplitude dieses Detektors der dritten Generation soll im Vergleich zur
zweiten Generation wiederum um den Faktor zehn reduziert werden. 2011 wurde
unter Mitwirkung des Verfassers die konzeptionelle Designstudie fiir das Einstein
Telescope abgeschlossen [48].

Die Empfindlichkeit zukiinftiger Detektoren wird mafigeblich durch die be-
schriebenen Rauschbeitriage eingeschriankt. Abb. 3.6 zeigt das berechnete spektrale
Rauschspektrum von aLLIGO als typischem Detektor der zweiten Generation und
stellt damit eine obere Grenze fiir die maximal erreichbare Empfindlichkeit dar. Da-
rin sind die vorher behandelten Rauschmechanismen dargestellt. Der empfindlich-
ste Frequenzbereich des Detektors um 100 Hz wird mafigeblich durch das thermi-
sche Rauschen und das Quantenrauschen des Detektors dominiert. Einer Erhohung
der Nachweisempfindlichkeit geht daher zwangsldufig eine Verringerung thermischen
Rauschens voraus. Diese Forderung gewinnt mit der Absenkung des Quantenrau-

schens durch nichtklassische Verfahren wie das Squeezing nochmals an Bedeutung.

— Aufhangung

—— Quantenrauschen
Seismisches Rauschen

—— Gravity Gradient

—— Spiegelrauschen

= Gesamtempfindlichkeit

10

1 0—23

Rauschamplitude S, [1/Hz"]

10

10 100 1000
Frequenz [HZ]

Abb. 3.6.: Spektrale Empfindlichkeit des Gravitationswellendetektors aLIGO
nach [49]. Das Diagramm zeigt das Rauschen des Detektors verteilt auf die einzelnen
Rauschprozesse. Fiir tiefe Frequenzen dominiert das seismische Rauschen, im Bereich von
50 Hz bis 200 Hz Quanten- und thermisches Rauschen und fiir hohe Frequenzen das Schrot-
rauschen des Detektors. Direkt abzulesen ist die Amplitude der Gravitationswelle, die ein
Detektorsignal mit einem Signal-Rausch-Verhiltnis von eins verursacht.



4. Thermisches Rauschen

Das thermische Rauschen der optischen Komponenten stellt eine wesentliche Ein-
schrankung der Empfindlichkeit zukiinftiger interferometrischer Gravitationswellen-
detektoren dar. In diesem Kapitel werden daher die existierenden Modelle und Glei-
chungen in Bezug auf das thermische Rauschen zusammengefaft. Sie bilden die
Grundlage fiir eine Analyse und Erhohung der Empfindlichkeit zukiinftiger Detek-

toren.

4.1. Gewichtetes Auslesen

Als Beispiel fiir einen Rauschprozefl sei an dieser Stelle die Auslenkung der reflek-
tierenden Oberfliache des Spiegels gewahlt. Ein Laserstrahl, der an dieser Oberfliache
reflektiert wird, liest die Verschiebung der Oberflédche in Form einer Phasenénderung
aus. Eine Phasenénderung in einem Arm wird dann zu einer Intensitédtsschwankung
am Ausgang des Interferometers fithren. Dabei besitzen die Teile des Spiegels, die
mit hoher Intensitidt abgetastet werden, einen stéirkeren Einflufl als Zonen geringer
Intensitét. Die genaue analytische Mittelung wird im folgenden hergeleitet. Abb. 4.1
illustriert den Ausgangspunkt fiir die Betrachtung.
Die einfallende Welle besitzt dabei eine gauBiformige Amplitude

Eo(r,0) « exp (_;—Z) . (4.1)

0

Die Grofe des Strahlradius wy erfiillt die Bedingung, daf§ in einer Entfernung r = wy

Abb. 4.1: Optische Detektion thermischen
0 Rauschens. Der einfallende Laserstrahl Ey wird
} u(r6) E, an der Spiegeloberflache reflektiert. Durch die Aus-
— lenkung der Spiegeloberfliche u(r, ) erfihrt die-

> ser einen Phasenversatz in Abhéngigkeit vom Ort

A (r,0). Dem reflektierten Strahl Er kann iiber die
':E> Wichtung mittels Strahlprofil ein effektiver Gang-

R unterschied zugewiesen werden.
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vom Strahlmittelpunkt das elektrische Feld auf den 1/e-ten Teil des Maximums
abgefallen ist. Fiir den an der deformierten Oberfliche reflektierten Strahl gilt dann

Egr(z = 0) = Ey(r, §)e 2kuro) (4.2)

wobei u(r, 0) die Auslenkung des Spiegels senkrecht zur reflektierenden Oberflache,
also in Strahlrichtung, bezeichnet. Fiir Auslenkungen, die klein gegeniiber der Wel-

lenlénge sind, gilt ku < 1 und eine sinnvolle Ndherung erlaubt
Er(z =0) = Eo(r,0) [1 — i2ku(r,0) — 2k*u?(r,0)] . (4.3)

Da der Resonator im Interferometerarm nur fiir die GauBmode resonant wird, inte-
ressiert allein die Entwicklung von Eg nach der Gaufimode Ej. Hohere Eigenmoden
des Resonators erfahren eine so hohe Dampfung, daf sie nicht beriicksichtigt werden

miissen. Eine solche Entwicklung ergibt nach [50]
S S

mit der Spiegeloberfliche S. In der Klammer des obigen Ausdrucks beschreibt der
erste Term die ungestorte reflektierte Welle, der zweite Term die Phasenverschiebung
aufgrund der ausgelenkten Oberfliche und der dritte Term die Energieverluste durch
die Streuung von Energie aus der Grundmode. Mit Hilfe des imaginéren Terms 1483t

sich eine effektive Langenénderung des Interferometerarms

1
AL=— / B2 Ey ku(r, 0) dS (4.5)
S
definieren. Die Ersetzung von Ejy durch das Strahlprofil der Gauimode ergibt schlie3-

lich

2
AL = —7%3 Sexp (—:—8) u(r,0)ds . (4.6)
Zu beachten ist der neu eingefithrte Parameter ry. Auch diesen findet man in Verof-
fentlichungen als Strahlradius. Er beschreibt jedoch den Abfall der Strahlintensitét
auf den 1/e-ten Teil. Die Umrechnung auf den in der Optik gebrduchlicheren Pa-
rameter wq erfolgt iiber wy = V/2rq. Der Vorfaktor in Gl. (4.6) resultiert aus der
Normierung [ EjEydS =1 .

In den nachfolgenden Abschnitten dieses Kapitels werden die Ursachen fiir

mogliche Phasenverschiebungen diskutiert und ihre Wirkung quantitativ iiber eine
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effektive Auslenkung AL angegeben. Diese treten iiberall dort auf, wo eine Wechsel-
wirkung des Lichts mit der Materie in den Interferometerarmen eine Phasenverschie-
bung zur Folge hat — im wesentlichen am Strahlteiler und den Resonatorspiegeln.
AuBerdem erfolgt eine Ubersicht der meistverwendeten Modelle zur Berechnung der

einzelnen Rauschterme.

4.2. Brownsches Rauschen

Im Jahre 1827 beobachtete der schottische Botaniker Robert Brown mit dem Mi-
kroskop in Wasser suspendierte Pollen. Er konnte eine unregelméfiige Bewegung der
Pollen feststellen und versuchte diese mit seiner Theorie der Lebenskraft zu erkléren.
1863 schlug Wiener die Erklarung der Zitterbewegung durch unregelméaflige Stofle
von Wassermolekiilen mit den leichten Pollenteilchen vor [51]. Diese Erklarung stell-
te sich als die richtige heraus. Eine thermodynamische Behandlung zeigt, dafl einem
Teilchen bei einer Temperatur 7' pro Freiheitsgrad die mittlere thermische Energie
%kBT zugeordnet werden kann. Die Grofle kg ist hierbei die Boltzmannkonstante.
Analog zu den Wassermolekiilen im Brownschen Versuch fithren auch die Ato-
me eines Festkorpers thermische Schwingungen aus. Das Gitter vermittelt schlieflich
diese Schwingungen zu einer Bewegung der Oberflidche, die in einem Gravitations-
wellendetektor nachgewiesen wird. Der dadurch entstehende Rauschprozel wird in

Anlehnung an den historischen Versuch Brownsches Rauschen genannt.

4.2.1. Harmonischer Oszillator

Um die Grundziige des Brownschen Rauschens zu verstehen, soll als Modellsystem
an dieser Stelle der eindimensionale harmonische Oszillator stehen, wie er z. B. durch
einen Federschwinger realisiert wird. In der Theorie stochastischer Prozesse wird die
Position z des Oszillators durch folgende Bewegungsgleichung beschrieben, die auch

Langevingleichung genannt wird
mZ+dz+kz=Fy . (4.7)

Obige Bewegungsgleichung charakterisiert ein schwingungsfihiges System mit vis-
koser Dampfung. Dieser Ansatz geht auf eine Arbeit von Langevin zuriick, in der er
erstmals das Konzept einer stochastischen Kraft erwéhnte, um Brownsches Rauschen
mathematisch quantitativ zu erkliren [52]. Die stochastische Kraft besitzt dabei eine

frequenzunabhiingige spektrale Leistungsdichte von F3 (f) = 4kgTd [53]. Um das
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Ortsrauschen S, zu berechnen, wechselt man zweckméfBigerweise in eine Behand-
lung im Frequenzraum. Das geschieht durch eine Fouriertransformation und fiihrt
zu den Ersetzungen z(t) — z(w)e! und 9/0t — iw. Uber das Wiener-Chintschin-
Theorem [54] findet man fiir die Rauschleistungsdichte des Ortes

F? AkpTd

S:w) = 2 (w) = (k — mw?)? 4+ w2d? B (k — mw?)? + w2d? (48)

Fluktuations-Dissipations- Theorem

Maf3geblich fiir die eben gezeigte Herleitung der Rauschamplitude ist die Kenntnis
des Leistungsspektrums der stochastischen Kraft. Fiir lineare dissipative Systeme
existiert ein alternativer Ansatz zur Berechnung des Rauschens. Dieser wurde zu
Beginn der 1950er als Fluktuations-Dissipations-Theorem [6, 7] veroffentlicht. Das
Verhalten des zu untersuchenden Systems ist dabei in seiner Impedanz Z zusam-
mengefafit. Fiir den Grenzfall hoher Temperaturen, in dem die thermische Energie

kgT grofl gegen die Energie eines Schwingungsquantums hw ist, gilt
Sy (w) = 4kpTR[Z(w)] . (4.9)

Dabei stellt die Grole Sy (w) als Rauschleistungsdichte einer generalisierten Kraft
V' die Fluktuationen dar. Die Impedanz Z(w) verkniipft auf lineare Weise die gene-

ralisierte Kraft V mit einer generalisierten Auslenkung @)
V=2Z(w)Q . (4.10)

Als korrespondierende Grofe wird @ so gewihlt, daB die Grofe VQ die Einheit einer
Leistung besitzt. Somit werden durch Gl. (4.9) die Fluktuationen in Sy (w) mit dem
Realteil der Impedanz R(Z) als Ma$ fiir die Dissipation im System in Verbindung
gebracht.

Im Falle des hier betrachteten Federschwingers kann die Gréfle V' mit der an
der Masse wirkenden Kraft und @) mit der Auslenkung des Oszillators identifiziert
werden. Ein weiterer Spezialfall dieses Theorems ist im Johnson-Nyquist-Rauschen
zu finden, in dem V durch die anliegende Spannung und ) durch die Ladung des

Systems charakterisiert wird.

Strukturdampfung

Die Annahme viskoser Dampfung kann die experimentellen Ergebnisse der Pollen-

bewegung im Wasser erfolgreich beschreiben. Die Bedingungen im Festkorper wer-
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den dadurch aber nur unzureichend wiedergegeben. Deshalb findet im Festkorper
das Modell der Strukturddmpfung zur Berechnung der inneren Reibung Anwen-
dung [55]. In diesem Rahmen modelliert man die Reibung als imaginidren Anteil
der Federkonstanten des Systems. Ein solcher Ansatz entspricht einem Zeitversatz
zwischen Auslenkung und angreifender Kraft im Zeitraum. Im Frequenzraum ist die
riicktreibende Federkraft dann durch Fg(w) = —k [1 4 i¢p(w)] z(w) gegeben und wird
durch den mechanischen Verlust ¢ beschrieben. Dieser zeigt sowohl eine Frequenz-
als auch eine Temperaturabhéngigkeit und dient gleichzeitig als Maf fiir die Dissi-
pation mechanischer Energie im Medium.

Die zugrundeliegende Langevingleichung lautet dann im Frequenzraum
—mw?z(w) + k[l +ip(w)] 2(w) = Fin(w) . (4.11)

Analog zum viskosen Fall findet man damit unter Zuhilfenahme des Fluktuations-

Dissipations-Theorems eine Rauschleistungsdichte von [56]

_ 4kpThe(w) 1 | (4.12)

5:() w (k — mw?)? + k2g?

Physikalisch anschaulicher ist die Resonanzfrequenz des Systems im ungedampften
Fall wy = y/k/m. Mit dieser Ersetzung findet man fiir das Rauschspektrum

B 4]{)BT¢ (JJ%
Comw (W — w?)? Hwie?

S.(w) (4.13)
Eine formelle Ubereinstimmung der Rauschspektren unter struktureller, Gl (4.12),

und viskoser Dampfung, Gl. (4.8), ergibt sich fiir
ko =wd . (4.14)

In Abb. 4.2 werden die Rauschspektren fiir viskose Dampfung und Struk-
turdimpfung gegeniibergestellt. Sie sind auf gleiche Verluste an der Resonanz nor-
miert (d = mewy). Zusétzlich wird die Rauschreduzierung fiir Frequenzen unterhalb
der Resonanz durch eine Anderung der Temperatur, der Verluste und der Eigen-
frequenz illustriert. Wahrend eine Verringerung der Temperatur zu einer frequenz-
unabhéangigen Verringerung des kompletten Rauschspektrums fiihrt, zeigt eine Ver-
ringerung der Verluste eine Senkung des Rauschens abseits der Resonanz, verbun-
den mit einer Erhchung des Rauschspektrums an der Resonanz. Ahnlich fithrt eine

Erhohung der Resonanzfrequenz zu einer Umverteilung der Rauschenergie von Fre-
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Abb. 4.2.: Rauschamplitudenspektren eines eindimensionalen harmonischen
Oszillators. Abb. a) vergleicht das Rauschspektrum eines viskos (gestrichelt) und eines
strukturell (durchgezogen) geddmpften Oszillators. Dabei sind beide Oszillatoren auf glei-
che Rauschamplitude an der Resonanz normiert. Dem Spektrum liegen die Parameter
m = 10kg, $ = 1075, T' = 300K und fy = 10kHz zugrunde. Abb. b) zeigt den Einflu} der
Parameter auf das Rauschspektrum eines strukturell geddmpften Oszillators. Ausgehend
von den Parametern in a) (schwarz) werden sukzessive die Verluste auf ¢ = 10~8 verrin-

gert (rot), die Temperatur auf 7' = 3K verringert (blau) und die Resonanzfrequenz auf
fo = 100kHz erhoht (griin).

quenzen unterhalb der Resonanz in den Frequenzbereich dariiber. Das Integral iiber
das Spektrum als Maf fiir die thermische Energie bleibt dabei in den letztgenannten
Féllen konstant.

Die Testmasse im Gravitationswellendetektor bildet zusammen mit der Auf-
héngung ein Pendel. Dessen Resonanzfrequenz liegt unterhalb des Detektionsban-
des und sollte zu moglichst tiefen Frequenzen verschoben werden, um das durch
die Authédngung eingebrachte Rauschen zu minimieren. Auflerdem fithren auch die
Eigenschwingungen der zylinderféormigen Testmasse zu einem Rauschen der Ober-
flache. Deren Frequenz ist durch die Geometrie bestimmt und liegt typischerweise
im Bereich einiger 10 kHz und somit oberhalb des Detektionsbandes. Um dieses
Brownsche Rauschen der Testmassen zu minimieren bleibt also im wesentlichen eine

Verringerung der Verluste bzw. der Temperatur.

4.2.2. Modensummation

Wihrend die Authéingung relativ gut mit dem Modell eines einzelnen harmonischen
Ostzillators angenéhert werden kann, mufl die Behandlung der Substrate mittels Kon-
tinuumstheorie mehrere Resonanzen beriicksichtigen. Eine Moglichkeit der Verfei-

nerung des einfachen Modells besteht in der Modensummation. Dazu werden die



4. Thermisches Rauschen 33

Eigenfrequenzen und Auslenkungen der mechanischen Schwingungen der Testmasse
berechnet. Die Schwingungen der Oberflache werden zusétzlich mit dem Gauflstrahl
nach Gl. (4.6) gemittelt. Jede Resonanz wird hierbei als unabhéngiger harmoni-
scher Oszillator behandelt. Das gesamte Brownsche Substratrauschen ergibt sich
schliellich als unkorrelierte Summe der einzelnen Rauschleistungsdichten. Gillespie
und Raab wendeten diese Methode im Jahre 1994 auf die damalige Geometrie der
LIGO-Spiegel an [50]. Ihre Arbeit beschrinkte sich auf den Fall homogen verteilter
Verluste. Eine reale, beschichtete Testmasse hingegen weist im optischen Schicht-
stapel hohe Verluste auf, wédhrend die Verluste im Substrat relativ gering sind. Die
Modensummation versagt in der Behandlung solch inhomogener Testmassen [57].
Ein weiterer Nachteil dieser Methode besteht im numerischen Aufwand, da fiir ei-
ne konvergente Losung iiber 100 Eigenmoden berechnet werden miissen. Speziell fiir
im Vergleich zum Testmassenradius kleine Strahlradien steigt diese Zahl noch weiter
und macht die Methode der Modensummation ungeeignet fiir eine Rauschberech-

nung.

4.2.3. Methode nach Levin

Die diskutierten Nachteile der Modensummation konnen mit einem direkten Ansatz
umgangen werden. Das Konzept dazu umfafit die direkte Anwendung des Fluktuati-
ons-Dissipations-Theorems und wurde 1998 von Levin veroffentlicht [58]. Seine direk-
te Methode, das Rauschen an der Kreisfrequenz w zu ermitteln, umfafit drei Schrit-
te. Zunéchst bringt man einen virtuellen mechanischen Druck p(r) = Fyf(r) auf die
reflektierende Oberfliche des Substrates auf. Dieser Druck oszilliere zeitlich harmo-
nisch mit w und besitze dieselbe ortliche Verteilung wie die Intensitiatsverteilung des

Laserstrahls

f(r) = %eXp <—:—z> : (4.15)

In einem zweiten Schritt wird mittels Kontinuumstheorie die Energiedichte e(x) im
Substrat und anschlieBend die mittlere dissipierte Leistung Wy, berechnet. Mit dem
Modell der Strukturdédmpfung ergibt sich

Wiies = — AE = w / &(2)e(T) & | (4.16)
27T 7

wobei AFE die pro Schwingungsperiode 27 /w dissipierte Energie, V' das Spiegelvo-

lumen und ¢ den mechanischen Verlust des Materials angibt. Schliefilich kann die
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spektrale Rauschleistungsdichte der Spiegelposition iiber

- 8kB]j Wdiss
oW F?

S2(f) (4.17)

berechnet werden.

Als einfache Niherung fiir die Testmasse kann mit dieser Methode das Rau-
schen fiir einen unendlich ausgedehnten elastischen Korper S analytisch bestimmt
werden. Nach Liu und Thorne [59] ergibt sich

_4]{:BT 1—0'2 ¢
B w \/27TE7’0 .

Dabei findet der Elastizitdtsmodul £ und die Querkontraktion o Eingang in das

S (4.18)

Ergebnis. Eine Losung fiir das Brownsche Rauschen endlicher Substratgeometrien
wurde von Bondu, Hello und Vinet 1998 gegeben [59,60]. Fiir typische Strahldurch-
messer, Substratmaterialien und -geometrien ergibt sich unter Beriicksichtigung der
finiten Ausdehnung eine Reduktion des Brownschen Rauschens von bis zu 15 %.
Die isotropen optischen Schichten, aus denen der hochreflektierende Schicht-
stapel der Spiegelmassen besteht, zeigen im Vergleich zum Substrat hohe mecha-
nische Verluste. Diese fithren ebenfalls zu Brownschem Rauschen. Wegen ihrer ge-
ringen Hohe kann der Einflufl der Schicht auf die elastische Antwort des Spiegels
vernachlissigt werden. Stattdessen wird die mechanische Energiedichte der Schicht
mittels Ubergangsbedingungen fiir den Dehnungstensor €;; und den Spannungsten-
sor 0;; berechnet. Da die Schicht senkrecht zur Substratoberfliche eine Ausdehnung
besitzt, die klein gegeniiber der radialen Ausdehnung ist, kann auch der mechani-
sche Verlust fiir Spannungen senkrecht und parallel zur Oberflache unterschiedlich
sein. Dieser Fall wurde von Harry et al. behandelt [61]. Da jedoch nur die Verluste
fiir Schichtspannungen senkrecht zur Oberfliche experimentell zugénglich sind, wer-
den im Ergebnis beide Verluste gleichgesetzt. Fiir den Spezialfall gleicher elastischer
Parameter von Substrat und Schicht erhélt man eine kompakte Darstellung des Er-
gebnisses. Fiir eine Schicht der Dicke d mit einem mechanischen Verlust ¢g ergibt
sich das folgende Brownsche Schichtrauschen
S.(f) = 4kpT (1 +0)(1 — 20)%¢S . (4.19)

W E g

Der Einflul einer finiten Testmasse auf das Brownsche Schichtrauschen wird in [62]
quantitativ behandelt.

Wendet man die Methode von Levin auf ein aufgehéngtes Substrat an, so er-
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Abb. 4.3: Verformung eines aufgehéngten Substra-
tes durch Levins virtuellen Druck. Dabei wird sowohl
eine Deformation des Substrates als auch eine Pendelbe-
wegung der Anordnung deutlich. Durch diese Pendelbe-
wegung wird in den Aufhingungsfasern elastische Energie
gespeichert, die der Dissipation unterworfen ist. Geférbte
Bereiche besitzen hierbei eine hohe mechanische Energie-

<:I dichte. Hohe Verluste an diesen Stellen fiihren zu einem
hohen Pegel Brownschen Rauschens im reflektierten La-
serstrahl.

gibt sich das in Abb. 4.3 dargestellte Verhalten. Dabei wird das Substrat zu inneren
Schwingungen angeregt, die dessen Schwerpunkt unverdndert lassen. Dem ist ei-
ne Pendelschwingung des Schwerpunkts an den Aufhéngungsfasern iiberlagert. Die
Pendelschwingung leistet zum einen Arbeit im konservativen Schwerefeld der Er-
de, das keine Dissipation zeigt. Zum anderen wird die Aufhdngungsfaser verformt.
Diese mechanische Verformung besitzt dissipativen Charakter. Eine Bilanzierung
beider Anteile fiihrt zu einem effektiven Pendelverlust ¢penq, der geringer als der
mechanische Verlust des Aufhdngungsmaterials ¢p,.¢ ist. Mit der Pendellange L,

dem Flichentrigheitsmoment der Faser I und dem Elastizitdtsmodul des Aufhén-

Pmat | E1
qbpend - Tt ﬁ . (420)

Die in den Aufhdngungsfasern herrschende Spannung 7 ist dabei durch die Gewichts-

gungsmaterials £ gilt [33]

kraft des Substrates gegeben. Damit kann also eine rauscharme Testmasse ohne we-
sentliche Beeintrédchtigung der Empfindlichkeit an einer relativ stark rauschenden
Aufhdngung angebracht werden. Aktuelle und geplante Detektoren benutzen mehr-
stufige Aufhingungen. Deren Einflufl auf das Positionsrauschen der Testmassen ist
in theoretischen Arbeiten [56,63] behandelt.

4.3. Rauschen durch Temperaturfluktuationen

Ein Korper, der sich nicht am absoluten Nullpunkt befindet, zeigt neben den sich
thermisch bewegenden Atomen einen weiteren Effekt, der Rauschen verursachen
kann. Thermodynamisch ergeben sich ndmlich auch fiir ein stationéres Gleichge-

wicht kleine Temperaturfluktuationen im Korper. Fiir das mittlere Quadrat der
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Temperaturfluktuationen AT im Volumen V' eines Materials mit der Massendichte
p und der Wérmekapazitit bei konstantem Volumen Cy gilt [64, Gl. (112,6)]

 kgT?
N VpCV .

{(AT)?) (4.21)
Wie diese Temperaturschwankungen Eingang in das Rauschen der Probe finden,

wird in den anschlieSfenden Abschnitten beschrieben.

4.3.1. Thermoelastisches Rauschen

Zunichst fiihrt eine Anderung der Temperatur iiber den nichtlinearen Anteil des
Bindungspotentials im Festkorper zu einer thermischen Dehnung. Diese Dehnung
verschiebt die reflektierende Oberfliche des Substrates und verursacht einen ersten
durch Temperaturfluktuationen bedingten Rauschmechanismus — das thermoelasti-
sche Rauschen. Braginsky, Gorodetsky und Vyatchanin untersuchten im Jahr 1999
erstmals die Bedeutung des thermoelastischen Rauschens fiir die Gravitationswel-
lendetektion [65]. Fiir den Fall eines unendlich ausgedehnten Substrates (Halbraum)
erhalten sie ein Positionsrauschen der reflektierenden Oberfliche von
2
STE) () = \/%CYQ(l + 0’)2ﬁ%%
mit dem linearen thermischen Ausdehnungskoeffizienten o, der Warmeleitfihigkeit
k und der Warmekapazitdt C. Gl (4.22) stellt das Ergebnis einer adiabatischen

Néaherung dar, d.h. der Warmeflul zwischen den auftretenden Temperaturfluktua-

(4.22)

tionen wird vernachléssigt. Diese Naherung wird bei tiefen Frequenzen unbrauchbar,

da die auftretenden Warmestrome die Temperaturverteilung im Substrat dann ef-

fektiv verdndern. Die Ableitung erfolgte iiber den Langevinschen Formalismus fiir

die Warmeleitungsgleichung mit einer thermischen, stochastischen Kraft F(Z,t)
oT

=7 —@*AT = F(&,t) , mit o = p% . (4.23)
Dabei wird der Term a? als Temperaturleitfihigkeit bezeichnet. AnschlieBend wurde
die Losung fiir die Temperatur 7 im Fourierraum berechnet. Uber die so ermittelte
statistische Temperaturschwankung im Substrat wird die Auslenkung der reflektie-
renden Oberfliche mit Hilfe der elastischen Grundgleichungen bestimmt. SchliefSlich
ist diese Bewegung noch mit dem Intensitatsprofil des auslesenden Laserstrahls zu

wichten.
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Andererseits kann auch das thermoelastische Rauschen mit Levins Ansatz ele-
gant berechnet werden. Das Grundschema zeigt analog zum Brownschen Rauschen
drei Schritte. Zunéchst wird erneut ein virtueller Druck, dessen ortliche Vertei-
lung durch Gl. (4.15) gegeben ist, an die reflektierende Oberfliche angelegt und die
elastische Antwort des Festkorpers berechnet. Im zweiten Schritt, der Berechnung
der dissipierten Leistung, erscheint jetzt der Mechanismus der thermoelastischen
Diampfung!. Eine ausfiihrliche Behandlung dieses Effektes ist in Anhang D darge-
stellt. Wiederum tiber Gl. (4.17) wird im dritten und letzten Schritt das thermische
Rauschen mit der zeitlich gemittelten Dissipationsrate Wy berechnet. Die Metho-
de nach Levin hat vor allem in der numerischen Umsetzung erhebliche Vorteile,
da sowohl die Berechnung mechanischer Probleme als auch die Lésung thermischer
Fragestellungen Standardaufgaben fiir kommerzielle Berechnungssoftware darstel-
len. Damit kann der gezeigte Weg einfach sowohl auf beliebige Geometrien als auch
auf anisotrope Materialien erweitert werden.

Durch Liu und Thorne [59] wurde die adiabatische Theorie auf endliche zylin-
derformige Testmassen erweitert. Fiir typische Substratgeometrien zeigen ihre Er-
gebnisse eine Erhohung des thermoelastischen Rauschens von bis zu 10%. Der adia-
batische Grenzfall bricht jedoch zusammen, wenn die thermische Wegldnge in den
Bereich des Laserstrahldurchmessers kommt. Dann fiihren die einsetzenden Warme-
strome zu einem effektiven Temperaturausgleich und vermindern so das thermoela-
stische Rauschniveau. Dieser Effekt wurde im Jahre 2001 [66] erstmals untersucht.

Auch die dielektrische Beschichtung zeigt thermoelastisches Rauschen. Die-
ses Problem wurde 2003 von Braginsky und Vyatchanin fiir ein Substrat mit einer
einzelnen Schicht der Hohe h untersucht. Sie nehmen vereinfachend die gleichen
elastischen Konstanten fiir Schicht und Substrat an und erhalten im adiabatischen
Grenzfall [67]

2272
" kT (1\—;‘;_)Ca ];—g é . (4.24)
In obiger Gleichung bezeichnet « die Differenz der thermischen Léngenausdehnung
fiir Schicht und Substrat. Die restlichen Materialgrofien beziehen sich auf das Sub-

strat. In Levins Bild fithrt die Verformung der Schicht zu einem Wérmeeintrag in

selbige. Da die Ausdehnung der Schicht relativ gering ist, findet ein Warmeflufl
jedoch mafigeblich durch das Substrat statt. Deshalb finden v.a. die thermodyna-

'Durch den zur thermischen Ausdehnung inversen Prozef kommt es in elastisch komprimierten
und expandierten Bereichen zu einer Temperaturdnderung. Der einsetzende Warmetransport
ist irreversibel und dissipiert mechanische Energie (vgl. Abschnitt 6.3).
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mischen Parameter des Substrates Eingang in die Beschreibung des thermoelasti-
schen Schichtrauschens. Weiterhin berechneten Braginsky und Vyatchanin in ihrer
Néaherung gleicher elastischer Konstanten den Einfluf einer endlichen Substratgeo-
metrie. Ein Jahr spater folgte die Berechnung des thermoelastischen Rauschens der
Schicht ohne die Einschrankung gleicher elastischer Parameter von Fejer et al. [68].
Die Verallgemeinerung auf endliche Testmassen wird in [62] diskutiert und zeigt nur
geringfiigige Abweichungen fiir Substrathohen grofler als 2 cm. Die Berechnung des
thermoelastischen Rauschens eines Schichtstapels kann dann durch eine geeignete
Mittelung der Eigenschaften einzelner Schichten geschehen.

Auch die Aufhingungsfasern zeigen thermoelastisches Rauschen. Uber den Le-
vinschen Ansatz ist es mit der thermoelastischen Dampfung der Drahte verkniipft.
In Kapitel 6 wird gezeigt, dafl die Aufhdngungsdrihte maximale thermoelastische
Verluste fiir w = 1/7 zeigen (s. Gl (6.12)). Uber die Abhingigkeit der charakteristi-
schen Zeit 7 vom Drahtradius konnen die Verluste minimiert werden. Dies geschieht
dadurch, dafl Bereiche, die eine hohe Biegung aufweisen, mit vergroflertem Radius
gefertigt werden. Damit entfernt man sich weiter vom Verlustmaximum und das ther-
moelastische Rauschen sinkt. Eine Vergroflerung des Durchmessers kann aber geméafl
Gl. (4.20) zu einem erhohten Brownschen Rauschen der Aufhéngung fithren. Un-
ter diesem Aspekt ist also eine Optimierung der Geometrie der Aufhéngungsfasern
durchzufithren [69].

Dem bisher behandelten thermoelastischen Rauschen der Aufhingung liegt
der Umstand zugrunde, dafl eine Temperaturdnderung an einer Seite der Faser zu
einer Lingendnderung und damit Auslenkung der Faser fithrt. Dieser Effekt spie-
gelt sich als Rauschen der Substratposition wider. Reale Fasern werden nun aber
durch das Substratgewicht mit einer gewissen mechanischen Spannung versehen. Ei-
ne Anderung des Elastizititsmoduls bewirkt dann ebenfalls eine Lingenénderung
der Faser. Die Temperaturfluktuationen im Material bewirken iiber Nichtlinearitdten
des Gitters genau eine solche Anderung des Elastizitiatsmoduls. Cagnoli und Willems
behandeln diese zweite Rauschquelle und erortern die Moglichkeit der Kompensation
beider Anteile [70]. Dieser zweite Rauscheffekt kann durch die Ersetzung

ug dF

o= O~ =

BTy T, (4.25)

in den bisherigen Formeln beriicksichtigt werden. Dabei bezeichnet uy die Aus-
lenkung des Drahtes fiir die durch das Substrat verursachte Zugspannung. Eine
Kompensation beider Anteile ist dann durch die geschickte Wahl der Zugspannung

moglich, wenn die thermischen Parameter ov und dF/dT gleiche Vorzeichen aufwei-
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sen. Die meisten Festkorper zeigen dabei eine Abnahme des Elastizitdtsmoduls mit

steigender Temperatur.

4.3.2. Thermorefraktives Rauschen

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, wie Temperaturfluktuationen iiber die ther-
mische Lingendnderung das thermoelastische Rauschen als Positionsrauschen her-
vorrufen. Neben diesem Effekt resultiert eine Temperaturdnderung auch in einer
Anderung der Brechzahl im Material. Als MaB dafiir sei der thermorefraktive Para-
meter § = dn/dT eingefiihrt. Alle Komponenten im Interferometer, die eine Trans-
mission von Licht erfahren, prégen diesem durch die thermischen Schwankungen
der Brechzahl ein Phasenrauschen auf — das sogenannte thermorefraktive Rauschen.
Neben dem Strahlteiler und den Substraten der Einkoppelspiegel fiir die Armreso-
natoren zeigen auch alle optischen Beschichtungen (sowohl die hochreflektierenden
Schichtstapel als auch die Antireflexschichten) diesen Effekt.

Tatséchlich wurde das thermorefraktive Rauschen zunéchst fiir das hochreflek-
tierende Schichtsystem des Endspiegels berechnet. Dabei wird am Endspiegel Licht
der Designwellenlédnge effektiv reflektiert. Dennoch dringt das elektrische Feld in die
ersten Schichten des Schichtstapels ein und liest deren optische Eigenschaften aus.
Temperaturschwankungen in den Schichten verursachen somit ein Phasenrauschen
des reflektierten Lichts. In ihrer Berechnung dieses Effektes erhalten Braginsky, Go-
rodetsky und Vyatchanin [71] fiir einen Schichtstapel der Hohe H

_VERRT? Bl HOJL e T30 i
T VpCrriVw’ ¢ 4 (n? —n3)

ST (W) (4.26)
Die Groe Seg stellt eine effektive Mittelung der zwei Schichtmaterialien (Index 1
und 2) des Schichtstapels dar. Die iibrigen thermischen Parameter p, C' und s be-
zeichnen die Eigenschaften des Substrates. Die Ableitung obiger Gleichung wurde
auf Frequenzen des Detektionsbandes w/(27) ~ 10Hz...1kHz eines Gravitations-
wellendetektors spezialisiert. In diesem Frequenzbereich kann fiir Fused Silica bei
Raumtemperatur die Temperaturverteilung in der Schicht senkrecht zur Substrat-
oberfliche als konstant angenommen werden. In ihrer Arbeit benutzten Braginsky,
Gorodetsky und Vyatchanin den Langevinansatz mit einem fluktuierenden Quell-
term in der Warmeleitungsgleichung. Die Losung des Temperaturfeldes in adiaba-
tischer Ndherung wurde genutzt, um die Phasendnderung des gaufiformigen Laser-
strahls bei der Reflexion am Schichtstapel zu berechnen.

Weiterhin wurde das thermorefraktive Rauschen fiir den Durchgang eines La-
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serstrahls durch ein zylinderférmiges Substrat endlicher Dicke H und unendlicher
radialer Ausdehnung berechnet. Braginsky und Vyatchanin [72] erhalten fiir ihren
Ansatz, der die Losung der allgemeinen Wirmeleitungsgleichung ohne adiabatische

Néherung umfaft,

ST () = kpT* 5_2H/Oo (L de . (4.27)
0

z 2
T K wrng + 52
2K

Analog zur nichtadiabatischen Behandlung des thermoelastischen Rauschens verrin-
gert die Beriicksichtigung der flieBenden Wiarmestrome auch die Hohe des thermore-
fraktiven Rauschens fiir kleine Frequenzen. Im adiabatischen Grenzfall vereinfacht
sich das Integral und man erhélt

4kpT? kf3* H 1

T (4.28)

SR (= 00) =
Auch dieses Ergebnis wurde aus dem Langevinansatz abgeleitet.

Spéter zeigte Levin, daff auch mit seinem Ansatz das thermorefraktive Rau-
schen zu berechnen ist [73]. In seiner Berechnung ist an den Stellen virtuell Entropie
in das System einzubringen, die vom Laserstrahl ausgelesen werden. Der Laserstrahl
besitze nach dem Auslesen des durchstrahlten Mediums eine effektive Phasenver-

schiebung von

Ap = Q;Az = 2% AT (Z,)q(T) d*z | (4.29)
wobei ¢(Z) die rdumliche Wichtung des Auslesens widerspiegelt. Nun bringt man
aber statt einer virtuellen Kraft die virtuelle Entropiedichte s(Z,t) = Fyq(Z) cos(wt)
in das System ein. Uber Gl. (6.17) wird die Dissipationsrate berechnet und mit
GL (4.17) folgt schlieBlich ein Ausdruck fiir das thermische Rauschen.

Die Behandlung thermorefraktiven Rauschens im Strahlteiler eines Interfero-
meters fithrt zum Effekt stehender Wellen. Da die im Interferometerarm hin- und
riicklaufende Welle eine feste Phasenbeziehung besitzt, sind stehende Wellen fiir
die Rauschberechnung zu beriicksichtigen. Dies geschah zuerst im Jahr 2009 durch
Benthem und Levin [74]. Sie berechneten ein thermorefraktives Positionsrauschen

von

_ 4kpT? kB* H'n+n' 1 . 2k*r2n

S(TR) - - :
W == ner i zp @ | T mEa 0+ @)

z

(4.30)
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wobei H' den vom Laserstrahl im Material zuriickgelegten Weg, k£ die Wellenzahl
im Medium und l, die thermische Weglénge nach Iy, = \/W beschreibt. Die
Groe n wird durch das Verhéltnis von grofler zu kleiner Halbachse des Strahlprofils
im Material beschrieben. Die kleine Halbachse ist dabei mit dem Strahlradius rq des

kreisformigen Profils aulerhalb des Strahlteilers identisch.

4.3.3. Thermooptisches Rauschen

Die vorigen Abschnitte haben gezeigt, dafl thermoelastisches und thermorefraktives
Rauschen als gemeinsame Ursache die Temperaturfluktuationen im Medium besit-
zen. Auf den vom Laserstrahl ausgelesenen optischen Weg nl wird so einmal iiber die
thermische Langenénderung Al = ol AT als auch iiber eine Anderung der Brechzahl
An = BAT Rauschen aufgeprigt. Diese gemeinsame Ursache ermoglicht eine Korre-
lation beider Mechanismen. Das entstehende Rauschspektrum wird dann thermoop-
tisches Rauschen genannt. Die Korrelation erlaubt bei einer geeigneten Materialwahl
ein effektiv geringeres Rauschen als die unkorrelierte Summe beider Anteile. Diese
Idee wurde unabhéngig voneinander von Gorodetsky [75] und Evans et al. [76] un-
tersucht. So erhalten Evans et al. am Beispiel eines Endspiegels fiir aLIGO einen um
den Faktor fiinf geringeren Beitrag des thermooptischen Rauschens, verglichen mit
der unkorrelierten Summe aus thermoelastischem und thermorefraktivem Rauschen.
Die Moglichkeit der vollstandigen Kompensation beider Teilprozesse besteht fiir den
Fall des thermooptischen Rauschens des Schichtstapels jedoch nicht. Korrekturen fiir
den Fall endlich ausgedehnter Testmassen finden sich in [62].

Die Behandlung thermooptischen Rauschens ist auch fiir das Substrat denkbar.
Allerdings ist in diesem Fall nur eine verschwindend geringe Korrelation zu erwarten.
Denn in Levins Schema bringt das thermoelastische Rauschen Wéarme v.a. an der
reflektierenden Oberfliche ein, wihrend der Wéarmeeintrag im thermorefraktiven

Fall homogen entlang der Zylinderachse erfolgt.



5. Rauschanalyse geplanter IGWDs

5.1. Advanced LIGO (aLIGO)

Die im vorigen Teil der Arbeit beschriebenen Rauschprozesse werden in diesem Ka-
pitel auf eine gegebene Detektorgeometrie angewandt. Als Vertreter der zweiten
Generation interferometrischer Gravitationswellendetektoren wird an dieser Stelle
alLIGO untersucht.

5.1.1. Substratmaterial

Wie die derzeit empfindlichsten Detektoren — LIGO, VIRGO und GEO600 — wird
auch aLIGO bei Raumtemperatur mit Fused Silica als Substratmaterial betrieben
werden. Dessen Eigenschaften sind durch vielfialtige Anwendungen gut untersucht
und in Tab. 5.1 zusammengefafit. So geniigen die optischen Eigenschaften den An-
spriichen an geringe Absorption und Streuung. Der amorphe Charakter von Fused
Silica fithrt durch die fehlende Fernordnung zu einer Abnahme der mittleren freien
Weglénge der Phononen und damit zu einer geringen Warmeleitfahigkeit. Daraus
resultiert das thermisch isolierende Verhalten. Zusammen mit dem — fiir amorphe
Materialien typisch — geringen thermischen Ausdehnungskoeffizienten sorgt dies fiir
ein geringes thermoelastisches und thermooptisches Substratrauschen. Auflerdem
belegen verschiedene Messungen den geringen mechanischen Verlust von Fused Sili-
ca bei Raumtemperatur [77], was in einem geringen Brownschen Substratrauschen
resultiert. Mit abnehmender Temperatur steigen jedoch die mechanischen Verluste.
Dieses Verhalten ist in Abb. 5.1 dargestellt und verhindert den Einsatz von Fused

Silica bei kryogenen Temperaturen.

5.1.2. Schichtmaterial und -geometrie

Die Reflektivitiat der Substrate wird durch Braggspiegel realisiert. Das dazu notwen-
dige dielektrische Schichtsystem ist aus alternierenden A/4-Schichten zweier dielek-

trischer Materialien mit unterschiedlicher Brechzahl aufgebaut. Das in der interfe-

42
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Dichte p 2200 kg m~3
Elastizitdtsmodul £ 72 GPa
Querkontraktionszahl o 0,17
Mechanischer Verlust ¢ 4-10710 [77]
spezifische Warme C, 746 Jkg 1 Kt
Wirmeleitfihigkeit x 1,38 Wm K™t
thermischer Ausdehnungskoeffizient a 5,1-107"K™!
Brechungsindex n 1,45 [74]
thermooptischer Parameter 3 8,5- 107K~ [74]

Tab. 5.1.: Materialeigenschaften von Fused Silica. Die Tabelle fa3t die fiir eine
Rauschanalyse relevanten Materialparameter bei Raumtemperatur Ty = 290 K zusammen.
Nicht referenzierte Parameter wurden aus der Arbeit von Fejer et al. [68] ibernommen.

o 172kHz |3
o0 bei 300 K |

-
o
o
%o
o}
o}
S
o

Mechanischer Verlust ¢
o

RN
S
4
o T

100
Temperatur T [K]

Abb. 5.1.: Temperaturabhingigkeit des mechanischen Verlustes in Fused Silica
[78]. Die Zunahme des mechanischen Verlustes bei tiefen Temperaturen fiithrt zu einem
erhohten Brownschen Rauschen bei tiefen Temperaturen. Als Substratmaterial kryogener
Detektoren ist Fused Silica deshalb ungeeignet.
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A2 <
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Abb. 5.2.: Schichtdesign der hochreflektierenden Schichtstapel in Gravitations-
wellendetektoren. Die Skizze veranschaulicht den Aufbau des Braggspiegels mit N = 3
hochbrechenden TagOs-Schichten. Auf das Substrat (Brechzahl ng) sind dabei abwech-
selnd A/4-Schichten hoch- und niedrigbrechender Materialien (ng, nz) abgeschieden. Die
abschliefilende Schicht der Dicke A/2 besteht aus dem niedrigbrechenden Schichtmaterial.
Die Brechzahl der Umgebung ist mit ng angegeben.

rometrischen Gravitationswellendetektion gebréduchlichste Schichtpaar besteht aus
Tantalpentoxid (TayO5) als hochbrechender und Siliziumdioxid (SiO2) als niedrig-
brechender Komponente. Dieses Schichtpaar wird auch in aLIGO Anwendung fin-
den. Der Schichtstapel wird durch ein sog. Cap, d. h. eine A/2-Schicht Siliziumdioxid
abgeschlossen. Abb. 5.2 verdeutlicht die Geometrie der geplanten Schichtstapel.

Eine Analyse in Bezug auf die Amplitudenreflektivitéit r eines Schichtstapels
mit /N hochbrechenden Tantalpentoxidschichten ergibt

11—z n? (ng N
r= , mit z = <—) . (5.1)

Dabei bezeichnet n; die Brechzahl der niedrighrechenden Komponente und ny die
der hochbrechenden. Die Brechzahlen der verwendeten Schichtmaterialien sind zu-
sammen mit anderen Eigenschaften in Tab. 5.2 angegeben. Dort stellt der mechani-
sche Verlust von TayOs5 den reduzierten Wert unter Zugabe von TiOy dar [79-81]. In
dieser Form soll das Schichtmaterial in zukiinftigen Detektoren zum Einsatz kom-
men. Der thermooptische Parameter fiir die SiO,-Schicht wurde mit dem Wert fiir
makroskopische Fused Silica-Proben aus [82] angendhert. Einen weiteren Anhalts-
punkt fiir die Festsetzung der Materialparameter liefert die Recherche aus [83].
Tantalpentoxid- und Siliziumdioxidschichten bilden eine amorphe Struktur und
besitzen relativ geringe mechanische Giiten. Mit strukturellen Schichtverlusten von
PTay0, = 2 - 107 und ¢hsi0, = 4 - 107 triigt vor allem das Tantalpentoxid maBgeblich

zum Brownschen Schichtrauschen bei.
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Ta205 SIOQ

Elastizitdtsmodul F [GPa] 140 72
Querkontraktion o 0,23 0,17
Dichte p [kg/m?| 6850 2200
Mechanischer Verlust ¢ [79] 2-107* 4-107°
spezifische Wirme C), [Jkg ! K] 306 746
thermischer Ausdehnungskoeffizient o [K™!] 3,6-107° 5,1-1077
Wirmeleitfihigkeit £ [Wm™ K] [83] 0,6 0,5
thermooptischer Parameter 8 = dn/dT [K™!] 8-107° [84] 85107 [82]
Brechungsindex n 2,03 1,45
Dicke einer A\/4-Schicht [nm]

@ 1064 nm 130,7 183.,4

Tab. 5.2.: Materialeigenschaften amorpher Schichten bei Raumtemperatur. In
obiger Tabelle sind die in der folgenden Rauschanalyse verwendeten Materialparameter
fir Raumtemperatur Ty = 290 K zusammengefaft. Daten ohne Referenz stammen aus der
Arbeit von Fejer [68].

5.1.3. Geometrische und optische Parameter

Da die Designphase fiir aLIGO abgeschlossen ist, stehen die optischen und geome-
trischen Parameter des Detektors fest. Sie sind in Tab. 5.3 zusammengefaf3t. Der
Strahldurchmesser am Strahlteiler wurde mit dem des Einkoppelspiegels gleichge-
setzt. Die rdumliche Ndhe zwischen beiden Bauteilen erlaubt dieses Vorgehen. Die
angegebenen Transmissionsgrade 7' entsprechen den Vorgaben aus der Designstu-
die. Ein Uberschlag mit GI. (5.1) und den Materialparametern aus Tab. 5.2 ergibt
die Anzahl der Schichtpaare N, die dieser Vorgabe am néchsten kommt. Fiir den
Strahlteiler kann mit zwei Schichtpaaren (N = 2) eine nahezu symmetrische Teilung

der Strahlintensitét erfolgen.

5.1.4. Rauschanalyse

Ausgehend vom Laser trifft der Laserstrahl zunéchst auf den Strahlteiler, wird ge-
teilt und passiert den Einkoppelspiegel. Nach mehreren Umlédufen im Armresonator
verlait das Laserlicht diesen erneut durch den Einkoppelspiegel. Am Strahlteiler
schliefllich iiberlagern sich beide Teilstrahlen. Eine Rauschanalyse des Detektors
bedingt nun die Beriicksichtigung aller Effekte, die einen Phasenunterschied zwi-
schen den beiden Interferometerarmen verursachen. In obiger Reihenfolge erfiillt
der Strahlteiler als erstes Element diese Bedingung. Neben der Bewegung der re-
flektierenden Oberfliche durchlauft ein Teilstrahl das Substrat des Strahlteilers und
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Endspiegel Einkoppel- Strahlteiler
(ETM) spiegel (BS)
(ITM)

Transmissionsgrad T’ 5,0 ppm [76] 1,4 % [76] 50 %
Anzahl Schichtpaare N 19 [76] 8 [76] 2
Radius [cm] [85] 17 17 37
Hoéhe [cm] [85] 20 20 6
Strahlradius w [cm)] 6,20 [85] 5,55 [85] 5,55
Material [85] Fused Silica Fused Silica ~ Fused Silica
Temperatur [K] 290 290 290

Tab. 5.3.: Optische und geometrische Parameter fiir aLIGO. Aus den gegebenen
Werten folgt eine Finesse von F = 450. Der Detektor soll bei einer Wellenléinge von
A = 1064 nm und mit einer Resonatorlédnge von L = 3995 m betrieben werden.

unterliegt damit dem thermorefraktiven Rauschen. Auch der aus dem Interferome-
terarm riicklaufende Strahl erfahrt dieses Rauschen. Der beschriebene Effekt wurde
mit Gl. (4.30) berechnet. Ahnlich verhélt es sich mit dem Substrat des Einkoppel-
spiegels. Auch hier kommt GIl. (4.30) zur Anwendung; allerdings fiir senkrechten
Einfall, d.h. n = 1.

Fiir die Untersuchung der Resonatorspiegel wurde das Brownsche Rauschen
fir das Substrat [59] und den Schichtstapel [62] beriicksichtigt. Das thermooptische
Rauschen des Braggspiegels wurde in Anlehung an [76] berechnet. Das thermisch
isolierende Verhalten von Fused Silica als Substratmaterial sorgt dafiir, daf§ der Ein-
flufl der Randbedingungen auf das durch den Laserstrahl ausgelesene Probeninnere
fiir thermoelastisches und thermorefraktives Rauschen vernachléssighar ist. Deshalb
kommt hier die adiabatische Theorie von Liu und Thorne [59] zum Einsatz.

Die Rauschamplitudenspektren des Einkoppel- und Endspiegels als Maf} fiir
die erreichbare Empfindlichkeit sind in Abb. 5.3 dargestellt. Das thermorefraktive
Substratrauschen des Einkoppelspiegels liegt aulerhalb des Armresonators und geht
entsprechend abgeschwiicht in die Gesamtbilanz ein. Eigene Arbeiten [86] zeigen
einen Abschwichungsfaktor von 7/(2F). Dieser Faktor findet ebenfalls Eingang in
die Auswertung des Rauschspektrums des Strahlteilers.

Als Vergleichsgrofie wurde das Standardquantenlimit des Detektors herangezo-
gen. Aufgrund der Verwendung von Armresonatoren ist das Leistungspektrum aus
Gl. (3.4) noch mit dem Faktor zwei zu multiplizieren. Im Ergebnis der Rauschanalyse
erkennt man die Dominanz des Brownschen Rauschens des Schichtstapels iiber dem
potentiellen Detektionsbereich. Sowohl fiir den Einkoppel- als auch fiir den End-

spiegel, die das Gesamtrauschen des Detektors mafigeblich beeinflussen, liegt das
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Abb. 5.3.: Berechnetes Rauschamplitudenspektrum fiir den Einkoppel- und
Endspiegel von aLIGO. Beide Spiegel werden vom Brownschen Rauschen der Beschich-
tung dominiert und iibertreffen sogar das Standardquantenlimit fiir Frequenzen = 200 Hz.
Weitere Erlduterungen siehe Text.

Brownsche Schichtrauschen {iber den restlichen Rauschprozessen. Oberhalb einer
Frequenz von ca. 200 Hz {ibertrifft es sogar das Standardquantenlimit des Detektors
und begrenzt damit dessen Empfindlichkeit. Daran schlie8t sich fiir den Einkoppel-
spiegel das Brownsche Substratrauschen und fiir den Endspiegel das thermooptische
Rauschen der Schicht als zweitstérkster Rauschprozef an.

Im folgenden wird die Rauschanalyse des Strahlteilers durchgefiihrt. Im Unter-
schied zu den Resonatorspiegeln trifft das Licht hier unter einem Winkel von 45° auf
die optische Oberfliche. In Abb. 5.4 ist der Effekt einer Verschiebung der Strahltei-
leroberfliche abgebildet. Dennoch kénnen die bekannten Rauschformeln, die die Be-
wegung der Spiegeloberfliche beschreiben, mit einer Normierung weiterhin verwen-
det werden. Fiir diese Normierung interessiert der Einflul der Strahlteilerverschie-
bung auf die Phasendifferenz der aus den Armen kommenden Teilstrahlen. In erster

Ordnung kann der Einfluf§ der Auslenkung D auf den Phasenunterschied in Arm 1

A 1
AL

Abb. 5.4: Auswirkung einer Verschiebung
des Strahlteilers auf den Strahlengang im
Detektor. Die Ruheposition des Strahlteilers
ist grau und der Strahlengang in dieser Ruhepo-
2 sition grau gestrichelt gezeichnet. Der verscho-
bene Strahlteiler ist schwarz und der zugehorige

Strahlengang als durchgehende rote Linie darge-
D stellt.

A\ 4
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Abb. 5.5.: Berechnetes Rauschamplitudenspektrum fiir den zur Verwendung
in aLIGO vorgeschlagenen Strahlteiler und Empfindlichkeit des Detektors hin-
sichtlich der Detektion einer Gravitationswelle. Das Rauschspektrum des Strahltei-
lers in (a) ist bereits fiir einen direkten Vergleich mit den Resonatoroptiken gewichtet. Fiir
die Abschétzung der Detektorempfindlichkeit in (b) dienten allein die thermischen Rausch-
prozesse der Resonatorspiegel und des Strahlteilers. Ihr lag ein Signal-Rausch-Verhéltnis
von 1 zugrunde. Das Standardquantenlimit des Interferometers ist als graue Linie gezeigt.
Oberhalb einer Frequenz von 50 Hz kann das thermische Rauschen die Empfindlichkeit des
Detektors verringern.

vernachlassigt werden. Dafl die Armlénge grof§ gegen die Auslenkung D ist, recht-
fertigt diese Ndaherung. Der Interferometerarm 2 erfahrt allerdings eine Verkiirzung
des Weges und damit eine Phaseninderung im reflektierten Licht. Die Anderung der
Armlénge betrigt AL = /2D. Damit sind alle Mechanismen, die zu einem Bewe-
gungsrauschen der Oberfliche fithren, in ihrem Amplitudenspektrum um den Faktor
V2 erhoht.

Das elliptische Strahlprofil auf dem Strahlteiler wird in dieser Arbeit als kreis-
formig angenéhert. Fiir eine Abschétzung nach oben dient dabei die kleine Halbach-
se als Strahlradius. Dies erlaubt die Nutzung der in den Grundlagen behandelten
Gleichungen. Allein fiir das thermorefraktive Rauschen des Strahlteilers findet eine
analytische Losung [74] Anwendung, die das elliptische Strahlprofil beriicksichtigt.
Da der Stahlteiler auflerhalb der Armresonatoren liegt, findet auBlerdem eine Ver-
ringerung der Rauschamplitude um den Faktor 7 /(2F) statt. Die Ergebnisse dieser
Analyse sind in Abb. 5.5(a) gezeigt.

Auch fiir den Strahlteiler wird die Dominanz des Brownschen Rauschens der
Beschichtung deutlich. Die Position des Strahlteilers auerhalb des Resonators sorgt
jedoch dafiir, dafl das Standardquantenlimit iiber eine Groflenordnung iiber dem

Rauschen des Strahlteilers liegt. Damit ist der Rauscheinflufl des Strahlteilers fiir
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alLIGO vernachlassigbar gering. Eventuelle Antireflexbeschichtungen auf der Riick-
seite des Strahlteilers blieben in obiger Analyse unberiicksichtigt. Bedingt durch die
geringe Dicke des Strahlteilers tragen auch diese zum Rauschen der reflektieren-
den Oberfliche bei. Dennoch wird die Empfindlichkeit des Detektors dadurch nicht
begrenzt.

Im Vergleich zum Strahlteiler besitzt der Einkoppelspiegel eine um den Faktor
50 erhohte Rauschamplitude. Der Endspiegel — bedingt durch den hoheren Schicht-
stapel — besitzt eine nochmals um 50 % erhohte Rauschamplitude. In der gewichteten
Summe aller drei Elemente dominiert daher der Endspiegel das gesamte Rausch-
spektrum. Eine Optimierung des gesamten Detektors setzt damit v.a. eine Verrin-
gerung des Brownschen Schichtrauschens des Endspiegels voraus. In Abb. 5.5(b) ist
die unabhéngige Summe aller Rauschmechanismen gebildet. Hierbei ist zu beach-
ten, daBl das Positionsrauschen der Resonatorspiegel in beiden Armen auftritt. Die
entsprechende Rauschleistung ist also zu verdoppeln, um einen Vergleich mit dem

Strahlteilerrauschen zu ermaglichen. Uber

VE() = TVE) 52

wurde das Positionsrauschen auf die Minimalamplitude einer detektierbaren Gravi-

tationswelle h umgerechnet.

5.2. Einstein Telescope

Derzeit ist das Einstein Telescope (ET) als erster Vertreter eines Gravitationswel-
lendetektors dritter Generation in Planung. Im Vergleich zu aLIGO soll die Emp-
findlichkeit dabei um eine Gréflenordnung erhcht werden. Aufbauend auf der De-
tektorgeometrie von alLIGO sind dazu mehrere Schritte notwendig. Besonders das
Brownsche Rauschen der Schichtstapel ist hierbei zu minimieren.

Alle behandelten thermischen Rauschprozesse verhalten sich invers zum Strahl-
radius 7. So besteht eine offensichtliche Anderung fiir das Einstein Telescope in einer
Erhchung von 5. Um gleichzeitig die Beugungsverluste unveréndert zu lassen, mufl
damit auch eine Erh6hung des Substratradius einhergehen.

Ebenfalls findet die Substrattemperatur Eingang in das thermische Rauschen.
Eine Verringerung der Temperatur kann somit den Rauschpegel senken. Behilt
man jedoch Fused Silica als Substratmaterial bei, fiihren dessen wachsende Ver-
luste bei tiefen Temperaturen zu einem Anstieg des Brownschen Substratrauschens

und {ibertreffen sogar das Brownsche Rauschen der Schicht. An dieser Stelle ist die
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Verwendung eines alternativen Substratmaterials zu erwdgen. Besonders eignen sich
hierzu kristalline, dielektrische Materialien mit einer moglichst geringen Konzentra-
tion an Verunreinigungen, da diese i. a. geringe mechanische Verluste auch bei tiefen
Temperaturen zeigen. In dieser Hinsicht sind Silizium, Saphir und Calciumfluorid
als die aussichtsreichsten Kandidaten zu nennen [87,88]. Durch die Halbleiterindu-
strie getrieben ist Silizium relativ rein und in groflen Abmessungen als Einkristall
verfiigbar. Auch die Politur gestaltet sich fiir Silizium einfacher als fiir das harte
Saphir. Aus diesen Griinden schléigt die Designstudie fiir das Einstein Telescope Si-
lizium als Substratmaterial vor. Die Forderung nach geringer optischer Absorption
ist fiir Silizium bei einer Wellenldnge von 1064 nm jedoch nicht gegeben. Ein Wechsel
zu einer grofleren Wellenldnge weg von der fundamentalen Bandkante im Silizium
kann in dieser Hinsicht Abhilfe schaffen. Vorgeschlagen wird der Betrieb von Erbi-
umlasern bei 1550 nm. Diese sind, von der Telekommunikation getrieben, mit hohen
Leistungen verfiighar. Eine detaillierte Abschitzung des thermischen Rauschens fiir
die Verwendung genannter Substratmaterialien findet sich in [4].

Die verbleibende optische Absorption des Laserlichts im Material verursacht
einen Warmeeintrag. Da der Warmetransport durch Strahlung bei tiefen Tempera-
turen ineffizient ist und Konvektion durch das die Substrate umgebende Vakuum
ausgeschlossen ist, muf die eingebrachte Wérme allein durch Warmeleitung iiber die
Aufthéngung entzogen werden. Gleichzeitig diirfen die Aufhdngungsfasern nicht zu
dick werden, um das thermische Rauschen der Aufthéingung nicht zu sehr zu erhchen.
Im Ergebnis dieser Optimierung stellt sich heraus, daf§ das im Armresonator um-
laufende Laserlicht fiir gekiihlte Substrate weit unterhalb der 830kW von aLLIGO
liegen muBl. Damit einher geht jedoch wiederum ein erhohtes Schrotrauschen.

In der Konsequenz sieht die Designstudie zum Einstein Telescope die Reali-
sierung zweier unabhéngiger Detektoren vor. Im sog. Xylophonaufbau [48] existiert
ein Detektor fiir niedrige Frequenzen (ET-LF) mit geringerer optischer Leistung
in den Armresonatoren als auch ein Detektor fiir hohe Frequenzen (ET-HF). Fiir
den letztgenannten sind optische Leistungen von 3 MW und Fused Silica als Sub-
stratmaterial vorgesehen. Die Spiegel sollen dabei mit einem Laserstrahl hoherer
transversaler Ordnung ausgelesen werden. Genaue Werte des geplanten Designs fiir
beide Detektoren finden sich in [48].

5.3. Thermorefraktives Rauschen endlicher Substrate

Im Einstein Telescope sollen kristalline Materialien bei kryogenen Temperaturen als

Substratmaterialien zum Einsatz kommen. Durch die im Vergleich zu Raumtempe-
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ratur erhohte Warmeleitfahigkeit « und die verringerte Warmekapazitit C' dndert
sich damit auch die thermische Wegléange ry,, iber die Warme effektiv transportiert

werden kann. Fiir einen periodischen Wéarmeeintrag der Kreisfrequenz w gilt

K

(5.3)

Tth = _pr

mit der Dichte p des Materials. Das Verhalten der thermischen Weglénge iiber der
Temperatur ist fiir Silizium und Saphir als Materialkandidaten fiir kryogene Substra-
te sowie fiir Fused Silica in Abb. 5.6 dargestellt. Fiir Silizium und Saphir wéchst die
thermische Weglidnge bei Temperaturen um 10 K auf etwa 1 m. Damit wechselwirkt
die virtuell eingebrachte Warme mit der Oberfliche des Substrates. Die Substrat-
oberfliche kann in einer Analyse thermorefraktiven Rauschens des Einkoppelspiegels
dann nicht mehr vernachléssigt werden. Die Untersuchung dieses Effektes erfolgte

erstmals im Rahmen vorliegender Arbeit und ist im folgenden dargestellt.

Abb. 5.6: Temperaturabhingigkeit der
[£= 1Hz]; thermischen Weglénge nach Gl. (5.3).
Kristalline Materialien wie Silizium oder Sa-
phir zeigen wachsende Wegléngen bei einer
Temperaturabnahme. Bei Temperaturen um
10K ergeben sich Wegléngen von bis zu 1 m.
Fused Silica zeigt ebenfalls eine Zunahme der
Weglange bei sinkender Temperatur. Um 5 K
Fused Silica ist die thermische Weglinge mit 5 mm um
0 160 260 300 mehr als zwei Groflenordnungen kleiner als
Temperatur T [K] in kristallinen Materialien.

Silizum

Thermische Weglange r, [m]
5 3

5.3.1. Levins Theorem und virtuelle Entropie

Die Analyse des thermorefraktiven Substratrauschens erfolgt mit Levins Theorem.
Notwendige Voraussetzung fiir dessen Anwendung ist die Kenntnis der aufgepréagten
Phasenverschiebung d¢ bei einer einfachen Transmission des Laserstrahls. Die Ursa-
che dafiir ist in den thermischen Temperaturfluktuationen 67" zu finden. Sie fithren
tiber den thermooptischen Parameter 5 = dn/dT zu einer Anderung der Brech-
zahl und somit zu einer Phasenverschiebung. Entsprechend Abb. 5.7 ergibt sich die

Phasenverschiebung aus der Integration iiber das Substratvolumen V' zu

! / B(To)0T () exp ( >dV (5.4)

By mrd

mit der gemittelten Substrattemperatur 7 und dem Strahlradius ry. Nach Levins
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Akr

2R
2r0’ Abb. 5.7: Transmission eines La-

serstrahls durch das Substrat. Der
T l :Z von links einfallende Laserstrahl (Ra-

dius 79) durchlduft das Substrat (Hohe
H, Radius R) entlang der z-Richtung
des zylindrischen Koordinatensystems.

Ansatz erfolgt nun ein virtueller periodischer Eintrag von Entropie in das Substrat.
Die Ortsabhéngigkeit der Entropiedichte s kann aus Gl. (5.4) abgelesen werden und

lautet

(711) = Fycos(it) 2 exp (=1 (55)
s(r,t) = Fycos(wt)—s exp | —— .
0 ra P re
mit der frei wiahlbaren Konstanten Fy. Die Entropiednderung im Substrat hat einen
Wiérmeflufl zur Folge, der zu Dissipation im System fiihrt. Nach Levins Theorem ist

die Rauschleistung

8kpTi Wdiss
S:(w) = =5~ 2 (5.6)

iiber die zeitlich gemittelte dissipierte Leistung Wy;ss zugénglich. Dabei wurde die
Phasenfluktuation auf eine effektive Verschiebung der Oberfliche z umgerechnet.

Die Berechnung der dissipierten Leistung setzt nach [89]

1
. — — 2 .
”dlss—ZTO//f(Cj> dV (57)

jedoch die Kenntnis des stationdren Temperaturfeldes im Substrat voraus.

5.3.2. L6ésung der Warmeleitungsgleichung

Das stationdre Temperaturfeld gehorcht der Warmeleitungsgleichung, in der die vir-

tuell eingebrachte Entropie einen Quellterm bildet
pCT(F,t) — kAT(F,t) = T(7,t)5(7, 1) . (5.8)

In der Ndherung kleiner Temperaturschwankungen 07 < Ty kann das Temperatur-
feld T'(7, t) auf der rechten Seite obiger Gleichung durch den konstanten Mittelwert

Ty ersetzt werden. Dieses Vorgehen erleichtert die Losung der Warmeleitungsglei-
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chung erheblich. Weiterhin verschwindet der Wérmetransport durch die Substrat-

oberfliche, so dafl adiabatische Randbedingungen angenommen werden konnen

O_T
0z

T

2=0,H 67‘

=0. (5.9)

Mit dieser Annahme wird die Wirmestrahlung vernachlassigt. Eine Rechtfertigung
fir diese Annahme findet sich in [90]. Dort ist gezeigt, dal der Effekt der Wérme-
strahlung bei kryogenen Temperaturen gegeniiber der Warmeleitung im Substrat
um sechs Gréflenordnungen geringer ist.

Uber eine zeitliche und 6rtliche Fouriertransformation kann obige Wirmelei-
tungsgleichung mit adiabatischen Randbedingungen gelost werden. Die benutzten

Basisfunktionen sind am Temperaturfeld verdeutlicht

oo o0

T(r,2) => Y T Jolknr) cos(l2) . (5.10)
n=0 m=0
Hierbei stellt Jy die Besselfunktion erster Art und nullter Ordnung dar. Die Grofien

k, und [,, gehorchen den Beziehungen

a T
k, ==, Ly =m— 5.11

R "H (5:11)

mit den Nullstellen a,, der Besselfunktion erster Ordnung J;(a,) = 0. Die detaillierte

Rechnung ist von Heinert et al. in [90] gezeigt. Vorliegende Arbeit charakterisiert

erstmals die thermorefraktive Rauschleistung unter Beriicksichtigung einer endlichen

Substratausdehnung als

16 HR? 53? N K2 K?
S.(w) = —kpTy— 207 S (5.12)
@ ro prC7 i [Jolan)]” w? + ezkn
mit
1 R2
K, = / Jo(a,C) exp <—T—2 2) ¢d¢ . (5.13)
0 0

5.3.3. Vergleich mit fritheren Theorien und FE-Rechnungen

Das Ergebnis fiir das thermorefraktive Rauschen endlicher Substrate wird in diesem
Abschnitt mit dlteren Theorien und einer numerischen Berechnung verglichen. Als
Grundlage dafiir wird eine potentielle Detektorgeometrie fiir ET mit einem Radius

von R = 25cm und H = 46 cm und einem Strahlradius von wy = v/2r¢ = 90 mm
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Abb. 5.8: Thermorefraktives Rauschen
in Silizium bei 10K nach Gl (5.12). Im
Vergleich zur adiabatischen Theorie fithrt die
endliche Ausdehnung der Substrate zu ei-
ner deutlichen Verringerung des Rauschens
fir Frequenzen f < 1000Hz. Auch das Mo-
dell einer unendlichen Scheibe [72] liefert
fir Frequenzen unter 100 Hz zu hohe Wer-
te. Zusétzlich bestétigt eine Berechnung des
Rauschens mittels finiter Elemente die ent-
wickelte Theorie. Allen Berechnungen lag eine
Geometrie von 500 mm x 460 mm zugrun-

de.

gewdahlt. Das thermorefraktive Rauschen eines Siliziumsubstrates bei T = 10K ist
in Abb. 5.8 gezeigt. Als konservative Abschitzung liegt der Rechnung ein thermo-
optischer Parameter von 8 = 1- 1079 K~! zugrunde. Die iibrigen Materialparameter
wurden aus [86] iibernommen.

Fiir niedrige Frequenzen zeigt das thermorefraktive Rauschen ein konstantes
Niveau. In diesem Bereich wird das thermische Gleichgewicht im Substrat erreicht.
Dabei verhindern die adiabatischen Randbedingungen eine weitere Zunahme des
Rauschens bei einer Frequenzverringerung. Bei einer Frequenz nahe 100 Hz erreicht
die thermische Weglidnge die Groflenordnung des Substratradius. Fiir hohere Fre-
quenzen gelangt die virtuell eingebrachte Warme effektiv nicht mehr an die Sub-
stratoberfliche. Oberhalb dieser Frequenz ergibt sich deshalb eine Ubereinstimmung
mit dem Modell der unendlich ausgedehnten Scheibe [72]. In beiden Modellen wird
die stationédre Temperaturverteilung unter Beriicksichtigung der flieBenden Wiér-
mestrome ermittelt. Das adiabatische Modell hingegen vernachléssigt den Einflufl
der Wirmestrome und zeigt damit eine 1/ f-Abhéngigkeit in der Rauschamplitude.
Das in vorliegender Arbeit entwickelte Modell stimmt fiir Frequenzen oberhalb von
1000 Hz mit dem adiabatischen Grenzfall iiberein.

Zusitzlich wurde die Wéarmeleitungsgleichung, Gl. (5.8), numerisch mit der
Methode finiter Elemente gelost. Zum FEinsatz kam dabei die Software COMSOL
[91]. Die fiir das Siliziumsubstrat numerisch ermittelten Rauschwerte stimmen mit
Abweichungen unter 1 % mit den analytischen Werten iiberein und bestétigen damit
die analytische Herleitung.

Auch fiir Saphir ergibt sich ein dhnliches Verhalten. Bei gleichen Geometriepa-
rametern und einer Substrattemperatur von 10 K erhélt man das in Abb. 5.9 gezeigte
Verhalten. Der thermooptische Parameter bei 10 K wurde mit der Melempfindlich-
keit der Anordnung aus [92] mit 3 = 91078 K~! angenommen. Die {ibrigen Werte



5. Rauschanalyse geplanter IGWDs 55

10-19

z

Rauschamplitude ¥S_ [m/Hz"?]

10%°¢ 1
~~~~~~ adiabatisch
----un?_ndlichde S:t;ei.t?e Abb. 5.9: Thermorefraktives Rau-
107 vorlegende Abe | schen eines Saphirsubstrates bei
10° 10 10° 10° 10° 10K nach Gl. (5.12). Bildunterschrift
Frequenz f [Hz] analog zu Abb. 5.8.

stammen aus [86]. Im Vergleich zu Silizium zeigt Saphir aufgrund des kleineren
thermooptischen Parameters ein geringeres thermorefraktives Rauschen im Detekti-
onsband. Durch die erhchte thermische Weglénge weicht das Modell der unendlichen

Scheibe hier bereits fiir Frequenzen f < 200 Hz von vorliegender Theorie ab.

5.3.4. Anwendung auf die ET-Geometrie

Mit der entwickelten Theorie soll nachfolgend das thermorefraktive Rauschen des
Einkoppelspiegels fiir ET-LF berechnet werden. Ein Vergleich mit dem Standard-
quantenlimit im Detektor erlaubt eine Bewertung thermorefraktiven Rauschens hin-
sichtlich der Beschriankung der Detektorempfindlichkeit. Hier mufy wiederum beriick-
sichtigt werden, dafl der Einkoppelspiegel als Rauschquelle auflerhalb des Armre-
sonators liegt. Dies hat eine Abschwichung der Rauschamplitude mit dem Faktor
7/(2F) zur Folge. Die Beriicksichtigung beider Interferometerarme mit ihrem unkor-
relierten Rauschen fithrt auflerdem zu einer Erhohung der Rauschamplitude mit dem
Faktor v/2. Das mit einer geplanten Finesse von F = 885 verbundene thermorefrak-
tive Rauschen ist in Abb. 5.10 fiir Silizium- und Saphirsubstrate und verschiedene
Substrattemperaturen gezeigt.

Fiir eine Minimierung aller Rauschmechanismen bietet sich grundsétzlich die
Verwendung moglichst geringer Temperaturen an. In einem realen Detektor mufl
jedoch die durch die umlaufende Strahlung absorbierte Warme aus den Testmassen
abgefiihrt werden. Dazu werden kurze Aufhdngungsfasern mit grofem Querschnitt
benotigt, die Warme effektiv transportieren kénnen. Eine rauscharme Aufhingung
muf} andererseits eine grofle Lange und eine hohe mechanische Spannung, also einen
kleinen Querschnitt besitzen (s. Gl. (4.20)). Vor diesem Hintergrund scheint eine
Substrattemperatur unterhalb 10 K schwer realisierbar zu sein. Fiir Siliziumtestmas-
sen bei 10 K liegt fiir Frequenzen iiber 500 Hz das thermorefraktive Rauschen nur um

den Faktor zwei unterhalb des Standardquantenlimits. Sollte jenes weiter gesenkt
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Abb. 5.10.: Thermorefraktives Rauschen von Silizium- und Saphirsubstraten.
Die Ergebnisse gelten fiir zylindrische Substrate () 500 mm x 460 mm) und zeigen eben-
falls die Temperaturabhingigkeit des thermorefraktiven Rauschens. Warmeleitfahigkeit
und spezifische Wirme wurden aus [93] entnommen. Der thermooptische Parameter fiir
Silizium stammt aus [94] und fiir den ordentlichen Strahl im Saphir aus [92,95].

werden, ist eine Begrenzung der Detektorempfindlichkeit durch das thermorefrakti-
ve Rauschen des Einkoppelspiegels zu erwarten. Fiir steigende Temperaturen zeigt
sich eine Abnahme der Grenzfrequenz fiir den konstanten Bereich. Oberhalb von
50K wird das thermorefraktive Rauschen ndherungsweise temperaturunabhéngig
und folgt im Frequenzverlauf den Vorhersagen der adiabatischen Theorie. Es liegt
mit dem Faktor drei unter dem Standardquantenlimit.

Hinsichtlich des thermorefraktiven Rauschens des I'TM bei tiefen Temperatu-
ren ist Saphir jedoch vorzuziehen. Uber dem untersuchten Temperaturbereich von
10K bis 300K liegt sein thermorefraktives Rauschen mindestens eine Gréfenord-
nung under dem Standardquantenlimit.

Die fiir ET-LF geplanten Siliziumsubstrate liegen mit ihrem thermorefrakti-
ven Rauschen unter dem Standardquantenlimit und werden die Empfindlichkeit des
Detektors deshalb nicht beeinflussen. Jedoch besitzt die Finesse des Armresonators
einen entscheidenden Einflufl auf die Wichtung im Vergleich mit Rauschprozessen
im Resonator. Fiir Anwendungen mit geringerer Finesse ist deshalb eine Beein-
flussung durch thermorefraktives Rauschen zu erwarten. Bei niedrigen Frequenzen,
tiefen Temperaturen und kristallinen Materialien verursacht die adiabatische Rand-
bedingung an der Substratoberfldche ein konstantes Rauschniveau. Dort liegt das
Rauschen unterhalb der Vorhersagen durch frithere Theorien unendlich ausgedehnter
Substrate.



5. Rauschanalyse geplanter IGWDs o7

IT™ ETM Abb. 5.11: Khalilikavitdt und Khalili-

etalon. Die Abbildung zeigt den einfachen
= Armresonator mit zwei Spiegeln (ITM und

ETM). Ersetzt man den Endspiegel (ETM)

IT™ IEM EEM durch eine Kavitit (IEM und EEM), gelangt

man zur Khalilikavitdt. Diese ist in der mitt-

"—’—Hﬂ leren Abbildung dargestellt. Ein Khalilietalon
(KE) zeichnet sich ebenfalls durch eine Auftei-

™ KE lung der reflektierenden Schichten aus. Aller-

dings geschieht dies, wie die untere Abbildung
H verdeutlicht, auf der Vorder- und Riickseite
desselben Substrates.

5.4. Minimierung Brownschen Schichtrauschens

Die in diesem Kapitel untersuchten Detektoren sind in Bezug auf thermisches Rau-
schen mafgeblich durch das Brownsche Rauschen der dielektrischen Schichten —
insbesondere des Tantalpentoxids — begrenzt. Der Grund dafiir ist in der amorphen
Struktur und dem damit einhergehenden hohen mechanischen Verlust zu sehen. Ne-
ben der Vergroflerung des Strahlradius existieren weitere grundlegende Ansétze zur
Minimierung Brownschen Schichtrauschens. Diese bediirfen jedoch weiterer Unter-
suchungen, um eine Anwendung auch technologisch sicherzustellen und wurden in

der Designstudie zum Einstein Telescope deshalb nicht beriicksichtigt.

5.4.1. Khalilikavitat

Ein Ansatz zur Verringerung des Schichtrauschens besteht in der Ersetzung des
Endspiegels durch eine antiresonante Kavitdt. Die nach Khalili [5] vorgeschlagene
Konfiguration weist fiir die antiresonante Kavitit einen Einkoppelspiegel mit gerin-
gerer Reflektivitat und geringerer Anzahl dielektrischer Schichten auf. Der Endspie-
gel der Khalilikavitéat besitzt dhnlich dem urspriinglichen Endspiegel eine nahezu
ideale Reflektivitat. Durch die verringerte Lichtintensitédt in der Khalilikavitdt hat
eine Rauschbewegung des hinteren Spiegels nur eine geringe Phasenverschiebung des
reflektierten Lichts zur Folge. Hauptséachlich bestimmt der vordere Spiegel mit seiner
geringen Anzahl dielektrischer Schichten das Rauschen. Effektiv wird also eine hohe
Reflektivitat mit geringem Rauschen realisiert. Die Geometrie der Khalilikavitét ist
in Abb. 5.11 gezeigt.

Eine detaillierte Berechnung bedient sich wiederum des Fluktuations-Dissipa-
tions-Theorems nach Levin. Dazu mufl zundchst der Phasenunterschied bei einer

Positionsénderung der beiden Spiegel bekannt sein. Fiir das von der Khalilikavitét



5. Rauschanalyse geplanter IGWDs 58

reflektierte Licht ergibt sich ein Reflexionskoeffizient von (siehe z. B. [96])

2i0
r= eﬁ%a% : 0 = kon(zy — 1) , (5.14)
wobei z; und zy die Positionen von IEM und EEM darstellen. kg symbolisiert die
Wellenzahl des Laserlichts im Vakuum und n die Brechzahl des Mediums zwischen
den Spiegeln. Im Falle der Khalilikavitdt wird der Raum zwischen den Spiegeln
evakuiert, so dafl dafiir n = 1 gesetzt werden kann. Der erste Term beschreibt allein
die Phasenénderung durch Verschiebung des Spiegels IEM, wihrend der zweite Teil
den Reflexionskoeffizienten der Kavitéit bei verdnderlicher Léinge darstellt.
Der Einflul von Positionséinderungen Az; und Az, beider Spiegel kann aus
der Taylorentwicklung um die Antiresonanz (exp[2if] = —1 und z; = 0) abgelesen

werden. Diese lautet

7”1—|—’T’2
r=
14+m7irg

+ 211{?0 (élAzl + éQAZQ) (515)

mit

~ rtre nry(1 —r?) _ nrp(l—r7)

€1 = R = .
! 1—|—7"17’2 (1—{—7“17"2)2 2 (1‘|‘7’17“2)2

(5.16)

Fiir die Anwendung in der Gravitationswellendetektion interessiert der Fall eines
hochreflektierenden Spiegels EEM (o = 1). In dieser Ndherung kleiner Auslenkun-

gen ergibt sich eine Phasenverschiebung des reflektierten Strahls von

AQO = 2]{50 [elAzl + GQAZQ] (517)
mit
1-— 1 1-— 1
=1- = . 5.18
“ nl—i—rl ’ “ n1+r1 (5.18)

Die Koeffizienten e; bestimmen damit den Einflufl der Bewegungen der Oberfléche
auf das Phasenrauschen des reflektierten Strahls. Entsprechend Levins Ansatz miis-
sen zur Ermittlung des Brownschen Rauschens auch die auf die Spiegel aufgebrachten
virtuellen Driicke mit den Parametern e; gewichtet werden. An zwei Beispielen wird
diese Wichtung veranschaulicht. Fiir einen idealen Einkoppelspiegel IEM (r; = 1)
erhélt man e; = 1 und ey = 0. Die Bewegung des Spiegels EEM veréndert die Phase
des reflektierten Lichts nicht. Dementsprechend sind die Rauscheigenschaften dieses

Spiegels unerheblich und der nach Levin aufgebrachte Druck auf diesen Spiegel mufl
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. . . Abb. 5.12: Normierte Amplitude des
Brownschen Schichtrauschens als Funk-
tion der Schichtanzahl des ITEM. Deut-
lich erkennbar ist ein Minimum fiir N3 = 3
Schichtpaare auf dem IEM. Die Schichtan-
zahl auf dem EEM wurde so gewéhlt, daff ins-
gesamt Nj+ No = 20 Schichtpaare in der Ka-
vitdt vorhanden sind. Werte N7 > 10 erfiillen
. . die Forderung ro ~ 1 nicht mehr und sind
0 5 10 deshalb nicht dargestellt. Als Substratmate-
Schichtpaare IEM N, rial wurde Fused Silica angenommen.
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ebenfalls verschwinden. Diese Situtation spiegelt den Fall eines konventionellen End-
spiegels wider. Ein dhnliches Resultat ergibt sich fiir einen komplett transmissiven
Spiegel IEM (r; = 0) unter Beriicksichtigung von n = 1. Weiterhin ist die Summe
e1+ e = 1 konstant und entspricht dem Wert eines einfachen Endspiegels. Die Kha-
lilikavitédt erlaubt nun eine Wichtung der Rauscheigenschaften beider Spiegel iiber
den Reflexionskoeffizienten ry.

Der Effekt der Khalilikavitéit auf des Brownsche Schichtrauschen kann in einer
ersten Uberschlagsrechnung deutlich gemacht werden. Dazu werden Schichtpaare
mit insgesamt N = 20 TayO5-Schichten auf beide Substrate verteilt. Diese sind mit
der in Abb. 5.2 dargestellten Geometrie angenommen. Dabei wird die Anzahl der
Schichtpaare N; auf dem Spiegel IEM variiert und die Anzahl der Schichtpaare auf
dem Spiegel EEM mit Ny = 20— N; angenommen. Mit der Variation der Reflexions-
koeffizienten &ndert sich ebenfalls die Verteilung der aufgebrachten virtuellen Driicke
e; Fy. Im linearen elastischen Substrat und mit dem Modell der Strukturddmpfung
ist die dissipierte Leistung Wy;ss proportional zum Quadrat dieser Grofie. AuBlerdem
skaliert die Rauschleistung Brownschen Schichtrauschens mit der Schichtdicke und
damit mit der Anzahl der Schichtpaare N;. Da die Rauschbeitrage beider Spiegel
unabhéngig sind, kann die gesamte Rauschleistungsdichte Brownschen Rauschens

iiber die einfache Summe
S, o< Nie2 + Nyes (5.19)

berechnet werden. Mit den Parametern aus Tab. 5.1 ergibt sich das in Abb. 5.12
gezeigte Verhalten. In dieser Abschitzung wird deutlich, dafi die Verwendung von
Khalilikavitéten statt konventioneller Endspiegel (IV; = 0) eine Senkung der Ampli-
tude Brownschen Rauschens um bis zu 60 % erlaubt.

Die Aufteilung der Reflexion und damit der virtuellen Kréfte wirkt sich auch

auf die Rauschprozesse des Substrates aus. Fiir die zugrundeliegenden linearen Pro-



5. Rauschanalyse geplanter IGWDs 60

zesse ergibt sich die dissipierte Leistung auch hier iiber das Quadrat der Amplitude
der virtuellen Driicke und damit iiber e?. Die gesamte Rauschleistung beider un-

korrelierter Bewegungen kann in der Summe der dissipierten Leistungen gefunden
werden. Fiir identische Substrate IEM und EEM gilt

S, oced+e5 . (5.20)

Hieran wird deutlich, dal eine symmetrische Teilung e; = es = 0,5 im Vergleich
zum konventionellen Spiegel zu einer Halbierung der Rauschleistung fithren kann.
Die Verringerung thermischen Rauschens durch die Khalilikavitdt bringt je-
doch einige technische Herausforderungen mit sich [97]. Am aufwendigsten gestaltet
sich dabei die Stabilisierung der zusétzlich eingefiigten Kavitdt auf Antiresonanz.
Eine technische Realisierung wére mit einer zuséitzlichen Anzahl an Regelkreisen
verbunden. Eine solche Verkomplizierung mit der damit verbundenen erhéhten Feh-
leranfilligkeit ist unerwiinscht. Auflerdem miifiten in einem Detektor beide Spiegel
(IEM und EEM) eine separate Authdangung besitzen. Ein weiterer Nachteil besteht in
dem neu auftretenden Mechanismus thermorefraktiven Substratrauschens im TEM.
Ebenfalls kann im ITEM die optische Absorption iiber die Ausbildung einer thermi-
schen Linse die Funktionsweise des Detektors beeintréachtigen. Die Verwendung von
Khalilietalons, die im néachsten Abschnitt diskutiert wird, kann einige der genannten

Nachteile kompensieren.

5.4.2. Khalilietalon

Ein Khalilietalon [96] verwirklicht die Idee Khalilis mit einem einzigen Substrat.
Wie in Abb. 5.11 dargestellt, werden die zwei reflektierenden Schichtstapel dabei
auf dasselbe Substrat aufgebracht. Die Verwendung eines Substrates erlaubt somit
die Verwendung einer einzigen Aufhdngung. Weiterhin kann das Etalon durch eine
relativ einfache Temperaturregelung tiber den Warmeausdehnungskoeffizienten des
Substrates in Antiresonanz gehalten werden. Die Verwendung von Khalilietalons
umgeht dadurch die zwei gravierendsten technischen Probleme der Khalilikavitét.
Im Unterschied zur Khalilikavitéit existiert jedoch eine elastische Kopplung
zwischen der thermischen Bewegung der hinteren Spiegelfliche und der Auslenkung
der vorderen Spiegelfliche. Damit sind beide Rauschprozesse nicht mehr unkorre-
liert. Im Rahmen vorliegender Arbeit wurde erstmalig das thermische Rauschen
eines Khalilietalons unter Beriicksichtigung der genannten Korrelation untersucht

und optimiert. Die Ergebnisse werden im folgenden vorgestellt.
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Abb. 5.13: Virtuelle Krifte am Khalilietalon.
Die virtuelle Kraft an der dem Strahl zugewandten
Seite wird auf der Grenzflache Schicht-Luft (z1) auf

= = das Khalilietalon aufgebracht. Im Unterschied dazu
& Fy &Fy greift die virtuelle Kraft auf der dem Strahl abge-
wandten Seite an der Grenzfliche Substrat-Schicht
: —> (z2) an. Der hintere Schichtstapel ist damit in z-

zZ, z, Richtung spannungsfrei (o, = 0).

Am Anfang der Betrachtung steht erneut Levins Schema. Die dafiir angeleg-
ten virtuellen Kriifte e; Fy und e Fy konnen aus Gl. (5.18) tibernommen werden.
Der einzige Unterschied zur Khalilikavitdt besteht in der Verwendung eines Sub-
strates mit einer Brechzahl n # 1. Die Geometrie der aufgepriagten Kraft wird in
Abb. 5.13 deutlich. Die Wechselwirkung des vorderen Schichtstapels mit dem einfal-
lenden Laserlicht ist direkt an der Grenze Luft-Schicht maximal. Deshalb wird hier
die virtuelle Kraft angelegt. Innerhalb des antiresonanten Etalons ist die Intensitét
verringert, so dafi eine Auswirkung auf die Grenzfliche Substrat-Schicht fiir den vor-
deren Schichtstapel vernachlissigt werden kann. Der hintere Schichtstapel hingegen
wird allein durch das Licht im Etalon ausgelesen. Levins Kraft wird fiir den hinteren
Schichtstapel deshalb an der Grenzfliche Substrat-Schicht aufgeprégt.

Die Kenntnis der elastischen Antwort des Substrates auf die virtuellen Kréfte
stellt den wesentlichen Schritt zur Berechnung des Brownschen Schichtrauschens dar.
Aufgrund der geringen Dicke der Schichtstapel im Vergleich zum Substrat kénnen
diese fiir die Losung des elastischen Problems vernachléssigt werden. Als Rand-
bedingungen sind allein die Normalkomponenten der Spannung o, an Front- und
Riickseite des Substrates von null verschieden. Sie entsprechen den nach Levin auf-

gepragten Driicken e; Fy f(r) und eoF f(r) und sind entsprechend dem Strahlprofil

) = Sy exp (-1 (5:21
r)=—exp|——5 .
e P re

normiert. Zur Losung des Problems findet die Theorie von Bondu, Hello und Vinet
[60] Anwendung. Sie beschriankt sich auf isotrope und homogene Materialien als
iibliche Annahme in der Berechnung thermischen Rauschens. Uber die Wahl von

Besselfunktionen als geeigneten Basisfunktionen kann die Auslenkung des Substrates
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@ in Zylinderkoordinaten (r, 8, z) bestimmt werden

Uy =Y Ap(2) 1 (kr) + Au, (5.22)
up =0, (5.23)
Uy = ZBm(z)Jg(kmr) + Au, . (5.24)

Mit dieser Zerlegung kénnen die Komponenten des Dehnungstensors berechnet wer-

den. Fiir das radialsymmetrische Problem sind nur die Eintrage

ou, Uy _ Ou, 1 [0u,  Ou,
Erp = aT ) €oo = 7 ) € = 82 ) €ry = 5 ( az + 81” ) (525)

von null verschieden [89]. Uber die elastischen Grundgleichungen

Orr = (A 4+ 2) € + Negg + Aess (5.26)
Ogp = N€pp + ()\ -+ 2#)699 + Aéss (527)
Orr = Nepp + Negg + (A + 2u)e,, (5.28)
Ops = 2UU€, (5.29)
und die Lameschen Koeffizienten [89]
E E
A= i = (5.30)

(1+0)1—20)" 2(1+0)

kann damit auch die mechanische Spannung o;; im Substrat berechnet werden. Eine
detaillierte Rechnung dazu findet sich in [96]. In einem zweiten Schritt wird nun
die mechanische Spannung und Dehnung in der Schicht berechnet. Dies geschieht
iiber die Ubergangsbedingungen. Mit der Forderung eines stetigen Ubergangs der
wirkenden Kréfte und der Auslenkung beim Durchtritt durch die Grenzfléache erhélt

man in Zylinderkoordinaten [61]

/ / / / /
61”1” = 67‘7‘ ) 690 = 699 Y erz - 6’!‘2 I Uzz = UZZ I arz = UTZ ? (531)

wobei die gestrichenen Schichtgréfien durch die ungestrichenen Substratgrofien vor-
gegeben werden. Mit den elastischen Grundgleichungen und den Lamekoeffizienten
der Schicht kénnen wiederum alle Komponenten des Dehnungs- und Spannungs-
tensors berechnet werden. Schliellich ist die in der Schicht mit dem Volumen V'

gespeicherte mechanische Energie U’ durch die berechneten Spannungs- und Deh-
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nungskomponenten iiber

1 R
U'=3> /V oy dV e md ) /0 €ii(r)oi;(r)rdr (5.32)
i, p

zuganglich. R steht hierbei fiir die radiale Ausdehnung der Schicht, die mit dem
Substratradius gleichgesetzt wird. In der Naherung obiger Gleichung wurde die Ra-
dialsymmetrie des Problems beriicksichtigt. Aulerdem wurden wegen der geringen
Schichtdicke d’ die elastischen Variablen als konstant in z-Richtung angenommen. Da
Levins Driicke nur senkrecht auf die Spiegeloberfliche aufgebracht sind, entstehen
ebenfalls keine Scherkomponenten, so daf§ zur Ermittlung der Energie eine Summa-
tion iiber die Normalkomponenten ausreicht. In der verwendeten Néherung spielt
die Anordnung der einzelnen Schichten keine Rolle. Fiir das Rauschen entscheidend
ist einzig die Gesamtdicke und der Verlust der verwendeten Schichten.

Der Vergleich zwischen einem konventionellen Endspiegel und einem Khalilie-
talon ist in Abb. 5.14 zu erkennen. Dem dortigen Vergleich liegt in Anlehnung an
das Einstein Telescope (ET-HF) ein Strahlradius von wy = 12 cm und ein Substrat
mit einem Radius von R = 31 cm zugrunde. Die Anzahl der Tay;O5-Schichten be-
tragt Ny = 3 fiir die Vorder- und N, = 17 fiir die Riickseite. Dem konventionellen
Endspiegel wurde ein Schichtstapel mit Ny = 20 TayOs-Schichten zugrundegelegt

und dessen Rauschen entsprechend [62] berechnet.

Abb. 5.14: Brownsches Schichtrau-

—'Khaliliet'alon schen eines Khalilietalons als Funk-

20 Khalilikavitat . v ..
10 - - - -konventionelier |1 tion der Substrathoéhe fiir 100 Hz als
N Endspiegel typische Frequenz des Detektionsbandes.

Im Vergleich dazu ist das Schichtrauschen
einer Khalilikavitéit mit gleichen Substra-
ten und eines konventionellen Endspie-
gels gleicher Reflektivitét gezeigt. Mit den

Rauschamplitude vS_ [m/Hz'"?]

-21
10 ‘ | ‘ ‘ im Text beschriebenen Schichtgeometrien
00 02 04 06 08 10 ergeben sich Parameter e; = 0,87 und
Substrathéhe H [m] es = 0,13.

Ein konventioneller Endspiegel zeigt fiir eine zunehmende Substrathohe ein
abnehmendes Brownsches Schichtrauschen. Ab einer Héhe von H = 30 cm wird ein
konstantes Rauschniveau erreicht. Dies ist auch die Substrathche, die ein konventio-
neller Spiegel in einem Detektor besitzen sollte. Grolere Spiegel wéren sowohl in der
Herstellung als auch in der Handhabung im Detektor aufwendiger. Diese Erkenntnis
vorliegender Arbeit floB in die Parameterstudie zum Einstein Telescope [48] ein.

Ein Khalilietalon zeigt qualitativ das gleiche Verhalten abnehmenden Rau-
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schens fiir zunehmende Substrathchen. Allerdings ist es durchweg rauscharmer als
der konventionelle Spiegel. Mit der Ersetzung des genannten konventionellen End-
spiegels durch ein Khalilietalon gleicher Geometrie sinkt die Amplitude Brownschen
Schichtrauschens auf 55 %. Die Séattigung ist hier jedoch erst bei einer Substrathche
von H = 60cm erreicht. Im Vergleich zum konventionellen Endspiegel sinkt die
Rauschamplitude dort auf 40%. Fiir groflere Substrathohen und die untersuch-
te Frequenz von 100 Hz besteht praktisch keine mechanische Kopplung zwischen
Vorder- und Riickseite des Etalons mehr. Das Rauschlevel stimmt dort mit dem
einer Khalilikavitdt iiberein. Die Verwendung einer Khalilikavitét erlaubt schon fiir
Substraththen von H = 30 cm eine Rauschreduzierung auf 40 %. Diese ist allerdings
mit den bereits diskutierten Nachteilen verbunden und wird deshalb im Einstein
Telescope nicht zur Anwendung kommen.

Zusétzlich wurde die Herleitung des Brownschen Schichtrauschens mittels ei-
ner FEM-Rechnung mit dem Paket COMSOL [91] fiir die vorgestellte Geometrie
iiberpriift. Als Vergleichsgrofie diente die dissipierte Energie, mit der das Rauschen
tiber Gl. (4.17) berechnet werden kann. Fiir eine Substrathéhe von H = 30 ¢cm konnte
das analytische Ergebnis mit einer Abweichung von unter 3 % bestéitigt werden [96].
Weiterhin bietet die numerische Rechnung die Maglichkeit der Uberpriifung der qua-
sistatischen N#herung {iber eine Berechnung des Frequenzverhaltens. Abb. 5.15 fafit
die Ergebnisse dazu zusammen. Fiir tiefe Frequenzen zeigt sich das fiir einen quasi-
statischen Prozefl zu erwartende konstante Rauschniveau. Bis zu einer Frequenz von
1200 Hz weicht die Rauschamplitude um weniger als 10 % vom statischen Wert ab.
Oberhalb dieser Frequenz bricht die statische Nédherung jedoch zusammen. Im Be-
reich der niedrigsten mechanischen Resonanzen des Substrates steigt das Brownsche
Rauschen stark an. Die niedrigste Resonanz liegt fiir die vorgeschlagene ET-HF-
Geometrie bei 4 kHz und damit nahe dem Detektionsband. Im Frequenzbereich von
3kHz bis 5kHz ist die Rauschamplitude im Vergleich zum statischen Wert mehr
als doppelt so groB. Eine Anderung der Geometrie, die die niedrigsten Substratre-
sonanzen in der Frequenz weiter nach oben verschiebt, konnte diesem Empfindlich-
keitseinbruch entgegenwirken.

In der Geometrie des Khalilietalons priagen im Gegensatz zum konventionel-
len Spiegel auch die thermorefraktiven Fluktuationen des Substrates dem Licht ein
Phasenrauschen auf. Gleichzeitig konnen sich die restlichen Rauschbeitrige dndern.
Die Ergebnisse einer Analyse mit den in vorliegender Arbeit vorgestellten Rausch-
prozessen sind in Abb. 5.16 dargestellt [97]. Dieser Analyse ging eine Optimierung
der Verteilung des dielektrischen Schichtsystems zwischen Vorder- und Riickseite

des Etalons voraus. In [97] ist ein minimales thermisches Rauschen fiir N; = 2
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TayO5-Schichten auf der Vorderseite gezeigt. Diese geringe Schichtzahl fithrt jedoch
zu einer relativ hohen Laserintensitéit im Substrat. Die im Substrat einsetzende Ab-
sorption hat den Effekt der thermischen Linse zur Folge. Diese ist technisch nur
aufwendig zu kompensieren und sollte deswegen so gering wie moglich sein. Unter
diesem Gesichtspunkt wurde eine Konfiguration mit N; = 3 TayOs-Schichten auf
der Vorderseite gewahlt. Die thermische Rauschamplitude erhéht sich dabei um le-
diglich 5% wahrend die im Etalon umlaufende optische Leistung halbiert wird. In
diesem Betrieb kann die thermische Rauschamplitude fiir aLIGO um den Faktor
2,03 und fir ET-HF um den Faktor 1,67 verringert werden [97]. Die Verwendung
von Khalilietalons verspricht eine Senkung thermischen Rauschens mit vertretbarem
technischen Aufwand. Auch eine Nachriistung fiir Detektoren mit einem konventio-

nellen Endspiegel ist moglich, da nur eine Aufhéingung benotigt wird.

5.4.3. Weitere Methoden

Weitere Aktivitaten zur Reduzierung des Brownschen Schichtrauschens konzentrie-
ren sich auf die Minimierung der Schichtverluste. Nach Gl. (4.19) wiirde dies zu
einem geringeren Brownschen Schichtrauschen fiithren. In einem solchen Ansatz un-
tersucht man z. B. den Einflul von Dotierungen oder einer Warmebehandlung auf
die verwendeten Schichten [80,98]. Aulerdem wird die Ersetzung von Tantalpentoxid
durch ein hochbrechendes Material mit geringeren mechanischen Verlusten verfolgt.
Als vielversprechend erweist sich in dieser Hinsicht Hafniumoxid [99]. Amorphes
Silizium mit einer hohen Brechzahl von iiber 3,5 und geringen mechanischen Ver-
lusten entspricht diesen Forderungen ebenfalls. Eine Diffusion des Sauerstoffs an
der Grenzfliche zwischen der Silizium- und SiOs-Schicht kann jedoch nicht aus-
geschlossen werden. Dieses Verhalten wiirde eine zeitliche Anderung der optischen

Eigenschaften eines dielektrischen Spiegels verursachen.
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Abb. 5.16.: Thermisches Rauschen eines Khalilietalons. Zugrunde liegt eine
mogliche ET-HF-Geometrie mit N7 = 3 TaoOs-Schichten auf der Vorderseite und No = 17
Schichten auf der Riickseite. Gestrichelte Linien zeigen Rauschprozesse der Beschichtung,
durchgezogene die des Substrates. Das gesamte thermische Rauschen des Etalons ist ge-
geniiber dem des konventionellen Spiegels (CM) verringert.

In einem zweiten Ansatz zur Verringerung des Schichtrauschens kénnen die
Schichtdicken minimiert werden. Auch dies fithrt nach Gl. (4.19) zu einem reduzier-
ten Rauschbeitrag. Eine Steigerung des Brechungsindex von Tantalpentoxid konnte
so die Verwendung geringerer Schichtdicken erlauben. Behélt man das konventionelle
Schichtpaar ohne Anderung bei, kann eine alternative Geometrie des Schichtstapels
zu einer Rauschminderung fithren. Eine Verringerung der Schichtdicke des TayO5 bei
gleichzeitig erhchter Dicke der SiOg-Schichten kann dabei geringere Rauschbeitrige
aufweisen als die konventionellen \/4-Paare.

Der Strahldurchmesser des gauf3formigen Laserstrahls beeinflufit das Rauschle-
vel ebenfalls. Je grofler dieser wird, desto homogener wird die Probenoberflédche aus-
gelesen. Diese Mittelung iiber eine vergréflerte Flache fithrt dann zu einer Abnah-
me des zu erwartenden Rauschens. Erlaubt man die Verwendung eines verédnderten
Strahlprofils, kann das Auslesen noch homogener erfolgen. Im Idealfall besitzt der
Laserstrahl auf der Substratoberfliche eine konstante Intensitdt. Nach Levin geht da-
mit ein homogener virtueller Druck auf die Probenoberfliche einher. In der Schicht
verbleiben allein Spannungen senkrecht zur Oberfliche und die dort gespeicherte
Energie wird somit minimiert. Dies minimiert ebenfalls die Dissipation und fiihrt zu
einem minimalen Rauschen. Sowohl der Ubergang von der GauSmode zu héheren
Laguerre-Gau-Moden [100] als auch die Verwendung sog. top-hat-beams verspre-

chen ein homogeneres Auslesen und somit ein geringeres Brownsches Schichtrau-
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Abb. 5.17: Prinzipskizze eines monolithi-

schen Wellenleitergitters. Die obere Schicht
sorgt fiir eine Beugung des Lichts in den Mit-

telteil. Mit einer kleineren Periode als der Wel-
lenlange kann der Mittelteil als effektives Medium
mit geringerer Brechzahl als das Substrat angese-
hen werden.

schen [101]. Zur Verwendung der top-hat-beams sind jedoch speziell gefertigte, nicht-
sphérische Spiegel notwendig.

Der Einsatz von Wellenleiterstrukturen stellt eine weitere Moglichkeit der
Rauschminimierung dar. Urpsriinglich besaf§ die gefertigte Struktur dabei lediglich
eine dielektrische Schicht und minimierte durch die Einsparung an Beschichtungs-
material das Brownsche Schichtrauschen. Experimentell wurden Reflexionsgrade von
R = 99,08 % nachgewiesen [102]. Eine Weiterentwicklung dieses Ansatzes geschieht
im Moment hin zu monolithischen Wellenleitergittern komplett ohne Schichtmateri-
al. Auch deren Funktion konnte in einem Experiment an Siliziumproben mit einem
gemessenen Reflexionsgrad von R = 99,79 % demonstriert werden [103]. Die Geo-
metrie monolithischer Gitter ist in Abb. 5.17 angedeutet. Fiir monolithische Gitter
ist jedoch eine vergtflerte Oberfliche zu beriicksichtigen, deren Verlust i.a. weit
iiber dem des Substratmaterials liegt. Auflerdem miissen die thermooptischen Rau-
scheinfliisse fiir diese Geometrien neu iiberdacht werden. Fiir den Einsatz in einem
Detektor bestehen allerdings weitere technische Probleme. Die Reflektivitéiten erwei-
sen sich fiir einen Betrieb im Detektor als ausreichend, wenn die restliche Strahlung
komplett transmittiert wird. Jede Form von Streuung im Detektor fithrt aber zu
einem Fehlersignal am Interferometerausgang und ist deshalb auszuschlieffen. Eine
Charakterisierung monolithischer Gitter in dieser Hinsicht steht noch aus.

Fiihren die genannten Konzepte zu einer Verringerung des Brownschen Schicht-
rauschens, wird das Brownsche Substratrauschen als zweitstérkster Rauschprozefl
die Detektionsempfindlichkeit begrenzen. Eine weiterfiihrende Optimierung macht
dann eine systematische Analyse der auftretenden Verlustprozesse im Substratma-
terial notwendig. Diese wird im néchsten Kapitel behandelt.

Im speziellen wére die Realisierung eines kryogenen Khalilietalons erstrebens-
wert. Unter Verwendung eines kristallinen Substratmaterials wie Silizium wiirde
auch das Brownsche Substratrauschen abnehmen. Der thermorefraktive Anteil wiir-
de geméf der vorgestellten Theorie fiir Frequenzen unter 100 Hz auf einem konstant
niedrigen Niveau liegen. Insgesamt ergéibe sich somit eine deutlich rauschérmere

Anordnung.



6. Mechanische Verluste

Das vorige Kapitel hat gezeigt, daff das Brownsche Rauschen die Empfindlichkeit
aktueller Detektoren begrenzt. Als Ursache fiir dieses Rauschen sind die Struktur-
verluste im Festkorper zu erwéhnen. Eine systematische Analyse der Verluste dient
zum einen als Grundlage einer zuverlissigen Rauschabschitzung von Gravitations-
wellendetektoren. Zum anderen bildet sie den Startpunkt fiir eine Optimierung der
Detektorempfindlichkeit durch eine gezielte Minimierung mechanischer Verluste. In
diesem Kapitel wird deshalb auf das Modell mechanischer Verluste, mogliche Mef3-

verfahren und physikalische Ursachen eingegangen.

6.1. Der anelastische Festkorper

Der ideal elastische Festkorper gehorcht dem Hookeschen Gesetz. Es besagt, dafl
eine angelegte mechanische Spannung o in linearer Weise zu einer Dehnung des
Festkorpers e fithrt. Diese Dehnung des Festkorpers erfolgt instantan. Ein solches
Verhalten fithrt dazu, dafl bei mechanischen Schwingungen des Festkorpers keine

Energie dissipiert wird. Die vom System geleistete Arbeit

AE = /ade - /OTa(t)é(t) dt (6.1)

verschwindet daher fiir ideal elastische Materialien.

Im Gegensatz zum idealen Festkorper zeigen reale Materialien nicht nur eine
instantane Antwort auf eine mechanische Belastung. Vielmehr ist die Dehnung zu
einem Zeitpunkt auch durch die Werte der mechanischen Spannung in der Vergan-
genheit bestimmt. Deutlich wird dieses Verhalten in der Analyse einer sprunghaft
angelegten mechanischen Spannung oy (s. Abb. 6.1(b)). Zunéchst erfolgt eine in-
stantane Anderung der Dehnung ¢; = 04/(Cy + 6C). Diese Anderung ist iiber den
unrelaxierten Modul Cy 4+ 0C' mit der angelegten Spannung verkniipft. Mit einer
zeitlichen Verzogerung erfolgt eine zusétzliche Dehnung der Probe. Im Gleichge-
wicht besitzt diese verzogerte Dehnung einen Betrag von ey. Daraus ergibt sich der

sog. relaxierte Modul Cj iiber €; + €3 = 0¢/Cp.

68
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Abb. 6.1.: Standardmodell des anelastischen Festkorpers. Das in a) gezeigte me-
chanische Modell aus zwei Federn und einem Dampfer erklirt das in b) gezeigte Verhalten

bei einer sprungformig angelegten mechanischen Spannung. Nach einer instantanen Ver-
formung €; kriecht die Dehnung gegen den stationdren Wert €qnq = €1 + €.

Dieses anelastische Verhalten kann durch ein einfaches mechanisches Analogon
beschrieben werden. Dabei handelt es sich um das Standardmodell des anelastischen
Festkorpers. Abb. 6.1(a) zeigt dessen Aufbau. Die Verkniipfung der angreifenden
Spannung ¢ mit der entsprechenden Verformung e erfolgt im Frequenzraum und

ergibt fiir harmonische Schwingungen einen effektiven Modul von

272 wT

o w .
Ctot(w) = Z = C() + 5Cm + lécm . (62)

Die Antwort des Systems setzt sich demnach aus der phasengleichen Reaktion
in den ersten beiden Termen und einem um 7 /2 phasenverschobenen Anteil zusam-
men. Fiir w = 0 erhdlt man erneut den rein reellen, relaxierten Modul Cjy. Auch
fiir w — oo ergibt sich ein reeller Modul, der unrelaxierte Modul Cy 4+ 6C'. Fiir die
restlichen Frequenzen zeigt das System eine Phasenverschiebung zwischen Spannung

und Dehnung und zwangslaufig auch einen Energieverlust. Dieser berechnet sich zu
T
AE = / o(t)é(t) dt = 7S(Ciop)é? (6.3)
0

mit der Schwingungsamplitude ¢ und dem Imaginérteil des elastischen Moduls. Mit

der im System gespeicherten mechanischen Energie

1 x
Etor = §§R<C‘cot)€2 (6.4)
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folgt ein Ausdruck fiir den mechanischen Verlust

1 AE
o0 wr N (6.5)

) = B S Goldar? D Trwp

Dabei kommt die Naherung 6C' < Cj zur Anwendung. Diese ist fiir die untersuchten
Verluste im Bereich von unter 1073 gewiihrleistet. Der Vorfaktor 6C'/Cy wird in der
Relaxationsstiarke A zusammengefafit. Der charakteristische lorentzartige Frequenz-
verlauf zeigt ein relativ scharfes Maximum fiir w = 1/7 — das sog. Debyemaximum.
Dort betriagt der mechanische Verlust A/2. Im folgenden sollen die mikroskopischen
Prozesse, die zu einer Phasenverschiebung zwischen Spannung und Dehnung und

somit zu mechanischen Verlusten fithren, kurz erldutert werden.

6.2. Thermisch aktivierte Verlustprozesse

6.2.1. Doppelmuldenpotential

Der Prototyp mechanischer Verluste ist in thermisch aktivierten Umverteilungs-
prozessen von Defekten in Festkorpern zu finden. Dabei wird ein Defekt, z. B. ein
Fremdatom in das Kristallgitter eingebracht. Typischerweise besitzt der Defekt im
Kristall mehrere Gleichgewichtszustdnde. Diese sind durch eine Potentialbarriere
voneinander getrennt. Im Ergebnis findet sich ein sog. Doppelmuldenpotential, das
die Energie des Defekts in Abhéngigkeit eines freien Parameters £, z. B. seiner Posi-
tion im Kristall, beschreibt. Ein solches Potential ist in Abb. 6.2 dargestellt.

Ohne duflere mechanische Spannung sind beide stabile Zustdnde entsprechend
der Boltzmannverteilung besetzt. Findet nun eine Verformung des Kristalls statt,
kann das Defektpotential gedindert werden. So kann es zu einer relativen Energie-

verschiebung der Gleichgewichtszustédnde kommen. Dann beginnt eine effektive Um-

Abb. 6.2: Doppelmuldenpotential.
Die Gleichgewichtszustidnde des Defekts
(1 und 2) sind durch einen Potentialwall
mit der Aktivierungsenergie F, vonein-
ander getrennt. Die thermische Ener-
gie des Systems ermoéglicht Platzwech-
\ / . selvorgénge iiber den Potentialwall hin-
freier Parameter ¢ weg.

Defektpotential
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verteilung der Defekte hin zum energiedrmeren Zustand. Der Umverteilungsprozefl
iiber die Potentialbarriere der Hohe E, wird dabei durch thermische Energie ge-
speist. Die Anzahl der Defekte mit einer hoheren thermischen Energie als E, folgt

der Boltzmannverteilung und lautet

E,
Np(E > E,) x exp (— kBT> . (6.6)
Entsprechend ergibt sich fiir das typische Zeitintervall zwischen zwei Umverteilungs-

prozessen

E,
T = T exp (k:B_T> (6.7)

mit einer Konstanten 7. Als typische Dauer bis zur Einstellung des elastischen
Gleichgewichts ist 7 daher fiir defektinduzierte Verluste mit dem Parameter in
Gl. (6.5) zu identifizieren.

Thermisch induzierte Verluste zeigen im Temperaturverlauf ein Maximum bei
Tax. Fur diese Temperatur gilt wr(Tinax) = 1. Durch Einsetzen von Gl. (6.7) wird
folgende Beziehung zwischen der Kreisfrequenz der Schwingung w und der Tempe-
ratur maximaler Verluste T, deutlich

E, 1

Inw=——2
ne kB Tmax

—In7 . (6.8)

Trégt man den Logarithmus der Schwingungsfrequenz iiber der inversen Temperatur
maximaler Verluste auf, so ergibt sich fiir thermisch aktivierte Prozesse ein linearer
Zusammenhang. In diesem sog. Arrheniusplot ergibt sich die Aktivierungsenergie
aus dem Anstieg der Geraden und die charakteristische Zeitkonstante aus der Null-
punktsverschiebung. Fiir eine korrekte Einheitenrechnung ist der Zahlenwert von w
in der Einheit s™! einzusetzen. Damit ergibt sich der numerische Wert fiir 7 in der
Einheit s. Sind die Verlustmaxima besonders stark ausgeprigt, konnen die Verlust-
parameter F,, 7o und A auch direkt ermittelt werden — iiber einen Fitprozef3 der
Gl (6.5) an das Temperaturspektrum der gemessenen Verluste.

Die abgeleiteten Zusammenhénge gelten hierbei nur fiir den Fall idealer kri-
stalliner Festkorper. Fiir amorphe Festkorper ergibt sich aufgrund der fehlenden
Fernordnung eine Variation der Bindungsverhéltnisse. Damit einher geht auch eine
Variation der Defektparameter, die die Temperatur- und Frequenzabhéngigkeit sol-
cher Verluste bestimmen. Typischerweise beobachtet man im amorphen Festkoérper

Verlustmaxima, die breiter als einfache Debyemaxima im kristallinen Festkorper sind
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und sich als Uberlagerung solcher Maxima mit leicht variierenden Defektparametern

verstehen lassen.

6.2.2. Der elastische Dipol

Eine grundlegende Annahme fiir das Auftreten thermisch aktivierter Verluste be-
steht in einer relativen Energieverschiebung der Gleichgewichtszustéinde unter dem
Anlegen einer mechanischen Spannung. Erste Aussagen dazu lassen sich mit Hilfe
von Symmetriebetrachtungen téatigen. Diese schlielen gewisse Spannungskomponen-
ten o;; als Ursache der genannten Energieverschiebungen von vornherein aus.
Nowick und Heller begriindeten die beschriebene Symmetrieanalyse in den
1960ern [104,105]. In ihrer Theorie des elastischen Dipols werden zunéchst die Sym-
metrieelemente der Punktgruppe G, des ungestorten Kristalls eingefiihrt. Fiir den
zweiten Schritt wird die genaue Kenntnis der Defektgeometrie im Kristallgitter
bendtigt. Damit konnen die Symmetrien des Defekts im Kristall untersucht wer-
den. Diese werden in der Gruppe G4 zusammengefafit. IThre Elemente lassen die kri-
stallographische Konstitution des Defekts unverdndert, dndern aber physikalische
Eigenschaften wie Polarisation oder elastisches Verhalten. Die Anzahl physikalisch

unterscheidbarer Positionen

ha

-5 (6.9)

ng
ergibt sich iiber die Machtigkeit h, und hy der Gruppen G, und G;. Im vorliegenden
Fall endlicher Gruppen stimmt sie mit der Anzahl der Gruppenelemente, d.h. der
Anzahl moglicher Symmetrieoperationen iiberein.

Fiir die mechanische Dissipation interessiert jedoch allein, ob physikalisch un-
terschiedliche Defektpositionen die elastischen Eigenschaften &ndern. Dazu geniigt
eine Klassifikation der Defektgeometrie in eines der sieben Kristallsysteme, denn
alle Punktgruppen eines Kristallsystems verhalten sich elastisch in identischer Wei-
se. SchlieBlich wird der elastische Dipol A;; als Tensor zweiter Ordnung eingefiihrt.
Dieser verkniipft die anelastische Dehnung ¢** mit der Besetzungsdichte ¢, der phy-

sikalisch unterschiedlichen Defektpositionen p

ng
€ = Z )\g-))cp : (6.10)
p=1
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Die freie Energie eines Defekts der Position p entspricht dann
Gp X —)\(p)aij : (6.11)

wobei die Einsteinsche Summenkonvention zu beriicksichtigen ist. Zur Charakteri-
sierung dieses Tensors )\g) konnen seine drei Eigenwerte (A1, A2, A3) herangezogen
werden, die fiir alle Positionen p gleich sind. Allein die Richtung der Hauptachsen
unterscheidet sich fiir unterschiedliche p.

Mit der Einfiihrung von Symmetriekoordinaten ergibt sich das wesentliche Re-
sultat. Der Fundamentalsatz der Gruppentheorie besagt, daf} in jeder linearen Bezie-
hung zwischen zwei Groflen nur solche Symmetriekoordinaten miteinander verkniipft
sein konnen, die dieselbe irreduzible Darstellung und denselben Degenerationsindex
besitzen. Dies gilt insbesondere fiir die Konzentrationen ¢, und die anelastische
Dehnung €7 in Gl. (6.10). Uber den Tensor der elastischen Moduln fiihrt dies auch
nur zu einer Anderung der mechanischen Spannung mit gleicher Symmetrie. Im
Umkehrschlufl bedeutet dies, daf3 ein elastischer Modul nur dann eine Relaxation
erfahrt, wenn eine Defektkonzentration dieselbe irreduzible Darstellung besitzt. Ei-
ne Ausnahme besteht fiir den Fall, daf§ die Gesamtzahl aller Defekte im Festkorper
konstant ist. Dann ist eine Relaxation in der totalsymmetrischen A;-Darstellung

nicht moglich.

6.3. Thermoelastische Dampfung

Durch die elastische Verformung eines Substratmaterials entstehen Bereiche, deren
Volumen sich periodisch éndert. Uber den zur thermischen Ausdehnung inversen
Prozef ist damit eine Temperaturinderung verbunden. Der zwischen den Gebieten
unterschiedlicher Temperatur einsetzende Wéarmestrom ist irreversibel und stellt
einen Verlustmechanismus mechanischer Energie dar.

Die erste Behandlung thermoelastischer Dampfung erfolgte 1937 durch Zener
[106]. Fiir einen rechteckigen, isotropen Stab fand er die fiir Verlustprozesse typische

Debyeabhéngigkeit der auftretenden Verluste von der Frequenz

Eo?T  wr

dre(w) = pC 1+ (wr)?

(6.12)

mit dem Elastizitdtsmodul £ und der spezifischen Warme C'. Die fiir die thermo-
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elastische Dampfung charakteristische Zeit

r= (ﬁ) p0 (6.13)

™ KR

wird dabei mafigeblich durch die Hohe des Stabes h bestimmt. Zener erweiterte
seine Theorie wenig spiter auf Stidbe kreisformigen Querschnitts [107]. Dies fiihrt
allein zu einer Anderung des Vorfaktors in Gl. (6.13) und zur Ersetzung der Grofie
h mit dem Radius des Stabes. Eine weitere Verfeinerung der Theorie thermoelasti-
scher Dampfung durch Lifshitz und Roukes [108] erlaubt eine genauere mathemati-
sche Beschreibung. Diese neue Theorie bringt v.a. fiir hohe Frequenzen (w7 > 1)
Anderungen von bis zu 20% mit sich. Anwendung finden thermoelastische Verluste
z.B. in Dampfern sowohl fiir die Luft- und Raumfahrt als auch in der Automobilin-
dustrie [109].

Die zur Giitemessung verwendeten dreidimensionalen zylindrischen Substra-
te besitzen kompliziertere Eigenmoden als die eben diskutierten Stdbe. Die Be-
rechnung des thermoelastischen Verlustes setzt deshalb eine allgemeinere Beschrei-
bung der thermodynamischen Prozesse voraus. Zunéchst wird die Entropiedichte in
Abhéngigkeit der mechanischen Spannung berechnet. Nach [110, Gl. (2.1)] gilt

S = ;045 (614)

mit dem Tensor der thermischen Ausdehnung o;; und dem Spannungstensor o;;.
Daraus resultiert ein Quellterm fiir die Warmedichte iiber dg = T'ds. Die War-
meleitungsgleichung nimmt fiir harmonische Schwingungen der Kreisfrequenz w die

folgende Gestalt an

o0*T

pC’T — R 0x;0x;
iOTj

Die dissipierte mechanische Energie kann iiber die Anderung der Entropie nach
¢ = T(Z)$ berechnet werden. Nach [89, Gl. (32,4)] erhélt man eine Entropiednderung
von
_ _"iij orT 0T
- T20x;0x;

(6.16)

In der Ndherung kleiner Temperaturschwankungen kann 7'(Z) durch die mittlere
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Temperatur Ty ersetzt werden. Fiir die Rate der dissipierten Energie folgt dann
i 1 aT oT
E= / é(7) d3r = / T(7)3(z) Pz =~ ——/ Kij=——— Az (6.17)
Vv \%4 TO 7 8:62 axj

mit Integrationen iiber das Substratvolumen V. Fiir harmonische Schwingungen
lassen sich die thermoelastischen Verluste iiber die Definition aus Gl. (6.5) mit dem

zeitlichen Mittel Eavg und der gesamten mechanischen Energie F\., berechnen

Eavg
w ot

¢TE = — (6.18)
Die Ermittlung beider Gréflen erfolgt numerisch mit Hilfe der Methode finiter Ele-
mente. Zum Einsatz kommt dabei die Software COMSOL. Eine detaillierte Beschrei-
bung dieser Methode zusammen mit der Anwendung an Quarz- und Siliziumproben
findet sich bei Heinert et al. [90] und ist im Anhang D néher dargestellt.

6.4. Phonon-Phonon-Wechselwirkung

Ein weiterer Verlustmechanismus besteht in der Wechselwirkung der durch die me-
chanische Schwingung eingetragenen Phononen mit dem Spektrum thermisch an-
geregter Phononen. Durch Stole der mechanisch angeregten Phononen wird deren
Energie in andere Phononen dissipiert und die mechanische Schwingung gedampft.
Dieser Prozef ist unter dem Begriff Phonon-Phonon-Wechselwirkung zusammen-
gefaft. Uber das Verhiltnis aus der mittleren Lebensdauer eines Phonons 7 und
der Periodendauer der angelegten mechanischen Schwingung 1/v unterscheidet man
zwei Grenzfalle.

Im ersten Grenzfall fiir v7 > 1 wird die Lebensdauer eines Phonons grof3
gegen die Periodendauer. Uber mehrere Perioden kann eine Wechselwirkung mit
thermischen Phononen erfolgen. Aus diesem Grund basiert die Theorie von Landau
und Rumer [111] auf der Analyse individueller Stéfle der mechanisch angeregten mit
thermisch angeregten Phononen. Die Energie- und Impulserhaltung soll dabei un-
eingeschrinkte Giiltigkeit besitzen. Praktischen Einflul besitzt dieser Grenzfall fiir
hohe mechanische Frequenzen bzw. grofle freie Wegléngen, d. h. tiefe Temperaturen.
Zu geringe Phononenlebensdauern 7 fithren nach der Unschérferelation AET > h zu
einer Aufweichung des Energieerhaltungssatzes und damit zu einer Verletzung der
in der Theorie nach Landau und Rumer angenommenen Energieerhaltung.

Der zweite Grenzfall gilt fiir kleine Phononlebensdauern v7 < 1, wie sie in

den vorliegender Arbeit zugrundeliegenden Messungen realisiert sind. Da in diesem
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Regime die Energieerhaltung nicht mehr streng gilt, wird die Wechselwirkung der
mechanischen Phononen mit der Gesamtheit des thermisch angeregten Phononen-
systems betrachtet. Die mechanische Welle induziert dabei eine Dehnung im Kristall,
die iiber nichtlineare Gittereffekte eine Anderung der Phononenfrequenzen w,o her-
vorruft. Diese Anderung Awy ist iiber den Griineisenparameter vy, mit der Dehnung

e verkniipft
Aw, = We0V4€ - (6.19)

In obiger Gleichung symbolisiert der Parameter ¢ die Abhéngigkeit des Griineisen-
parameters sowohl vom Phononenimpuls als auch vom Phononenzweig. In einem
Beispielmodell kann der Verlustmechanismus anschaulich beschrieben werden. Da-
zu betrachtet man einen Festkorper, dessen Phononen in zwei Gruppen eingeteilt
werden konnen. Die erste Gruppe besitze einen verschwindenden Griineisenpara-
meter v = 0 wahrend die Phononen der zweiten Gruppe alle denselben von null
verschiedenen Griineisenparameter aufweisen. Im thermischen Gleichgewicht sind

die Phononenzustidnde entsprechend der Boseverteilung

1
exp (;‘;—%) -1

besetzt. Eine akustische Schwingung induziert nun eine Anderung der Phononenfre-

g(hwq) =

(6.20)

quenz in der zweiten Gruppe. Damit wird das Phononensystem aus dem Gleichge-
wicht gebracht. Alternativ kann man den Phononen der zweiten Gruppe auch einen
Gleichgewichtszustand hoherer Temperatur zuordnen. Daraus resultiert ein Ener-
gieiibertrag zwischen Phononen der ersten und der zweiten Gruppe zu einem neuen
globalen Gleichgewichtszustand. Dieser Ubertrag erfolgt jedoch zeitlich verzogert in
der Groflenordnung der Phononenlebensdauer. Analog zur thermoelastischen Damp-
fung flieft ein irreversibler Warmestrom und entzieht so der mechanischen Schwin-
gung Energie. Die beschriebene Vorstellung des Phononenverlustes im niederfre-
quenten Grenzfall wurde zuerst von Akhieser formuliert [112]. Bémmel und Drans-
feld zeigen eine quantitative Analyse des Akhieserprozesses und erhalten fiir den
mechanischen Verlust [113,114]

CTy*  wTpn
C% 1+ (LUTph)2 '

Pph = (6.21)

Dabei bezeichnet w die Kreisfrequenz der mechanischen Schwingung und 7, die

mittlere Lebensdauer der Phononen. Letztere ist iiber die Transporttheorie und die
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Wirmeleitfahigkeit zugénglich iiber

1
K& ngC%Tph . (6.22)

Die mittlere Schallgeschwindigkeit im Medium cp ergibt sich aus der gewichteten

Mittelung der Schallgeschwindigkeit transversaler und longitudinaler Wellen

1 2
3_1.2 (6.23)

A ¢

Zu beachten ist hierbei, dafi zur Warmeleitung nur Umklappprozesse beitragen.
Die mittlere Lebensdauer der Phononen wird jedoch auch durch Normalprozesse
bestimmt. Damit liefert obige Abschéitzung vor allem fiir tiefe Temperaturen zu

lange Phononenlebensdauern.

6.5. MeBverfahren

In der folgenden Auswertung sollen die vorgestellten Verlustmodelle auf existierende
Messungen angewandt werden. Diese Verlustmessungen wurden allesamt auflerhalb
vorliegender Arbeit von Mitarbeitern der Arbeitsgruppe Tieftemperaturphysik nach
der resonanten Methode (s. Abschnitt B.1.2) durchgefiihrt [115-119]. Das Meflsy-
stem fiir die Messung zylindrischer Substrate ist ausfiihrlich in [8,120,121] darge-
stellt. Bei jeder Verlustmessung ist zu beachten, daf3 sich der MefSwert aus internen
— der Probe eigenen — Verlustprozessen, aber auch aus externen — durch die Anord-
nung verursachten — Verlusten zusammensetzt. Um eine realistische Abschétzung
der internen Verluste eines Substratmaterials zu erhalten, miissen die externen Ver-
luste wie Restgasddmpfung oder Dissipation in der Aufhdngung minimiert [116] oder
iiber eine geeignete Modellierung aus den Daten entfernt werden. Um das Brown-
sche Rauschen der Substrate zu untersuchen, mufl das Meflergebnis auch von den
iibrigen Dampfungsprozessen separiert werden. Dies setzt eine numerische Analy-
se der mechanischen Eigenmoden voraus. Die fiir das Brownsche Rauschen rele-
vanten Verlustmechanismen fiihren zu einer Phasenverschiebung zwischen Dehnung
und Spannung. Typische Beispiele sind thermisch aktivierte Verluste, die Phonon-
Phonon-Wechselwirkung oder Oberflichenverluste der Probe.

Der resonanten Methode sind allein die mechanischen Verluste an den Sub-
stratresonanzen zugénglich. Auch die Verteilung der mechanischen Spannungen im
Substrat ist durch die Geometrie des Substrates fest vorgegeben. Eine Abschétzung

des thermischen Rauschens im Gravitationswellendetektor erfordert eine davon ab-
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weichende Spannungsverteilung, die durch Levins Ansatz festgelegt ist. Auflerdem
stellen Frequenzen um 100 Hz, die unterhalb der Resonanzfrequenzen der Substrat-
schwingungen liegen, den fiir eine Detektion entscheidenden Bereich dar. Eine Ska-
lierung der gemessenen mechanischen Verluste in das Detektionsband und auf die
durch Levin vorgegebene mechanische Belastung der Probe setzt damit eine genaue

Analyse und zuverlédssige Modellierung der Verlustmechanismen voraus.

6.6. Mechanischer Verlust in Kristallquarz

Der mechanische Verlust in Kristallquarz ist in Arbeiten aus den 1950ern und
1960ern gut untersucht. Die damalige Forschung war bestrebt, die Genauigkeit der
Zeitmessung mittels Schwingquarzen durch die Verwendung verlustarmer Resona-
toren zu erhéhen. Damit eignet sich Kristallquarz als Testmaterial sowohl fiir die

Messung mechanischer Verluste als auch zur Auswertung dieser Messungen.

6.6.1. Zylinderférmige Substrate

Die erste auszuwertende Probe wurde im Z-Schnitt gefertigt und besafl eine Abmes-
sung von ) 76,2 mm x 12mm. Die gemessenen Verluste sind zusammen mit dem nu-
merisch berechneten thermoelastischen Verlust und der Abschétzung fiir die Phonon-
Phonon-Wechselwirkung in Abb. 6.3 gezeigt. Wahrend letztere Groflenordnungen

unter den MeBwerten liegt, wird die Messung durch die thermoelastische Dampfung
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Abb. 6.3.: Mechanischer Verlust in Kristallquarz. Als Probe diente ein zylin-
derformiges Substrat () 76,2 mm x 12mm) im Z-Schnitt. Die Abbildung zeigt die Mefer-
gebnisse fiir die beiden Eigenmoden niedrigster Frequenz. Mit der Literatur entnommenen
Materialparametern wurde die thermoelastische Démpfung berechnet und der Phononen-
verlust abgeschétzt. Als Griineisenparameter wurde v = 1 angenommen.
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Abb. 6.4.: Mikroskopischer Aufbau des Natriumdefekts in Kristallquarz. Abb.
a) zeigt die Kristallstruktur entlang der dreizéhligen z-Achse. Siliziumatome sind weifl
und Sauerstoffatome rot dargestellt. Entlang der z-Achse ist ein breiter Kanal deutlich
erkennbar. Abb. b) zeigt die Defektstruktur nach [124]. Dabei kann sich das Natriumion
relativ frei entlang des Kanals bewegen. Diese Bewegung erfolgt in dem gezeigten Dop-
pelmuldenpotential als Ursache des Verlustmaximums. Hierbei ist der Ubergang 1 fiir das
Verlustmaximum um 35K verantwortlich [125].

v.a. bei Temperaturen unterhalb 100 K dominiert. Auch das Verlustmaximum um
20 K konnte durch thermoelastische Verluste erklart werden. Eine Ursache fiir die
geringen Unterschiede zur Messung kénnte dabei in abweichenden Materialparame-
tern gefunden werden, da zur Berechnung nur tabellierte Werte Anwendung fanden.
Deutlich zeigt sich auflerdem die Abhéngigkeit der thermoelastischen Dampfung
von der Modenform. So zeigt die Mode bei 17 kHz eine um den Faktor sechs hohere
thermoelastische Dampfung.

Auffallig im Spektrum ist weiterhin das stéarkste Maximum bei Temperaturen
um 35 K. Dieses befindet sich in Ubereinstimmung mit fritheren Messungen und
wurde von Martin [122] auf einen Defekt im Quarz zuriickgefiihrt. Danach wird
Aluminium auf einem Siliziumplatz in den Kristall eingebaut. Zum Ladungsaus-
gleich ist ein einwertiges Element notig, das sich auf einem Zwischengitterplatz be-
findet. Das beobachtete Verlustmaximum bei 35 K konnte dabei auf Natrium an den
Zwischengitterplatzen zuriickgefiihrt werden. Dieses kann sich in einem Doppelmul-
denpotential entlang der dreizéhligen z-Achse bewegen und verursacht somit eine
mechanische Relaxation [123,124]. Abb. 6.4 illustriert den mikroskopischen Aufbau
dieses Defekts. In Abhéngigkeit der Modenform und der darin auftretenden Span-
nungen zeigt sich eine unterschiedlich hohe Relaxationsstérke fiir den untersuchten
Defekt.
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Abb. 6.5.: Mechanischer Verlust in Kristallquarz. Als Probe diente ein zylin-
derformiges Substrat (0 45mm x 50 mm) im X-Schnitt. Fiir die Abschitzung der Pho-
nonenverluste wurde ein Griineisenparameter von v = 1 gewahlt. Auch diese Probe zeigt
eine starke Abhéngigkeit der Relaxationsstidrke des durch Natrium verursachten Verlust-
maximums um 35 K von der Modenform des Substrates.

Die zweite zylinderférmige Probe aus Kristallquarz wurde im X-Schnitt her-
gestellt. Mit einem Durchmesser von 45 mm und einer Héhe von 50 mm wies sie im
Gegensatz zur Probe im Z-Schnitt eine kompaktere Geometrie auf. Da die Zeitkon-
stante der thermoelastischen Dampfung 7 von der Probengeometrie abhéngt, sollte
sich die zweite Probe in diesem Punkt von der ersten unterscheiden. In Abb. 6.5
wird eine Abnahme der thermoelastischen Dampfung deutlich. Sie liegt im gesam-
ten Temperaturbereich iiber eine Groflenordnung unter den Mefwerten.

Im Gegensatz zur ersten Probe kénnte hier die Phonon-Phonon-Démpfung als
Erklarung fiir das Verlustmaximum tiefster Temperatur herangezogen werden. Eine
detaillierte Betrachtung der Verluste bei tiefen Temperaturen ist unter Mitwirken des
Verfassers vorliegender Arbeit von Grib [126] gegeben. Die grobe Ndherung eines ein-
zigen Griineisenparameters und die Tatsache, dafl in der Lebensdauer der Phononen
allein Umklappprozesse beriicksichtigt werden, erfordern jedoch eine weitergehende
Analyse dieses Sachverhalts. Fiir tiefe Temperaturen wird die Anzahl aller Pho-
nonenstoBe grofl gegen die Anzahl der Umklappprozesse. Eine entsprechende Ver-
ringerung der Phononenlebensdauer hétte dann eine Abnahme der theoretisch ab-
geschétzten Dissipation durch Phononen zur Folge. Dies wiirde gegen Phononenstofie
als Erklarung des Maximums bei tiefen Temperaturen sprechen. Ebenfalls offen
bleibt an dieser Stelle die Modellierung der Modenformabhéngigkeit der phononen-
induzierten Verluste. Die dafiir notwendige Abhéngigkeit des Griineisenparameters

von der eingebrachten Verformung € ist in vorliegender Arbeit unberiicksichtigt ge-
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Weiterhin wird das durch Natrium verursachte Verlustmaximum bei 35 K auch
in dieser Probe deutlich. Etwas deutlicher ausgebildet als fiir die Probe im Z-Schnitt
zeigen sich hier noch zwei weitere Maxima bei 90 K und 120 K. Nach Stevels und
Volger [125] ist das erste Maximum ebenfalls auf Natrium zuriickzufiihren (Platz-
wechselvorgang 2 in Abb. 6.4(b)). Fiir das zweite Maximum scheint hingegen Kalium

anstelle von Natrium verantwortlich zu sein.

6.6.2. Schwingende Pldttchen

Neben zylindrischen Substraten soll an dieser Stelle der mechanische Verlust schwin-
gender Quarzpliattchen ausgewertet werden. Exemplarisch zeigt Abb. 6.6 den gemes-
senen mechanischen Verlust eines Quarzpléattchens, dessen Oberfliche senkrecht auf
der dreizahligen z-Achse des Quarzes liegt. Auch diese Cantilevermessungen zeigen
die typischen Verlustprozesse durch Platzwechselvorgénge von Natriumdefekten bei
30 K. Bei Temperaturen oberhalb 50 K wird die Messung jedoch durch die thermo-
elastische Dampfung dominiert. Andere Verlustprozesse werden in diesem Bereich
iiberdeckt und konnen dort deshalb nicht beobachtet werden. Eine Abschétzung
der Phonon-Phonon-Wechselwirkung ergibt vernachléssigbar geringe Verluste. Al-
lerdings muf} hier beriicksichtigt werden, daf fiir diinne Strukturen, wie den ver-
wendeten Cantilever, Stofe mit dem geometrischen Rand der Probe die Phononen-
lebensdauer nach oben beschrinken kénnen.

Die ausgewerteten Biegemoden zeigen eine einfache Spannungsverteilung. Wie
die Bezeichnung vermuten la3t, findet sich fast ausschliefllich eine Normalspannung
entlang der Richtung der neutralen Faser im Cantilever. Damit ist eine Analyse hin-
sichtlich des Effektes einzelner Spannungskomponenten einfacher als fiir zylindrische
Proben. Fiir den vorgestellten Cantilever ist die genaue Orientierung des Schwin-

gers jedoch nicht bekannt. Damit fehlt die Basis fiir eine zuverldssige Ermittlung
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der mechanische Eigenmoden und damit der defektbehafteten Spannungskompo-
nenten. Zukiinftige Messungen mehrerer gezielt hergestellter Proben bei speziellen
Eigenmoden werden die Bestimmung der Relaxationsstirken A als Funktion der

eingebrachten mechanischen Spannungen erlauben.

6.7. Mechanischer Verlust in kristallinem Silizium

Die genaue Kenntnis des Verhaltens mechanischer Verluste im Silizium spielt fiir
einen Einsatz in zukiinftigen Gravitationswellendetektoren eine entscheidende Rolle.
So ist sowohl die Orientierung des Kristalls als auch die Methode des Kristallwachs-
tums hinsichtlich minimaler Verluste zu wéhlen. In der Arbeitsgruppe gemessene

Verluste sind beispielsweise in [127,128] veroffentlicht.

6.7.1. Zylindrische Proben

Abb. 6.7(a) zeigt exemplarisch die an einer im Czochralskiverfahren hergestellten
Probe gemessenen mechanischen Verluste. Die Probe, deren Zylinderachse mit der
kristallographischen (111)-Achse zusammenfiel, besafl eine zylindrische Geometrie
von )65 mm x 50 mm. Durch die groflen Abmessungen der Probe liegt der thermo-
elastische Verlust wiederum iiber eine Gréfenordnung unter den MeBwerten. Hin-
gegen zeigt der Phononenverlust besonders bei tiefen Temperaturen einen wesentli-
chen Einflu. Da die Warmeleitfahigkeit der untersuchten Probe nicht bekannt war,
sind die Phononenverluste fiir hohe Warmeleitfahigkeiten (reine Probe) und gerin-
ge Leitfdhigkeiten (verunreinigte Probe) abgeschitzt. An dieser Stelle sei wiederum
an die grobe Néherung erinnert, die dieser Abschétzung zugrundeliegt. Sie liefert
lediglich die Gréenordnung der durch Phononenstéfie zu erwartenden Verluste.

Das Temperaturverhalten der gemessenen Verluste wird durch ein Maximum
nahe 120 K dominiert. Dieses folgt der Temperaturabhéngigkeit aus Gl. (6.5). Fiir
verschiedene Eigenmoden und damit unterschiedliche Frequenzen variiert die Tem-
peratur maximaler Verluste. Dieses Verhalten wird in Abb. 6.7(b) deutlich. Ein Arr-
heniusplot liefert eine Aktivierungsenergie von E, = (168 +4) meV [118] und mo-
tiviert damit die Vermutung eines thermisch aktivierten Verlustprozesses. Friihere
Messungen [130,131] bestétigen das Auftreten eines Verlustmaximums oberhalb von
100 K und zeigen eine dhnliche Relaxationsstérke.

Verlustmessungen an Siliziumproben, die im Zonenschmelzverfahren (,,float
zone®) hergestellt wurden, zeigen kein Maximum um 120K [88]. Verglichen mit

dem Czochralskiverfahren tréagt das Zonenschmelzverfahren eine deutlich geringe-
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Abb. 6.7.: Mechanischer Verlust in kristallinem Silizium fiir ein zylinderférmiges
Substrat (@ 65mm x 50mm) in (111)-Orientierung [118]. In a) sind die Verluste der
Grundmode und die berechneten thermoelastischen und phononeninduzierten Verluste
abgebildet. Hohe Wirmeleitfihigkeiten (5000 Wm~'K~! im Maximum) zeigen im Ver-
gleich zu geringen (1200 Wm™'K~! im Maximum) dabei héhere Phononenverluste. Als
Griineisenparameter diente ein experimentell ermittelter Wert von v = 0,21 [129]. Die Fre-
quenzabhéngigkeit der Temperatur maximaler Verluste sowie die Modenformabhéngigkeit
der Verlusthohe sind in b) dargestellt.

re Konzentration an Sauerstoffdefekten in die Probe ein. Uber die Messung op-
tischer Absorption in Silizium kénnen Sauerstoffdefekte im Kristall nachgewiesen
werden [132]. Weiterhin ist damit auch die Defektgeometrie zugénglich. So ordnet
sich der Sauerstoff kovalent gebunden mittig zwischen zwei Siliziumatomen entlang
der (111)-Richtung des Kristalls auf einem Zwischengitterplatz an. Jedoch ist die
Gleichgewichtslage etwas aus dieser Richtung heraus verschoben. Abb. 6.8 zeigt
die Defektgeometrie. Die asymmetrische Lage des Sauerstoffs fithrt zu sechs ortlich
unterschiedlichen Gleichgewichtspositionen, die sechszéhlig um die (111)-Achse an-
geordnet sind.

Bosomworth et al. modellierten 1970 das Potential des Sauerstoffatoms an
der Defektstelle im Modell eines gestorten zweidimensionalen Oszillators. Der Ab-
stand der Eigenzustédnde in diesem Potential stimmt mit den gemessenen optischen
Absorptionslinien im infraroten Spektralbereich iiberein. Allerdings liegt der Grund-
zustand des Defekts in diesem Modell iiber dem Potentialberg selbst. Somit bricht
die klassische Interpretation thermisch induzierter Verluste zusammen. Der Poten-
tialberg besitzt in dem Modell nur eine Hohe von ca. 4meV und liegt damit um
Groflenordnungen unterhalb der experimentell ermittelten Aktivierungsenergie.

Da eine Lokalisierung des Sauerstoffs wie im klassischen Bild nicht vorliegt,

postulieren Nowick und Heller [104], da8 die dreizdhlige Rotationssymmetrie ent-
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Abb. 6.8.: Platzwechselvorgiinge von Sauerstoff in Silizium. Abb. a) zeigt den
mikroskopischen Aufbau des Sauerstoffdefekts im Silizium. Zwischen den Siliziumatomen
(weiB) ist das Sauerstoffatom (rot) kovalent gebunden. Die Gleichgewichtsposition des
Defekts ist jedoch aus der [111]-Achse zwischen den Siliziumatomen heraus verschoben.
Um die [111]-Achse kann der Defekt sechs Gleichgewichtspositionen einnehmen. Neben
dieser Rotation kann aber auch ein Aufbrechen der Bindung und ein Wechsel zu einem
anderen Si-Si-Paar erfolgen. Das Ergebnis dieses Umklappens ist in b) gezeigt.

lang der (111)-Richtung auch mit dem Defekt erhalten bleibt. Somit ergibt sich
der Fall eines trigonalen Defekts im kubischen Siliziumkristall. Entscheidend sind
nun die Platzwechselprozesse des Sauerstoffatoms zwischen zwei kristallographisch
unterschiedlichen (111)-Achsen, z.B. von [111] zu [111]. Unter der Annahme einer
konstanten Defektanzahl ist in dieser Symmetrie allein eine Relaxation iiber den
elastischen Modul Cyy moglich. Dissipation mechanischer Energie sollte demzufolge
nur fiir die Scheranteile auftreten [105].

Um diesen Zusammenhang zu iiberpriifen, wurde die Relaxationsstidrke unter
Beriicksichtigung der Hintergrundverluste aus den Mefiwerten bei unterschiedlichen
Resonanzen ermittelt. Dies geschah fiir die oben erwihnte Probe () 65 mm x 50 mm)
sowie fiir eine zweite Probe mit den Abmessungen () 65 mm x 70 mm. Beide Substra-
te stammen aus demselben Zuchtkristall und sollten daher gleiche Defektkonzentra-
tionen aufweisen. Die Zylinderachsen beider Proben sind entlang der (111)-Achse
des Kristalls orientiert. Eine numerische Berechnung des Scheranteils der in der Mo-
de gespeicherten Energie erfolgte mit Hilfe der Computersoftware ANSYS. Abb. 6.9
stellt die Relaxationsstidrken dem Anteil der Scherenergie in der Mode gegeniiber.
In eindeutiger Weise ist ein linearer Zusammenhang festzustellen. Die geringen Ab-
weichungen von der Regressionsgeraden konnen durch die unsichere Interpolation
der Untergrundverluste erkliart werden. Ebenfalls bringt die numerische Berechnung

der Substrateigenmoden als auch die probenabhéngige Variation der mechanischen
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Abb. 6.9.: Abhingigkeit der Relaxationsstirke von dem Anteil der Scherener-
gie in der zugrundeliegenden Eigenmode. Der lineare Zusammenhang bestétigt die
Hypothese einer trigonalen Defektstruktur von Sauerstoff in Silizium.

Parameter eine Unsicherheit in die Auswertung ein. Beide Einfliisse zusammen sind
mit einem relativen Fehler von unter 5% abzuschitzen. Ein Sauerstoffdefekt dissi-
piert nur dann Energie, wenn die zugrundeliegende Mode an der Defektstelle eine
mechanische Spannung aufweist. Sind die Sauerstoffdefekte homogen in der Probe
verteilt, erwartet man eine lineare Beziehung zwischen dem Scheranteil der mechani-
schen Energie und der Relaxationsstéirke. Eine rdumliche Inhomogenitéat der Defekte
kann allerdings auch zu einer Abweichung von dieser Geraden fiihren.

Fiir die vorliegende Defektsymmetrie ist nach Nowick und Heller allein eine
Relaxation der Komplianz!' Sy4 erlaubt. Mit den Eigenwerten des elastischen Dipols
A1 und Ay erhalten sie [105, Gl. (6.11)]

AN, V2
9kpT

6S4 = (AL —A2)? . (6.24)
Deutlich erkennbar ist die lineare Abhéngigkeit von der Anzahldichte der einge-
brachten Defekte Ny. Vi beschreibt hierbei das charakteristische Defektvolumen.
Fiir kubische Kristalle gilt Cyy = 1/S544 und damit kann die Relaxationsstiarke des

Verlustmaximums iiber

0Cyy  0Su
= = 6.25
Cu Sua (6.25)

A

mit den Komponenten des elastischen Dipols in Verbindung gebracht werden. Mit

der Kenntnis der Defektdichte kann so der Materialparameter A\; — Ay berechnet

IDer Tensor elastischer Komplianzen ist als inverser Tensor der elastischen Moduln definiert.
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Abb. 6.10.: Mechanischer Verlust eines Siliziumcantilevers. Die untersuchte Probe
besaf} eine Linge von 50 mm und eine Breite von 8 mm und wurde im Czochralskiverfahren
hergestellt. Die Liangsachse des Cantilevers war dabei in (110)-Richtung und die Oberfliche
senkrecht zur (100)-Richtung des Kristalls orientiert. Die mit Tabellenwerten berechneten
thermoelastischen Verluste fiir eine Dicke von 110 pm erklédren das Verhalten fiir Tempe-
raturen oberhalb von 150 K. Die Phononenverluste liegen entsprechend Abb. 6.7(a) unter
1078 und sind deshalb nicht im Diagramm dargestellt.

werden. Die Defektdichte ist fiir die in vorliegender Arbeit ausgewerteten Proben
jedoch nicht bekannt. Eine quantitative Auswertung hinsichtlich des elastischen Di-
pols unterbleibt deshalb an dieser Stelle.

Der oben erwidhnten Analyse der Scherenergie geht die genaue Kenntnis der
Modenform einer Resonanz voraus. Dazu wurde das gemessene Resonanzspektrum
vor allem bei niedrigen Frequenzen mit dem berechneten verglichen. In diesem Be-
reich ist eine Zuordnung relativ einfach, da aufeinanderfolgende Moden im Spektrum
um einige Kilohertz auseinanderliegen. Probenspezifische Abweichungen der Mate-
rialparameter vom in der Simulation verwendeten Literaturwert werden so deutlich.
Zusétzlich erkennt man an den niederfrequenten Moden, ob die berechneten Fre-
quenzen ober- oder unterhalb der gemessenen Frequenzen liegen. Fiir die zuverlassige
Identifikation der Modenformen ist es unerlédflich, daf sich jede gemessene Mode im

berechneten Spektrum wiederfindet.

6.7.2. Schwingende Plattchen

Eine Auswertung an Siliziumcantilevern wiirde aufgrund der nahezu uniaxialen Be-
lastung einen einfacheren Zugang zur Geometrie des Sauerstoffdefekts erlauben. Ver-
lustmessungen an Siliziumcantilevern zeigen jedoch relativ hohe Verluste > 11077
fiir Temperaturen oberhalb von 50 K. Dieses Verhalten ist beispielhaft an der Mes-
sung einer Biegemode bei 20,7kHz in Abb. 6.10 zu erkennen.

Bei hohen Temperaturen dominiert die thermoelastische Dampfung die ge-
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messenen Verluste. Um 120 K besitzt der Ausdehnungskoeffizient von Silizium je-
doch einen Nulldurchgang und die thermoelastische Dampfung verschwindet. Des-
halb sollte eine Detektion des durch Sauerstoff verursachten Verlustes in der Nahe
dieser Temperatur moglich sein. Die Cantileverachse der verwendeten Probe lag
in kristalliner (110)-Richtung. In einer Biegemode erwartet man nach der Theorie
des elastischen Dipols deshalb keine Dampfung durch den Sauerstoffdefekt (vgl.
Abschnitt 6.7.3). Allerdings zeigen sich auch hier gemessene Verluste von iiber
1-1077. Diese werden wahrscheinlich durch die Oberfliiche verursacht [133] und
iiberdecken das schwache Verlustmaximum von Sauerstoff mit seiner maximalen
Relaxationsstirke von A ~ 1,4-1077. Eine Untersuchung des Sauerstoffdefekts an
Biegemoden von Siliziumcantilevern wird dadurch unmoglich.

Demgegeniiber steht die Moglichkeit der Vermessung von Torsionsmoden. In
ihnen wird mechanische Energie hauptséchlich in den verlustbehafteten Scherkom-
ponenten gespeichert. Die Defektverluste sollten damit maximiert werden. Da eine
reine Torsionsverformung keine Volumenédnderung mit sich bringt, 148t sich aufler-
dem eine geringere thermoelastische Dampfung erwarten. Im Vergleich zu Biege-
moden weisen Torsionsmoden zudem einen geringeren Energieeintrag nahe der Pro-
benoberflache auf. Damit sollte ebenfalls der Einflufl moglicher Oberflachendefekte
verringert werden. Demgegeniiber steht eventuell eine groflere Wechselwirkung mit
der Klemmung, die zu hoheren mechanischen Verlusten fithrt. Die Untersuchung von

Torsionsmoden ist deshalb in zukiinftigen Messungen besonders interessant.

6.7.3. EinfluB auf die Gravitationswellendetektion

Die ermittelte Abhéngigkeit des mechanischen Verlustes von der iiber den Modul
Cy4 gespeicherten Energie besitzt einen direkten Einflufl auf die Planung zukiinftiger
Gravitationswellendetektoren. Die Minimierung des Brownschen Rauschens des Sub-
strates setzt nach Gl. (4.18) die Wahl eines moglichst grofien elastischen Moduls
voraus. In Silizium ist der maximale Elastizitdtsmodul E;;; = 188 GPa entlang der
(111)-Richtung gegeben. Beschreibt man den Tensor der elastischen Konstanten in
einem Koordinatensystem, dessen z-Achse mit der [111]-Richtung zusammenfallt,

ergibt sich
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Cioy = G C? 8 8 (6.26)
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Diese Gestalt ist typisch fiir trigonale Kristalle und spiegelt die dreizéhlige
Symmetrie entlang der (111)-Achse von Silizium als kubischem Kristall wider. Alle
neuen KEintrége lassen sich iiber die drei gebraduchlichen Konstanten Cy;, Cis und
Cy4 eindeutig bestimmen. Speziell fiir 6’33 lautet dieser Zusammenhang

633 = (011 + 2C + 4044) . (627)

W

Die Rauschanalyse nach Levin bringt eine Spannung o33 entlang der Zylinderach-
se auf das Substrat auf. Folglich wird mit dieser Belastung hauptséchlich Ener-
gie iiber den Modul Cas gespeichert. Anteilig findet dabei auch der verlustbehaf-
tete Modul )y Eingang, der zu einer Erhohung der mechanischen Verluste ¢ bei-
tragt. Der erhohte Verlust kann somit den Vorteil des hoheren Elastizitdtsmoduls in
(111)-Orientierung wieder aufheben und das Rauschniveau im Vergleich zur (100)-
Orientierung sogar erhohen. Dieses Verhalten ist v.a. dann kritisch, wenn die Sub-
strattemperatur in der Ndhe maximaler Defektverluste liegt. Bei einer Detektions-
frequenz von 1kHz zeigt der Sauerstoffdefekt in Silizium bei 95 K sein Maximum.
Im Gegensatz dazu zeigt eine entlang der (110)-Achse ausgerichtete Probe kei-
ne Kopplung des verlustbehafteten Moduls Cy4 mit der nach Levin aufgebrachten
Spannung. Unter Nutzung des hoheren Elastizitdtsmoduls kann mit dieser Orientie-
rung hinsichtlich der Sauerstoffdefekte ein geringeres Brownsches Substratrauschen

erzielt werden.



7. Parametrische Instabilitaten

Die hohe Laserintensitdt im Armresonator von Gravitationswellendetektoren kann
den Effekt der parametrischen Resonanz (s. Anhang C.1) hervorrufen. Unter gewis-
sen Bedingungen konnen dabei die Resonatorspiegel zu mechanischen Eigenschwin-
gungen angeregt und somit das Interferometer aus dem stabilen Zustand ausgelenkt

werden. Dieses Detektorverhalten macht eine Detektion unméglich.

7.1. Grundlagen

Das Grundprinzip dieses Effektes soll an einer vereinfachten Geometrie deutlich
gemacht werden. Dazu wird der Endspiegel als harmonischer Oszillator mit idealer
Reflektivitat ro = 1 angenommen. Der Einkoppelspiegel soll ortlich fixiert sein und
eine Reflektivitat r; < 1 besitzen. In Abb. 7.1 ist dieses Modell veranschaulicht.

INNNNNNNN
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Abb. 7.1.: Modell zur Verdeutlichung der parametrischen Instabilitit eines
Fabry-Perot-Resonators. Der Endspiegel der Kavitét ist als eindimensionaler harmo-
nischer Oszillator modelliert, wihrend der Einkoppelspiegel als ortlich fest angenommen
wird.

Zunéchst konnte man davon ausgehen, dafl die Bewegung des Endspiegels die
im Resonator gespeicherte optische Energie moduliert. Mit Resonatorléngen von
4km dauert ein Umlauf im Resonator 7 = 2L/c¢ ~ 27 us. Um die im Resonator
umlaufende Intensitat effektiv zu &ndern, mufl der Laserstrahl den Arm mehrmals
durchlaufen. Als Maf dafiir dient die Anzahl effektiver Umlaufe mit typischen Wer-

ten von N = 300. Da jedoch die elastischen Eigenmoden des Spiegels Frequenzen

89
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iiber 10 kHz aufweisen, erweist sich diese Bewegung als zu schnell, um die Intensitét
im Resonator merklich zu modulieren.

Die Erklarung parametrischer Instabilitdten erfolgt stattdessen iiber die Pha-
senmodulation, die die Spiegelbewegung iiber die Auslenkung z,, dem umlaufenden
Licht aufpragt. Mathematisch 148t sich das elektrische Feld direkt nach der Reflexion

folgendermaflen zusammenfassen
E(t) = Belti=2kem(®) (7.1)

Fiir harmonische Spiegelschwingungen sei eine sinusférmige Zeitabhingigkeit mit

der Kreisfrequenz {2 angesetzt
Zm(t) = Zsin (Q) . (7.2)
In der Ndherung kleiner Amplituden k2 < 1 kann man GI. (7.1) linear entwickeln
E(t) = F ("' — k2e/ @t 4 fzeilo-1) (7.3)

Neben der in den Resonator eingestrahlten Frequenz entstehen durch die Spiegel-
schwingung zwei Seitenbénder, die um die Spiegelfrequenz €2 gegeniiber der Grund-
frequenz w verschoben sind. Die sog. Stokesmode bezeichnet dabei die Welle verrin-
gerter Frequenz, wihrend die Welle hoherer Frequenz Antistokesmode genannt wird.
Eine genaue Berechnung zeigt, daf§ die betrachtete Phasenmodulation auch hoéhere
Seitenbander mit einer Frequenzverschiebung ganzzahliger Vielfacher von (2 besitzt.
Fiir kleine Spiegelauslenkungen, wie sie in der vorliegenden Arbeit angenommen
werden, geniigt jedoch die Beriicksichtigung der ersten Seitenbénder.

Falls die neu entstandenen Seitenbédnder nahe der Resonanz des Fabry-Perot-
Resonators liegen, wird bei jedem Umlauf Licht phasenrichtig aus der Grundmode
in das Seitenband transferiert. Sind die Verluste der optischen Seitenbénder in der
Kavitat klein genug, steigt damit deren Intensitét stetig an. In diesem Prozefl wird
die Frequenz und damit auch die Energie der elektromagnetischen Welle geéndert.
Wiéhrend die einfache Phasenmodulation die Energie der elektromagnetischen Welle
nicht dndert (Energiegewinn in Stokesmode wird durch Energieverlust in Antistokes-
mode ausgeglichen), kann es durch die Realisierung eines Resonators zu einer Bevor-
zugung eines Seitenbandes kommen. Um die Energieerhaltung zu gewéhrleisten, muf
der Spiegel die Energiedifferenz ausgleichen. Die Konversion der elektromagnetischen
Grundmode in eine Stokesmode setzt Energie frei und fithrt damit zu einer Zunahme

mechanischer Energie im Spiegel. Die entsprechend vergréflerte Schwingungsampli-
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tude 2 erhoht nach Gl. (7.3) die Effizienz der Seitenbanderzeugung und damit die in
die Spiegelschwingung iibertragene Energie. Mit dieser positiven Riickkopplung ist
die mechanische Instabilitdt des Detektors zu erkldren. Eine ausreichende mecha-
nische Dampfung der Testmasse kann das Auftreten parametrischer Instabilitdten
noch verhindern. Antistokesmoden entziehen der Spiegelschwingung Energie und
kénnen im Unterschied zu Stokesmoden keine Instabilitdt hervorrufen.

Der beschriebene Energietransport kann auch dynamisch erklért werden. Ohne
Modulation lduft im Resonator die optische Grundmode um und {ibt einen konstan-
ten Strahlungsdruck auf den als frei beweglich modellierten Spiegel aus. Dieser ist
proportional zur Intensitat des am Spiegel reflektierten Lichts. Dabei kann der Ein-
flu der hochfrequenten optischen Schwingung bei 10'° Hz auf den Spiegel wegen
dessen mechanischer Tragheit vernachléssigt werden.

Mit der Erzeugung einer optischen Stokesmode ergibt sich nun eine Schwebung

mit der optischen Grundmode. Fiir das resultierende elektrische Feld
E(t,z) = Byel@1t=h2) | ) ellwat=kz) (7.4)
folgt eine Intensitdt von (siehe beispielsweise [35])
I(t,2) o< E(t,2)E(t,2)" = |Ei|> + | Bo|* + 2R (B  Eyellz—ent=(amizly 0 (75)

Im vorliegenden Fall sind die Amplituden E; und E5 reellwertig. Dies erlaubt eine

Vereinfachung zu
I(t,2) o< |Ey|” + | Ba|* + 2E1 By cos [(wy — wy) t — (ky — ky) 2] (7.6)

Der behandelte Effekt der Schwebung ist in Abb. 7.2 exemplarisch dargestellt. Mit
der Ersetzung w; — w und wy — w — € fiir den Umlauf von Stokesmoden im Re-
sonator erkennt man die Anregung des Spiegels. Fiir den resonanten Umlauf beider
optischer Moden entféllt der Ortsterm (k2 — k)2 im Argument des Kosinus. Zur
Zeit t = 0 bewegt sich der Spiegel entsprechend Gl. (7.2) in positive z-Richtung
nach auBen. Gleichzeitig wird auch der Strahlungsdruck maximal und beschleunigt
den Spiegel zusétzlich nach aulen. Diese phasenrichtige Anregung resultiert in ei-
ner Erhohung der Schwingungsamplitude des Spiegels. Fiir die Antistokesmode ist
das Vorzeichen von Ey umzukehren. Damit ergibt sich eine Phasenverschiebung der
treibenden Kraft am Spiegel um 180° und eine Dampfung der Spiegelbewegung.
Eine analytische Modellierung der Anregung parametrischer Instabilitdten fin-

det sich in [9]. Braginsky et al. leiten darin einen Ausdruck fir die parametrische
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Abb. 7.2: Schwebungsfigur aus der
Uberlagerung zweier Wellen. Das

Diagramm zeigt exemplarisch das aus
mwm einer Uberlagerung zweier Wellen leicht

unterschiedlicher Frequenz resultierende
WM elektrische Feld. Die Intensitédt ist mit
ihrer quadratischen Abhéngigkeit vom
elektrischen Feld ebenfalls dargestellt
und zeigt ausgepriagte Maxima und Mi-
nima. Diese fithren aufgrund des Strah-
W In lungsdrucks zu einer Bewegung des als

0 1 2 schwingungsfihig angenommenen End-
Phase ¢/n spiegels.

elektrisches Feld

Intensitat

Verstarkung R und das folgende Kriterium fiir das Auftreten parametrischer Insta-
bilitdten ab

w w1 A

R = : .
cML  wpYmm 1+§—§
1

>1. (7.7)

Dabei ist W die im Resonator umlaufende Laserleistung, ¢ die Vakuumlichtgeschwin-
digkeit, M die Spiegelmasse, L die Armlénge w,, und w; die Kreisfrequenz des Spie-
gels und der moglichen optischen Resonatormode, 7, und ~,, die Abklingrate der
optischen Resonatormode und der Spiegelschwingung. A = wy — w,, — wy bezeich-
net die Frequenzabweichung zwischen der potentiellen Resonatormode w; und der
Frequenzdifferenz aus optischer Grundmode und Spiegelschwingung wy — w,,. Ver-
einfachungen in diesem Modell findet man sowohl in der konstanten Leistung der
Grundmode W als auch in der Annahme, daf§ die Abklingzeiten der mechanischen
Schwingungen grofl gegeniiber denen der optischen Moden sind. Durch die Verwen-
dung verlustarmer Substratmaterialien ist die letzte Annahme gerechtfertigt.

Die GroSe A beschreibt den Uberlappfaktor zwischen optischer Grundmode,
optischer Stokesmode und der elastischen Substratmode. Diese Einfliissse werden
qualitativ plausibel, wenn man sich den Prozefl der Erzeugung parametrischer In-
stabilitdten vor Augen fiihrt. Eine effektive Anregung der Substratschwingung findet
nur dann statt, wenn die Spiegeloberfliiche sich dort stark bewegt, wo die optische
Stokesmode und die Grundmode gleichzeitig hohe Intensitidten aufweisen. Mathe-

matisch ausgedriickt folgt [9]

[ Eo(P) Er(F)u.(7) dS] 2

A=
v Sy [@@)F AV [ Eo(P)* dS [o |E() dS

(7.8)
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mit Integrationen iiber das Substratvolumen V bzw. die reflektierende Substratober-
flache S. Die elektrischen Felder der Grundmode und der hoheren Resonatormode
sind mit Ey und E; bezeichnet, die Auslenkung der Substratschwingung mit «. Die
Komponente u, zeigt entlang der Zylinderachse des Substrates senkrecht zur reflek-
tierenden Fléche.

Als Reaktion auf diese erste Behandlung parametrischer Instabilitét folgte eine
Arbeit von Kells und D’Ambrosio [134]. Sie berticksichtigen in ihrer Arbeit den Effekt
der Antistokesmoden, die die Substratschwingungen effektiv ddmpfen konnen. Sie
fithren zu einer negativen parametrischen Verstiarkung von

W Wo A

Ras = — : : . 7.9
ML W Ym2 1+(&)2 (79)
72

Fiir optische Moden, die sich nur in der longitudinalen Ordnung unterscheiden, sind
die optischen Verluste v gleich. Auch die Modenform auf der Substratoberfliche
bleibt unveréndert. Da die Frequenz der Antistokesmode wo immer grofler als die
der Stokesmode w; ist, wird die parametrische Verstirkung unter Einbeziehung der
Antistokeseffekte sogar negativ. Eine Instabilitéit ist dann ausgeschlossen. Dies liegt
daran, dafl der Resonator mit der Grundmode im Maximum betrieben wird und
damit die Stokes- und Antistokesmoden gleichermaflen verstérkt.

Spétere Analysen tatséchlicher Detektorgeometrien zeigen jedoch, dafl Stokes-
moden mit im Vergleich zur Grundmode unterschiedlicher transversaler Ordnung
parametrisch instabil werden koénnen. Folglich muf§ dieser Effekt in der Konstruk-
tion neuer Detektoren Beriicksichtigung finden. Weitere Arbeiten beriicksichtigen
zusétzlich die Anregung einer Substratschwingung aus der Summe mehrerer op-
tischer Stokesmoden [135]. Auch die Dampfung einer Substratschwingung durch

mehrere Antistokesmoden wird in der genannten Arbeit in Erwdgung gezogen.

7.1.1. Optische Resonatormoden

Eine Analyse parametrischer Instabilitéiten setzt die Kenntnis optischer Eigenmoden
des verwendeten Resonators voraus. Sowohl die Modenfrequenz als auch die Vertei-
lung des elektrischen Feldes am Spiegel gehen nach Gl. (7.7) in die Berechnung der
parametrischen Verstidrkung ein. Durch die im Resonator auftretende Schwebung
zwischen der Grundmode und einer Mode hoherer Ordnung ergibt sich eine mecha-

nische Anregung des Substrates mit der Frequenz wyy,,. Mit den Kriimmungsradien
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der Spiegel R; und der Resonatorlinge L lautet der Frequenzunterschied [136]

L L
WNmn I% 7N + (n + 2m + 1) arccos (i\/(l — E) (1 — E))

Dabei bezeichnet N die longitudinale Ordnung, n die azimutale und m die radiale

(7.10)

Ordnung der optischen Stokesmode. Fiir stabile Resonatoren besitzen die Faktoren
in dem Wurzelausdruck das gleiche Vorzeichen. Dieses Vorzeichen ist im Argument
des Arcuscosinus einzusetzen. Eine detailliertere Herleitung ist im Anhang (C.2)
dargestellt.

Fiir die Untersuchung parametrischer Instabilitdten ist weiterhin die Kenntnis
optischer Verluste von Bedeutung. Als Hauptmechanismen unterscheidet man die
Verluste durch die verbleibende Transmission an den Resonatorspiegeln als auch
die Beugungsverluste bei der Reflexion innerhalb der Kavitédt. Die nach einem Um-
lauf im Resonator verbleibende Energie kann durch den Transmissionskoeffizienten
der Spiegel T' und einen Parameter fiir die Beugungsverluste S wie folgt berechnet

werden
E-AE=E(1-5)1-T1)(1-S5)(1—-T5) =E(1—Top) - (7.11)

Dabei sind die Verlustmechanismen in dem Parameter 7o, und die pro Umlauf
abgegebene Energie in AE zusammengefafit. Die Abklingrate des Resonators v aus
Gl. (7.7) beschreibt jedoch das zeitliche Abklingen der Amplitude des elektrischen
Feldes. In diesem Modell folgt der zeitliche Verlauf der optischen Energie einem

exponentiellen Gesetz mit doppelter Relaxationsrate
E(t) = EBe ™" (7.12)

Fiir einen Umlauf im Resonator wird dabei die Zeit ¢ = 2L/c benétigt. Damit beide
Modelle den gleichen physikalischen Sachverhalt beschreiben, mufl der Energiever-
lust pro Umlauf in beiden Féllen gleich sein. Es ergibt sich eine Vorschrift fiir die

Berechnung von ~ zu
E(l = Typ) = Be e = o = —ﬁ In(1—Thy) - (7.13)

Die Berechnung der Beugungsverluste erfolgt in einer einfachen Naherung iiber

die Integration der Energie auflerhalb der Spiegelfliche. Der Koeffizient S, der die
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Energieverluste durch Beugung beschreibt, ergibt sich mit dem Spiegelradius R zu

o ST IE ()P rdrdyp
I ST B @) rdrde

1-5 (7.14)
Das Betragsquadrat des elektrischen Feldes ist hierbei proportional zur Intensitét
des Lichts und kann Gl. (C.7) entnommen werden. In dieser Ndherung ist jegli-
che Anderung der optischen Modenform durch den endlichen Spiegel vernachlissigt.
Genauere Untersuchungen mittels numerischer Berechnungen der optischen Moden-
form bei endlichen Spiegeln sind in [137] gegeben. In ihrer Analyse des Armresona-
tors von aLIGO zeigen sich fiir Laguerre-Gauf-Moden nur geringfiigige Anderungen
der Beugungsverluste von etwa 10%. Gravierender wirken sich die Anderungen der
Eigenfrequenzen optischer Resonatormoden aus. Diese variieren fiir Moden hoherer
Ordnung um bis zu 1kHz und fithren damit zu einer erheblichen Abweichung zwi-

schen der hier gezeigten Berechnung und einem realen Experiment.

7.1.2. Elastische Substratmoden

Neben den optischen Eigenschaften des Resonators wird das Auftreten parametri-
scher Instabilitdten mafigeblich durch die elastischen Eigenschaften des Substrates
bestimmt. Gl. (7.7) verdeutlicht, daB die Kenntnis der mechanischen Resonanz-
frequenzen w,, als auch der Auslenkung @ der zugehorigen Modenformen einer
Abschétzung der parametrischen Verstiarkung vorausgeht. In Gravitationswellende-
tektoren sind die Testmassen an diinnen Fasern aufgehéngt und konnen damit als
frei schwingend modelliert werden. Deshalb mufl die Spannung an der Substratober-

fliche fiir Eigenmoden verschwinden. Mathematisch lautet diese Randbedingung

mit der Oberflichennormalen 7, der Oberfliche A und der wirkenden Kraft F. Wei-
terhin muf} im Substrat die Bewegungsgleichung erfiillt sein. Dazu betrachtet man
ein infinitesimales Volumenelement des Kontinuums AV. Newtons zweites Axiom

lautet dann

(AV) v (AV)

Hierbei bezeichnet (AV') die Oberfliche des Volumenelements und u die elastische

Auslenkung. Uber das Hookesche Gesetz, Gl. (B.1), kénnen die Spannungen durch
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die Dehnung und schlieflich durch die Auslenkung ersetzt werden. Diese partielle
Differentialgleichung in wu ist schlie8lich zu 16sen.

Die Ermittlung des Spektrums elastischer Moden ist selbst fiir den einfachen
Fall eines zylinderformigen, isotropen Substrates analytisch nicht moglich. Damit ist
eine numerische Analyse der Eigenfrequenzen und mechanischen Modenformen un-
umgéanglich. ITm Rahmen dieser Arbeit wurden dazu die Programme COMSOL [91]
und ANSYS [138] als Finite-Element-Methoden (FEM) verwendet. Ein Vergleich
beider Programme mit bekannten analytischen Losungen fiir Chree-Lamb-Moden
und Torsionsmoden ist von Heinert und Strigin [139] diskutiert. Im Hinblick auf die
Simulationsgenauigkeit der Modenfrequenz und Modenform zeigt ANSY'S eine deut-
liche Uberlegenheit gegeniiber COMSOL und bestitigt damit frithere Arbeiten [140].
Als typisches Beispiel wurde dazu eine Chree-Lamb-Eigenmode bei 51 kHz herange-
zogen. Bei einem FEM-Modell mit 40000 Elementen betrug die Frequenzabweichung
fiir COMSOL ~ 100 Hz, wéhrend der Fehler in ANSYS mit unter einem Hertz an-
zugeben ist. Demzufolge wurde fiir die Analyse parametrischer Instabilitdten aus-
nahmslos die Software ANSYS verwendet.

Wesentlich fiir das Auftreten parametrischer Instabilitdten ist ebenfalls die
Relaxationsrate mechanischer Eigenschwingungen. Analog zu Gl. (7.13) kann sie
iiber den mechanischen Verlust des Substratmaterials berechnet werden
w

m 1
y In(1—-27m¢) ~ —wno . (7.17)

"}/m:— 2

Die letzte Naherung gilt dabei fiir geringe mechanische Verluste 27¢ < 1, wie sie
im Falle der Detektortestmassen gegeben sind. Da diese Eigenschaft mafigeblich das
Brownsche Rauschen der Substrate bestimmt (vgl. Kap. 4), sind relativ viele Me8-
werte bekannt. Fiir unbeschichtete Substrate aus Fused Silica ist eine Interpolation
gemessener Verluste nach Penn [77] verfiighar. Darin wird eine Aufteilung in Bulk-
und Oberflichenverluste vorgenommen und eine Interpolationsformel angenommen,
die mit zunehmender Frequenz abnehmende Verluste postuliert. Fiir typische Sub-
stratgeometrien geplanter Detektoren der zweiten Generation ergeben sich fiir Fre-
quenzen von 10kHz bis 80kHz mechanische Verluste in der Groflenordnung von
¢ = 1078 bis 1077, Diese Abschitzung liefert jedoch zu geringe Verluste, da sie al-
le restlichen real auftretenden Verlustquellen wie den dielektrischen Schichtstapel,
die Aufhédngungsfasern oder die Bondflachen, an denen die Aufhédngungsfasern mit
dem Substrat verbunden werden, vernachlassigt. Die Messung mechanischer Verlu-
ste realer Testmassen in der endgiiltigen Aufhéingung belegt diese Vermutung [141].
Auch Messungen realer Testmassen fiir aLIGO [142] und VIRGO [143] mit metal-
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lischen Aufhdngungsdrahten unterstiitzen diese These. Alle genannten Messungen
zeigen Verluste iiber ¢ = 4 - 1077, Dennoch wird in der vorliegenden Analyse mit
¢ = 107% ein niedriger Wert angenommen, um in der Simulation keine méogliche

instabile Kombination auszulassen.

7.2. Parametrische Instabilitaten in aLIGO

Der konkreten Analyse parametrischer Instabilitdten liegen die Parameter fiir alLIGO
aus Tab. 5.3 zugrunde. Zunéchst wurden alle mechanischen Substratmoden bis zu ei-
ner Frequenz von 50 kHz numerisch berechnet. Anschliefflend wurden nach Gl. (7.10)
die Frequenzen moglicher Stokesmoden ermittelt. Dabei wurde die maximale Ord-
nung transversaler Moden auf n+2m < 7 beschrédnkt. Diese Wahl begrenzt die maxi-
malen Beugungsverluste der Stokesmode auf 10% und gestattet die Berechnung der
Beugungsverluste mit der einfachen Ndherung nach Gl. (7.14). Schlielich wurde die
parametrische Verstirkung R fiir beliebige Kombinationen aus mechanischen und
optischen Moden berechnet. Dabei erfolgte eine Optimierung des Uberlappfaktors
I in Hinblick auf eine Rotation der optischen Mode gegeniiber der mechanischen
Mode.

Die Auswertung ergab fiir die angegebenen Parameter insgesamt zwolf para-
metrisch instabile Kombinationen in alLIGO. Mechanisch entartete Moden wurden
hierbei als einzelne Kombination gezihlt. Anschliefend wurde {iberpriift, inwieweit
die angeregten Spiegelschwingungen Energie an eventuelle Antistokesmoden abge-
ben und so unter die kritische Schwelle von R = 1 fallen. Dazu wurde die para-
metrische Verstirkung jeder einzelnen instabilen Spiegelresonanz fiir Antistokesmo-
den bis zu einer Frequenz von 60 kHz berechnet. Um einen von null verschiedenen
Uberlappfaktor zu erhalten, kommen dazu nur optische Moden mit der gleichen azi-
mutalen Symmetrie wie die Spiegelmode in Frage. Im Ergebnis erweisen sich vier
der zwolf Kombinationen als stabil, wenn Antistokesmoden beriicksichtigt werden.
Die Ergebnisse sind in Tab. 7.1 dargestellt.

Eine mogliche Verschiebung Z zwischen der Strahlachse des Laserstrahls und
der Symmetrieachse des Spiegelsubstrates fiihrt zur Aufweichung der azimutalen
Symmetriebedingung. Folglich ist fiir die angesprochene Verschiebung eine erhohte
Anzahl parametrisch instabiler Kombinationen zu erwarten. Vorliegende Arbeit un-
tersucht erstmals den Effekt einer solchen Verschiebung. Eine beispielhafte Analyse
fiir eine Verschiebung von 1 cm zeigt dabei das Auftreten zweier neuer Kombinatio-
nen. Eine detaillierte Beschreibung ist von Heinert und Strigin in [139] gegeben. Da

die Justierung des Laserstrahls in den Detektoren jedoch auf unter 1 mm genau ge-
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# fm[Hz] Af[Hz] m n R Ru Rio
27 14347 14484 0 3 3.04 0.00 3.04
95 19539 19312 2 0 590 031 5.59
26 19705 19312 1 2 1.72 0.15 1.57
143 28656 28068 2 2 190 0.61 1.29
153 29391 28068 2 2 422 0.88 3.33
155 29395 28968 1 4 1.25 0.02 1.23
162 29929 28068 3 0 1.28 0.64 0.64
208 33059 33796 3 1 336 6.85 -3.49
256 35876 33796 3 1 1.10 0.60 0.50
298 38048 37547 0 0 3.62 4.00 -0.39
226 47276 47203 1 0 63.92 1.32 62.57
927 47331 47203 1 0 18.70 0.09 18.60

Tab. 7.1.: Parametrisch instabile Spiegelschwingungen fiir aLIGO. Neben der
Modennummer # der instabilen Spiegelmode ist auch deren Frequenz f,, gegeben. Die
entsprechende Stokesmode ist durch den azimutalen Index n, den radialen Index m und
den Frequenzunterschied zur optischen Grundmode Af beschrieben. Die parametrische
Verstarkung R wird durch Antistokesmoden um R, verringert. Damit bleiben vier der
urspriinglich zwolf instabilen Spiegelmoden durch den Einflufl der Antistokesmoden stabil.

schieht, sind dort keine neuen Kandidaten zu erwarten. Durch die Fehlorientierung
des Strahls verringert sich weiterhin der Uberlappfaktor der Moden, die die azimu-
tale Bedingung erfiillen. Jedoch belduft sich auch dieser Effekt fiir eine Verschiebung
kleiner 1 mm auf unter 1%.

Die hier dargelegte Rechnung weist im Vergleich zu realen Testmassen einige
Ungenauigkeiten auf. So besitzen reale Testmassen auf dem Umfang plane Flichen
(sog. flats), um die Aufhédngungsfasern zu bonden. Diese dndern die mechanischen
Eigenfrequenzen des Substrates und fiihren teilweise zur Aufspaltung urspriinglich
entarteter Moden. Auflerdem fithren Inhomogenitéiten der elastischen Paramter im
Substrat zu einer Variation der Resonanzfrequenzen. Die optischen Frequenzen des
Resonators sind mafigeblich von den Kriimmungsradien der Spiegel und der Resona-
torlinge abhingig. Auch hier bewirken kleine Anderungen grofie Variationen in den
Frequenzen. Letztendlich beeinflussen auch die Beugungsverluste die Resonanzfre-
quenz optischer Moden. Die genannten Unsicherheiten fithren zu dem Schluf}, dafl
die Berechnung parametrischer Instabilitdten an Beispielgeometrien einen rein sto-
chastischen Charakter hat. Grundlegende Ideen kénnen an diesen Beispielrechnun-
gen veranschaulicht werden. Die konkreten instabilen Moden eines realen Detektors
sind aber ausschlieflich mit experimentellen Werten fiir optische und mechanische

Resonanzen zuverldssig zu bestimmen.



8. Zusammenfassung

Fiir eine erfolgreiche direkte Detektion von Gravitationswellen ist eine Verbesse-
rung der Empfindlichkeit aktueller interferometrischer Detektoren unabdingbar. Die
vorliegende Arbeit identifiziert dabei das thermische Rauschen der Testmassen als
Begrenzung zukiinftiger Detektoren wie aLIGO. Die Anwendung bekannter analyti-
scher Losungen fiir die einzelnen Rauschbeitrige verdeutlicht, dafl insbesondere das
Brownsche Rauschen der dielektrischen Schichtstapel die erreichbare Empfindlich-
keit mafigeblich einschrankt.

Basierend auf der Idee der Khalilikavitdt wurde gezeigt, daf§ die Verwendung
von Khalilietalons eine neuartige und wirksame Methode zur Senkung des Schicht-
rauschens darstellt. Zudem ist die technologische Umsetzung einfacher als fiir eine
Kavitat. Fiir typische Substratgeometrien erlaubt die Verwendung eines Khalilieta-
lons eine Halbierung der Rauschamplitude. Die Wahrscheinlichkeit einer Detektion
von Gravitationswellen kann somit um etwa eine Gréfenordnung erhoht werden.

Eine Absenkung der Temperatur zur Verringerung thermischen Rauschens
macht einen Wechsel des Substratmaterials notwendig. Die Verwendung von Si-
lizium bringt dabei eine erhohte thermische Weglénge mit sich. Der Einflufl der
Substratoberfliche auf das Rauschen ist dann entgegen der Annahme existierender
Modelle nicht mehr vernachléssigbar. Vorliegende Arbeit belegt erstmals die Verrin-
gerung des thermorefraktiven Rauschens fiir kryogene Substrattemperaturen unter
Beriicksichtigung der Substratoberfliche. Die Analyse eines méglichen Einkoppel-
spiegels des Einstein Telescope ergibt bei 10 K und Frequenzen iiber 500 Hz ein
thermorefraktives Rauschen, das nur leicht unter dem Standardquantenlimit liegt.
Kommen im spéateren Detektor Techniken zum Einsatz, die das Standardquanten-
limit senken, kann das thermorefraktive Rauschen die Detektorempfindlichkeit in
diesem Frequenzbereich begrenzen. Auch fiir die Realisierung kryogener Khalilieta-
lons muf die in vorliegender Arbeit entwickelte Theorie Beriicksichtigung finden.

Das Brownsche Rauschen des Substrates stellt in zukiinftigen Detektoren den
zweitstdrksten Rauschmechanismus dar. Die Modellierung mechanischer Verluste
als Mafl Brownschen Rauschens wurde zunéchst an Kristallquarz tiberpriift. Hierbei

konnten bekannte, durch Kristalldefekte verursachte Verlustmaxima mit der Theo-
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rie von Debye erfolgreich bestétigt werden. Auch die thermoelastischen Verluste und
die Akhieserddmpfung im Material wurden abgeschétzt. In Siliziumproben, die im
Czochralskiverfahren hergestellt wurden, kam ein schwécher ausgepriagtes Maximum
bei Temperaturen um 115K zum Vorschein. Dieses Maximum folgt dem Arrhenius-
gesetz und im Temperaturverlauf der Debyeschen Theorie. Mit einer Modenanalyse
konnte die Dissipation in Silizium allein auf die Scherkomponenten zuriickgefiihrt
werden. Dieser Sachverhalt bildet eine experimentelle Bestétigung der Theorie von
Nowick und Heller [105]. Genannte Indizien weisen auf einen defektinduzierten Ver-
lust im Silizium hin. Da Proben im Zonenschmelzverfahren kein solches Verlustma-
ximum zeigen, scheint es sich dabei um Sauerstoffdefekte zu handeln.

Schlielich ermoglichen die gewonnenen Erkenntnisse die Abschéatzung des
Brownschen Rauschens fiir Siliziumtestmassen unterschiedlicher Orientierung. Die
bisher bevorzugte Orientierung der Zylinderachse entlang einer kristallinen (111)-
Achse zeigt zwar ein hohes Elastizitdtsmodul und demnach ein geringeres Substrat-
rauschen. Gleichzeitig wiirde der durch den Sauerstoff verursachte Verlust aber im
Vergleich zu anderen Orientierungen steigen und das Rauschen erhchen. Im Ge-
gensatz zu fritheren Arbeiten identifizieren vorliegende Untersuchungen dabei eine
Orientierung der Substrate entlang der (110)-Achse als optimal. Diese Konfiguration
weist den hochsten Elastizitdtsmodul ohne verlustbehaftete mechanische Spannun-
gen auf.

Eine Minimierung der Substratverluste fiihrt in alLIGO bereits zum uner-
wiinschten Effekt parametrischer Instabilitdten. Die in vorliegender Arbeit dargeleg-
te Rechnung besitzt dabei einen rein stochastischen Charakter, da die Eigenfrequen-
zen des Substrates und des Resonators fiir eine exakte Voraussage nicht hinreichend
genau bekannt sind. Es ist wahrscheinlich, daf in Detektoren dritter Generation mit
nochmals gesteigerter optischer Leistung im Resonator die Anzahl instabiler Moden
weiter erhoht wird. Zukiinftige Detektoren miissen deshalb zwingend mit Techniken
ausgeriistet werden, die parametrische Instabilitdten unterdriicken. Wie in vorliegen-
der Arbeit erstmals gezeigt wurde, bringt eine Verschiebung zwischen Laserstrahl
und Rotationsachse des zylindrischen Substrates ebenfalls eine erh6hte Anzahl insta-
biler Moden mit sich. Eine solche Verschiebung ist deshalb in zukiinftigen Detektoren
zu vermeiden.

Die vorliegende Arbeit liefert somit wesentliche Beitrédge zur Optimierung ak-
tueller und zur Planung zukiinftiger Gravitationswellendetektoren. Teile der Arbeit
fanden in diesem Zusammenhang bereits Eingang in die Designstudie fiir das Ein-

stein Telescope.
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Anhang



A. Fabry-Perot-Resonator

In diesem Anhang sollen die grundlegenden Zusammenhéinge am Fabry-Perot-Re-
sonator dargelegt werden. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf der Analyse des

reflektierten und transmittierten Lichts als auch auf dem Parameter der Finesse.

A.1. Der einfache Spiegel

a, =—L> <t— 3, Abb. A.1: Veranschaulichung der op-
tischen Funktion eines einfachen Spie-

gels. Die Groflen a; beschreiben das elek-
1 ; trische Feld, das auf den Spiegel einfillt,
b1 b2 wiahrend das austretende Feld durch b; be-

| schrieben wird.

Um den Fabry-Perot-Resonator zu verstehen, wird zunéchst entsprechend [144]
die Reflexion und Transmission an einem einfachen Spiegel untersucht. Die zugrun-
deliegende Geometrie ist dabei in Abb. A.1 veranschaulicht. Uber die Reflexions-
und Transmissionskoeffizienten 7;; und ¢;; werden die austretenden elektrischen Fel-
der b; und by mit den auftreffenden Feldern a; und as in Verbindung gebracht. Dabei
besitzt aus unterschiedlichen Richtungen einfallende Strahlung auch unterschiedliche

Koeffizienten.

by = ry1a1 + ti2as (A1)
by = ta1a1 + 19202 . (A.2)

Diese werden zur Streumatrix S zusammengefafit, die das einfallende und austre-
tende elektrische Feld verkniipft

F— (") —s( ™) -sa. g— (o) as
by ay lo1 T22
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Die Intensitét einer elektrischen Welle im Medium der Brechzahl n ist proportional
zur Brechzahl und zum Betragsquadrat der Amplitude des elektrischen Feldes I o<
n|E|*. Die Umgebung links und rechts des Spiegels bestehe aus Luft, so daB die
Brechzahl mit n = 1 angenédhert werden kann. Mithilfe der Energieerhaltung kann
man nun Aussagen iiber S ableiten. Die gesamte eingestrahlte Intensitéit aa* muf

fiir verlustfreie Spiegel in jedem Fall der abgestrahlten Intensitéat bb* entsprechen
Ly o b = (Sa)fSa = atstsa = afa . (A.4)

Diese Rechnung zeigt, da8 die gesuchte Streumatrix unitir sein mu (STS = I).

Daraus ergeben sich die fiir die folgende Ableitung wichtigen Gleichungen
|7’11|2 + |2512|2 =1 ) |t21|2 + |T22|2 = 1. (A5)

Aus der Symmetrie gegen die Umkehr des Lichtweges 1&83t sich ableiten, dafl die
Transmissionselemente der Streumatrix gegen eine Vertauschung der Einstrahlrich-
tung invariant sind (t;5 = t91). Uber Gl. (A.5) folgt daraus zusitzlich die Gleichheit
des Betrages der Reflexionselemente. Fiir die Streumatrix ergibt sich damit die fol-

gende Gestalt

g ( r exp(igr1) t exp(igia) ) (A.6)
t exp(igi2) 7 exp(iga)

mit reellen Koeffizienten r und ¢. Fiir die Analyse der Transmissions- und Reflexi-
onsgrade sind diese Einschrinkungen bereits ausreichend, da dafiir die Phasen der
elektrischen Felder unerheblich sind. Diese Freiheit in der Wahl der Streumatrix-
komponenten ist bei einer konkreten Realisierung optischer Spiegel nicht gegeben.
Z.B. legt die genaue Geometrie der Schichten eines Braggspiegels die Phase aller
Eintrédge der Streumatrix eindeutig fest. Im vorliegenden Fall der Untersuchung von
Langendnderungen auf das reflektierte Licht eines Fabry-Perot-Resonators ist diese
Freiheit in der Wahl der Streumatrixkomponenten jedoch vorhanden. Aus Symme-

triegriinden wird im weiteren die Streumatrix

r it
(1) o

verwendet. Sie erfiillt die Forderung nach Unitaritét.
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E,

Vo,
Et1 Et2 Et3

Abb. A.2.: Strahlengang am Fabry-Perot-Resonator.

A.2. Fabry-Perot-Resonator

Ein Fabry-Perot-Resonator (FPR) besteht nun aus zwei solchen Spiegeln zwischen
denen das eingestrahlte Licht mehrmals umlauft. Die Teilstrahlen auf jeder Seite
des Resonators interferieren zum insgesamt transmittierten und reflektierten Licht.
Abb. A.2 verdeutlicht diesen Sachverhalt. Eine kurze Rechnung ergibt den Phasen-

unterschied zwischen zwel benachbarten Strahlen als

20 = 4TﬂnL cos( . (A.8)

A.2.1. Transmission und Finesse

Das transmittierte Feld errechnet sich damit zu

oo

E, = Z E,, = Eyit; el Z (Tgeierleie)k ity
n k=0
: tito
E, = —Eyel ——= . A9
t 0¢ 1-— 7”17”28120 ( )

Ersetzt man in obiger Gleichung die Streumatrix durch eine andere mogliche Wahl,
dandert sich allein die Phase der einzelnen Komponenten. Dieser Phasenunterschied
kann im Falle des FPR durch eine verdnderte Lange L kompensiert werden. Fiir den

Transmissionsgrad erhdlt man mit Gl. (A.5) nach kurzer Rechnung

=15

*_ a-da-n) A10)

(1 —ri7r9)2 + 4rirosin®6

T
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Die Finesse F eines FPR definiert sich iiber das Verhéltnis aus freiem Spek-
tralbereich AX und der Resonanzbreite (FWHM) des Spektrums 6. Eine Anderung
der Wellenliinge d\ verursacht eine Anderung des Phasenunterschiedes df und damit

die Anderung der Transmission. Die Gleichung

0+ do =

2m
)\+d)\nLcos§ (A.11)

verbindet beide Gréflen. Durch Umstellen nach dA ergibt sich

A2 A2

S SV /S
% A 27nL cos ¢

d\ = (A.12)
Die letzte Ndherung gilt fiir Resonatoren, deren Ausdehnung grofl im Vergleich zur
Wellenlénge des verwendeten Lichts ist.

Der Transmissionsgrad 7" wird fiir § = mn (m € N) maximal. Einsetzen von
df = 7 liefert den freien Spektralbereich als Abstand zweier benachbarter Trans-
missionsmaxima

\2

Abseits des Maximums féllt der Transmissionsgrad unter der Bedingung
(1 — T17’2>2 = 47"17’2 SiIl2 0 <A14)

auf die Hélfte ab. Unter dieser Bedingung stellt # die halbe Resonanzbreite dar.

Umgeformt erhélt man fiir die Resonanzbreite

1-— 172

06 = 2 arcsin (A.15)

VTiT2 .

Die Anwendung von Gl. (A.12) ergibt 6\ und schlieBlich

AN 7 1 T\/T172
F — E e § - T—rirs ~ 1 . (A16)
arcsin ;== — e

Die angegebene Naherung gilt dabei fiir kleine Argumente der Sinusfunktion und
damit fiir hohe Reflektivitaten.
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A.2.2. Reflexion

Das elektrische Feld in Reflexion berechnet sich ebenfalls aus der phasenrichtigen

Summe der reflektierten Teilstrahlen. Es gilt

(e.)
Er = E Ern = Eo’f‘l + EO ltl ele )] E (6197"18167‘2>kela ltl
n k=0
g t2rqei2f _p - el (12 + 2)
= Lo\~ i20 | — 0 126
1 —1ryrqe 1 —rirqe
120
r1 — o€t
ET:EOﬁ . (A.17)
— riree

Die letzte Gleichung gilt dabei allein unter der Annahme verlustfreier Spiegel.
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Die angegebenen Gleichungen zur Berechnung des thermischen Rauschens in inter-
ferometrischen Gravitationswellendetektoren beinhalten eine Vielzahl materialspe-
zifischer Konstanten. Wéhrend viele Parameter fiir reine Verbindungen bekannt und
katalogisiert sind (siehe z. B. [145]), fehlen v.a. Messungen iiber die Eigenschaften
von Schichtmaterialien. Dieses Kapitel fait die Mefimethoden zusammen, mit de-
ren Hilfe Materialparameter der einzelnen Komponenten ermittelt werden koénnen.
Eine solche Messung geht der Ausfiihrung einer quantitativen Rauschabschéitzung

zwangslaufig voraus.

B.1. Mechanische Eigenschaften

B.1.1. Elastische Konstanten

Die elastischen Eigenschaften eines Materials sind im Tensor der elastischen Kon-
stanten Cjj; zusammengefafit. Dieser Tensor vierter Ordnung vermittelt die ange-

legte Spannung o;; mit der Dehnung des Materials ¢;; {iber
Oij = Lijki€kl - (B-l)

Eine vereinfachte zweidimensionale Darstellung von Cj;i; ergibt sich in der Voigtno-
tation. Dazu vereinfacht man Spannung und Dehnung nach folgendem Schema zu

sechskomponentigen Vektoren

o) = (011,092,033, 093,013, 012) (B-2)

V) = (e11, €22, €33, 2623, 2613, 2€12) (B-3)

Man erhélt die Matrix der elastischen Moduln CZ(]V ) durch die Ersetzung des vorderen
und hinteren Indexpaares analog der Vorschrift fiir o). Der Faktor zwei vor den

Scherkomponenten der Dehnung ¢;; garantiert, dafl die einfache Formulierung des

119
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Hookeschen Gesetzes in der Voignotation

O'Z-(V) = C’i(jy)eév) (B.4)
erhalten bleibt und mit dem Tensorgesetz aus Gl. (B.1) iibereinstimmt. Die Tenso-
ren der Spannung und Dehnung besitzen aus ihrer Definition heraus eine Symmetrie
gegen Vertauschung ihrer Indizes. Diese Symmetrie {ibertrdgt sich auch auf den
Tensor der elastischen Konstanten. In der Voigtnotation nimmt Cl(jy) deshalb immer
die Gestalt einer symmetrischen Matrix an. Unter Beachtung zugrundeliegender Kri-
stallsymmetrien des Materials verringert sich die Anzahl unabhéngiger Koeffizienten
weiter. Die genaue Form der Matrix elastischer Konstanten kann z. B. bei Nye [146]
nachgeschlagen werden.

In bisherigen Arbeiten zum thermischen Rauschen wurde stets von isotropen
Materialien ausgegangen. Fiir diesen Spezialfall ergeben sich die folgenden elasti-

schen Konstanten

Cpyp Cip Cip 0 0 0
011 012 0 O O
o) _ Ca 00 0 | (B.5)
Cu 0 0
044 0
C(44
(1-0)E ok E
= = = . B.
Cu 1+0)(1-20)" % (1+0)(1-20)" Cu=1r5 (B6)

Der Elastizitdtsmodul £ und die Querkontraktion o stellen dabei die beiden un-
abhéngigen Variablen zur Beschreibung eines isotropen Materials dar.

Der Tensor der elastischen Konstanten kann iiber die Messung der Schallge-
schwindigkeit unterschiedlich polarisierter akustischer Wellen im Material erfolgen
(siehe z. B. [147]). Dazu miissen jedoch mehrere Proben mit unterschiedlichen Schnit-
ten fiir eine komplette Charakterisierung vorliegen. Einfacher gestaltet sich die Mes-
sung iiber die Methode der resonanten Ultraschallspektroskopie (RUS) [148]. Dazu
wird das Frequenzspektrum der elastischen Resonanzen einer Probe vermessen und
iiber eine inverse Rechnung die zugrundeliegenden elastischen Moduln ermittelt.
Solche Messungen sind fiir kristalline Substratmaterialien in grofler Zahl verfiigbar.

Fiir Schichten gestaltet sich die Messung der elastischen Moduln schwieriger.
Eine Messung von Oberfliachenwellen (surface acoustic waves) in der beschichteten

Probe ist denkbar, denn in die Geschwindigkeit dieser Wellen finden die elastischen
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Konstanten der Schicht Eingang. Weiterhin besteht eine moégliche Methode in der
Fertigung mikroskopischer Resonatoren, indem die Schicht nach dem Aufbringen
auf das Substrat unterdtzt wird und so frei iiber dem Substrat steht und zu Eigen-
schwingungen angeregt werden kann. In besonderer Weise muf fiir Schichtmessun-
gen der Einflufl des Substrates genau bekannt sein. Verschiedene Substratmaterialien
kénnen iiber eine unterschiedliche Wechselwirkung unterschiedliche Meflergebnisse
verursachen. Ebenfalls 1i8t die Methode der Schichtherstellung eine Anderung der

Schichtparameter vermuten.

B.1.2. Mechanische Verluste

Als wesentlicher Parameter geht der mechanische Verlust ¢ ins Brownsche Rauschen
ein. Dieser definiert sich iiber den Anteil der pro Schwingungsperiode dissipierten

Energie AF und der mechanischen Gesamtenergie Eiy zu

1 AF

o= B (B.7)

Der mechanische Verlust kann grundsétzlich mittels zweier Verfahren gemessen
werden. Die erste und geschichtlich &dltere Methode benutzt im Material umlaufen-
de Ultraschallwellen und mit deren Abschwichung [147]. Einer solchen Messung
ist der mechanische Verlust im Frequenzbereich einiger GHz zugénglich. Der fiir
eine Rauschabschétzung von Gravitationswellendetektoren interessante Detektions-
bereich um 100 Hz kann somit nicht direkt untersucht werden. Hingegen bietet die
Messung der Verluste abseits mechanischer Resonanzen der Probe einen Vorteil die-
ses Prinzips. Mit der zweiten Methode konnen mechanische Verluste bei tieferen
Frequenzen gemessen werden. Dazu wird die Probe zu resonanten Schwingungen
der Frequenz fr angeregt und das freie Abklingen der Schwingung ausgewertet. Der
Nachteil dieser Methode besteht darin, dal nur an den mechanischen Resonanzen
der Probe gemessen werden kann, da die Schwingungsamplituden im nichtresonanten
Frequenzgebiet so gering sind, dafl sie von der Meapparatur nicht mehr aufgelost
werden konnen. Typisch zugéngliche Frequenzen liegen hierfiir bei einigen 10 kHz
fiir zylindrische Proben und oberhalb einiger 100 Hz fiir Proben in der Geometrie
schwingender Pliattchen (Cantilever).

Die Verluste dielektrischer Schichten werden in bisherigen Arbeiten iiber eine
Differenzmethode zwischen beschichteten und unbeschichteten Cantilevern gemes-
sen (siehe z.B. [149,150]). Zunédchst wird der Verlust eines unbeschichteten diinnen

Plidttchens ¢y bestimmt. AnschlieSend wird die zu untersuchende Schicht aufge-
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bracht und die Messung fiir die beschichtete Probe wiederholt. Mit dem zweiten
MeBwert ¢ges und der Kenntnis der in der Schicht und im Substrat gespeicherten

mechanischen Energie Fs und Ey kann der Schichtverlust ¢g separiert werden

& (¢ges - ¢0> . (BS)

(Eo + Eg) ¢ges = Eoo + Esps = ¢pg ~ By

Obige Gleichung stellt eine reine Bilanz der dissipierten Energie des Gesamtsystems
dar. Die angewandte Naherung setzt dabei voraus, dafl die Energie der Schicht als
klein gegeniiber der Energie im Substrat angenommen werden kann. Da die Schicht-
dicke typischerweise klein gegen die Substratdicke ist, ist eine solche Naherung ge-
rechtfertigt. Besonders geeignet fiir die Ermittlung von Schicht- und Substratenergie
sind reine Biegeschwingungen der Probe, da hier die zugrundeliegenden mathema-
tische Beschreibung relativ einfach wird.

Der reine Verlust des Schichtmaterials kénnte mit Schwingungen der schon
erwahnten unterétzten Schichten gemessen werden. Allerdings miifite sich daran eine
Untersuchung der Wechselwirkung zwischen Schicht und Substrat anschlieen. Denn
eine Beeinflussung der Schichteigenschaften durch das Substrat ist wahrscheinlich

und liegt auch in der spéteren Anwendung im Detektor vor.

B.2. Thermodynamische Eigenschaften

B.2.1. Warmeleitfiahigkeit

Die Wiarmeleitfahigkeit sy, verkniipft den flieBenden Warmestrom j mit dem Tem-

peraturgradienten in einem Material

, 0
Tk = ’fk:la—xlT ' (B.9)

In Hauptachsenlage nimmt der Tensor x;; Diagonalgestalt an

K1 0 0
Rkl = 0 kKo O . (BlO)
0 0 K3

Je nach Kristallsymmetrie stimmen einige der Eigenwerte iiberein. Im Falle eines
isotropen Festkorpers oder eines kubischen Kristalls ergeben sich komplett identi-
sche Eigenwerte k1 = ko = k3. Diese konnen durch eine einzige skalare Grofle s

beschrieben werden.
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Zur Messung der Wirmeleitfahigkeit makroskopischer Proben ist die folgende
statische Methode weit verbreitet. Dazu wird auf einer Seite der Probe iiber einen
Heizer eine bekannte elektrische Leistung in thermische Leistung umgesetzt. Da-
raufthin setzt ein Warmestrom entlang der Probe bis zum Warmebad ein. Dieser ist
mit einem Temperaturgradienten iiber der Probe verbunden. Die Messung der Tem-
peratur an zwei Punkten der Probe erlaubt unter Kenntnis der Probengeometrie
die Berechnung der Wérmeleitfihigkeit. Diese Methode liegt vielen Meflwerten bei
tiefen Temperaturen zugrunde. Vor allem bei hohen Warmeleitfihigkeiten wird der
Temperaturunterschied gering und ist dann schwer zu messen. Neben der statischen
Methode exisitieren auch diverse dynamische Methoden. So kann iiber die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit eines Heizpulses die Wirmeleitfahigkeit berechnet werden. Ei-
ne weitere Moglichkeit besteht in der 3w-Methode [151]. Dabei werden Elektroden
auf das Substrat aufgebracht. Diese dienen gleichermaflen als Heizer und als Ther-
mometer. Wird nun ein Heizstrom der Frequenz w an die Heizer gelegt, besitzt die
eingebrachte thermische Leistung eine Frequenz von 2w und es bildet sich in der
Probe eine Temperaturschwankung mit derselben Frequenz 2w aus. Das Auslesen
der Temperatur erfolgt {iber die an der Heizelektrode abfallende Spannung. Diese
zeigt aus der Summe des mit w modulierten Heizstromes und der mit 2w modu-
lierten Temperatur einen Anteil mit 3w. Dieser Anteil kann stérungsarm gemessen
werden, um daraus die Warmeleitfahigkeit zu berechnen.

Das Temperaturverhalten der Warmeleitfahigkeit wird im wesentlichen durch
drei Mechanismen beschréankt. In der theoretischen Beschreibung tragen Phononen
die thermische Energie vom heiflen zum kalten Ende eines Festkorpers. Bei tiefen
Temperaturen sind relativ wenige Phononen angeregt. Dieser Umstand driickt sich
auch in der T3-Abhingigkeit der spezifischen Wirme aus. Damit begrenzt die An-
zahl der Phononen fiir tiefe Temperaturen die thermische Leitfahigkeit. Mit steigen-
den Temperaturen spielt die Streuung an Defekten eine entscheidende Rolle. Durch
die Streuung wird der Weg vom kalten zum warmen Ende der Probe verldngert
und entsprechend die gemessene Wirmeleitung herabgesetzt. Als Streuzentrum ist
neben Defekten - wie Korngrenzen, Fehlstellen, Fremdatomen - auch die Oberfla-
che an sich zu verstehen. So besitzen Proben mit rauer Oberfliche eine geringere
Wirmeleitfahigkeit als polierte Proben gleicher Geometrie [152]. Selbst die Variation
von Isotopen in natiirlichen Proben fithrt zu einer verringerten Wéarmeleitfihigkeit.
7.B. zeigt isotopenreines Silizium mit einer maximalen Warmeleitfahigkeit von
30000 Wm ' K~! den sechsfachen Wert im Vergleich zu undotiertem Silizium na-
tiirlicher Zusammensetzung. Fiir Silizium wird die Warmeleitfahigkeit - je nach De-
fektdichte - oberhalb von 5K bis 20 K von der Streuung an Defekten dominiert. Bei
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hohen Temperaturen fiihrt die wachsende Anzahl von Phononen zu einer Wechsel-
wirkung untereinander. Die Gitteratome zeigen eine wachsende thermische Auslen-
kung und wirken selbst als Streuzentren. Diese Streuung zwischen Phononen fiihrt
ebenfalls zu einer verringerten Warmeleitfahigkeit und tritt im Silizium fiir Tempe-
raturen oberhalb von 100 K auf. In diesem Bereich wirken sich Unterschiede in der
Defektdichte nicht mehr signifikant auf die Leitfdhigkeit aus.

B.2.2. Lineare Warmeausdehnung

Eine Temperaturdnderung AT fiihrt in Materialen zu einer thermischen Dehnung
e In niedrigster Ordnung, d.h. fiir kleine Temperaturinderungen AT, verkniipft

die lineare Warmeausdehnung beide Groéflen miteinander

Als symmetrischer Tensor zweiter Ordnung erfiillt a;; dieselben Symmetriebedin-
gungen wie die Warmeleitfahigkeit. Im kubischen und isotropen Fall stimmen alle
Eigenwerte iiberein. Dann gilt die skalare Vereinfachung obiger Gleichung, die die

thermische Langendnderung AL beschreibt
AL = aLAT . (B.12)

In frithen Ansétzen der Messung thermischer Ausdehnung benutzt man die In-
terferenz zwischen zwei parallel angeordneten Platten. Diese Platten sind durch drei
Kegel des zu untersuchenden Materials voneinander getrennt. Eine Lingenédnderung
der Abstandshalter fithrt damit zu einem geéindertem optischen Weg und zu einer
Verschiebung des Interferenzmusters [153]. Weitere Ansétze nutzen die Kapazitét
eines Kondensators als Meflgrofle, der zwischen einer festen Elektrode und dem En-
de der zu vermessenden Probe gebildet wird. Dehnt sich die Probe aus, verringert
sich der Plattenabstand des Kondensators und damit seine Kapazitét. In d&hnlicher
Weise kann auch das Spannungsverhéltnis eines Transformators gemessen werden.
Dessen Primér- und Sekundérspule werden dann durch die Ausdehnung der Probe
gegeneinander verschoben. Weiterhin existieren interferometrische Messungen der
Hohe eines Probekorpers. Deren Genauigkeit betrigt Ao ~ 1-107% [154].

In kristallinen Proben ermdglicht die Rontgenbeugung die Ermittlung der ther-
mischen Expansion. Die Analyse mittels Rontgenbeugung erfolgt nicht an einer ma-
krospkopische Léngendnderung des Probekorpers, sondern an den mikroskopischen

Abmessungen der Elementarzelle. Damit hebt sie sich grundséztlich von den bisher
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erwiahnten Methoden ab. Die Auflésung dieser Technik ist durch die Monochromasie

der verwendeten Strahlung gegeben und betrigt typischerweise Aa = 3-107% [155].

B.2.3. Thermooptischer Parameter

Auch der Brechungsindex zeigt eine Abhéngigkeit von der Temperatur. Der ther-

mooptische Parameter 3 beschreibt diese Abhéngigkeit in linearer Naherung

By = 28 (B.13)

orT |,

Uber die Temperaturabhingigkeit der Brechzahl n(T") kann 3 berechnet werden.

Eine genaue und gebréduchliche Methode zur Ermittlung des Brechungsindex
nutzt die Lichtablenkung am Prisma. Unter Drehung des Prismas wird der minimale
Ablenkwinkel des Lichtstrahls gemessen. Dieser liegt bei symmetrischem Durchgang
des Lichts durch das Prisma vor. Unter der Kenntnis der Prismengeometrie kann
damit die Brechzahl berechnet werden. Frey und Leviton [156] liefern Ergebnisse fiir
den thermooptischen Koeffizienten verschiedener Materialien fiir kryogene Tempe-
raturen im Bereich von 30 K bis 295 K und im Wellenlédngenbereich von 100 nm bis

5,0 jim.

B.2.4. Warmekapazitit

Die Warmekapazitit C' verkniipft die Temperaturinderung AT eines Korpers der

Masse m mit der zugefithrten Warmemenge AQ iiber
AQ = mCAT . (B.14)

MeBtechnisch einfach kann eine Messung bei konstantem &dufleren Druck erfolgen.
Mit der einsetzenden Temperaturdnderung wird dann auch Volumenarbeit durch
die thermische Ausdehnung des Festkorpers geleistet. Im Ergebnis erhélt man die
Wirmekapazitét bei konstantem &ufleren Druck C),. Die Warmekapazitét bei kon-
stantem Volumen C'y, schlieft Volumenarbeit hingegen aus. Fiir Festkorper kann
jedoch C, = Cy = C angenommen werden, da der Unterschied zwischen beiden
Groflen dort vernachlassigbar gering ist. Die Warmekapazitit kann statt auf die
Probenmasse auch auf das Probenvolumen bezogen werden. Letztere ergibt sich aus
der einfachen Multiplikation mit der Dichte pC'.

Die urspriingliche Ermittlung der Wéarmekapazitit beruht auf der Messung des

Temperaturunterschieds bei einer Zufuhr einer bekannten Menge thermischer Ener-
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gie. Typischerweise erfolgt diese Zufuhr iiber einen elektrischen Widerstand, dessen
Energieumsatz aus Messungen der Stromstéirke und Spannung berechnet wird (sie-
he z.B. [157]). Besonderes Augenmerk muf hierbei auf den Wérmetransport aus
der Probe heraus gelegt werden, z. B. durch Warmestrahlung mit der Kryostaten-
wand oder durch Wéarmeleitung in der Aufhdngung. Zusétzlich mufl das Anbrin-
gen probenfremder Teile wie Heizer und Thermometer zu einer moglichst geringen
Verfélschung der Messung fiithren. Eine zweite experimentelle Variante erlaubt die
Messung der Wirmekapazitit an Proben, die in thermischem Kontakt mit einem
Wiérmebad stehen [158]. Dazu wird periodisch Wéarme in das Substrat eingebracht
und dessen Temperaturverlauf im stationéiren Zustand gemessen. Uber die Ampli-
tude der Temperaturschwingung bei der Anregefrequenz kann dann die spezifische
Wiirme berechnet werden. Diese Technik vermeidet das Auswerten transienter Daten

und stellt wesentlich geringere Anforderungen an den experimentellen Aufbau.

B.3. Materialien

B.3.1. Silizium

Ein fiir die Gravitationswellendetektion vielversprechendes Substratmaterial ist kri-
stallines Silizium [159]. Dieses kann getrieben durch die Anforderungen der Halb-
leiterindustrie in grolen Abmessungen hergestellt werden. Es zeigt einen geringen
mechanischen Verlust bei Raumtemperatur, der hin zu kleineren Temperaturen so-
gar noch abnimmt. Diese Eigenschaft verspricht ein geringes Brownsches Rauschen.
Allerdings fithren die hohe thermische Ausdehnung als auch die vergleichsweise ho-
he thermische Leitfahigkeit zu einem erhohten thermoelastischen Rauschen. Diesem
Sachverhalt kann mit einer Kiihlung der Testmassen zweifach entgegengewirkt wer-
den. Ein Abkiihlen fiihrt neben der direkten Rauschverringerung nach Gl. (4.22)
auch zu einer Verringerung des thermischen Ausdehnungskoeffizienten . Beide Ef-
fekte haben eine Verringerung des thermoelastischen Rauschens zur Folge.

Die kubische Kristallstruktur erlaubt eine skalare Beschreibung der Warme-
leitfahigkeit und der thermischen Ausdehnung. Die Warmeleitfahigkeit von Silizium
zeigt eine starke Abhéngigkeit von der Probengeometrie und -reinheit. Da im In-
terferometer verlustarme Substrate zum Einsatz kommen sollen, miissen moglichst
defektfreie Proben verwendet werden. Die groflen Abmessungen der Testmassen spre-
chen weiterhin fiir eine grofle freie Weglénge der Phononen. Aus diesem Grund
liegt der folgenden Analyse die Messung mit der hochsten Leitfahigkeit aus [145]

zugrunde. Dort wurden maximale Werte von £ = 5000 W m~! K beobachtet. Wer-
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te fiir die thermische Ausdehnung a von Silizium wurden ebenfalls [145] entnom-
men und folgen der empfohlenen Kurve. Die thermische Ausdehnung zeigt wie die
Wirmekapazitit geringere Variationen fiir unterschiedliche Proben. Werte fiir die
Wirmekapazitat stammen aus [160]. Die Matrix der elastischen Moduln von Silizi-

um als Vertreter der kubischen Kristallstruktur lautet

Cnp Cia O 0 0
C 0 0 0
oV = 1 (B.15)
Cy 0 0
Cua
mit folgenden Werten bei einer Temperatur von 20°C [161]
Cy, = 165,7GPa | Cyy = 63,9CGPa | Ciu = 79,6 GPa . (B.16)

Die elastischen Konstanten dndern sich zu tiefen Temperaturen hin um weniger
als 2%. Deshalb werden sie in vorliegender Arbeit als temperaturunabhingig an-

gendhert.

B.3.2. Kristallquarz

Unter Normalbedingungen ist die a-Modifikation des Quarzes stabil. Sie ordnet sich
in das trigonale Kristallsystem ein und besitzt damit die folgende Struktur elasti-
scher Moduln

Cii Cig Cig Cu 0 0
Cn Ciz —Cuy 0 0
C! 0 0 0 1
c) = 5 . Ceo==(C1 —Cp) . (B.17
Quarz 044 0 0 66 2( 11 12) ( )
Cu Cu
Cse

Eine experimentelle Bestimmung der elastischen Konstanten erfolgte nach Tarumi

et al. [162] und ergibt bei einer Temperatur von 275K

011 = 86,76 GPa s 033 = 105,41 GPa s 044 = 58,27 GPa s (Blg)
012 = 7,06 GPa s 013 = 11,9 GPa s 014 = —17,98 GPa . (Blg)
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Zu tiefen Temperaturen dndern sich die elastischen Moduln um weniger als 3 GPa.
Fiir die Berechnung der Eigenmoden und Resonanzfrequenzen wird deshalb analog
zum Silizium auch diese Temperaturabhéngigkeit vernachléassigt.

Mit einer dreizéhligen Achse (z-Achse) und drei dazu senkrechten zweizéhligen
Achsen (z-Achse) ordnet sich a-Quarz in die Punktgruppe D3 ein. Abb. B.1 ver-

deutlicht diese Symmetrie anhand eines geometrischen Analogons.

Abb. B.1: Symmetrien der Punktgruppe des
a-Quarz Dj3. Die Wahl des Koordinatensystems zur
Darstellung tensorieller Eigenschaften wie dem Ten-
sor elastischer Moduln orientiert sich an dieser Sym-

Cz Cg metrie. Die dreizéhlige Achse (C3) wird dabei mit der
z-Achse und die zweizdhlige Achse (Cg) mit der z-
Achse identifiziert.

Allerdings erlaubt die trigonale Kristallstruktur im Vergleich zum kubischen
Silizium das Auftreten der Doppelbrechung und des piezoelektrischen Effekts. Beide
Effekte sprechen gegen einen Einsatz als Substratmaterial fiir zukiinftige kryogene
Gravitationswellendetektoren. Ebenfalls fithrt die niedrigere Kristallsymmetrie dazu,
dal Warmeleitfahigkeit und thermische Expansion anisotrop werden. In vorliegen-
der Arbeit werden die temperaturabhéngigen Werte der Warmeleitfahigkeit und der
spezifischen Warme aus [145] verwendet. Die Werte fiir die thermische Ausdehnung
liegen [163] zugrunde. Durch die vielfiltigen Untersuchungen mechanischer Verluste
in Kristallquarz dient dieses Material hauptséchlich als Referenzmaterial fiir Verlust-
messungen. Die Empfindlichkeit der Apparatur zur Messung mechanischer Verluste

kann damit iiberpriift werden.

B.3.3. Saphir

Als drittes Substratmaterial mit geringen mechanischen Verlusten ist Saphir ein
Kandidat, der in heutigen Prototypen kryogener Interferometer bereits zum Einsatz
kommt. Als kristallines Material zeigt es dhnliche Figenschaften wie Silizium. Al-
lerdings kondensiert es im trigonalen Kristallsystem - genauer gesagt entsprechend
der ditrigonal-skalenoedrischen Punktgruppe D34. Diese Punktgruppe zeichnet sich
durch eine dreizdhlige Drehinversionsachse und zweizéhlige Drehachsen senkrecht
dazu aus. Abb. B.2 verdeutlicht die Symmetrie des Saphir anhand eines geometri-

schen Analogons.
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Abb. B.2: Symmetrien der Punktgruppe
des Saphir Dgqy. Zur Beschreibung der Kri-
stalleigenschaften wird ein Koordinatensystem
verwendet, dessen z-Achse mit der sechszihligen
Drehspiegelachse (Sg) iibereinstimmt. Die x-
Achse wird entlang einer zweizihligen Drehach-
se (Cq) gewéhlt.

Die elastischen Moduln weisen die gleiche Struktur wie fiir Kristallquarz ent-
sprechend Gl. (B.17) auf. Eine experimentelle Bestimmung der elastischen Konstan-

ten erfolgte nach Bernstein [164] bei einer Temperatur von 27°C und ergibt

Chy = 490,2 GPa Cys = 490,2 GPa | Cyy = 1454 GPa , (B.20)
Cha = 165,4GPa Ch3 = 113,0GPa , Ciy=-232GPa.  (B.21)

Nach Tefft [165] d&ndern sich die elastischen Parameter fiir tiefe Temperaturen um
maximal 3%. Fiir die Rauschberechnungen wird damit auch diese Temperaturab-
héngigkeit vernachlassigt.

Wiederum fiihrt die Kristallstruktur zum Auftreten von Doppelbrechung und
piezoelektrischem Effekt und spricht gegen einen Einsatz als Substratmaterial fiir
Gravitationswellendetektoren. Die niedrige Kristallsymmetrie fithrt auflerdem dazu,
dafl Warmeleitfahigkeit und thermische Expansion anisotrop werden. Diese Aniso-
tropie ist fiir die thermische Ausdehnung gut dokumentiert. In vorliegender Arbeit
werden die Werte aus [145] verwendet. Im Gegensatz dazu finden sich nur wenige
Veroffentlichungen, in denen iiberhaupt die Anisotropie der Warmeleitfahigkeit an-
gesprochen wird. Aus Mangel an genaueren Daten wird deshalb im folgenden eine
isotrope Warmeleitung mit den Vorgaben aus [145] fiir reinen Saphir angenommen.

Gegen eine Verwendung von Saphir im Detektor spricht die grofle mechani-
sche Hérte. Sie erschwert die Bearbeitung und Politur solcher Substrate. Ebenfalls
sind die Radien verfiigbarer zylindrischer Einkristalle geringer als fiir Silizium. Das

erwartete thermische Rauschen ist dementsprechend erhoht.
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C.1. Parametrische Resonanz

Der Effekt der parametrischen Resonanz beschreibt die Anregung eines schwin-
gungsfihigen Systems durch eine periodische Anderung seiner inneren Parameter.
Das zugrundeliegende System soll durch die Auslenkung x und die Eigenfrequenz

w(t) iiber die Bewegungsgleichung
i+wit)z=0 (C.1)

beschrieben werden. Anschaulich kann die zeitlich variierende Eigenfrequenz des
Systems an einem Fadenpendel diskutiert werden. Hier kann zum einen die Fa-
denlénge eine Variation erfahren. Andererseits kann bei konstanter Fadenlédnge der
Aufthéngungspunkt verschoben werden, was einer Variation der Schwerebeschleuni-
gung entspricht und ebenfalls einen inneren Parameter darstellt.

Zunéchst sollen die Verhéltnisse an einem Fadenpendel mit variierender Pen-
dellange (Abb. C.1) verdeutlicht werden. Dieses anschauliche Beispiel beschreibt die
Grundlage des Schaukelns von Kindern und wird in vielen Lehrbiichern behandelt.
Ausgehend von einer Anfangsauslenkung des Pendels wird die Fadenldnge im Punkt
der hochsten Geschwindigkeit verringert. Dazu mufl Arbeit gegen das Schwerefeld
der Erde und gegen die Zentrifugalkraft der Masse verrichtet werden. Im folgenden
wird die Lénge des Pendels an den Umkehrpunkten wieder vergroflert. Dabei gibt
das System die gleiche potentielle Energie ab, die es im vorigen Schritt aufgenommen
hat. Da die Masse am Umkehrpunkt jedoch ruht, leistet das System keine Arbeit
gegen die Zentrifugalkraft. Beim néchsten Durchlauf der Nullage wird das Pendel
erneut verkiirzt. Effektiv wird dem Pendel durch den Unterschied der an der Zentri-
fugalkraft verrichteten Arbeit also Energie zugefiihrt. Dies fiihrt zu einer resonanten
Erhchung der Schwingungsamplitude.

Wesentliche Unterschiede zur extern getriebenen Resonanz bestehen darin, dafl
das System schon eine Anfangsauslenkung aufweisen und die Variation der Parame-

ter mit der doppelten Resonanzfrequenz des Systems erfolgen mufl. Analog zeigen
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Abb. C.1: Parametrische Resonanz
eines Fadenpendels. Die Abbildung
verdeutlicht die periodische Anderung
der Pendelléinge mit der doppelten Reso-
nanzfrequenz des Systems. Die hier ge-
zeigte Phasenlage fiihrt dabei zu einem
Anwachsen der mechanischen Schwin-

gung.

sich parametrische Resonanzen auch bei Parametervariationen mit héheren gerad-
zahligen Vielfachen der Resonanzfrequenz. Diese weisen jedoch mit zunehmender
Ordnung eine geringere Verstarkung auf.

Fiir die mathematische Behandlung der parametrischen Resonanz kann man
sich auf harmonische Systeme der Kreisfrequenz wy zuriickziehen. Diese Nédherung

fithrt zu einem zeitabhdngigen Ansatz der Eigenfrequenz von
w?(t) = wg [1 + hcos(yt)] . (C.2)

Die entstehende Bewegungsgleichung gehort zum Typ der Mathieuschen Differen-
tialgleichung. Weiterhin benutzt man die Néherung kleiner Oszillationen h < 1.
Damit wird der Storterm die urspriingliche harmonische Antwort nur unwesentlich
beeinflussen. Als Losungsansatz fiir x kann demzufolge eine Schwingung mit lang-
sam verdnderlicher Amplitude gewéhlt werden, deren zweite Ableitungen zu null
verschwinden. Wie bereits qualitativ erortert ist die erste Resonanz fiir v = 2wq zu
erwarten. Deshalb dient als Ansatz die Funktion [166]

2(t) = a(t) cos [(wo + g) t} + b(¢) sin [(wg + %) t} , (C.3)

wobei € als klein gegeniiber der Resonanzfrequenz angenommen wird. Setzt man
obigen Ansatz in die Schwingungsgleichung (C.1) ein, erhdlt man ein Differenti-
algleichungssystem fiir die Amplituden a(¢) und b(¢). Unter Vernachlissigung der

zweiten Ableitungen von a(t) und b(t) ergeben sich Losungen proportional zu e

§ = 411 [(%)2 _ é’] | (C.4)

mit
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Ein exponentielles Anwachsen der Amplitude ist fiir s> > 0 gegeben und liegt im
Bereich

th th
- <e< (C.5)

vor. Weist das zugrundeliegende System Reibung auf, kann diese durch eine expo-
nentielle Dampfung freier Schwingungen mit e~ beschrieben werden. Das Gebiet

parametrischer Resonanz verringert sich dann zu

_\/<%)2_4x2<e<\/(%>2—4v. (C.6)

Dementsprechend tritt in dissipativen Systemen eine parametrische Anregung nur

oberhalb einer bestimmten Grenze fiir die Variationsamplitude h auf.

C.2. Optische Resonatormoden

Die Beschreibung optischer Eigenmoden des Resonators erfolgt in zylindrischen Ko-
ordinaten (7, ¢, z) mit den assoziierten Laguerrepolynomen L . Fiir das elektrische

Feld frei propagierender Laguerre-Gauf-Moden gilt nach [167,168]

1 2 2 2
Ennlp,2) o — (2) 13 (22 L exp [i (k2 —np+ =20+ 6n(2)) | - (C7)
w \w w2 2o W2
Dabei zeigt die z-Richtung des Koordinatensystems in Ausbreitungsrichtung des
Laserstrahls. In der Beschreibung des elektrischen Feldes nach Gl. (C.7) liegt die
Strahltaille bei z = 0 mit einem Strahlradius von w = wy. Der Strahlradius w

berechnet sich in Abhéngigkeit des Abstandes zur Strahltaille z zu

2
w(z) = woy |1+ (zio) . (C.8)
Die Eigenmoden werden durch den radialen Index m und den azimutalen Index n
numeriert. zo beschreibt die Rayleighlinge mit 29 = kwg/2 und k = 27/ die Wellen-
zahl des Laserlichts. Der erste Phasenterm in Gl. (C.7) charakterisiert die normale
Phasenénderung einer ebenen Welle. Der zweite beschreibt das azimutale Verhalten
der Mode, wahrend im dritten die Kriitmmung der Phasenfront beriicksichtigt ist. In
der paraxialen Naherung wird mit dem dritten Term eine Kugelwelle angenéhert.

Der vierte Term ¢,,,(z) wird Gouyphase genannt. Er zeigt eine Abhéngigkeit vom
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IT™ ETM
R, R,
)l Z1 22 Ll

Abb. C.2.: Geometrie eine Fabry-Perot-Resonators. Die Kriimmungsradien der
Spiegel R; und die Resonatorléinge L = 21 + 23 legen die Lage und Grofle der Strahltaille
fest.

Abstand zur Strahltaille iiber

Gmn(2) = —(n+2m + 1) arctanzio : (C.9)
Man erkennt auflerdem eine Abhéngigkeit der Gouyphase von der Ordnung der
zugrundliegenden Mode. Dieses Verhalten erlaubt die Selektion einzelner Moden in
einem Fabry-Perot-Resonator. Uber die Anderung der Resonatorlinge kénnen alle
Moden (n,m) mit konstantem Wert fiir n + 2m gleichzeitig zur Resonanz gebracht
werden. In der Transmission sind folglich die {ibrigen Moden in ihrer Amplitude
verringert. Speziell die Grundmode n = m = 0 kann so als Einzelmode zur Resonanz
gebracht werden. Der Prozefl der Modenselektion findet unter der Bezeichnung mode
cleaning auch in Gravitationswellendetektoren Anwendung [169].

Im Resonator wird der Strahlradius an der Taille wg durch die Kriimmungs-
radien Ry und Ry und den Abstand der Resonatorspiegel L festgelegt. Die Forde-
rung, dafl an der Spiegeloberfliche die Kriitmmung der Wellenfront mit der Spiegel-
krilmmung iibereinstimmt, fithrt zu folgendem Ausdruck [167]

0

(C.10)

w

2\ L(R; — L)(Ry — L)(R, + Ry — L)
(E) (Ry + Ry — 2L)? '

Die Entfernung der Strahltaille zu den jeweiligen Spiegeln z; bzw. z; ist in [167]

ebenfalls fiir stabile Resonatoren mit konvexen Spiegeln angegeben

L(Ry — L) . L(Ry - L)

_ _ . C.11
Rit+Ry—2L° 27 R+ Ry—2L (C.11)

<1
Die Geometrieparameter sind in Abb. C.2 verdeutlicht.
Mit dem Wissen um die optischen Eigenmoden des Resonators konnen deren

Eigenfrequenzen berechnet werden. Die Resonanzbedingung verlangt dabei, dafl der
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Phasenunterschied fiir einen kompletten Umlauf im Resonator einem ganzzahligen

Vielfachen von 27 entsprechen mufl
TN = kL + ¢mn(21) — Omn(—22) . (C.12)
Mit der Dispersionsgleichung des Lichts w = ck folgen schliellich die Eigenfrequen-

zen der Resonatormoden

WNmn = < |:7TN + (n+2m+1) (arctan 2 + arctan Q)] . (C.13)
L 20 20

Obige Gleichung kann auf die geometrischen Parameter des Resonators zuriickge-

fithrt werden. Im Ergebnis erscheint an dieser Stelle der Ausdruck aus Gl. (7.10)

7N + (n + 2m + 1) arccos (i\/<1 a Ril) (1 - R£2)>

Fiir stabile Resonatoren stimmen die Vorzeichen von 1—L/R; und 1— L/ Ry iiberein.

(C.14)

C
WNmn = Z

Dieses Vorzeichen ist im Argument des Arcuscosinus der angegebenen Gleichung zu

wahlen.

C.3. Kontrolle parametrischer Instabilitaten

Um die Empfindlichkeit zukiinftiger Detektoren zu verbessern, ist zum einen die
Minimierung des Schrotrauschens durch eine Erhchung der Laserleistung unum-
ganglich. Zum anderen miissen mechanische Verluste der Testmassen minimiert wer-
den, um das Brownsche Rauschen der Detektoren zu verringern. Beide Forderungen
fithren zu einer Erhohung der parametrischen Verstirkung, so dafl in zukiinftigen
Detektoren Konzepte zur Dampfung parametrischer Instabilitdten realisiert werden
missen.

Ein Jahr nach der ersten Veroffentlichung zu parametrischen Instabilitdten
in Gravitationswellendetektoren stellten Braginsky und Vyatchanin ein Konzept zu
deren Dampfung vor [170]. Darin wird der Endspiegel auch auf der Riickseite ver-
spiegelt und damit ein weiterer Resonator konstruiert. Dieser wird dann mit Hilfe
eines vom Interferometer unabhéngigen, zweiten Lasers gepumpt. Durch das umlau-
fende Licht erfolgt im zweiten Resonator ein Impulsiibertrag zwischen Vorder- und
Riickseite des Spiegels. Eine Bewegung der fiir den Detektor entscheidenden Vorder-
seite fithrt dann zu einer Anderung des zweiten Resonators. Damit &ndert sich die

im Resonator umlaufende Leistung und der Strahlungsdruck auf die Vorderflache.
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Durch die endliche Umlaufzeit benotigt die Einstellung des neuen Gleichgewichts je-
doch eine gewisse Zeit. Entsprechend erfolgt die Wirkung des Strahlungsdruckes auf
die Frontfliche des Substrates phasenverschoben. Eine solche Phasenverschiebung
kann zur Dissipation mechanischer Energie fithren. Auf diese Weise kann der Spie-
gelverlust bei geeigneter Wahl der Parameter des neuen Resonators um den Faktor
1000 erhoht werden. Gleichzeitig ist das durch die Dampfung eingetragene Rauschen
vernachlissigbar gering. Mit dieser Methode kénnen nur axialsymmetrische Insta-
bilitdten effektiv gedampft werden. Das zusétzlich eingekoppelte Licht kann durch
Streuung die eigentliche Messung verfélschen und fiihrt auch im Endspiegel zu ther-
mischen Effekten durch Absorption. Das gréfite Problem besteht jedoch im Aufbau
einer Kavitét fiir den Einkoppelspiegel. Hierfiir schlagen Braginsky und Vyatchanin
ein Einkoppelgitter vor.

Eine einfachere Variante zur Minimierung parametrischer Verstirkung nutzt
den Kriimmungsradius der Resonatorspiegel als freien Parameter. Durch dessen Va-
riation konnen die Frequenzen optischer Moden verschoben, die Frequenzabweichung
A vergroflert und im Ergebnis die parametrische Verstarkung verringert werden. Fiir
aLLIGO ist eine solche Optimierung in [171] dargestellt.

Technologisch noch einfacher gestaltet sich die Abschwéichung der parame-
trischen Verstéarkung durch das Aufbringen verlustreicher Materialien. Mit Levins
Theorem ist fiir das thermische Rauschen allein der Verlust in der Ndhe der reflektie-
renden Schicht verantwortlich [172,173]. Demzufolge kann eine zusétzliche dissipa-
tive Schicht auf dem Umfang bzw. der Riickseite des Substrates angebracht werden,
ohne das Rauschen wesentlich zu erhéhen. Gleichzeitig werden die Eigenmoden des
Substrates jedoch effektiv geddmpft. Gras et al. demonstrierten mit einer ringférmig
auf dem Umfang aufgebrachten ddmpfenden Schicht eine Erh6hung der Modenver-
luste um den Faktor fiinf, wihrend das Rauschen um weniger als 1% zunahm [174].
Eine passive Dampfung kann also parametrische Instabilitéiten bei einer gleichzeitig
geringen Erhohung thermischen Rauschens unterdriicken. Noch effektiver wire das
Aufbringen einer verlustbehafteten Schicht auf der Substratriickseite. Bis auf rei-
ne Longitudinalmoden wiirde eine Bewegung der Riickfliche zu Energiedissipation
fiihren. Aufgrund der Symmetrie des Substrates geht eine erhohte Bewegung der
Frontflache so zwangslaufig mit einer erhohten Dampfung der mechanischen Mo-
de und damit einer effektiven Verringerung der parametrischen Verstarkung einher.
Fiir den Einkoppelspiegel miifite diese Schicht bei hohen mechanischen Verlusten
gleichzeitig eine geringe optische Absorption und hohe Transmission aufweisen.

2011 wurde von Miller et al. eine aktives Schema zur Dampfung parametri-

scher Instabilitdten vorgeschlagen [175]. Uber elektrostatische Aktuatoren soll eine
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externe Kraft das Anwachsen der Spiegelschwingung verhindern. Die benétigten
Aktuatoren finden sich bereits im Detektordesign, um die Resonatorarme auf eine
konstante Lange auszuregeln. In ihrer Arbeit bestétigen Miller et al. ihr Modell zur
Déampfung parametrischer Instabilitdten experimentell. Sie zeigen, dafi die Ampli-
tude der elektrostatischen Gegenregelung ausreicht, um Instabilitdten effektiv zu
dédmpfen. Dennoch schlagen sie eine Kombination passiver und aktiver Techniken
vor. Denn jede aktiv gegengeregelte Spiegelmode bendétigt einen eigenen Regelkreis

und verkompliziert damit die Detektorelektronik.



D. Thermoelastische Dampfung

Gegenstand dieses Anhangs ist die Einordnung der thermoelastischen Démpfung
(TED) in das Grundgeriist der Thermodynamik. Fine Anwendung dieser Grundla-
gen fiihrt hin zu den notwendigen Gleichungen zur Beschreibung des Energieverlusts

harmonisch schwingender, anisotroper Festkorper durch TED.

D.1. Thermodynamische Grundlagen

Den Ausgangspunkt einer thermodynamischen Behandlung bildet die freie Energie
F' als Funktion der Temperatur 7" und dem Dehnungstensor ¢;; als unabhingigen
Variablen. Sie ist fiir anisotrope Kristalle u.a. in [176, Gl. (10,1) und (10,11)] zu

finden und lautet
1
F(T,¢;) = §Cijk:l6ij€kl — Cijmcijen (T —Tp) . (D.1)

Darin stellt a;; den Tensor der thermischen Ausdehnung, C;j; den Tensor elastischer
Moduln und Tj die mittlere Temperatur dar. Zu beachten ist die Summation iiber
doppelt auftretende Indizes.

Obigen Ausdruck kann man sich folgendermafien verdeutlichen. Der erste Term
der Summe beschreibt die freie Energie bei konstanter Temperatur. Dieser Zusam-
menhang ist durch den Tensor der elastischen Moduln Cjj; gegeben; genauer gesagt
handelt es sich um die isothermen, elastischen Moduln. Fiir die mechanischen Span-

nungen o;; und die freie Energie F' gilt bei konstanter Temperatur

0ij = Cijri€rl (D.2)
1
dF1 (T = COHSt., Q’j) = 04 dGij = Uijki€ri dEZ'j =d (§Cijkl€ij€kl> . (D3)
Folglich beschreibt dieser Beitrag den Anteil der Energie, der durch reine Verformung
in den Korper eingebracht wird.

Bei der freien Energie handelt es sich um eine Potentialfunktion. Dieser Be-
griff beschreibt die Tatsache, dal ihr Wert allein durch die Zustandsgréfen 7" und
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A

T

T,

n
»

Eij,0=o € €

Abb. D.1.: Zugang der Berechnung der freien Energie als Potentialfunktion
F(T,e¢;). Die Abbildung verdeutlicht den Weg vom Ruhezustand A (7Tp, ¢;; = 0) hin
zum ausgelenkten Endzustand B (T, €;;). In der vorliegenden Ableitung wird der Weg I
verwendet. Er besteht aus einer isothermen Verformung des Festkorpers, der dann eine
Erwiarmung bei fester Auslenkung folgt. Als Potentialfunktion ist die freie Energie nur vom
Endzustand B abhéngig und nicht vom Weg in diesen Endzustand. Deshalb ist die Wahl
des der Rechnung zugrundeliegenden Weges von A nach B beliebig. Die eingezeichneten
Wege II und III sollen diesen Sachverhalt verdeutlichen.

€;; bestimmt wird'. Dabei spielt der Weg hin zu dem jeweiligen Endzustand keine
Rolle. So kann beispielsweise zuerst eine Auslenkung des Festkorpers ¢;; bei der fe-
sten Anfangstemperatur T betrachtet werden und im Anschluf eine Erwarmung bei
konstanter Auslenkung. Alternativ ist aber auch eine Erwarmung des unausgelenk-
ten Korpers moglich, der dann bei der Endtemperatur eine isotherme Verformung
folgt. Dieser Sachverhalt ist in Abb. D.1 skizziert. Fiir die hier gezeigte Herleitung
der freien Energie wird Weg I genutzt. Nach der isothermen Verformung aus der
Ruhelage (¢;; = 0 und 7" = Tp) in den ausgelenkten Zustand €;; # 0 schliefit sich
eine Temperaturédnderung bei konstanter Verformung hin zum Endzustand B (e;
und 7) an. Der Beitrag des zuletzt genannten Prozesses stellt den zweiten Term
in GL. (D.1) dar. In diesem Prozefl mufl der Korper bei gegebener Verformung von
der Ausgangstemperatur auf die Endtemperatur 7" # T, gebracht werden. Dabei
ist er jedoch bestrebt, sich auszudehnen oder zusammenzuziehen (je nach Vorzei-

chen von o und AT'). Die Energie, die aufzubringen ist, um diese Forménderung zu

Tanalog zum Potentialbegriff in der Mechanik
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verhindern, findet im erwéhnten zweiten Term Beriicksichtigung. Es gilt
et =y (T —Ty) , (D.4)

ij

dF2 = O'Z](—dE:;l) = — 04 d(T - T()) = _d<Cijkl€klaijT) . (D5)

Gedanklich hat man sich eine Verformung des Korpers in der Art vorzustellen, dafl
eine Erwirmung genau wieder zum gewiinschten Endzustand e;; fithrt. In analoger
Weise 148t sich der Prozefl umgekehrt als Erwérmung mit anschliefender isothermer
Verformung verstehen. Diese Rechnung ist hier nicht aufgezeigt.

Mit der Kenntnis der freien Energie des Systems ist die Thermodynamik im
Prinzip geklédrt. Weitere Potentiale sind iiber die thermodynamischen Beziehun-
gen zugénglich. Dies gilt ebenfalls fiir die Berechnung der Entropie S(T),0;;) in
Abhéngigkeit der Temperatur 7" und der Spannungen o;; als Grundlage fiir die
Berechnung der TED. Die Ableitung beginnt mit dem ersten Hauptsatz der Ther-

modynamik
dU =dQ +dW =TdS + y; dX; . (D.6)

In der oberen Gleichung stehen die y; fiir intensive Zustandsgréfien — in vorliegendem
Fall also fiir die Spannungen o;;. Die X; symbolisieren hingegen extensive Zustands-
grofen — hier die Dehnung €;;. Bekannt ist diese Beziehung vor allem fiir ideale Gase
(pVT-Systeme) mit o;; = —pd;; und X; = V und damit —pdV als Arbeitsterm?.
Weiterhin ist zu beachten, dafl sémtliche Groéflen als Dichten aufzufassen sind. So
beziehen sich innere Energie U, freie Energie F' und Entropie S immer auf ein Vo-
lumenelement.

Die Einfithrung der freien Energie F' = U — T'S fiihrt zu folgender Gleichung

Daraus folgt fir die Ermittlung der Entropie S mit dem Ausdruck fiir F' aus Gl. (D.1)

oF
-5 = <8_T) = _Cijkl@ij@cl s (DS)

J

2Das Minus in der Gleichung folgt aus der unterschiedlichen Definition von Druck und Spannung
und aus der damit unterschiedlichen Orientierung der Kréfte beziiglich der Kérperoberfliache.
Waihrend o die Krifte in das Kérpervolumen hinein beschreibt, steht p fiir nach aufien gerichtete
Krifte.
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und fiir die mechanischen Spannungen

0ij = (geF) = Cijuer — Cijran(T — To) - (D.9)
97 Ter}\ei

Die Giiltigkeit der dargelegten Ableitungen setzt dabei standardméBig die Unab-

héngigkeit der elastischen Konstanten C als auch der thermischen Ausdehnung «

von den freien Variablen, der Dehnung ¢;; und der Temperatur 7" voraus. Die beid-

seitige Multiplikation der letzten Gleichung mit o;; liefert mit der anschlieBenden

Summation und Ersetzung in Gl. (D.8) fiir die Entropie letztlich
S = C’Z-jklozijekl = Q;;045 + Cijklaijozkl(T — TO) . (DlO)

Gewohnlich formuliert man das vorliegende Problem {iber die Warmekapazitét
Cp. Dazu benutzt man die Gibbsche Fundamentalgleichung, um die Ableitung der
Entropie nach der Temperatur bei konstanter Spannung zu berechnen. Aus der De-
finition der Wérmekapazitat und Gl. (D.10) ergibt sich mit der Massendichte p

C(oQ\ (0
pCp = (8_T) . =T (aT)O_ij (Dll)
oS pC'
= (a—T)Uﬁ = Tp = Cijklo%'jakl , (D12)

und damit ein Zusammenhang zwischen der Warmekapazitét, den elastischen Mo-
duln und dem Wérmeausdehnungskoeffizienten. Die Gréfie C), ist dabei die spezifi-
sche Warmekapazitéit bei konstanter mechanischer Spannung. In Anlehnung an die
pVT-Systeme erfolgt auch ihre Benennung mit dem Buchstaben p, der konstanten
Druck symbolisieren soll. Thre Einfiihrung wird deshalb vorgenommen, da die experi-
mentelle Ermittlung der TED meist an frei gelagerten Probekorpern erfolgt, die sich
unter konstantem Druck ohne Einschrankung ausdehnen konnen. Die Einheit von
C, betridgt Jkg™' K~!. Die hier verwendete Grie pC), stellt die volumenbezogene
Wiérmekapazitat dar.

Das Einsetzen dieser Beziehung in die Relation fiir die Entropie liefert (vgl.
[177])

T —"1Tp
T .

S = Q045 -+ pCp (D13)

An dieser Stelle ist die thermodynamische Vorarbeit abgeschlossen. Eine wich-

tige Anmerkung zur dargestellten Ableitung besteht darin, dal die periodische Ver-
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formung eines Korpers fiir sich genommen einem reversiblen Prozef3 entspricht und
deshalb mit der Theorie thermodynamischer Potentiale zu behandeln ist. Beriick-
sichtigt man jedoch die Warmeleitung im néchsten Schritt, dndert sich dieser Sach-
verhalt und man erhélt einen dissipativen Prozef}; der mit einer Entropieerh6hung

einhergeht.

D.2. Formulierung der Warmeleitungsgleichung

Jeder Warmetransport sorgt fiir eine Entropieerhohung und bringt damit dissipa-
tives Verhalten in das System ein. Wesentlichen Einflu} auf den Warmetransport
im Festkorper besitzt lediglich die Warmeleitung, so dafl sich dieses Kapitel auf
ihre Behandlung beschréinken wird. Die Warmeleitungsgleichung stellt eine Bilanz
der thermischen Energie dar. Sie besagt, dal die Wirmeéinderung eines Gebietes
durch die zu- und abflieBenden Stréome getragen werden miissen. In differentieller

Formulierung lautet sie
G+ divk =0 . (D.14)

Dabei bezeichnet ¢ die Dichte der im Korper befindlichen Wérme und ¢ entsprechend
ihre zeitliche Anderung. k stellt die vorhandene Wirmestromdichte dar. Den bereits
erwahnten Bilanzcharakter der Gleichung erkennt man bei der Integration beider
Seiten iiber ein kleines Volumen.

In der vorliegenden Arbeit soll jedoch eine Indexnotation zur Anwendung kom-
men, in der ein Komma vor dem Index eine Ableitung nach der entsprechenden

Koordinate darstellt. Obige Gleichung schreibt sich dann als
Weiterhin gilt laut Fourierschem Gesetz fiir die Warmestromdichte

]; = —RKyj gradT s k= _’%ijr (D16)

J
wobei k;; die Warmeleitfdhigkeit der Probe im allgemein anisotropen Fall als Ten-
sor zweiter Ordnung beschreibt. Die eingebrachte Warme 148t sich mit der zuvor

berechneten Entropie (s. Gl. (D.10)) auswerten. Unter Zuhilfenahme der Beziehung
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aus Gl. (D.12) folgt

Die thermoelastischen Effekte werden also letztendlich durch folgende Gleichung

beschrieben.
IOCPT — /fijrj,i = —Oéij(j'ijT (D18)

In ihr ist die volle Anisotropie des Kristalls erhalten und keinerlei Naherung ange-
wandt worden.

Da die Temperaturschwankungen infolge typischer Volumenénderungen des
Festkorpers klein gegen die mittlere Temperatur Tj sein werden, kann die Tempera-
tur T'(x,t) auf der rechten Seite der Gleichung durch den konstanten Wert Tj ersetzt
werden. Die Losung der Warmeleitungsgleichung wird so entscheidend vereinfacht.

Mit dieser Entkopplung beider Seiten® erhélt man

pC,T — kT = —i;iTo - (D.19)
Mit dieser Entkopplung ist im Falle resonanter, harmonischer Anregungen

oij(x,t) = R (6;;(x) exp(iwt)) (D.20)
der typische Losungsansatz mit einer Separation des Zeitanteils zu unternehmen

T(x,t) = R (:ﬁ@;) exp(iwt)) . (D.21)

R bezeichnet dabei den Realteil, und w = 27 f steht fiir die Kreisfrequenz der jeweili-
gen Schwingung. Im Imaginérteil von T (x) ist dadurch auch die Phasenverschiebung
zwischen Temperatur und mechanischer Belastung gegeben. Auf diese Weise ergibt
sich fiir den Ortsanteil 7'(z) die Gleichung

iprpT - /{ijj—:j,i = —iwozij@jTo . (D22)

3Dies entspricht einer Entkopplung von Mechanik und Wirmetransport. Die Wirkung der auf-
tretenden Wirmestrome auf die mechanische Verformung wird dabei vernachléssigt.
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D.3. Berechnung der dissipierten Energie

Grundséatzlich existieren zwei Moglichkeiten, den Energieverlust durch TED zu be-
rechnen. Beide beginnen mit der Kenntnis des Temperaturfeldes T(a:), das die obige
Gleichung erfiillt. Besitzt man dieses Feld, kann man einerseits die flieBenden Strome
integrieren. Diese Grofle ist ein Ma#B fiir die Umwandlung mechanischer in thermische
Energie. Andererseits besteht die Moglichkeit, die durch die Temperatur hervorge-
rufenen thermischen Verformungen des Korpers zu berechnen. Die Arbeit, die die
thermischen Verformungen an den vorhandenen mechanischen Spannungen leisten,

ist ebenfalls ein Maf fiir die Energiedissipation im System.

D.3.1. Berechnung iiber Entropieerh6hung

Das grundsétzliche Vorgehen zur Ermittlung der mechanischen Verluste iiber Entro-

piedinderungen wird an einer einfachen Entropiebilanz geméfl dem vereinfachten Sy-

stem aus Abb. D.2 verdeutlicht. Dabei handelt es sich um zwei Korper unterschiedli-

cher Temperatur, zwischen denen ein Wéarmeaustausch 6@ stattfindet. Die Entropie

des Systems ergibt sich nun aus der Summe der Entropien der einzelnen Koérper zu
0Q Q)

TdS = 6Q = dSyes = dSy +dSy = —= — =% | (D.23)
T

Abb. D.2: Entropiebilanz eines Wéirme-
flusses zweier Korper unterschiedlicher Tem-
peratur (77 < T3) in einem abgeschlossenen
System.

T, 0Q T,

Mit der Ausgangsbedingung T} < T5 ergibt sich somit eine Entropieerhohung.
Denselben Prozef {ibertrigt man nun auf infinitesimale Gebiete des Festkorpers.

Eine integrale Formulierung, die in [176] beschrieben ist, liefert dann

- divk (K . 1
S——/ T dV——/dlv<?>dV—i—/kgrad(T)dV. (D.24)

Mit verschwindenden Strémen durch die Probenoberfliche, also unter Annahme

adiabatischer Randbedingungen, entfillt das erste Volumenintegral. Schliellich er-

geben die Identitdten der Vektoranalysis fiir das zweite Integral

: k k; 1
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Die letzte Umformung geschah unter der Anwendung des Fourierschen Gesetzes der
Wirmeleitung aus Gl. (D.16). Die Ersetzung des Nenners 7% durch die mittlere
Temperatur Ty? entspricht der Entwicklung des Nenners in erster Ordnung nach der
Temperatur und stellt wegen der geringen Temperaturschwankungen innerhalb der

Probe eine geeignete Ndherung dar

1

0

S =

Obige Gleichung beschreibt das zeitliche Anwachsen der Entropie und damit
die dem System zugefithrte Wéarme. Diese Wéarme wird der mechanischen Schwin-
gung entnommen und stellt somit gleichzeitig die dissipierte Energie dar. Unter
erneuter Benutzung der Ndherung homogener Temperatur 7y im Kérper berechnen

sich die Energieverluste zu
dFEgiss = TodS . (D.27)

Die Grofle der thermoelastischen Verluste ¢rgp ist laut Definition bis auf einen
Vorfaktor als Verhéltnis der pro Periode dissipierten Energie AE zur mechanischen

Gesamtenergie Fcn gegeben

1 AF
2m Emech ‘

(D.28)

QSTED =

An dieser Stelle mufl noch die zeitliche Integration von dFEy; iiber eine Perioden-

dauer T der mechanischen Schwingung erfolgen, um AE zu berechnen

T T
AE = / dEgies = / Eiss dt = Ty / Sdt . (D.29)
0 0

Einsetzen von Gl. (D.26) liefert

1 (T
ToJo Jv = 7

Die Auswertung des Integrals setzt voraus, dafl man sich die Struktur von

~

T(x,t) noch einmal in Erinnerung ruft. Dabei galt T'(x,t) = R[T(z) exp(iwt)] fiir

den harmonischen Ansatz. Fiir die Auswertung von Zeitintegralen iiber harmonische
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GroBen ist die folgende Grundgleichung nach Brillouin (vgl. [178]) zu empfehlen

[ Gy (i) = T (i) (021)

Dabei steht das Sternchen * fiir die komplexe Konjugation. Die Vertauschbarkeit von
Ableitung und Bildung des Realteils ermoglicht die Ausfithrung des Zeitintegrals

iiber eine Periode T zu

/O TT,iTjdt: /0 T%(fieiwt)%(fjeiwt) dt = gm (7:13) (D.32)

Somit folgt fiir die pro Periode (T' = 1/f = 27 /w) dissipierte Energie

1 PN
Ap =" [y (7:75) av . (D.33)
Wihlt man das Koordinatensystem in Hauptachsenlage des Tensors r;;, besitzt

dieser Diagonalgestalt x;; = d;;x;, und der obige Ausdruck liefert

AE = gTiO kT AV (D.34)

Unter Kenntnis der Losung der Wéarmeleitungsgleichung erhélt man damit ei-

ne Vorschrift zur Ermittlung des Energieverlustes. Uber die weitere Vorgabe der
Dehnung ¢;;(x) bzw. der Spannungen o;;(z) ist die im Kérper gespeicherte mecha-
nische Energie Fcq zu berechnen. Aus beiden Groflen konnen schliellich die ther-
moelastischen Verluste berechnet werden. Wie von Bishop und Kinra [178] schon
betont wurde, kann iiber den Ansatz der Entropieerh6hung keine Aussage iiber die
rdumliche Verteilung der dissipierten Energie gemacht werden. Die gesamte in der

Probe umgewandelte mechanische Energie ist dieser Berechnung jedoch zugénglich.

D.3.2. Berechnung iiber thermische Ausdehnung

Die zweite Methode bedingt zunéchst die Berechnung des thermischen elastischen
Feldes egjh, welches durch die eintretenden Wérmestrome und das Temperaturfeld
T(z,t) entsteht. Das erwdhnte Dehnungsfeld besitzt eine Phasenverschiebung zur
eigentlichen Resonanzbewegung des Substrates und verrichtet somit gegen die zur
Resonanz gehorenden mechanischen Spannungen Arbeit. Diese Arbeit ist ebenfalls
ein Ma8 fiir die Dissipation im System. Die thermische Dehnung €/} (s. Gl (D.4))

erfolgt spannungsfrei, so daf§ durch den umgekehrten Prozefl (Arbeit der Resonanz-
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verformung gegen thermische Spannungen) keine Energie dissipiert wird. Damit gilt

dE = 05 del} (D.35)
T deth
= AFE = / / oy—2LdtdV (D.36)
v Jo dt
T o d
v Jo de

Nach der Vertauschung von Realteilbildung und Zeitableitung und der Ausfithrung
der Ableitung erhélt man

T
AE = / / R (517¢) R (agjiwTe™) dedv . (D.38)
v Jo
Hier kommt erneut Gl. (D.31) zur Berechnung des Zeitintegrals zum Einsatz
T ) )
AE = = / R |53y (aiwT) | av . (D.39)
2 Jv

Die willkiirliche Wahl des Zeitnullpunktes erlaubt die Wahl der Gréfie ¢;; derart,
daf} sie reell bleibt und somit aus dem Realteil herausgezogen werden kann. Mit
wT = 27 und Anwendung der Bezichung R(iz) = —3(z) ergibt sich letztendlich fiir

den Betrag der dissipierten Energie
1%

Erneut kann auch hier mit Hilfe der gesamten im Korper gespeicherten mechanischen

Energie der thermoelastische Verlust ¢rgp berechnet werden.



E. Einfaches Modell der
Akhieserdampfung

Dieser Anhang beschiéftigt sich mit der Erklirung und Ableitung einer einfachen
Theorie zur Dissipation mechanischer Energie iiber den Prozess der Phonon-Phonon-
Wechselwirkung. Als Grundlage dient dabei die Veroffentlichung von Bommel und
Dransfeld [147] aus dem Jahr 1960. In ihr wird die Anwendung der Akhiesertheorie
auf ein einfaches System zweier Gruppen von Phononenzweigen angegeben. Da-
bei soll eine Gruppe einen verschwindend geringen Griineisenparamter besitzen,
wihrend die Vertreter der zweiten Gruppe einen gleich grolen Griineisenparameter
~v # 0 aufweisen sollen. Die in der Verdtffentlichung unterdriickte Ableitung eines

Ausdruckes fiir die Energieverluste soll in diesem Kapitel erfolgen.

E.1. Grundlagen

Auf dem Gebiet der Energieverluste durch Phononenstofle existieren mehrere Theo-
rien. Wesentlich sind dabei die Arbeiten von Landau und Rumer [179] und Akhie-
ser [180]. Diese Autoren beschreiben Konzepte zur Behandlung der Wechselwirkung
zwischen den Phononen in unterschiedlichen Grenzfillen. Der folgende Abschnitt
soll beide Theorien kurz skizzieren und die mittlere freie Weglidnge der Phononen

als Kriterium fiir die Giiltigkeit der Theorien beleuchten.

E.1.1. Mittlere freie Wegldnge

Phononen werden iiblicherweise als quantisierte Teilchen der Gitterschwingung in
einer Kette mit harmonischer néchster-Nachbar-Wechselwirkung eingefiihrt. In die-
sem Modell bilden sie sich als unabhéngige Eigenschwingungen des Systems. Diese
Unabhéngigkeit verhindert im Fall eines harmonischen Potentials, d. h. einer linearen
Kraft, eine Wechselwirkung zwischen Phononen. Sobald das Potential zwischen den
Atomen jedoch eine Abweichung vom idealen quadratischen Verhalten aufweist, sind

die urspriinglich unabhéngigen Phononen keine Eigenlosungen des Systems mehr.

147
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Folglich kann sich die Frequenz eines angeregten Phonons im realen Kristall mit der
Zeit éndern. Formal mufl dieser Effekt als Entwicklung der harmonischen Phononen
nach den neuen Eigenschwingungen des anharmonischen Kristalls erfolgen. Diese
erprobte quantenmechanische Behandlung fiihrt schlieflich zu Ubergangsmatrizen,
die die Wahrscheinlichkeit eines Uberganges zwischen zwei Phononen beschreibt. Im
Teilchenmodell kann man sich diesen Ubergang als Stof zwischen Phononen vorstel-
len.

Den entscheidenden Parameter zur Beschreibung der Wechselwirkung von Pho-
nonen stellt die mittlere freie Weglénge [ dar. Sie beschreibt die Lénge, auf der sich
ein Phonon im Mittel ohne Stéfle ausbreiten kann. Mit der Phasengeschwindigkeit
des Phonons c ergibt sich eine dquivalente Beschreibung durch die gemittelte Zeit
zwischen zwei Stoflen 7 = [/c. Die Transporttheorie verkniipft schliefilich die Stof3-

zeit T mit der Warmeleitfahigkeit £ der Probe

1
K= ngCQT . (E.1)

Dabei beschreibt C' die spezifische Warme und p die Dichte des Materials. Fiir
den Wirmewiderstand sind allerdings allein Umklappprozesse! verantwortlich. Da
jedoch auch Normalprozesse zum Verlust mechanischer Energie beitragen, kann die

genannte Formel nur als grobe Abschétzung dienen.

E.1.2. Theorie nach Landau und Rumer

Landau und Rumer [179] behandeln die mechanischen Energieverluste als Integra-
tion iiber einzelne StoBe mit strenger Energie- und Impulserhaltung. Diese Theo-
rie vernachléssigt damit die auftretende erlaubte Energieunschérfe der Phononen
(AET > h). Demzufolge versagt das Prinzip bei kurzen freien Wegléngen. Zusétzlich
ist eine Wechselwirkung zwischen zwei Schwingungen nur sinnvoll zu definieren,
wenn wenigstens eine Wellenldnge beider Phononen kohérent, d. h. ohne Stof3, durch-
laufen wird. Dies ist der Fall fiir v7 > 1, wobei v die Frequenz der akustischen

Schwingung angibt.

!Bei Umklappprozessen bleibt der Gesamtimpuls der beteiligten Phononen nicht erhalten. Die
Impulsbilanz vor und nach dem Stofl unterscheidet sich um einen Gittervektor des inversen
Gitters.
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E.1.3. Theorie nach Akhieser

Akhieser [180] behandelt den Energieverlust durch die Wechselwirkung von Phono-
nen im entgegengesetzten Grenzfall v7 < 1. Mit anderen Worten ist die Lebensdauer
eines Phonons hier kiirzer als die Schwingungsdauer einer akustischen Schwingung.
In diesem Grenzfall kann die akustische Welle als konstanter Verformungshinter-
grund fiir das Phononenspektrum angesehen werden. Aufgrund der kurzen Phono-
nenlebenszeiten pafit sich das Spektrum nahezu instantan den &ufleren Bedingungen
an.

Die periodische mechanische Dehnung e des Substrates kann in diesem Fall als
quasistatisch betrachtet werden. Sie fithrt zu einer Anderung der zwischenatoma-
ren Potentiale und damit zu einer Anderung der Phononenenergien Aw bzw. der
Dispersionsrelation. In einer einfachen Theorie wird die Energieinderung mittels

Griineisenparameter v linear mit der Verformung verkniipft

Aw

— =€ (E.2)

Verschiedene Phononenzweige verhalten sich unter einer mechanischen Verformung
unterschiedlich. Deshalb wird jedem Zweig ein unterschiedlicher Parameter v zuge-
wiesen. Allgemein ist auch das Verhalten beziiglich unterschiedlicher Dehnungen ¢;;
unterschiedlich, was die Beschreibung durch einen Tensor «;; mit sich bringt.

Der bosonische Charakter der Gitterschwingungen fiithrt zu einer Besetzung

entsprechend der Bose-Einstein-Verteilung. Diese lautet

g(hw) =

1
_exp(%)—l'

(E.3)

Eine akustische Welle € = ésin(wt) fithrt nun zu einer Energieinderung des Pho-
nonenzweiges bei zundchst unverinderter Besetzungszahl. Dies entspricht einer pe-
riodischen Auslenkung des Phononensystems aus dem Gleichgewicht. Da die Bo-
severteilung nur von dem Quotienten aus Energie und Temperatur abhédngt, kann
dieser Zustand des Nichtgleichgewichts dquivalent als Gleichgewichtszustand mit
verdnderter Temperatur verstanden werden. Existieren nun mindestens zwei Zwei-
ge mit unterschiedlichem Griineisenparameter, setzt ein Wérmeflufl zwischen den
beiden Zweigen ein. Dieser findet in Form von Stéflen zwischen Phononen unter-
schiedlicher Zweige statt. Die Entropie des Systems erhoht sich, die mechanische

Energie nimmt ab.
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E.2. Analytische Modellierung der Akhieserdampfung

Im folgenden Abschnitt soll eine detaillierte Herleitung der Gleichung fiir die durch
Phononen verursachten Verluste erfolgen. Dazu wird die Idee von Bémmel und
Dransfeld [147] aufgegriffen, das Phononenspektrum auf effektiv zwei Gruppen zu
beschrénken. Dabei sollen Phononenzweige der ersten Gruppe verschwindende Griin-
eisenparameter v; = 0 besitzen und die der zweiten Gruppe den gleichen und kon-
stanten Wert v = v # 0. Eine weitere wesentliche Forderung ist die Gleichheit der
spezifischen Wéarme beider Zweige.

Die Rechnung beginnt damit, die zeitliche Temperaturverteilung beider Grup-
pen zu berechnen. Dies geschieht iiber die Warmeleitungsgleichung mit einer em-
pirischen Relaxationszeit 7. Anschlieend wird unter Kenntnis des Temperaturver-
haltens der auftretende Warmefluf integriert und die damit verbundene Entropie-
erhohung berechnet. Abschliefend ergibt sich ein Wert fiir die mechanischen Ener-
gieverluste im verformten Festkorper. Ein letzter Teil beschéftigt sich mit der Um-
rechnung dieser Grofle auf die Dampfung akustischer Wellen, um einen Vergleich

mit der fritheren Theorie zu ermdoglichen.

E.2.1. Harmonisches Temperaturverhalten der Phononenzweige

Der Ausgangspunkt der folgenden Betrachtung findet sich in der Warmeleitungs-
gleichung

or

o divk = Gery - (E.4)

pC
Dabei stellt T' die Temperatur, C' die spezifische Warmekapazitét, p die Dichte, k die
Wairmestromdichte und ¢.,, die Rate der in den Korper eingebrachten Wéarme dar.
Dieses vereinfachte Modellsystem soll nun aus zwei Phononenzweigen bestehen und

kann demzufolge diskretisiert werden. Abb. E.1 veranschaulicht diesen Sachverhalt.

Die eingebrachte Wirme resultiert aus der Anderung der Phononenenergie

durch den Griineisenparameter. Sie geht mit der spezifischen Wérme jedes einzel-

— — Abb. E.1: Einfaches Modell des Warmetrans-
)/1—0, C1 V=7, C2 portes zwischen zwei Phononenzweigen.
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nen Zweiges einher. Eine akustische Welle fiithrt zur Temperaturdnderung AT} eines
Zweiges i und trigt damit die Energie pC;AT; in das Phononensystem ein. Um nun
die freigesetzte Wirmeleistung zu berechnen, mufl dieser Ausdruck noch abgeleitet

werden.
erz ) 7 i) - .

Die Temperaturinderung ist dabei direkt an den Griineisenparameter gekoppelt. Sie
wird so eingefiihrt, dafl nach der Verformung die Phononenverteilung im thermischen
Gleichgewicht bleibt. Das bedingt die Konstanz des Faktors fAw/(kgT) unter der

Verformung. Diese Forderung wird durch die Gleichung

B Awi

w

AT;

T = 7T (E.6)

erfiillt. Obige Uberlegung liefert damit einen Ausdruck fiir den Quellterm in der
Wiérmeleitungsgleichung.

In einem zweiten Schritt mufl der Warmestrom k zwischen den beiden Zweigen
genauer untersucht werden. Zu diesem Zweck wird ein empirisches Modell verwendet,
in dem die Wiarmeleitung mit einer gewissen Zeit 7 geschieht. Dieses Modell orien-
tiert sich an dem Verhalten eines Probekérpers (Temperatur T'), der in thermischem
Kontakt zu einem Warmebad der Temperatur Tj steht. Beide Temperaturen sollen
sich zur Zeit t = 0 um 6y = T — T} unterscheiden. Infolge der Warmeleitung wird
sich die Temperatur des Probekorpers exponentiell der des Warmebades annéhern.

Der ganze Prozef} 148t sich formal wie folgt beschreiben
: 0 t
C’Q—FC’;:O :Qzé’oexp(—;) : (E.7)

wobei 6 den Temperaturunterschied zwischen Probe und Bad und C' die Warmeka-
pazitéit der Probe reprisentiert. Als hilfreich erweist sich die Interpretation der Zeit
7 als mittlere Zeit, die zum Ausgleich der Energie C'y notig ist.

In analoger Weise erfolgt jetzt die Beschreibung des Warmestromes zwischen
den Phononenzweigen. Warmeaustausch zwischen verschiedenen Zweigen erfolgt im
allgemeinen unterschiedlich schnell. Da das vorliegende Modell jedoch nur zwei Zwei-

ge beriicksichtigt, wird hierzu nur eine Zeitkonstante 715 = 7 benotigt. Aus Gl. (E.7)
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ergibt sich unter Beriicksichtigung der durch die Verformung eingebrachten Wérme

CQTQ — ClTl 0

ClTl - f - a (ClATl) ; (E8)
. CiT - GOT: 0

Das vorliegende Modell beschrénkt sich auf gleiche Warmekapazitéiten C; = Cy und
einen verschwindenden Griineisenparamter fiir den zweiten Zweig (72 = 0). Damit
ergibt sich nach Gl. (E.6) schliefllich

. hh-T, 0

T - == = SAT() (E.10)

-t (E.11)
T

An dieser Stelle werden die Gleichungen addiert bzw. subtrahiert und die Groien
Ty + T, durch z und 77 — T5 durch y ersetzt. Am Ende dieser Umformung steht das

Gleichungssystem

po¥ 9
j+22 = SATI(Y) | (E.12)
.0

In einer ersten Néherung im Sinne der Storungstheorie wird die Riickwirkung des
Phononsystems auf die elastische Verformung e der Probe vernachlassigt. Demnach
wird ATy(t) = T cos(wt) als harmonische Grofie mit konstanter Amplitude 7' an-
gesetzt. Dieses Vorgehen ist durch die geringe Gréfle der Energieschwankungen im

Phononensystem gerechtfertigt. Als Losung fiir = folgt
=T+ Ty =T cos(wt) + T, (E.14)

mit der Integrationskonstanten T.. Fiir die Losung von y benutzt man einen kom-

plexen Ansatz fiir die eingebrachte Temperaturdnderung
ATy (t) = T cos (wt) = %(Teiwt> . (E.15)
Damit ergibt sich Gl. (E.12) zu
J+ 2% - ére(ineiwt) . (E.16)

Mit einem ebenfalls komplexen Ansatz y = R [ exp(iwt)] und der Vertauschung von
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Ableitung und Realwertbildung folgt

—T__ =
4 4+ w272
wT

y=T — Ty = RN(ge“") = Tm [wT cos(wt) — 2sin(wt)] . (E.18)

~

Y (wr +2i) (E.17)

Das Ergebnis fiir die Temperaturen der einzelnen Phononenzweige erhélt man letzt-

endlich aus der Linearkombination der Lésungen fiir « und y.

Tipa(t) = % (Ty +Ty) £ (T, — Ty)] = %(w +y) . (E.19)
= % {T cos (wt) + 1. & T# [wT cos(wt) — QSin(wt)]} . (E.20)

E.2.2. Entropiezunahme und Dissipation

Im vorherigen Abschnitt wurde im Rahmen des einfachen Modells zweier Phono-
nenzweige die Temperatur der einzelnen Phononenzweige hergeleitet. Unter dieser
Kenntnis sollen jetzt die auftretenden Warmestrome bilanziert und die resultieren-
den Energieverluste berechnet werden. Am Anfang steht dabei die Definition der
Entropie bzw. ihrer Anderung. So fiihrt ein Wirmetransport der Menge 6Q vom
Reservoir der Temperatur 77 zum Reservoir der Temperatur 7, zu einer Entro-

piednderung von (s. Abb. E.1)

dsS = T + T (E.21)
Dabei werden thermodynamische Groflen wie Entropie und Wéarme als Dichten auf-
gefalt. Fiir den gewohnlichen Fall 77 > T5 ergibt sich geméfl dem zweiten Haupt-
satz der Thermodynamik eine Entropieerhéhung. Im hier gezeigten Fall spielen die
Phononenzweige die Rolle der Reservoirs. Da dem zweiten Phononenzweig keine
Wiérme durch die mechanische Schwingung zugefiihrt wird (v = 0), dient die Ener-
giednderung dieses Zweiges pC dT5 gleichzeitig als MaB fiir die zwischen den Zweigen

ausgetauschte Wirme 5Q.2 Es ergibt sich

1 1

Fiir geringe Auslenkungen e bleiben auch die Abweichungen der Temperatur vom

Mittelwert Ty sehr gering, so dafl eine Berechnung in linearer Ndherung angebracht

2Im Gegensatz dazu erlaubt die Betrachtung der Temperaturdnderung d7} keine Aussage iiber
die flieende Wirme und ist fiir eine Analyse der Entropieéinderung ungeeignet.
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ist. Dazu entwickelt man die Terme T;(t) = Tg + 0;(t) fiir kleine 6;
1 1 1 1 0;
i o+t Ty <1 + %) 0 0
1 1 91 — 62 T2 — Tl
. T 2 2 (E:24)
In Gl. (E.22) eingesetzt liefert dieses Resultat
Ty — T
ds = pC 1T2 2415 . (E.25)
0

Fiir die Berechnung der mechanischen Verluste interessiert die Entropieerh6hung pro

Schwingungsperiode T' = 27 Jw und damit das Integral von dS iiber eine Periode.
Diese Grofle berechnet sich fiir kleine Temperaturdnderungen zu

AE_/TdSzTO/dS. (E.26)

Dementsprechend mufl zur Berechnung des Energieverlustes das anschlieBende Inte-
gral gelost werden

pC pC [*" d
AFE = T —T5)dTy = — T, —T5)——T5 d(wt E.27
TO/(l 2) dT3 T Js (T Q)d(wt)Q (wt) , ( )
pC 2 .
= — Ty —T5) Trdy . E.28
o[- mta (529
Unter Zuhilfenahme von Gl. (E.18) und Gl. (E.20) erhélt man mit ¢ = wt
T, = ajcosy + bysinyp | E.29)
T1 — T2 — Q2 COS + b2 sin (%2 (E30)
mit den Koeffizienten
T w?r? A WT
a1—§<1— O > 5 bl_Tﬁ’ (E31)
T by = — 2T (E.32)
ag = — _op¥L '
2 0O ) 2 0O

und dem Parameter Q = 4 + w?72. Einsetzen in das Integral liefert

2m 2m
/ (Ty —Ty) Todp = / (ag cos @ + besin) (bjw cosp — ajwsiny)dy . (E.33)
0 0
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Im néchsten Schritt werden alle Terme weggelassen, die unter dem Integral zu null

werden. Damit ergibt sich

2 2m
/ (Ty — Ty) Thdy = w/ (a2b1 cos® ¢ — ayby sin’ cp) dp (E.34)
0 0
= TTW (CLle — CL1b2) (E35)
fo  WT

Damit folgt fiir die pro Periode dissipierte Energie

72 wr
AFE = _ E.
mpC To 4 + w?7? (E:37)

Mit der Ersetzung 7 = 27’ ergibt sich die fiir Verluste typische Debyesche Form

T2 w2r 1 2w
AE =m0 ——F—— = —q7pC — —— .
P e T(] 1+w27"2

To 4+ 4w?r? 2 (E-38)

Fiir die Ermittlung der mechanischen Verluste wird jetzt noch ein Wert fiir die me-
chanische Energiedichte im Korper Ei; benotigt. Dieser ergibt sich fiir den isotropen

Fall proportional zum Quadrat der angelegten Dehnung

1
Etot — §E€2 . (E39)

Dabei bezeichnet die Gréfle E den Elastizitdtsmodul des als isotrop angenommenen
Festkorpers. Zusammen mit dem Ausdruck veTj aus Gl. (E.6) fiir die GréBe T ergibt
sich

1L AE  1+4*CTy wr'
CMEy 2 0E 14w’

Pph (E.40)

Bis auf den Vorfaktor stimmt dieses Ergebnis mit dem Ausdruck von Braginsky [181,
Gl. (3.2)] iiberein.

E.3. Mechanische Verluste und Schallabsorption

Um das Ergebnis fiir den mechanischen Verlust mit dem Ausdruck von Bémmel
und Dransfeld [147] vergleichen zu koénnen, mufl aus dem mechanischen Verlust
der Schallabsorptionskoeffizient berechnet werden. Denn genannte Autoren behan-

deln die Absorption akustischer Wellen beim Durchgang durch ein Medium. Der
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wesentliche Parameter ist dabei die Abschwichung o der Wellenamplitude u. In

Abhéngigkeit der zuriickgelegten Strecke x im Medium gilt
u(z) = upe " . (E.41)

Am Beispiel einer longitudinalen Welle soll nachfolgend der Koeffizient o berechnet
werden. Nach [176, §34] gilt fiir die Auslenkung einer sich in z-Richtung ausbreiten-
den longitudinalen Welle

Uy = ug cos(kr — wt) . (E.42)

Zunéchst berechnet man die mittlere Gesamtenergiedichte der akustischen Welle,
die mit der maximalen kinetischen Energiedichte {ibereinstimmt, zu
P 2

) W
Eiot = Exin = 5 u|12nax = %ug . (E.43)

Die einzige Komponente des Dehnungstensors, die bei der gegebenen Auslenkung

nicht verschwindet, ist €,,. Fiir sie gilt

du,
€z =
dz

= —upk sin(kr — wt) . (E.44)

Mit der Definition des Griineisenparameters und Gl. (E.6) folgt fiir dispersionsfreie

Phononen (k = w/c) mit der Schallgeschwindigkeit ¢

7?2 w?
=y2e2, = yYulk? = 72ug§ . (E.45)

,-ZTO2 =7 €z =
Die Berechnung des Absorptionskoeffizienten erfolgt analog zu [176, §34]. Es

gilt
dEjor dEyo dz . dEyor

B = Lot _ _
ot = Ty dr dt  C dz

(E.46)

Berticksichtigt man an dieser Stelle die quadratische Abhéngigkeit der Wellen-
energie von der Wellenamplitude Ej, o< u ergibt sich? iiber Gl. (E.41)

Eiot = —2c0Byo; . (E.47)

3in Ubereinstimmung mit [176, G1. (34,3)]
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Das Einsetzen von Gl. (E.37), Gl. (E.43) und Gl. (E.45) liefert schliefilich

%AE _ l’ychO CUQT

= ) E.48
2B 2 A3 4+ wir? ( )

(0%

Bis auf den Vorfaktor entspricht dieser Ausdruck dem Ergebnis der Veroffentlichung
von Bommel und Dransfeld. Eine Umrechnung von « in die mechanischen Verluste
¢ geschieht wie folgt

]. AE . 1 2w_7rEt0t 20

e ==, E.49
¢ 27 Etot 27 Etot w @ ( )

Fiir rein longitudinale Substratmoden* und verschwindende Querkontraktion ist die

Schallgeschwindigkeit iiber den Elastizitdtsmodul £ und die Dichte p gegeben als

B
c=c¢=]—, (E.50)

P

woraus unmittelbar
2
v pCTy — wr

— E.51
¢ E 4+ w2r? ( )

in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis aus dem vorherigen Abschnitt folgt.

4Der Begriff longitudinale Mode ist als Uberlagerung von Wellen zu verstehen. Er bedeutet, daf
die jeweilige Mode allein aus der Uberlagerung longitudinaler Wellen konstruiert werden kann
und folglich keine transversalen Anteile enthélt.
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