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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit ist aus Vorlesungen und Seminaren fiir die Mathematik-
und Ingenieurstudenten an der TU Ilmenau hervorgegangen. Sie widmet sich der
numerischen Behandlung von Anfangswertproblemen gewohnlicher Differential-
gleichungen, im notwendigen Mafle der Theorie, mehr jedoch den Fragen der Al-
gorithmisierung sowie der Nutzung von Software. Dabei werden beziiglich der
Implementierung die CAS MATLAB und Maple verwendet.

Es ist klar, dass in einer solchen Arbeit nur ein Bruchteil der mit dieser Problema-
tik verbundenen Aspekte dargestellt werden kann. Im Literaturverzeichnis gibt es
weiterfiihrende Fachliteratur.

Im Skript findet der Leser zahlreiche Hinweise, Beispiele und Illustrationen zur nu-
merischen Behandlung von Differentialgleichungen im Studium und in der Praxis.

Die Ubungsaufgaben dienen zur Vertiefung der Erkenntnisse.
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1 Gewo6hnliche Differentialgleichungen - Einfithrung

1.1 Grundbegriffe

Die Arbeit befasst sich mit der numerischen Losung gewohnlicher Differentialgleichun-

gen. Diese sind wie folgt definiert.

[1.1] Definition
(a) Gegeben seien ein endliches (Zeit)Intervall I = [a,b], ein Gebiet Q C I x R C IR?
und eine hinreichend glatte Funktion f : {2 — IR. Eine skalare Gleichung der Form

/(1) = f(t,z(t)) (1.1)

oder kurz ' = f(t,z), heisst explizite gewodhnliche Differentialgleichung 1. Ord-
nung, kurz gDGI. Die Gleichung

F(t,z(t),2'(t)) = 0 (1.2)

heifit implizite gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung.

(b) Gegeben seien ein Gebiet 2 C T x IR" C R™™ und eine Funktion f : Q — IR. Eine
Gleichung der Form

2™ = f(t,x, . xD) (1.3)
heilt explizite gewShnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung. Die Gleichung
F(t,z,o',..., ™Y M) =0 (1.4)

heifit implizite gew6hnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.

(c) Im Folgenden reprisentiere ein fett gedruckter Buchstabe einen Vektor der Linge n
(n fest), z.B. x = (x1,9,...,2,)". Gegeben seien ein Gebiet Q C I x IR C R™"! und
eine vektorwertige Funktion f : Q — R", £(t,z) = (fi(t,2),. .., fa(t,2))T.

Das Gleichungssystem

X'(t) = £(t,x(t)) (1.5)

heifit System expliziter gewdhnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung, kurz
SysgDGI, fiir die vektorwertige Funktion x(t) = (x1(t), 22(t), ..., . (1))T.

Seine implizite Form ist
F(t,x(t),x'(t)) = 0. (1.6)

(d) Ist f bzw. f von t unabhéngig, so heifit die zugehorige Gleichung bzw. das System

autonom.

Anstelle von 2/(t) = f(t,z(t)) findet man auch andere Notationen wie &(t) = f(¢, z(t)),
y'(x) = f(z,y(x)) usw.
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[1.2] Bemerkungen (a) Eine Funktion z(t) (bzw. x(t)) auf einem Intervall I ist
Losung der gDGI (des SysgDGI), falls fiir jedes ¢ € I die entsprechende Gleichung aus
(1.1),...,(1.6) erfullt ist.

(b) Mit der Losung der gDGI z(t) bzw. x(t) des SysgDGlI ist die Phasenkurve (Bahn-
kurve, Integralkurve) (¢,z(t)) bzw. (¢,x(t)) definiert.

Das Gebiet €2 wir auch als Phasenraum bezeichnet.

(¢c) gDGI hoherer Ordnung konnen stets als SysgDGI geschrieben werden, indem die

Gleichung (1.3) umformuliert wird. Hierzu definieren wir

z(t) = (21(t), (), . .., 2 ()T = (2(t), 2'(2),..., 2"V ()T,

Die Losung der Gleichung (1.3) ist dquivalent zur Losung des Systems

ZQ(t) Zg(t)
Zg(t) Zg(t)
2 (t) = 24:(t) _ z4(t) _ ). (17)
zn(t) zn(t)
f(t,z(t)) [t 21 (L), 22(t), 23(1), - - -, 2a(1))

(d) Nicht autonome gDGL und entsprechend SysgDGI konnen stets als autonome
Systeme formuliert werden. Sie lassen sich autonomisieren. Hierzu definieren wir zu
der skalaren Funktion z(t) die erweiterte vektorwertige Funktion %(t) = (¢, z(t))T =
(71(t), Z2(¢))T. Die Losung von (1.3) ist dquivalent zur Losung des SysgGDI

X =f(x) mit f(x)=(1,f(z,2))" . (1.8)
Manchmal findet man auch die Notation von x in der Reihenfolge (x(t), ).
Damit vereinfachen sich einige theoretische Betrachtungen, wenn f nicht von ¢ abhingig

ist.

[1.3] Beispiele
(a) Die explizite gDGI erster Ordnung

¥'=—Ar mit A>0 (1.9)

beschreibt ein exponentiell abklingendes System, wie es zum Beispiel beim Zerfall eines

radioaktiven Stoffes der Fall ist. Die allgemeine Losung ist
z(t) = Ce™ (1.10)

mit einer frei zu wahlenden Konstante C.
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(b) Die implizite gDGI
ma”(t) +bax'(t) + Dx(t) =0 (1.11)
beschreibt die Bewegung eines geddmpften Schwingungssystems. Ist m # 0, so lésst sie

sich umformulieren als explizite gDGI zweiter Ordnung geméaf

2(t) = —% 2 (t) %x(t).

Fiir kleine Dampfung b ist die allgemeine Losung gegeben durch
z(t) = Ce™ sin(wqt + @) (1.12)

mit & = b/(2m), wg = \/D/m — 42 und den frei zu wihlenden Konstanten C' und ¢.

(c) Ein beliebtes Anschauungsobjekt in der Theorie der Systeme gewohnlicher Differen-
tialgleichungen ist das sog. Rduber-Beute-Modell. Dies beschreibt das Zusammenle-
ben zweier biologischer Spezies y ("Rauber”) und x (”Beute”, welche von y gejagt wird).

Das Zusammenleben dieser Gattungen wird beschrieben durch die gDGI
¥ =ar —bry und vy = —cy + dzy (1.13)

mit den positiven Konstanten a,b, c,d. Mit x = (z1,22)7 = (z,5)? kann dies zusam-

mengefasst werden zu dem System x’ = f(x) mit

f(x) _ xl(a—bxg)
—.CL’Q(C — dl‘l) '
(d) Geméf Bemerkung [1.2](b) kann die gDGI zweiter Ordnung aus Teil (b) umfor-
muliert werden in ein System erster Ordnung. Hierzu definieren wir x = (1, 25)? mit
x1(t) = z(t) und xo(t) = 2/(t). Das lineare SysgDGI fiir x lautet
0 1
'(t) = t 1.14
40 (_D/m _b/m)xo (1.14)
mit der rechten Seite f(x) = Ax. <«

Wie wir in den vorangegangenen Beispielen gesehen haben, sind Losungen von gDGI in
der Regel nicht eindeutig. Aus einer gDGI kénnen wir lediglich die folgende Informati-
on ablesen. Verlauft eine Losung z(t) von (1.1) zur Zeit ¢y durch einen Punkt ¢, also
x(to) = ¢, so hat ihre Steigung x’'(to) dort den Wert f(t¢, ¢). Die Tangente an die Losung
im Punkt (to,x(tp))? ist damit gegeben durch den Tangentenvektor (1, f(to,c))?. Diese
Information erlaubt es uns, den ungefidhren Verlauf der Losung mit Hilfe des Richtungs-

feldes grafisch zu skizzieren und motiviert die folgende Definition.

[1.4] Definition Das zur gDGI 2/ = f(¢, ) definierte Vektorfeld

1 1
s = s (m) "

heifit das Richtungsfeld der gDGI.
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Um das Richtungsfeld in jedem Gebiet {2, grafisch anschaulich darzustellen, geniigt die
Normierung des Richtungsvektors mit seiner euklidischen Lénge nicht. Man definiert
sogenannte skalierte Linienelemente in einem geeigneten Gitter auf £2;.

Ihre Gesamtheit ist das Richtungsfeld.

Eine Losungskurve entsteht durch das Aneinanderreihen von Linienelementen. Sie ist

eindeutig durch die Vorgabe eines Punktes (¢, z(t)), der Anfangsbedingung, bestimmt.

Aus dem Richtungsfeld gelangt man u. a. zu folgenden Erkenntnissen:

— besondere Losungskurven,

— Polstellen oder andere besondere Stellen,

— Isoklinen, das sind Kurven, wo 2’ konstant ist
(bei autonomen gDGI sind die Isoklinen horizontale Linien),

— Zerfall des Gebiets €2y in verschiedene Losungsgebiete,

— orthogonale Trajektorien, das sind Kurvenscharen, die Losungskurven orthogonal in
jedem Punkt schneiden. Die orthogonale Trajektorie geniigt der gDGI —% = f(t,x).

Als erste Variante zur Darstellung des Richtungsfelds in MATLAB definiert man eine
Funktion als MATLAB-Datei dfield.m.

function dfield(f,xv,yv)
[x,y] = meshgrid(xv,yv);
[n,m] size(x);
mag = min((xv(m)-xv(1))/m, (yv(n)-yv(1))/n); 7% fuer Skalierung
hold on

for i=1:n
for j=1:m
v = [1,feval(f,x(i,j),yGE,3))]17%;
v = 0.4*mag*v/norm(v); % Normierung und Skalierung
line([x(i,j)-v(1),xE,P+v(D], [y(d,J)-v(2),y{E,j)+v(2)]);
end;
end;

if xv(m)*xv(1)<=0 Y fuer Achseneintragung
plot ([0,0], [yv(1),yv(n)], k-");

end;

if yv(n)*yv(1)<=0
plot ([xv(1),xv(m)],[0,0],’k-");

end;

hold off

dazu die Funktionsprozedur als MATLAB-Datei £0.m
function y = f(t,x)

y =%
und ihre Aufrufe geméif

% Variante 1

dfield(’£f0’,0:0.1:2,-1.0:0.1:2);
title(’Richtungsfeld zu x’=x in [0,2]x[-1,2]")
print r_f0.ps -dpsc
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Wir betrachten die gDGI mit ihren allgemeinen Losungen

z(t) = Ce,

10(z — 2/(1+ %)) +2t/(1 + 2)?, z(t)

OelOt + t2/(1 + t2),

(1.16)

z(t) = Ce'/(1+ C(e' — 1)).
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Dateien r_fO.ps, r_fl.ps, r_f2.ps, r_f4.ps, Richtungsfelder zu den 4 gDGI

Abb. 1.1

Natiirlich kann man auch das MATLAB-Kommando quiver verwenden.

Wir notieren es im Rahmen von 2 weiteren Versionen fiir die gDGI 2/ = z.

3
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plot([0 2],[0 0],’k-’,[0 0],[-1 2],’k-");
print r_fOb.ps -dpsc

hold off

T
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xlabel(’t’); ylabel(’x’);

hold on

x und Isoklinen in [0,2]x[-1,2]°);

x und Isoklinen in [0,2)x[-1,2]

Richtungsfeld zu "

Richtungsfeld zu x"=x in [0,2]x[-1,2]

Die Grafik der Variante 3 hat beziiglich der Achsen den gleichen Mafistab und enthélt

zusétzlich 10 Isoklinen als Konturen von z’.
Dazu braucht man noch die Funktionsprozedur in vektorieller Form als MATLAB-Datei

fOv.m, die sich wegen der Einfachheit der rechten Seite nicht von £0.m unterscheidet.

plot (L0 2],[0 0],’k-",[0 0],[-1 2],’k=");
print r_fOc.ps -dpsc

hold off
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axis image
quiver (tt,xx,DT,DX) ;

ylabel (’x’);
hold on

xlabel(’t’);
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=sin(1/x)-2 in [0,2]x[-1.2]

Richtungsfeld zu x
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sin(1/x)—2 und Isoklinen in [0,2]x[-1,2]

Richtungsfeld zu x*

15

480°) ;

[-1.5,2]x[-2,5]“):

0.5

640,height

dateil,

25

f2c.ps, r_fdb.ps, r_fac.ps,
x=-2..5,

mit Isoklinen) zu den vier gDGI

’
v = f(t,r) =2 — >+ 3t - 2.

15
Y

f2b.ps
-1.5..2,

Richtungsfelder

‘color,portrait,width

r

‘C:/D/neundorf/nwptexte/gdgl/maple/richtl.ps‘:

Dateien r_f0b.ps, r_fOc.ps, r_f1bb.ps, r_flcc.ps,

0.5

title=‘Richtungsfeld zu x’=x-t"3+3t-2,

plotoptions

T T T T T u T T y ~
g SAS S S S LD B P 1P
Lo a7 A7, B IR e =]
g AS S S S LD B P 1P
Lo 27277777 7 a7 Al e
g IAS S S S Al (B I 1P
Lo 27277777 iErc Rl =h
AASAS S i B S P I SEELL At K NI 2%
Lyl s Tt AR t tptr 277V
R T 71 TS Srrrss s [ vt sV
g IAS S LD (B P 1P SN2 NN AT [ IR
N2 AT [ IR
o L I
i e =~ al - Syl rirt AT t tptr 277V
S IAS ST Ml AT Srrpsrr [ IR
AAAA A s e A koA e AR [ IR
T S FRZL NN T [ IR %
A A A e T AT 71T Serplss sttt (IR s
A AN o e I 1= N Trryy st [ IR
S S ss s [ IR
e e Gl Kl N2 AT Y vt s
v s A s s sos A B i ol 2SR AT Y sy
S Revivzrzryfaftt [ IR
SN 7T AT 2 A I [ IR A%
VAV AR FNE T e I 11 Srrry /s ta vtV
° ERcCdd Al rirt AT t tptr 277V
e R 7T T AT Shyblbrrrr gl L vl 77l
A d Il vl vl ad = ol Pad ° x pizl7 v 11t t oyt t pLr I
< o~ - @ © < o~ o o~ < wn — n (=] wn
- — o [S) (=) o ? n_v “ o n,,
X X
©
o
LIz 27777722007 AAT PP FAAAAAT Ja V772711 ttrrrr2777
SIPIILSILLLLL LIPS A )P AAAAIAT VA2 V11117777
SISISLILLLIL LI IR )P AAAIAAT VAP trrrrr7 7
SILLLLILPIL IS IS IS AAA )P AAAAAAT SV 1 r1rr 17777
SIPPIIIIIIIL ISP AN ) S AAAAAAT s V7] V11117777
VIZII77 7272707000077 1 AAAAAIAT B sttt V1111777
FIPIIIIIIIIL PP ATA P AAAAAIAT M\\\\\\\: trrrrr7,77
PIIIIIIIIIII P AAA ) P AATIAAT a V2 ttrrrr2/77
. %
SIPIIIIIIIILII PPN P FAATAAAT VA7 1111717777
SIPIILPILTLLIL PP )P AAAAIAT RV V11117777
o
VIISIIIPIIPI ISP IAAAN J ) JAAAAAA 1o m\\\\\\\: ttrrr77-77
SILLPILILPILIL ISP AAA P} P AAAAAAT eV 111117777
PIPII?PIPIPI ISP AAN PP AAAAIATT sV ttrrrr7-77
['4
JILPIIIIIIIIL PP AT P AAAAAIAT VAL trrrrr7777
JILPIIIIIIIII PP ATA P AAAAAIAT VAT Vrrrrr27-7
VISP IPPI7 000077 7] FAAAAAAT 12 VA2 Vrrrrr77-7
SIPIIPIIILIL IS AAA )P AAAAAAT V2711 V1111777
SISISSLLIIIL I IR J )P AAAIAAT VA2 V1117777
FAPLISILIIL LI P IR PP P AAAIAAT V22T V1117777
FIPIIIIIIIL LI P AR )P AAAIAAT V22T V1117777
222707 i 1 2. A7 o 77/ Lt 1L
~ ) = ) B ) = 0 ~ o o =
- o =] ! o - ° !
X X

interface(plotdevice=ps, plotoutput

pp:=fieldplot(v,t
plots[display] (pp);
interface(plotdevice=win);

pp;
> dateil:

-15

Wenn die Anstiege der Linienelemente sehr unterschiedlich sind, hilft auch der mogliche

Skalierungsparameter in quiver nicht. Die eigene Definition dfield ist teilweise an-

Ahnlich kann man in Maple verfahren.
Richtungsfeld (1,2")? zur Losung () der gDGl 2’ — x + 1% — 3t +2 = 0, also
> v:=[1,x-t"3+3%t-2] :

Abb. 1.2
schaulicher.



PD Dr. W. Neundorf, Numerik GDGL - AWP 8

Andere Vorgehensweise mit dem Package DEtools (Datei richt2.ps)

> Fi=diff (x(t),t)-x(t)+t"3-3*%t+2:
pts:=[[0,1/2],[0,1],[0,3/2]]: # Anfangsbedingungen
> pp:=dfieldplot ({F=0}, [x],t=-1.5..2,x=-2..5,
title=‘Richtungsfeld zu x’=x-t~3+3t-2, [-1.5,2]x[-2,5]):
pp;

Richtungsfeld mit Losungen (Datei richt3.ps)

> pl:=DEplot ({F=0}, [x(t)],t=-1.5..2,
pts,linecolor=[red,green,blue] ,axes=frame,title=
‘Richtungsfeld zu x’=x-t~3+3t-2, [-1.5,2]x[-2,5], mit Loesungen‘):
p2:=plot({[[-1.5,0],[2,0]],[[0,-2],[0,5]]},style=1ine,color=black):
plots[display] (p1,p2);

fieldplot: Richtungsfeld zu x'=x-t"3+3t-2, [-1.5,2]x[-2,5]
/////// c88 7 77 7 7 77 7 7 s
I B A A A A AV PP
. S o777 7 7 7 s
- - R D R A AN S A D S
- - - - - o777 7 7 7 7 s - =
- - -~ - s I A A A A
-~~~ o~ = M - I A A A A G - ~
\\\\\\ - - - - 7 7 7 7 7 - - - ~
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ <2: - - - 7 7 7 7 - - - ~
~ O N NN N S~ - - - s s s s - -~ N
D e T N <~ N
~ N N N N N NN KR oo NN
NN N N NN NN ~ - - - - NN
NN N N N N N N N s s - -~ NN\
I 3 Y R N MV P ~ ~0s 1 5~ N %
NN N R R I
T N N N N VY
MR NN N s s s s s NN
MRV A T T SN NN
PR VIR VR VIRV B T NN NN

dfieldplot: Richtungsfeld zu x'=x-t*3+3t-2, [-1.5,2]x[-2,5]

Abb. 1.3:

Dateien

richtl.ps, richt2.ps,
Richtungsfelder zur gDGI

= f(t,x)
=z —t343t—2,

Maple-Kommandos

fieldplot
dfieldplot
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DEplot: Richtungsfeld zu x'=x-t"3+3t-2, [-1.5,2]x[-2,5], mit Loesungen

Abb. 1.4:
Datei richt3.ps,
Richtungsfeld zur gDGI
= f(t,x)

=x—t3+3t -2,
sowie Naherungslosungen
mit AB z(0) = 3, 1, 3

’ 92

21

Maple-Kommando
DEplot

Da gDGI Spezialfille von SysgDGI sind, wollen wir uns bei den folgenden Uberlegungen
auf letztere beschrénken.
Eine Losung x(t) von (1.5) ist unter gewissen Bedingungen an f eindeutig, wenn sie an

einem Punkt ty vorgegeben ist. Dies fiithrt auf die folgende Definition.

[1.5] Definition Unter einem Anfangswertproblem (AWP) verstehen wir ein
SysgDGI der Form (1.5), welches ergénzt ist durch eine Bedingung der Form

x(tg) = ¢ = (c1, ¢, ...,cy)T fiir ein (tg,c)” € Q (1.17)

in einem Punkt t; € I. Man nennt diese Anfangsbedingung (AB).

Eine gDGI mit AB generiert also einen Prozess, bei dem der jeweilige Zustand die

Tendenz seiner Verédnderung bestimmt.

Der folgende Satz ist ein zentrales Ergebnis der klassischen Theorie der gewohnlichen
Differentialgleichungen, welches besagt, dass Losungen von AWP eindeutig sind, sofern
die rechten Seiten Lipschitz!-stetig sind. Fiir einen Beweis des Satzes verweisen wir auf
die Standard-Lehrbiicher.

[1.6] Satz von PICARD?*-LINDELOF® iiber die Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen von SysgDGI

'Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903), deutscher Mathematiker, Arbeitsgebiete waren Zah-

lentheorie, Theorie der Bessel-Funktionen und Fourier-Reihen, gDGI und partielle DGI
2Jean-Felix Picard (1620-1682), franzosischer Priester und Astronom, Arbeiten zur Messung der

Lange eines Grades eines Meridians, 1665 Professor am College de France
3Ernst Leonard Lindelsf (1870-1946), finnischer Mathematiker, Arbeiten zur Existenz von Lésungen

von DGI, analytischen Funktionen, Asymptotik von Taylor- und Fourier-Reihen sowie konforme Abbil-

dungen
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Die rechte Seite f des SysgDGI (1.5) sei in folgendem Sinne Lipschitz-stetig.
Es gibt eine Konstante L > 0 derart, dass fiir alle £ € IR und alle x1, x5 € R" gilt:
Ist (t,x1)7, (t,x2)" € Q, so gilt die Abschitzung
1£(2,x1) — £(2, %) || < L1 — x2|. (1.18)
Hierbei ist || - || eine beliebige Vektornorm in IR™. Dann hat das AWP (1.5), (1.17) eine

eindeutige Losung x(t). Diese ldsst sich bis zum Rand von €2 fortsetzen.

Im Folgenden sei, um die Eindeutigkeit des AWP zu gewéhrleisten, die Lipschitz-Stetigkeit
(1.18) immer vorausgesetzt. Das SysgDGI (1.5) erzeugt eine ganze Schar von Losungen,
welche der zu (1.5) gehorige Fluss genannt wird und welche wir mit dem Symbol @

bzw. & bezeichnen wollen. Hierbei beschreibt
x(t) =x(t;7,%x) = d""x (1.19)

diejenige spezielle Losung (Trajektorie), welche zum Zeitpunkt 7 den Wert X annimmt,

also
x(7) = d77x.

Insbesondere notiert man die Losung des AWP (1.5), (1.17) in der Kurzform
x(t) = dh'c. (1.20)
Wir wollen den Fluss im skalaren Fall (1.1) grafisch illustrieren.

2(t)=040 3
z(t)=d 1.5

z(t) = db po=Pb5 1,

L

1
1
1
1
1
1
1
1
1

+

\{

O‘ 1 to S

~

Abb. 1.5: Datei flussl.pic, Losungen x(t) eines AWP als &7 (1.19)

Wie sieht der Fluss eines SysgDGI aus? Sei
x'(t) = Ax(t), x(to) = Xo, (1.21)

ein lineares homogenes SysgDGI mit konstanter Matrix A.
Seine exakte Losung ist
x(t) = eAt=t)x,,

was sich leicht iiberpriifen lisst, denn x(ty) = xo und x'(t) = AeAt0)xy = Ax(t).
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Der Fluss ist also die Matrixfunktion
Phto — Alt=to), (1.22)

Besonders einfach ist die Darstellung, wenn A eine Diagonalmatrix ist.

Aus A = diag(ay, ay, ..., a,) und bei x(ty) = xg = ¢ = (c1, ¢3, ..., cp) T folgt

@t,to — 6A(t—t0) _ diag(eal(t_to), 6[12(t—t0) ,6an(t_t0))

P

und

x(t) = ®Mloc = (¢re 1) pem2(t=to) ¢ eanlt=tonT

[1.7] Satz Der Fluss ® in der Losung x(t) = x(t;t9,%x0) = P"'0xq besitzt offenbar
folgende Eigenschaften.

(a) q)to,to — 1‘7 (123)
(b) (I)t,s CI)S’tO _ @t,to. (1.24)
Beweis:

(a) Die Formel (1.23) ist der formale Ausdruck dafiir, dass die Losung des AWP in ¢,
den Wert xy annimmt.

(b) Sei x(t;tg,%g) die durch (to, %) verlaufende sowie x(¢; s,x;) die durch (s,xy) ver-
laufende Trajektorie.

Es sei

X, = X(s) = ®¥0xq.

Wegen der Eindeutigkeit der Losung des SysgDGL gilt:
Beide stellen eine Losung des AWP

x'(t) = f(t,x(t)), x(s) = x,,

dar, d.h. ihre Werte stimmen fiir ¢ > s {iberein. Somit folgt

x(t;to,X0) = x(t;s,Xy),
Phlox, = Phx, = O P¥x,, also
|:| (I)t,to — (I)t,s (I)s,t().

[1.8] Bemerkung Dass Existenz und Eindeutigkeit nicht fiir allgemeine rechte Seiten

erfiillt sind, wollen wir an mehreren Beispielen demonstrieren.

(a) Gegeben sei das AWP auf Q = IR?
(t) =a(t) — 2+ 3t -2, x(ty) =20 = cC. (1.25)

In den Abb. 1.3, 1.4 haben wir das Richtungsfeld der gDGI dargestellt. Wir erkennen,

dass die Losung iiberall oder "ewig” existiert, also global ist, und das AWP lésbar ist.
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Als allgemeine Losung der gDGI erhélt man

x(t) = Ce' +1* + 3% + 3t + 5. (1.26)
Mit der AB z(0) = 1 folgt C' = —4 und die zugehérige Trajektorie lautet

x(t) = —de! + 3 + 3t> + 3t + 5. (1.27)

Damit ldsst sich auch das Verhalten der Funktion fiir betragsgrofie Werte ¢ deuten.
(b) Gegeben sei die gDGI auf Q = IR?

7' (t) = 2°(t). (1.28)

Einerseits hat man die einzige globale Losung x(t) = 0. Dies stellt eine instabile Gleich-
gewichtslage dar. Wenn z nicht Null ist, findet man gemif 2'/2% = 1 durch Integration

die allgemeine Losung

1 1

W=—5=—""7 (1.29)

In der Tat sind durch diese Formel zwei Losungen bestimmt. Die eine ist auf dem
Intervall (—oo, —C'), die andere auf (—C, +00) definiert. Diese Losungen sind maximal
fortgesetzte, aber eben keine globalen Losungen.

Wenn man mit der AB z(t) = ¢ # 0 rechnet, so ist C' = —(to + %) und die Trajektorie

1
ottt

(1)

Die Losung existiert dann im Intervall [to, o + %) der Léange %, sie kann nach links

fortgesetzt werden und an der rechten Grenze gilt

lim |z(t)| = +oo.
t,/ to+=

Man sagt, die Losung explodiert nach endlicher Zeit. Es macht keinen Sinn, sie in einem

groferen Intervall [ty, T'] zu suchen.
Gegeben sei (1.28) auf I = [a,b] = [0, 2] als AWP

7' (t) = 2%(t), x(0)=1. (1.30)
Die eindeutige Losung
x(t) = —— (1.31)

existiert auf [0, 1), auch auf (—oo, 1), aber nicht auf dem Intervall [0, 2].

Fiir einen noch so kleinen positiven Startwert ¢ explodiert die Losung immer nach langer,

aber endlicher Zeit.
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Richtungsfeld zu x"=x2 in [0,2]x[0,10] mit Loesung

Abb. 1.6:

Datei r_f6.ps,
Richtungsfeld zur gDGI
¥ = f(t,x) = 2?

sowie bei t =1
explodierende Losung
z(t)=1/(1—1)

mit der AB z(0) =1

(1.32)
Die allgemeine Losung ist gegeben durch
R
mit einem frei wihlbaren Parameter s > a. Die Losung ist also nicht eindeutig.
(d) Gegeben sei auf I = [a,b] = [0,7] das AWP
P() = - 2(0) = 1. (1.34)

Es beschreibt die Bewegung eines Satelliten im Gravitationsfeld der Erde unter Beriick-
sichtigung der atmosphérischen Reibung. z(t) bedeutet dabei den Abstand zum Gravi-
tationszentrum.

Die Losung lautet

ao=(1—gowé (1.35)

Diese kann nach links beliebig fortgesetzt werden.

Nach rechts endet sie bei t =T = %, denn

lim z(¢t) = 0, lim2/(t) = —o0,
t/T t/T
was bei einer glatten Fortsetzung iiber 7' hinaus zu unerlaubten negativen Funktions-

werten fiithren wiirde.
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Der Giiltigkeitsbereich der gDGI ist das Intervall (—oo,T).
Man sagt, die Losung als Phasenkurve (¢, z(t)) kollabiert (fallt in sich zusammen) nach
endlicher Zeit am Rand 02 des erweiterten Phasenraums und notiert das als

}1/:(1% dist((¢, z(t)), 0Q) = 0.

Richtungsfeld zu x"=-1/sqrt(x) in [0,1]x[0,1.2] mit Loesung
1.4-

1.2 AN N N N N N N N N N N N N N N YN N
AN YN N NN N N N N N N N N N N NN
AN N N N N N N N N N N N N N N N NS
AN NN N N N N N N N N N N N N N NN
1+ AN NN YN NN N YN N U N N Y N N NN
NN NN N NN N N N N NN
N NONONN NN N NN N N N N N N N NN Abb.1.7:
NN NONONONON N N N N N N N N N N NN
0.8 DN N N N N N N N N N N N NN NN Datei r_f5.ps,
NONON NN N NN N NN N N N N N N NN
NONON N NN N NN NN NN N N N NN NN :
NN N NN N N N NN Richtungsfeld zur gDGI
0.6 NN N N NN NON N N N N N N N N N NN / 1
N VNN NN N N N N N N N N NN NN :EZf(t,:E):—
N N N N NN NN N VN N NN z(t)
NN NN NN N N N AN NN . L, 2
0.4 NN NN NN NN AN sow1ebelt—§
NN N NN NN NN N NN AN NN NN . .
NN NN N NN NN AN NN NENAN kollabierende Losung
NN NN N NN NN NN NN NN 5
0.2F A N N T T T W W N N N N N N N R Y :E(t):(l——t)z/?’
N T N N N S AV N N N NN 2
L N N N N N N N N N L N | AR N N N U N W : _
AR AR ‘mltderABx(O)_l
—%.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Rechnung in Maple mit DEplot

DEplot: Richtungsfeld zu x’=—1/sqrt(x), [-1,2]x[-0.5,2.5], mit Loesungen

Abb. 1.8:
Datei r_f52.ps,
Richtungsfeld zur gDGI

sowie bei t =T

-0.5+

‘ ‘ kollabierende Losungen x(t)
¢ mit den AB z(0)=1, 1, 3

Die Rechnung kann nicht im Bereich z(¢) < 0 ausgefiihrt werden und man erhélt beim
Aufruf von DEplot die Information:

Warning, plot may be incomplete, the following errors(s) were issued:

fractional power of a negative
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> F2:=diff (x(t),t)+1/sqrt(x(t));
> pts:=[[0,1/2],[0,1],[0,3/2]]: # Anfangsbedingungen

> pl:=DEplot ({F2=0}, [x(t)],t=-1..2, pts, x=-0.5..2.5,
linecolor=[red,green,blue] ,axes=frame,stepsize=0.0001,
title=‘DEplot: Richtungsfeld zu x’=-1/sqrt(x),
[-1,2]x[-0.5,2.5], mit Loesungen‘):

p2:=plot({[[-1,0],[2,0]1],[[0,-0.5],[0,2.5]],
[[0.667,-0.05],[0.667,0.5]]}, style=line,color=black):

p3:=textplot([[0.65,-0.15, ‘T=2/3]1):

plots[display] (p1,p2,p3);

(e) In der Abb. 1.1 zeigten wir das Richtungsfeld der autonomen gDGI
' =sin(l/z) — 2 (1.36)

auf dem Gebiet Q; = [0,2] x [—1,2]. Dabei ist zu beachten, dass bei z = 0 keine Li-
nienelemente gezeichnet werden kénnen.

Es gilt 2’ € [-3,—1]. Fiir + — 0 hat die Ableitung 2’ keinen Grenzwert, weiter ist
L=

Die rechte Seite der gDGI ist auf dem Gebiet 2 = [0, 4+00) x (0, 4+00) beliebig oft diffe-
renzierbar. Bei einer allgemeinen Anfangsbedingung x(ty) = ¢ in € folgt wegen 2’ < —1,
dass die Losung «(t) unterhalb der Geraden ¢(t) = ¢ — (t — o) verlduft, die die t-Achse
im Punkt t;, = ty + ¢ schneidet. Die Losung muss sich also in einem Punkt 7' < ¢, der

Null nahern.

dfieldplot: Richtungsfeld zu x'=sin(1/x)-2, [0,2]x[-0.5,1.5]

Abb. 1.9:

Datei r_f71.ps,
Richtungsfeld zur gDGI

' = f(t,x) =sin(l/z) — 2
sowie obere Grenze

g(t) =c— (t —to) fiir

TR Y v b v b v b eine durch den Punkt (¢, c)

verlaufenden Losung xz(t)

x(t)

Fiir die Anfangsbedingung x(0) = 1 heifit das z(t) <1 —tund T < ¢, = 1.
Die Grenze T bestimmt man geméaf

dx

i sin(1/x) — 2,
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/

dt

dt

T

-9
-9’

— 0.767 410 604. 1.
/2—sm 79 = 0.767 410 60 (1.37)

Aber an der kritischen Stelle x = 0 passiert der "Kollaps” und die exakte Losung ist
nicht stetig fortsetzbar auf den gréferen Bereich [0, +00) X (—00, +00).

Man erkennt dies auch am Verhalten der Linienelemente, wenn x nahe Null liegt.
Thre Anstiege "zittern” unkontrolliert im Wertebereich [—3, —1], so dass sich schwer eine

Losung aus dem Aneinanderfiigen solcher Elemente erzeugen lésst.

dfieldplot: Richtungsfeld zu x’=sin(1/x)-2, [0,0.1]x[-0.05,0.1]
0.1, NONONN
008" - .
0.06 J \1\ \7 ‘\f ‘\{ \ \{ ‘\1\ \1‘
X(t) Mo NN\ NN\ )
SN\ N NN\
i RRRRRARRN
e o Abb. 1.10:
O v\ ooz J0.04 & .
NN NN VNN Datei r_f72.ps,
o AR Richtungsfeld zur gDGI
—0.04d o .
"= f(t,x) =sin(1/z) — 2
nahe x =0
DEpIot' Richtungsfeld zu x’-sin(l/x)—z, [0,2]x[-0.5,1.5], mit Loesungen
1.59 ‘\\\\\\\\\\\\
E R T Y M N M
NN NN NN N
NN NN NN NN
N RN
Abb. 1.11:
Xt 057 Datei r_f73.ps,
Richtungsfeld zur gDGI
0] "= f(t,x) =sin(1/z) — 2
sowie bei t =T eigentlich
s | | kollabierende Losungen ()
0 2 mit den AB z(0) =1, 1, 2
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Dass die Trajektorien iiber die kritische Linie x = 0 hinaus berechnet werden, wie in
Abb. 1.11 zu sehen ist, liegt an dem im Tool DEplot implementierten Einschrittver-
fahren (Standard ist das klassische Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung). Es ist eher
unwahrscheinlich, dass das Néherungsverfahren genau auf einen Zeitpunkt ¢; trifft, wo
die N#herung »; fir x(;) Null und damit eine Nulldivision provoziert wird. So kommt
es unbeschadet iiber die Stelle hinweg und rechnet dann normal weiter.

Wir wollen noch einen Blick auf Ergebnisse der Schrittweitensteuerung mittels der Op-
tion stepsize werfen, um das wacklige Verhalten der nicht kollabierenden Né&herungslo-

sungen nahe Null zu bemerken.

DEplot: Richtungsfeld zu x'=sin(1/x)-2, [0,0.1]x[-0.05,0.1], mit Loesung

Abb. 1.12:

Datei r_f74.ps,
Richtungsfeld zur gDGI
= f(t,x) =sin(l/z) — 2
sowie Naherungslosung
mit der AB 2(0) = 0.1,
ohne stepsize in DEplot

Abb. 1.13:

Datei r_f75.ps,
Richtungsfeld zur gDGI

= f(t,x) =sin(l/z) — 2
sowie Naherungslosung

mit der AB z(0) = 0.1,
stepsize=0.001 in DEplot

[1.9] Ubung Weisen Sie nach, dass die in (1.33) und (1.35) definierten Funktionen
Losungen der AWP (1.32) bzw. (1.34) sind. Zeigen Sie, dass die rechten Seiten der
Differentialgleichungen auf [a, b] nicht Lipschitz-stetig sind und damit nicht die Voraus-

setzungen des Satzes [1.6] erfiillen.
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1.2 Das Eulersche Polygonzugverfahren (PZV)
Die Formel
x(t) = ®""x, (1.38)

bezeichnet diejenige Losung (Trajektorie) des SysgDGI, welche zu einem fest vorgege-
benen Zeitpunkt 7 durch einen festen Punkt x, geht. Damit lésst sich x(¢) in der Néhe

von 7 leicht durch eine Gerade approximieren. Wegen der Stetigkeit von f gilt ndmlich
xX'(t) = £(t,x(t)) = £(7,%,),

und damit
x(t) = x; + (t — 1) f(7,%,). (1.39)

Wir stellen die Situation im skalaren Fall dar.

t

0 T
Abb. 1.14: Datei fluss2.pic, Approximation von z(t) durch =, + (¢t — 7) f(7, x,)

Ist f in einer Umgebung von (7, ) stetig differenzierbar, so ist x(¢) in einer Umgebung

(1 — s, 7+ s) zweimal stetig differenzierbar, und es gilt

x'(t) = if(t,x(t)) = £,(t,x(t)) + £ (t, x(¢)) x'(t) = £,(¢, x(¢)) + £ (¢, x(2)) £(¢,x(2)).

dt
Nach der Taylor*-Formel ldsst sich x(¢) schreiben in der Form
x(t) = x(7)+ t—71)f(r,x(7)) + (t _2T) X'(1+0(t—1))
= x(7)+ (t —7)f(r,x(7)) + O((t — 7)?) (1.40)

fir ein 6 € (0,1). Diese Ideen konnen wir benutzen zur Konstruktion einer ersten
Néaherung der Losung des AWP (1.5), (1.17) fiir ¢ > t,. Hierzu definieren wir einen
kleinen Zeitschritt h = At sowie dquidistante Knoten (Stiitzstellen)

ti=to+ih, i=1,23,... (1.41)

4Brook Taylor (1685-1731), englischer Mathematiker, arbeitete auf den Gebieten der Funktionenrei-
hen, DGI, projektiven Geometrie
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und approximieren die Losung durch die folgende stetige, stiickweise lineare Funktion.

Initialisierung: no = Xp(to) :=c,
Iteration, Rekursion: Ist n; = xp(t;) gegeben, so definiere x5 (t) in [t;,t;41]
durch x,,(t) = n; + (t — t;) £(ti, ms),
insbesondere ist 1,41 = n; + h£(t;, ;).
Sind wir nur an Nédherungen an den Knoten ¢; interessiert, so ergibt sich hieraus das

folgende schrittweise bzw. Diskretisierungsverfahren.

[1.10] Algorithmus Eulersches Polygonzugverfahren
Wihle einen kleinen Zeitschritt A und definiere die zugehorigen Knoten t; = ty + i h.

Die Werte 7; an den Knoten ¢; sind rekursiv definiert durch

N = C, (142)
Niv1 = 1 + hl{?, k= ]{31 = f(tl,nl), 1= 0, 1,2, cee e (143)

Folgende Bezeichnungen fiir das Verfahren findet der Leser in der Literatur: Polygon-
zugverfahren, Euler-Verfahren, explizites Euler-Verfahren, Tangentenverfahren, Euler-
Cauchy-Verfahren. Dieses bereits 1768 von LEONARD EULER® benutzte Verfahren wur-
de durch AuGUSTIN Lours CAUCHY® 1840 theoretisch begriindet.

G Abb. 1.15: Datei pzvl.pic,

PZV nip1 = m; + b f(ti,m;)
zum AWP 2/(t) = f(t, x(t))

0

[1.11] Beispiele
(a) Betrachten wir als AWP die lineare homogene gDGI

=Xz, z(0)=1, XeC. (1.44)

Die exakte Losung des AWP ist x(t) = e*. Sie soll mit dem PZV im Intervall [0, 7]
approximiert werden. Hierzu wéihlen wir eine Zahl N € IN \ {0} und den Zeitschritt
h=T/N.

SLeonard Euler (1707-1783), schweizer Mathematiker, wirkte in Berlin und St. Petersburg, wo er

auf fast allen Gebieten der Mathematik arbeitete
6 Augustin Louis Cauchy (1789-1857), franzosischer Mathematiker, Arbeiten zur Trigonometrie,

Determinanten- und Reihenlehre sowie Funktionentheorie
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Mit f(t,xz) = A liefert der Algorithmus [1.10]

N = 1a
Nit1 = 7]i+h)\772‘:(1+h)\)7h.

Durch Induktion folgt
m= (1A, i=0,1,2,... (1.45)

Nun bemerkt man Folgendes.

(1) Aus der Analysis kennt man die Formel

1 T
<1+—) — e fir r — oo.
T

N = <1 +>\%)N = ((1 X N/(l)\T))N/(AT)>)‘T

— M =g(T) fir N — oo. (1.46)

Damit gilt

nn konvergiert damit fiir grofe N gegen den korrekten Wert (7).

AWP und Konvergenz des PZV
20 T T

12

Abb. 1.16: Datei pzv_1.ps,
AWP o' = Az, z(0) =1,
0<t<3, A=1,

mit exakter Losung z(t)=e'

10
x(t)=exp(t)

und Konvergenz
des PZV ni41 = (1 + hA\)n;,
B h=3/N, N = 3,5,10,20,40

0 0.5 1 15 2 25 3

(2) Ist X reell und < 0, so gilt z(t) = M — 0.

Um dieses qualitative Verhalten mit dem PZV zu erhalten, darf der Zeitschritt h nicht
zu grofl gewahlt werden.

Es gilt immer 1 + AX < 1. Ist ndmlich A > 2/|A|, so ist 1 + hA < —1. In diesem Fall
oszilliert die Folge n; und es gilt

Ini] = |1+ h)\‘i — oo fiir ¢ — oo. (1.47)
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Als notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz gegen 0 fiir N — oo ergibt sich damit

die Bedingung

2
h <=

(1.48)

Al
Will man vermeiden, dass sogar 1 + hA < 0 wird, also keine Oszillationen, sondern

monoton abnehmenden Iterationsverlauf hat, so erhédlt man die strengere Beschréinkung

der Zeitschrittweite h < ﬁ

AWP und PZV

N=6

1K X(t)=exp(-4t) i N B
7/ N\ / N 7/
=20 / \ / N\ /
0 /. \ / \ /

/
« N=10 , \ / \ /
\ / \ / \ /
\ 7 \ /s

| Abb. 1.17: Datei pzv_2.ps,
AWP 2’ = Az, z(0) =1,
0<t<3 A= —4,

mit exakter Losung x(t)=e~
| und PZV iy = (1 + A\,
h=3/N, N =5,6,10,20

4t

4 L L L | |
0 0.5 1 15 2 25 3

t
Fir h = 3/5 > 2/4 oszilliert und divergiert die Folge n;, fur 2/4 > h = 3/10 > 1/4
oszilliert und konvergiert die Folge, wihrend fir o = 3/20 < 1/4 = 1/|A| monotone
(—1)%. Das sind Werte, die zwar

nicht divergieren, aber als Ndherungslosung sich eher nicht eignen.

Konvergenz vorliegt. Im Grenzfall h = 1/2 ist #;

(b) Gegeben sei das lineare homogene SysgDGI fiir x(t) = (21(t), 2o(¢))? als AWP
-

/ < 3 1 )
X = .
B 0

—a
Hier ist f(t,x) = Ax. Die exakte Losung x(t) = ®"'0x; bestimmt man mittels der

) x =Ax, x(ty) =x(0) =x = < (1.49)

Eigenwerte und Eigenvektoren der symmetrischen Matrix A.
Das charakteristische Polynom ist py(\) = det(A — AI) = (a + \)? — 32. Die beiden

Eigenwerte sind
AM=—a+0 und \y=—a—7, (1.50)

die zugehérigen orthogonalen Eigenvektoren v = (1,1)7 und v, = (1, —1)7.
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Damit ist wegen A = diag(A1, A2), V = (v1, va) als Zusammenfiigen der Eigenvektoren
zu einer Matrix, AV = VA und

7 = Az= A0 z,
0 X

oder komponentenweise geschrieben als

/
21 = )\121,

/
29 = )\222.

Dies sind zwei skalare lineare homogene gDGI mit der Losung

z = (5™, 5527

Die allgemeine Losung ist x = Vz bzw.
t 1 1 Art 1 1 Art Aot
x(t) = 1(t) _ $1€A — 5, Mt 1 sq et _[ % €A +52 6A .
xo(t) 1 -1 S92 1 -1 51 €Mt — 5y 2!

Mit der Anfangsbedingung x(0) = (1,0)” ergeben sich die Koeffizienten s; = s, = 1

und die Beziehung

Die exakte Losung von (1.49) ist
1 e(_a'i‘ﬁ)t —+ 6(_0‘_6)t
t) =— . 1.51
X( ) 2 [(6(_a+ﬁ)t — 6(_0‘_6)t ( 5 )
Das PZV liefert zur gewihlten Schrittweite h = At mit 1y = x(0)

i o= (I+hA)ni1=T+hA)n=(I+hA)3(vi+Vs)

(1-ha mg \ (1
B 31— ha 0/

Die Matrix I + h A bzw. ihre Eigenwerte 1 + h A charakterisieren das Wachstum der
Naherungslosung 7;. Deshalb wird E(A, h) = [ + h A als Wachstums-, Transformations-
bzw. Ubergangsfunktion bezeichnet. Wir wollen ihre Eigenwerte allgemein bestimmen.
Es sind die Groflen

M=1—h(a=0), Ma=1=h(a+p).

Die zugehorigen Eigenvektoren sind wiederum vy, vs.
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Es gilt
1 i 1 i i 1 \ i \i
n; = 5(I+hA) (vi +vg) = 5((I+hA) vi+ (I +hA)vy) = 5(A1v1+>\2v2),

also

1 ( [Hh(‘o‘*ﬁ”i*[”h(_o‘_ﬁ”i) i=0.1.2, .. (1.52)

M . .
2\ [L+h(—a+ ) = [1+h(-a=B)f
Damit erklart sich die Approximation von x(¢;) geméf} (1.51) durch die Gréen n; (1.52)

wegen des Zusammenhangs von

elmatBlti — ol=atB)ih — [1+h(-a+p)]
=1+ (—a+ )ik =1+ (—a+p)ih
+1(—a+ B)%°h* + O((ih)?) +i(—a+ B)%(i — 1)I* + O((ih)*)
elma=Plti — pl=a=B)ih — [l+h(—a-p)
=1+ (—a—p)ih =1+ (—a—p)ih
+1(—a = B)%*h* + O((ih)?) +1(—a = B)%i(i — 1)h* + O((ih)?)

Man hat also vergleichbares Wachstumsverhalten.

Seien nun o > 0 und # > 0. Wenn zusétzlich o > [ ist, ist die exakte Losung x(t) die
Summe zweier abnehmender Funktionen e~ (=% und e~ (@*+#! im umgekehrten Fall die
Summe der zunehmenden Komponente e/®~®* und der abnehmenden e~ (“*#* Diese Ei-
genschaft sollte in der Ndherungslosung 7; durch die Wahl einer geeigneten Schrittweite
h erhalten bleiben. Dabei werden die abnehmenden Bestandteile auf eine Forderung fiir
h fithren.

Fallunterscheidung:

(1) a>pB>0

Die Bedingungen sind
1+ h(—a+0) <1, dh —-1<1—-hla-p)<l,
14+ h(—a—-0)] <1, dh —-1<1-h(a+p8)<l.

Ausschlaggebend hierbei ist die Forderung —1 < 1 — h(a + ) bzw.
2 2
= —. 1.53
atf A (1:53)
Will man auch Osrzillation vermeiden und monotones Abklingverhalten erzeugen, so
fordert man 0 < 1 — h(a + ) bzw. als schérfere Beschrankung 0 < h < ﬁ
(2) B>a>0

Die Bedingung ist

0<h<

1+h(—a—-083)<1, dh —-1<l-hla+8)<1

mit den Ergebnissen wie in Teil (1).
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Fithrt man eine Testrechnung durch fiir &« = = 1 mit einer Schrittweite h = 0.1, so
erhélt man die in Tabelle 1.1 aufgefithrten numerischen Ergebnisse, welche zumindest

den qualitativen Verlauf der exakten Losung widerspiegeln.

t | numerisch, h=0.1 exakt x(t)

0011 0 1 0

0.1 0.9000 0.1000 0.9094 0.0906
0.2 1 0.8200 0.1800 0.8352 0.1648
0.3 | 0.7560 0.2440 0.7744 0.2256
0.4 | 0.7048 0.2952 0.7247 0.2753
0.5 | 0.6638 0.3362 0.6839 0.3161
1.0 | 0.5537 0.4463 0.5677 0.4323

Tab. 1.1: Losung n; = (n1;,m2) fir h=0.1, a = =1

Testrechnungen fiir a = # = 20 sind aus Tabelle 1.2 abzulesen. Es zeigt sich dass die
Schrittweite h = 0.1 hier vollig unbrauchbar ist. Die numerische Losung ist offenbar

instabil. Wie lasst sich dies erklaren?

t | num., h=0.1 num., h = 0.01 exakt x(t) = (z1(t), z2(t))

0.0 1 01 0 1 0

0.1 -1 21 0.503023308800 0.496976691200 | 0.509157819444 0.490842180555
0.2 ) —4 | 0.500018280792 0.499981719207 | 0.500167731313 0.499832268686
0.3 -13 14 | 0.500000110536 0.499999889463 | 0.500003072106 0.499996927893
0.4 41 —40 | 0.500000000668 0.499999999331 | 0.500000056267 0.499999943732
0.5 | —121 122 | 0.500000000004 0.499999999995 | 0.500000001030 0.499999998969
1.0 129525 -29524 | 0.500000000000 0.500000000000 | 0.500000000000 0.500000000000

Tab. 1.2: Losung 7;

0.9

0.8-

0.7+

0.6

0.5+

0.4-

0.3-

0.2

0.1+

AWP und Konvergenz des PZV
T T T T

etal(t i )

% ®

etaz(t i )

0

Il Il Il
0.02 0.04 0.06

Il
0.08

Il Il
0.1 0.12 0.14

Il Il
0.16 0.18 0.2

(i, mi) fiir h = 0.1, 0.01, o= = 20

Abb. 1.18: Datei pzv_4.ps,
AWP (1.49) mit Losung

und PZV (1.52) bei
a = [ =20,
h=1/N, N =100,
inte0,0.2]
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Der Grund fiir unbrauchbare Naherungslosungen sind die Schrittweite h sowie die Ei-
genwerte \; o von A, die wir schon berechnet haben.
Im Fall @ = 3 sind die Eigenwerte gleich \; = 0 und Ay = —2a. Die zugehorigen Eigen-
vektoren sind natiirlich (1,1)7 und (1, —1)7.
Durch die Transformation mit den Eigenvektoren entstehen die zwei skalaren linearen
homogenen gDGI

2= Mz, k=1,2.

Aus Teil (a) (vgl. (1.48)) bzw. (1.53) wissen wir, dass zur numerischen Losung mit Hil-
fe des PZV eine Schrittweite gewahlt werden muss, fir die gilt h < 2/|A;|. Im Fall
a = =1 folgt nach diesem Kriterium als maximal zuléssige Schrittweite h < 1/a = 1.
Im Fall o = 3 = 20 ist dies h < 1/20 = 0.05.

(¢) Wir kehren kurz zur gDGI 2/ = sin(1/z) — 2 aus der Bemerkung [1.8] (e) zuriick
und wenden das PZV darauf an.

Zunichst werfen wir noch einen Blick auf Richtungsfelder, die erst bei feiner Auflésung
und nahe x = 0 das "Zittern” der Linienelemente deutlich machen lassen. Diese wurden

mit der MATLAB-Funktion dfield aus Abschnitt 1.1 erzeugt.

X'=sin(1/x)-2, Richtungsfeld in [0,1]x[-0.0001,0.4]

x'=sin(1/x)-2, Richtungsfeld in [0,0.1]x[-0.0001,0.1]
0.45- 0.12-

o4 VLV L

S RN RN ” NN NN

A AR RN RN | NN
RS RN RRRRARY NN NN

R AR AR RN RN ood R NN Y

O R AR A R AR R NEANENENENENENENENEN

N R RN RN oot VUV VLV VLA

N VALAL ALV ??????????

| RN RN RN ot

o IR RS RSN RN 1 NERENEATRIASATATATA

e

0952 0 02 04 06 08 1 12 oz 0 0.02 0.04 0.06 0.08 01 012

Abb. 1.19: Dateien pzv_51.ps, pzv_52.ps, Richtungsfelder zur gDGl z/=sin(1/x)—2
in den Bereichen Q; = [0,1] x [-107%,0.4] und ©; = [0,0.1] x [-107%,0.1]

Nun verfolgen wir den Verlauf der Naherungslosung mit dem PZV (1.42), (1.43) zu AWP
bei ausgewéhlter Schrittweite h. Dabei interessieren uns die Ndherungswerte 7; nahe der
Null bzw. der "Nulldurchgang”. Da die Stelle des Nulldurchgangs keine rationale Zahl
ist, fiir die AB x(0) = ¢ = 1 betrégt dieser Wert (1.37)

ist eher unwahrscheinlich, dass das PZV mit irgendeiner festen Schrittweite h genau

=0.767410604,

auf den Zeitpunkt ¢; trifft, wo die Naherung n; = 0 wird und damit eine Nulldivision
entsteht.
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So kommt es unbeschadet ohne Kollaps iiber die Stelle hinweg und rechnet dann nor-

mal weiter. Die Losungsverlaufe fiir verschiedene Schrittweiten h zeichnen wir vor dem

Hintergrund eines groben Richtungsfelds.

0.8

0.6

0.4

0.2%

AWP x"=sin(1/x)-2, x(0)=1, Richtungsfeld und PZV mit h=...

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

-0.02
0

SN N N N N Ps600T - sold
NN N N N N T R00e0 T doned
— h=0.100 —- dashed
N N N N N
NN N N NN NN O
NN N NN N
NN\ N\ Abb. 1.20:
AN N N NN \\ NN O Datei pzv_H3.ps,
NN N N NN N N\ Richtungsfeld zur gDGI
AN U N N NN Y ' =sin(1/x) — 2
NN N NN \ N Y sowie Néherungslosungen
' mit PZV , AB z(0) =1,
NONON NN > bei h=0.001, 0.01, 0.05, 0.1
O‘.l 0‘.2 0‘ 3 0‘ 4 O‘ 5 i

— h=0.0001 - solid
— h=0.0010 -. dashdot
— h=0.0040: dotted
—— h=0.0080 —- dashed

e

VA GV e
/S s S s/

1 1
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Abb. 1.21: Datei pzv_54.ps, Richtungsfeld zur gDGI 2’ = sin(1/x) — 2

sowie Ndherungslosungen mit PZV, AB z(0) = 0.1,
bei A = 0.0001, 0.001, 0.004, 0.008
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Wir betrachten noch die Nulldurchgéinge des AWP bei T" und die Ndherungswerte 7; des

PZV in dieser Umgebung, wo der Vorzeichenwechsel auftritt.

(1) z(0) = 1, [a,b] = [0,1], T = 0.767 410 604
h (tin)", i=k,k+1,...,k+5

0.00001 | 0.76717  0.76718  0.76719 0.76720 0.76721 0.76722
0.000028  0.000015 0.000004 | -0.000005 —0.000023 —0.000053

0.0001 | 0.7664 0.7665 0.7666 0.7667 0.7668 0.7669
0.000349  0.000245 0.000102 | —0.000166 —0.000374 —0.000492

0.001 0.764 0.765 0.766 0.767 0.768 0.769
0.0048 0.0023 0.0009 ~0.0021 -0.0049  —0.0070

0.01 0.73 0.74 0.75 0.76 0.77 0.78
0.0590 0.0295 0.0152 ~0.0031 -0.0308  —0.0593

0.05 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95
0.1263 0.0762 0.0029 ~0.1469 -0.2720  —0.3464

0.1 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.4688 0.3534 0.1840 -0.0910 -0.1910  -0.3044

(2) (0) = 0.1, [a,b] =[0,0.1], T = 0.055 308 494
h (ti,m)T, i=kk+1,..,k+5

0.000001 | 0.055229  0.055230  0.055231 0.055232 0.055233 0.055234
0.0000045 0.0000035 0.0000005 | —0.0000011 —0.0000021 —0.0000045

0.00001 | 0.05502 0.05503 0.05504 0.05505 0.05506 0.05507
0.000038  0.000017  0.000001 | —0.000020  —0.000045  —0.000057

0.0001 0.0542 0.0543 0.0544 0.0545 0.0546 0.0547
0.000578  0.000460  0.000173 | —0.000004  —0.000304  —0.000588

0.001 0.050 0.051 0.052 0.053 0.054 0.055
0.004992  0.002289  0.000288 | —0.001120  -0.003341  —0.004615

0.004 0.044 0.048 0.052 0.056 0.060 0.064
0.016782  0.009193  0.004893 | —0.003749  -0.013162  —0.023341

0.008 0.032 0.040 0.048 0.056 0.064 0.072
0.037492  0.029488  0.018302 | —0.005241  -0.027205  —0.036737

Tab. 1.3: PZV mit h, Ndherungwerte 7; der Losung x(¢) nahe Null

Man bemerke, dass die Nulldurchgénge des PZV teilweise in Intervallen liegen, insbe-

sondere bei sehr kleinen Schrittweiten h, die nicht den Nulldurchgang 7' der exakten

Losung enthalten.
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(d) Ein Rechenbeispiel fiir das AWP der RicaTTI’-DGI

' =t—2% 2(0)=0,te0,1], (1.54)

die nicht exakt losbar ist.
Man 16se dieses mit dem PZV bei N = 5,10, 20, ... Schritten.

Die Ergebnisse 7;, © = 0,1, ..., N, und entsprechende Fehler sind in Tabellen zusammen-

gestellt.
i

t; N=5 N=10 N=20 x(t;)

h=02 h=01 h=0.05
0.0 0 0 0 0
0.2 0  0.0100 0.0150 | 0.01998401
0.4 0.0040  0.0599 0.0697 | 0.0794 9206
0.6 0.1197  0.1486 0.1626 | 0.1762 1416
0.8 0.2368  0.2721 0.2887 | 0.3046 0043
1.0 0.3856  0.4228 0.4397 | 0.45554452
ey | —0.0699 -0.0327 -0.0158

Tab. 1.4: Niaherungswerte aus dem Verlauf des PZV und
Genauigkeit im Vergleich mit (1) = 0.4555 4452 6081

N h NN Glob. Fehler M
. | (/2]
5 0.2 0.38559903 —0.0699 4548 2.1362
10 0.1 0.4228 0221 -0.03274230 2.0690
20 0.05 0.43971998 -0.0158 2454 2.0345
40 0.025 0.44776657 —0.0077 7795 2.0172
80 0.0125 0.4516 8879 —0.0038 5573 2.0086
160 0.0062 5 0.4536 2492 -0.0019 1960 2.0043
320 0.003125 0.4545 8678 -0.0009 5774 2.0021
640 0.0015625 0.4550 6617 ~0.0004 7835 -
x(1) 0.4555 4452 2

Tab. 1.5: Ergebnisse ny bei ty =1 fiir N = 5,10, 20, 40, 80, 160, 320, 640 sowie
Relation der globalen Fehler ey =ny—x(tx) bei Schrittweitenhalbierung <«

"Jacopo Francesco Riccati (1676-1754), Vincenzo Riccati (1707-1775), italienische Mathematiker,

Differentialgleichungen
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Das PZV ist leicht zu programmieren. In MATLAB erstellt man fiir die rechte Seite,
das Verfahren und den Rahmen entsprechende Dateien. Dabei soll das Anliegen sein,
die Programme eher gut verstandlich als in ausgefeilter Version (z. B. beim Umgang mit

Feldern) zu notieren.
MATLAB fiir den skalaren Fall

Die Implementation ist fiir das Beispiel [1.11] (a) 2’ = Az, z(0) = 1, mit A = 1, woraus
die Abb. 1.16 folgt.

% Datei fO0.m
function y = f(t,x)
y =%

% Datei eulerl.m
function [t,x] = euleri1(f,t0,t1,x0,N)

h = (t1-t0)/N;

t(1) = t0;

x(1) x0;

for i = 1:N

t(i+1)

x(i+1)
end;

t0+hx*i;
x(1)+h*feval (f,t(1),x(1));

% Datei r_eulerl.m

clear all

figure(1)

ta=0:0.05:3;

xa=exp(ta);
plot(ta,xa,’k-’,ta,0.998%xa, k-’ ,ta,0.996*xa, 'k-") ;
axis([0.0 3.0 0 20.0]1);
title(’AWP und Konvergenz des PZV’);
xlabel(’t’);
text(1.7,9,’x(t)=exp(t)’);
text(2.75,14.5,°N=40") ;
text(2.75,12.5,°N=20");
text(2.75,10.5,’N=10");
text(2.75,8.2,°N=5");
text(2.75,6.3,’N=3");

hold on

[t,x] = euler1(’£f0’,0,3,1,3);
plot(t,x,’k-");

plot(t,x,’k.’)

[t,x] = euler1(’£f0’,0,3,1,5);
plot(t,x,’k-");

plot(t,x,’k.’)

[t,x] = euler1(’£f0’,0,3,1,10);
plot(t,x,’r-");
plot(t,x,’r.’);

[t,x] = euler1(’£f0’,0,3,1,20);
plot(t,x,’b:’);
plot(t,x,’b.’);

[t,x] = euler1(’£0’,0,3,1,40);
plot(t,x,’g:’);
plot(t,x,’g.’);

print pzv_1.ps -dpsc

hold off
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MATLAB fiir den vektoriellen Fall
Die Implementation ist fiir Beispiel [1.11] (b), Tab. 1.2. und Abb. 1.18.

% Datei £f3s.m
function y = fs(t,x)
alpha = 20;
beta = 20;
y = zeros(size(x));
y(1) = -alphax*x(1)+beta*x(2);
y(2) betaxx(1)-alpha*x(2);

% Datei euler.m
function [t,x] = euler(f,t0,t1,x0,N)
h = (t1-t0)/N;
n = size(x0,1);
x = zeros(n,N+1);
t(1) = t0;
x(:,1) = x0;
for i = 1:N
t(i+1) = tO+hxi;
x(:,i+1) = x(:,i)+hxfeval(f,t(i),x(:,1));
end;

% Datei r_euler.m

% Polygonzugverfahren fuer SysgDGl
% ——> euler.m --> f3s.m

clear all

clc

format long

20;
20;

alpha
beta
t0 =0
T=1
x0 = [1,0]°

N = 100 % N =10

[t,x] = euler(’f3s’,t0,T,x0,N);

disp(’Exakte Loesung des AWP fuer 0<=t<=0.2’);

tt = 0:0.005:0.2
x1 = 0.5%(exp((-alpha+beta)*tt)+exp((-alpha-beta)*tt));
x2 = 0.5x(exp((-alphatbeta)*tt)-exp((-alpha-beta)*tt));

plot(tt,x1,’k’,tt,x2,°k’);

axis([0.0 0.2 0 1.0]);

title(’AWP und Konvergenz des PZV’);
xlabel(’t’);

text(0.05,0.6,°x  (t)’);
text(0.052,0.58,°17%);
text(0.05,0.4,’x  (t)’);
text(0.052,0.38,°2°);

hold on

disp(’Naeherungsloesung mit PZV fuer 0<=t<=0.27);
plot(t,x(1,:),’b:?);

text(0.01,0.6,’eta (t )’);

text(0.017,0.58,’1 i’);
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plot(t,x(2,:),’r:’);
text(0.01,0.4,’eta (¢t )’);
text(0.017,0.38,’2 i’);
print pzv_4.ps -dpsc

hold off

disp(’Naeherungsloesung mit PZV fuer t=0(0.1)0.5, 1°);
x(:,1)°

x(:,11)°

x(:,21)°

x(:,31)°

x(:,41)°

x(:,51)°

x(:,101)°

disp(’Exakte Loesung fuer t=0(0.1)0.5, 1’);
for t = 0:0.1:0.5

x1 = 0.5%(exp((-alphatbeta)*t)+exp((-alpha-beta)*t))
x2 = 0.5%(exp((-alphatbeta)*t)-exp((-alpha-beta)*t))
end
t=1.0

x1 = 6.5*(exp((—alpha+beta)*t)+exp((—alpha—beta)*t))
x2 = 0.5%(exp((-alpha+beta)*t)-exp((-alpha-beta)*t))
pause

Die beiden Beispiele [1.11] (a),(b) sollen die folgende allgemeine Merkregel motivieren.

[1.12] Merkregel A sei eine (n x n)-Matrix mit den Eigenwerten Aj, Ao, ..., A, € R.

Amaz Sl der betragsgrofite negative Eigenwert. Zur numerischen Losung des SysgDGI
x = Ax

mit Hilfe des PZV muss ein Zeitschritt

h=At < (1.55)

1
| )\mam |

gewahlt werden.

Lineare SysgDGI, bei denen Eigenwerte mit sehr unterschiedlichen negativen Realteilen
auftreten, heiflen auch steife Differentialgleichungssysteme. Hier erzwingt der be-

tragsgrofite negative Realteil eine Oberschranke fiir die Wahl der Schrittweite.

[1.13] Ubungen

(a) Das Beispiel [1.3] (c) soll fiir sehr kleine Werte von z; und 2z, mit Hilfe des PZV
gelost werden. Geben Sie eine Oberschranke fiir die Zeitschrittweite an.

(b) Das Beispiel [1.3] (d) soll mittels des PZV gelost werden. Geben Sie eine obere
Schranke fiir die Schrittweitenwahl an.

(c) Wie verhélt sich das PZV bei grofien Schrittweiten im Falle positiver Eigenwerte?
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1.3 Erste Fehlerbetrachtungen

Gegeben sei das AWP
= f(t,x), z(ty) =c. (1.56)
Die exakte Losung kann mit Hilfe des Flusses beschrieben werden in der Form
x(t) = e, (1.57)

Zu gegebener Schrittweite h = At und den zugehorigen diskreten Zeiten t; = tg +ih
liefert ein numerisches Verfahren, z. B. das Eulersche PZV, Néherungen 7; zu den ge-
suchten Werten z(t;). Der hierbei entstehende Approximationsfehler kann in zwei Anteile

aufgeteilt werden.

[1.14] Fehlerarten
(a) Ausgehend von einem Néiherungswert n; fiir "¢ wird 7;,, konstruiert als Niherungs-

wert der Trajektorie durch (¢;,7;) zum néchsten Zeitpunkt ¢;,1, also
Nig1 R @(tigas ti,mi) = U1l

Wir notieren hier z(t;11;t;,7;) zur Unterscheidung von z(t;41) = ®l+-log,.

Die skalierte Abweichung

1

Tiv1 = 7(ti, i, h) = 7 (D" HM, — i) (1.58)

nennt man lokalen Diskretisierungsfehler. Zu seiner Abschéitzung bedient man sich

iiblicherweise der Taylor-Entwicklung des Flusses ®%'i7;, um den Punkt (¢;,7;).

AWP und Diskretisierungsfehler beim PZV
20 T T T

16 g
141 ]
12 g

Abb. 1.22: Datei pzv_3.ps,

10 x(ttiyeta)

x(t)=exp() Lokaler Diskretisierungsfehler
° 7(ti, i, h)
6 L)) etadi) ] zum PZV nip = (1 + h\)n;,
hk ' h=3/N, N =3,
i eay | fiir das AWP 2/ = Az,
2r etai) 12(00=1,0<t<3, A=1,
o 1 L0 LN L+D) 1 mit exakter Losung z(t) = €'




PD Dr. W. Neundorf, Numerik GDGL - AWP 33

Welche geometrische Interpretation kann man dem lokalen Diskretisierungsfehler (1.57)
7(t;, i, h) geben?

Geméf Abb. 1.22 findet man 7(t;, 7;, h) als Differenz der Anstiege der Sekanten zwischen
(s, x(tiz1;ti,m;)) (exakte Losung) und (n;, n41) (Ndherungslosung), denn

(cbtm’ti??i -0+ — 77i+1)

Tipr = T(ti,mi,h) = = (P — i) =

— 3~
—_ ] =

= E(ff(tHl;ti,m) /e E(U:’H — 7). (1.59)

Der Wert hk = h 7(t;, m;, h) ist demnach ein Ma# fiir die lokale Abweichung der Naherungs-
16sung von der exakten, durch (¢;, ;) verlaufenden Losung der gDGI. Das Diskretisierungs-
verfahren sollte diese Abweichung moglichst “klein halten”.

(b) Der Startpunkt n; zur Berechnung von 7,1, ist (aufer fiir i = 0) ebenfalls schon mit
einem Fehler behaftet, so dass ;1 mit ®'+-tin; anstelle von ®li+1tix(t;) die "falsche”
Trajektorie approximiert. Mit dem lokalen Diskretisierungsfehler als "Keimzelle” addie-
ren sich die in jedem Zeitschritt neu entstehenden Anteile zum globalen Diskretisie-

rungsfehler an der Stelle ¢;
e; = e(ti, h) =1Mn;— l’(t“ to,l‘o) =N — (I)ti’toxo (160)

auf, so dass unter Umstédnden die Teiltrajektorien von der gesuchten Losungstrajektorie
immer weiter "wegdriften”. Diesen globalen Fehler versucht man mit so genannten Sta-

bilitdtsuntersuchungen in den Griff zu bekommen.

Wir untersuchen den lokalen Diskretisierungsfehler fiir das PZV.
Hierzu nehmen wir an, dass f(t,z) hinreichend glatt ist, hier mindestens zweimal stetig
differenzierbar bez. t und =x.

Ist (¢;,1;) gegeben, so bezeichne
2(t) = iy, (1.61)
die Trajektorie, welche durch (¢;,7;) verlduft. Damit ist z(-) Losung des AWP
2= f(t,2), z(t;) =mn:.
Wir werten nun die Taylor-Entwicklung

t—t;)?
( 2‘ ) Z//(ti) + Ce

2(t) = 2(t) + (¢ =) 2'(8) +
von z(t) um den Punkt ¢; aus. Zunéchst gilt

2(ti) = f(ts, 2(t:) = f(ti, i)
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Ferner liefert die Kettenregel

) = G| = G|

= [filts, 2(t:)) + 2 (ta) fu(ti, 2(t) = folts,mi) + f(ti,ni) fu(tis mi)-

t=t;

Hierbei bezeichnen f; und f, die partiellen Ableitungen von f bez. der ersten und zweiten
Variable. Aus

2

2(tiy1) = m + R f(ti,m) + % [fe(tismi) + f(ti,m) fo(tsmi)] + O(R?) (1.62)
und
Niv1 = ni +h f(ti, ;) (1.63)

ergibt sich hieraus der lokale Diskretisierungsfehler

—~

2(tiv1) = Mit1)

feltiyms) + f(tism) fo(ti,mi)] + O(R?)

fe(tismi) + f (i) foltismi)] (1.64)
(h).

Diese Fehlerordnung mochte man auch fiir den globalen Fehler e(t;, h) erhalten.

Ti+1 = T(ti>77i>h) =

NS s =

|
Q

Das Symbol = bedeutet, dass nur der Term der fithrenden Ordnung in h beriicksichtigt

wurde.

Man erhélt den lokalen Diskretisierungsfehler auch dadurch, dass man in das Diskretisie-

rungsverfahren anstelle von 7; den exakten Losungswert x(t;) einsetzt. Das bedeutet

Nivr = mi+h f(ti,m),
0 = 3Mix1—m) — f(ti,m),

Tirn = gle(tin) —z(t:)] — f(, z(t:))

[z(t;) + ha'(t;)

(t:) = f(ti, x(t:)) + 52" (t:) + O(h?)

2" (t;) + O(h?)

().

T e N [ N

|
S

[1.15] Beispiel
Im Fall der gDGI 2/(t) = tx(t) ist f(t,z) =tx, fi(t,z) = x und f.(¢t,z) =t.
Der lokale Diskretisierungsfehler ist daher gleich

h h
T(ti,mi, h) = 5(@' + i) = 5151'(1 +tim;).
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2 Einschrittverfahren

2.1 Das Konzept der Einschrittverfahren (ESV)

Der lokale Diskretisierungsfehler des PZV ist von der Ordnung O(h), h = At. Hierbei
werden Naherungslosungen von gDGI konstruiert, indem in jedem kleinen Teilintervall
eine lineare Approximation konstruiert wird, wobei als Steigung die Steigung am linken
Randpunkt gewéhlt wird. Das Ziel dieses Kapitels ist es, Alternativen zum PZV zu
entwickeln, welche giinstiger sind bez. des lokalen Diskretisierungsfehlers. Die folgenden
Beispiele versuchen, einen Wert fiir die Steigung zu finden, welcher dem Verlauf des
gesamten Teilintervalls besser angepasst ist. Wie vorher sei t; = ty + ¢h mit einem
vorgegebenen kleinen Zeitschritt h. Zur Berechnung des lokalen Diskretisierungsfehlers
benétigen wir die Taylor-Entwicklung von f(+,-) um den Punkt (¢;, ;).

Fir x(t) —n; = (t — t;)2'(§) = O(h) und O(t — t;) = O(h) ist diese gegeben durch

ftx) = fltim)+ (E—t:) fulti,m) + (@ — n;) folts,m) + 3 (6 — ) fue(ti,ms)
+(t = t3) (@ = 0) fra(ti; m) + 5 (@ = 05)* faw(ts, m3) + O(h?)
= f(ti,m) + (t =t;) fults, ns) + (x = m) fulti,m) + O(h?). (2.1)
[2.1] Beispiele
(a) Modifiziertes Polygonzug-Verfahren (MPZV) von C. RUNGE (1895)
Dieses wird auch modifiziertes Euler-Verfahren, Collatz-Verfahren oder Tangententrapez-
regel genannt. Hier wird als Steigung im Intervall [t;,t;11] der Funktionswert von f(¢, x)

im Punkt (¢;+ 2%, ;4% f(t;,n;)) angenommen. Welche geometrisch anschauliche Bedeu-
tung hat dieser Punkt?

A
‘ PZV: 01 =mni+hky, k1= f(t:,n;)

A e - >

Fltit s mi+5k) o(t) =t

Nit1/2 :/
i+1/2
S 3 1
NiT35R1 ZL'(ti—i—l;tia'r/i)

 Dir =it ko, ko= f(t+2 i+ Lky)
hko

Mi4--2 ) n oo :

»

0t 5 42 5 oty

Abb. 2.1: Datei mpzvl.pic, Wahl des Anstiegs von einer Trajektorie ‘in der Mitte
des Intervalls®“ und Iterationsschritt beim MPZV



PD Dr. W. Neundorf, Numerik GDGL - AWP 36

Der Iterationsschritt ist damit gegeben durch die Vorschrift

Misr =05+ hf (6 + 5,m + 5 f (i m:) (2.2)

oder in der Form mit den Anstiegen (Steigungswerte) ki, ke bzw. Zuwéchsen (Korrek-
turen) hkl, th

ki = f(ti,m),
ke = f(ti+ % m+2k), (2.3)
Ni+1 = 1 +hk, k=ks.
Aus (2.2) und der Taylor-Entwicklung (2.1) folgt
Nt = ni+hf () + 5 fetom) + 5 f (tm) fo(ti,m) + O(R?)]
= n; +hf(t,m) + %z[ft(tzw m) + f (i, mi) fo(ti,mi)] + O(RP). (2.4)

Ein Vergleich mit der Taylor-Entwicklung (1.62) fiir 2(¢t) = ®"'ip; ergibt als Ordnung

fiir den lokalen Diskretisierungsfehler

%(z(ti-i-l) — 1) = O(R?). (2.5)

Der lokale Diskretisierungsfehler ist damit um eine Ordnung besser als im Fall des PZV.

Tivl = T(ti,’fh’, h) =

Allerdings sind pro Zeitschritt zwei Funktionsauswertungen von f(-,-) erforderlich, also

zwel Zuwéachse hk; und hks zu berechnen.

Die MATLAB-Funktionen dazu mit ¢t € [to,t1], h = (t; — to)/N und x(ty) = zo bzw.
x(tg) = xg sind fiir gDGI bzw. SysgDGI wie folgt.

% Datei collatzl.m
function [t,x] = collatzl(f,t0,t1,x0,N)
h = (t1-t0)/N;

t(1) = t0;
x(1) = x0;
for i = 1:N

t(i+1) = tO+ix*h;
k1 = feval(f,t(i),x(1));
k2 = feval(f,t(i)+0.5%h,x(i)+0.5%hx*kl);
x(i+1) = x(i)+hx*xk2;
end;

% Datei collatz.m
function [t,x] = collatz(f,t0,t1,x0,N)
h = (t1-t0)/N;
n = size(x0,1);
x = zeros(n,N+1);
t(1) = t0;
x(:,1) = x0;
for i = 1:N
t(i+1) = tO+ix*h;
k1l = feval(f,t(i),x(:,i));
k2 = feval(f,t(i)+h,x(:,1i)+hxkl);
x(:,i+1) = x(:,1)+0.5%h*x(k1+k2);
end;
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(b) Heun-Verfahren (HV) von K. HEUN® (1900)

Es stellt ebenfalls ein verbessertes PZV (VPZV) dar und heifit auch Sehnentrapezregel.
Hier wird als Steigung der Mittelwert der Funktion f(-,-) in den Punkten (¢;,7;) und

PZV: nip1=mn;+hky,
k= f(ti,m)

hks = hf(tiv1,nit1)

| X Nip1=ni+ 2 (k1 +k2)
Mi+1/2 gkz x(t)=Dbrin; |
B R e J - l
=n;+3k : Pttt mi) | Abb. 2.2: Datei heunl.pic,
: h i Neuer Anstieg als Mittelwert
f (/t(lé ?;i): ' 271 « der Anstiege der Trajektorien
1 /A I | + “links“ und ‘rechts“ sowie
! ! ' Iterationsschritt beim HV
0 t; h i1 tiva t
Die Iterationsvorschrift lautet also
Nivr =1 + 21f (tms) + f(E + by + hf (i, mi)] (2.6)

bzw. in der Form mit den Anstiegen kq, ko

kv o= f(ti,m),
ky = f(ti+ h,mi + hky), (2.7)
Nig1 = 1M +hk, k= %(k‘l + ka).

Notiert man das PZV als ;.1 = n; + hky, so ergibt sich fiir das HV die Formel
Ni1 = 0 + hkr + 2(ka — k1) = fip1 + 2(ka — k),

so dass die Verbesserung (Korrekturterm) 2(k, — k1) zum PZV sichtbar wird.
Die Taylor-Entwicklung (2.1) liefert fiir (2.7)

Nir = 0+ 2f(n) + 20F (6 n:) + hfu(tin) + hf (i m) fo(ti,mi) + O(R?)]
= 0+ hf(t,m) + SLfetem) + () fo(tim)] + O(R?).

Wie im Teil (a) ergibt sich damit ein lokaler Diskretisierungsfehler der Ordnung O(h?).

8Karl Ludwig Wilhelm Max Heun (1859-1929), deutscher Mathematiker, arbeitete an mechanischen

Problemen wie d’Alembertsches Prinzip, Eulersche Gleichungen, Lagrange-Formalismus
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Dazu folgt die MATLAB-Funktion mit t € [to, 1], x(ty) = xo und h = (t; — ty)/N.

% Datei heunl.m
function [t,x] = heunl(f,t0,t1,x0,N)
h = (t1-t0)/N;

t(1) = t0;
x(1) = x0;
for i = 1:N

t(i+1) = tO+hx*i;

k1l = feval(f,t(i),x(i));

k2 = feval(f,t(i)+h,x(i)+hxkl);

x(i+1) = x(1)+0.5%h*x(k1+k2);
end;

Wie beim MPZV (2.3) ist analog die vektorielle Version zu notieren.

Eine allgemeine Klasse von Approximationsverfahren fiir AWP lésst sich wie folgt for-

mulieren.

[2.2] Definition
(a) Ein explizites ESV fiir die gDGI 2’ = f(t,z) bzw. fiir das SysgDGI x’ = f(¢,x)
ist eine Formel der Gestalt

Ni+1 :772+h\11(t277727h)7 ( :Oala7 (28)
mit einer vorgegebenen, i. Allg. von f(-,-) bzw. von f(-, ) abhéngigen Funktion

die auch Verfahrens- oder Inkrementfunktion genannt wird.

(b) Der lokale Diskretisierungsfehler (Approximationsfehler) fiir das ESV ist defi-
niert durch

1 1
T(ti,ni, h) = E(q)“*h’“m — Niy1) = E@“*h’“m —n;) — W(t;, mi, ) (2.10)

(man vergl. Definition (1.58) und Formel (1.59)).
(c) Das ESV heifit konsistent (vertréglich), wenn gilt

h—0

Dies ist nach Gleichung (2.8) und der Definition von ®!i7); genau dann der Fall, wenn
gilt

(d) Das ESV ist ein Verfahren der Ordnung p > 0, falls

p bezeichnet man auch als Konsistenzordnung.
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Nach dieser Definition ist das PZV ein ESV der Ordnung 1. Das MPZV und das HV
sind ESV der Ordnung 2. Weitere ESV konnen z. B. mit Hilfe des Ansatzes bzw. der

Verfahrensfunktion
\I](tiu Mis h) = f(tiu 772') + by f(ti +ch, n; +ah f(tiv 7]@)) (2-14)

konstruiert werden, wobei die Koeffizienten by, by, a und c frei gewahlt werden kénnen.
Alle oben aufgefiihrten Beispiele gentigen diesem Ansatz. Fiir das PZV ist by = 1 und
by = 0, fiir das MPZV ist by = 0, by = 1 sowie a = ¢ = %, fiir das HV gilt b = by = %
und a =c=1.

Es ist nicht zufillig, dass Y b; = 1 und hier auch a = ¢ gelten.

Damit hat bei Einbeziehung der Zuwéchse hky = hf(t;,n;) und hko = hf(t; + ch,n; +
ahky) die Verfahrensfunktion die Gestalt

\If(ti, i, h) =k= blkl + bgl{ig.

Die Koeffizienten bzw. Parameter kann man in einem Schema darstellen.
Seien ¢ = (c1, )T = (0,¢)7 und b = (b, by)" Spaltenvektoren sowie A = (a;;) eine

(2 x 2)-Matrix mit as; = a und sonst Nullen, dann erhélt man die Tableaus

c A 01:0

bzw.

1| bl

Geeignete Koeffizienten ergeben sich aus folgendem Satz.

[2.3] Satz Ein ESV mit dem Ansatz (2.14) ist genau dann von (mindestens) der Kon-

sistenzordnung 2, wenn

bl—l—bgzl, bga:% und bQC:%. (215)
Eine hohere als die Ordnung 2 ist mit diesem Ansatz i. Allg. nicht zu erreichen.

Beweis: Mit dem Ansatz (2.14) hat ¥ um (¢;,7;) die Taylor-Entwicklung

U(t;,mi, h) = (by + ba) f(ts, ms) + bah [cfy(tismi) + af (ti,mi) fo(tismi)] + O(R®).  (2.16)

Die Bedingungen (2.15) folgen durch Einsetzen dieser Entwicklung in das ESV (2.8) und
durch Vergleich mit der Taylor-Entwicklung (1.62) fiir z(t;41) = ®%+1tin;, also aus

T(ti,mi, h) = %(‘I)tiJrh’tiﬁi — Nig1)
= 1(2(tiv1) — Mis1)
=+ {m + hf(ti,m) + %[ft(tia m) + f (i, m) foltisni)] + O(h?)
—i—h[(b1 4 ba) f (£, m) +bah(c feti, m) +af (ti, m) fo(ti, mi)) + O(h?)]}
= (L=b1—bo) f (s, mi) + (3 —boc) fults, mi) + (5 —bza) f (ti, i) fu(ti,mi) + O(h?).0
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2.2 Runge-Kutta-Verfahren (RKV)

Ein Iterationsschritt fiir ein explizites ESV mit dem Ansatz (2.14) kann in die folgenden

Rechenschritte zerlegt werden.

[2.4] Algorithmus Iterationsschritt fiir ein explizites ESV mit Ansatz (2.14)
Gegeben sei (t;, ;).

S1 Berechne ki = f(t;,m;).

S2  Berechne ko = f(t; + ch,n; + ahky).

S3  Setze U(t;,mi, h) = biky + boks bzw. k = biky + boks.

S4  Berechne (t;y1,7;41) mit t;.; =t;+h und

Niv1 = N + h¥(ti, i, h) bzw. ni =mn; + hk

Verfahren dieser Art werden wegen der Berechnung von zwei Anstiegen k; als 2-stufige
Runge’-Kutta'’-Verfahren bezeichnet.

Dies stellt den Spezialfall eines s-stufigen RKV dar. Der Ansatz (2.14) soll nun ver-

allgemeinert und analysiert werden, um eine héhere Ordnung zu erzielen.

[2.5] Definition
Ein 3-stufiges RKYV ist ein explizites ESV mit dem Ansatz

kv = f(ti+cihm),
ko = f(ti+coh,m + has k),
ks = f(ti+csh,m + h(as ki + ase k2)),
U(t;,ni,h) = k = by ks + byke + b ks, (2.17)

mit geeigneten Koeffizienten a;;, b;, c;.

[2.6] Beispiel Fiir die Koeffizienten

1 0 by % 0 00
C = Co = % y b = b2 = % y A—(CLZJ) % 0 0
1 1 2
C3 1 bg 3 3 3 0
erhalt man das Parameterschema
0
c|A Ll
= 1|12 (2.18)
1| b” 3 3
1 1 1
Ly3 3 3

9Carle David Tolmé Runge (1856-1927), deutscher Mathematiker, Arbeitsgebiete waren Differenti-

algeometrie, Losung von algebraischen und gDGI
0Martin Wilhelm Kutta (1867-1944), deutscher Mathematiker, arbeitete auf dem Gebiet der Losung

von gDGI
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Damit ergeben sich die Anstiege
ki = f(ti,m),
ke = f(ti+ 3h.mi+ shf(ti,m)),
ks = f(ti“‘hani‘l'h(%f(tiani)+§f(ti+%h>77i+ %hf(tiani))))a
U(ti,mi, h) = (ko + ko + ks).

bzw. in Kurzform

ki o= f(ti,m),
ky = f(ti+ 5h,m+ 5hk),
ks = fti+ o+ h(5k + 3ka)),
U(t,m,h) = k = (ki +ky+ks). (2.19)

Wir wenden dieses Verfahren an zur Losung der autonomen gDGI

In diesem Fall lauten die Gleichungen zur Berechnung der k;

kl = f(nl)>
ke = f(ni+ shf(m)),
ks = fi+h(3f(:) +2f (i + 5hf(m:)))).

Zur Abschitzung des lokalen Diskretisierungsfehlers betrachten wir die Taylor-Entwick-
lungen der k;. Wir schreiben abkiirzend f; anstelle von f(n;), sowie f/ fiir die Ableitung
von f(z) an der Stelle 7.

kl = fi7
ky = fi+ shfifi +O(h?),
ks = fi+hfifl + O(R?).

Hieraus ergibt sich ¥ durch
U(ti,mi h) = 2(ky 4 ko + k3) = f; + $hfifl + O(h?).
Vergleichen wir dies mit der Taylor-Entwicklung von z(t) = ®%*ip; (vgl. (1.62))
Atigr) = n; + hfi + 302 f, fL 4+ O(R®),
so folgt fiir den lokalen Diskretisierungsfehler
7(ti,mi, h) = O(h?).

Damit hat das Verfahren fiir autonome gDGI mindestens die Ordnung 2. <«
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[2.7] Ubung Zeigen Sie, dass fiir die autonome gDGI ein 3-stufiges RKV mindestens
die Ordnung 2 hat, wenn gilt

bi+by+by = 1, (2.20)
bgagl + bg(agl + a32) = % (2.21)

Ahnliche Abschitzungen wie in Beispiel [2.6] konnen auch fiir nichtautonome gDGI
durchgefiihrt werden, auch fiir hoherstufige RKV-Verfahren, welche wie folgt definiert
sind.

[2.8] Definition Ein s-stufiges explizites RKV fiir die gDGI 2’ = f(¢,x) ist ein
ESV der Form (2.8) 1 = m + hW(t;,n, h) mit

i=1

(Achtung: Umbezeichnung der Indizes) und

i—1
k; :f(tl+ci h,m+hzaijkj), i=1,2,..5 (2.23)

j=1

Dazu folgt die MATLAB-Funktion mit ¢ € [to, 1], z(ty) = zo und h = (t; — to)/N.

Die Koeffiziententableaus A, b, ¢ werden als Funktionsparameter einbezogen.

Da MATLAB konsequent zwischen Zeilen- und Spaltenvektoren unterscheidet, kann man

fiir die Programmierung geschickt Skalarprodukte notieren wie k(1:i-1)*A(i,1:i-1)”’

fir ai,ll{:l + ...+ ai,i_lki_l bzw. kxb fir blkl + ...+ bsl{ls.

% Datei rkvli.m
% Explizite Runge-Kutta-Verfahren, RKV fuer gDGl

function [t,x] = rkvli(A,b,c,f,t0,t1,x0,N)
h = (t1-t0)/N;
t(1) = t0;
x(1) = x0;
s = size(b,1);
k = zeros(1,s);

for 1 = 1:N
t(1+1) = tO0+1%h;
k(1) = feval(f,t(1),x(1));
for i = 2:s

k(i) = feval(f,t(1l)+h*c(i),x(1)+h*xk(1:i-1)*A(i,1:1-1)’);

end;
x(1+1) = x(1)+hx*xk*b;

end;

Die Anweisungen der [-Schleife in rkvl kann man auch verkiirzt notieren, wobei man
dann pro Schritt wegen der Nulleintriige in der Matrix A mehr als s?/2 Multiplikationen

mit Null in Kauf nimmt.
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% Datei rkvla.m

function [t,x] = rkvia(A,b,c,f,t0,t1,x0,N)
h = (t1-t0)/N;
t(1) = t0;
x(1) = x0;
s = size(b,1);
k = zeros(1,s);
for 1 = 1:N
t(1+1) = tO0+1%h;
for i = 1:s
k(i) = feval(f,t(1)+h*c(i),x(1)+hxk*A(i,:)’);
end;
x(1+1) = x(1)+h*k*b;
end;

43

Es soll noch auf eine Modifikation von rkvl hingewiesen werden, die jedoch zu Fehlern

fithrt. Das Problem, welches hier in der i-Schleife auftritt, ist entsprechend kommentiert.

for 1 = 1:N
t(1+1) = tO0+1%h;
for i = 1:s
k(i) = feval(f,t(1)+h*c(i),x(1)+h*k(1:i-1)*A(i,1:i-1)7);

% —> Fehler bei i=1 wegen 1:i-1=[], deshalb auch k(1)=[]
yA damit wird die Komponente k(1) geloescht und

YA k(:) hat nur noch s-1 Komponenten
end;
x(1+1) = x(1)+hxk*b;

end;

Analog programmiert man die vektorielle Version.

% Datei rkv.m
% Explizite Runge-Kutta-Verfahren, RKV fuer SysgDGl

function [t,x] = rkv(A,b,c,f,t0,t1,x0,N)
h = (t1-t0)/N;

n = size(x0,1);

x = zeros(n,N+1);
t(1) = t0;

x(:,1) = x0;

s = size(b,1);
k = zeros(n,s);

for 1=1:N
t(1+1) = tO+1lx*h;
k(:,1) = feval(f,t(1),x(:,1));
for i=2:s
k(:,1) = feval(f,t(1)+h*xc(i),x(:,1)+hxk(:,1:i-1)*A(i,1:i-1)’);
end;

x(:,1+1) = x(:,1)+h*xkx*b;
end;
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Es soll das 3-stufige RKV 2. Ordnung aus Beispiel [2.6] fiir das AWP 2/ = tz, 2(0) = 1,
t € [0,5], mit N = 5000 gerechnet werden.
Die MATLAB-Anweisungen sind

format long

t0 =0
tl =5
x0 =1
N = 5000

% Parameterschema

A=1[000; 1/2 00; 1/3 2/3 0];
b = [1/3 1/3 1/3]°;
c=1[01/2 1]°;

[t,x] = rkvi(A,b,c,’f8’,t0,t1,x0,N);
% Auswertung der Naeherungsloesung

Analog kan man alle bisherigen ESV auf diese Weise notieren und losen.

Durch die Taylor-Entwicklung lassen sich leicht Bedingungen fiir die Konsistenzordnung

s-stufiger RKV angeben. Wir fassen zusammen.

[2.9] Satz Zwischen den Koeffizienten ¢; und a;; gelte zusétzlich die Beziehung'!
C; = Zaij. (224)
j=1

Dann besitzt das s-stufige RKV genau dann (mindestens) die Konsistenzordnung

1, wenn
S

b'1=>) b =1, (2.25)

1=1

2, wenn zusétzlich gilt

b'c=> b =14, (2.26)
i=1
3, wenn zusétzlich gilt
ZbZC? = %, bTAC = Z biaijcj = %, (227)
i=1 ij=1

4, wenn zusétzlich gilt

s s s s
§ 3 __ 1 E _ 1 E 2 _ 1 TA2 . __ E _ 1

bici =1 bic,-aijcj =3 b,-aijcj = 12 b*A‘c= biaijajkck = 5 (228)
i=1 i,j=1

h,j=1 i,5.k=1
Die im Satz angegebenen Bedingungsgleichungen sind nichtlinear und deshalb stellt

die Bestimmung geeigneter Koeffizienten, die sogenannte Verfahrenskonstruktion, eine

schwierige Aufgabe dar.

HEine Begriindung fiir diese Bedingung findet man z.B. in Abschnitt 4.2.1 von P. Deuflhard/ F.
Bornemann, Numerische Mathematik I, de Gruyter, 1994.
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Wir wollen im Folgenden die Situation bei s = 4 Stufen néher betrachten und Verfahren
der Ordnung p = 4 konstruieren.

Insgesamt hat man mit der Konvention ¢; = > ; i die 10 Koeffizienten by, by, b3, by, ao1,
asi, az, G41, 042,043, 720 bestimmen, so dass siamtliche Bedingungen (2.25) bis (2.28)
erfiillt sind.

Die Bedingung >, b; = 1 erinnert sofort an die numerische Integration und legt na-
he, by, ...,by als Gewichte einer Quadraturformel zu interpretieren. Fassen wir die ¢;

zusitzlich als Stiitzstellen im Intervall [0, 1] auf, so folgt aus den Bedingungen
Sbici =3, Ybici =g, Yt =

dass die Quadraturformel exakt fiir alle Polynome hochstens 3. Grades sein muss.
Zwei Quadraturformeln konnen wir nun heranziehen.

(a) NEWTON-3/8-Regel

Hier ist

C

I
~~
\.O
W
win

—_
~—
U

o

I
~—~
ool
colw
oolw
ol
S~—

S

Mit dieser Festlegung liefern > b;a;jc; = %, dobiciagic; = é, Yo biajajke, = i die
Beziehungen azo — 1, A49Co + Ay3C3 = %, b4(L43(L32CQ = i Damit ist CL43:1 und Q49 = —1.
—%, ay1 = 1.
1
12°
Koeffizienten tatsichlich erfiillt wird. Das Resultat ist eine (4,4)-RKV, auch KuTTA-

3/8-Formel genannt.

Aus der Definition der ¢; ergeben sich schliefSlich noch a9 = %, as =

Zu iiberprufen ist noch die iibrig gebliebene Bedingung Zbiaijc? = die von den

(b) SimmpPsoON-Regel

Dies besitzt eigentlich nur 3 Knoten. Deswegen wird der mittlere verdoppelt, so dass

c=(0,1,31)", b=(} )T

1
6

o

)

N[
(o] \V]

Ein analoges Vorgehen wie unter (a) fithrt auf das klassisches RKV (KRKV) (1895).

Die Bedingungsgleichungen fiir Verfahren hoher Ordnung (p > 5) kann man zwar ele-

gant aufstellen, ihre Zahl nimmt jedoch stark zu.

Ordnung p ‘ 1 2 3 4 5 6 7
Mindeststufen s 1 2 3 4 6 7 9
#Bedingungsgleichungen | 1 2 4 8 17 37 85
#Koeffizienten 1 3 6 10 21 28 45

Die Koeffizientenbestimmung ist dann nur noch mit weiteren vereinfachenden Annah-
men und mit Computer-Algebra-Unterstiitzung moglich.
Im Folgenden ist aufgefiihrt, wie viele Stufen notwendig sind, um eine bestimmte Ord-

nung zu erreichen. Offensichtlich gilt die Ungleichung s > p.

#Stufen s 1 2 3 456 78
maximale Ordnungp‘ 1 2 3 4 4 5 6 6
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[2.10] Beispiel Das KRKV ist 4-stufig, d.h. s = 4, und gegeben durch

1 0 0000
2 1 1000

b=1 ,e=| 2], A=] 2 | (2.29)
2 . 0200
1 1 0010

Die darin vorkommenden Konstanten bzw. charakteristischen Koeffizienten, also die
RK-Knoten ¢; und RK-Gewichte b; sowie die Groflen a;;, werden in dem von J.C.

BUTCHER'? eingefiihrten Parameterschema iibersichtlich zusammengefasst.

0
11
CA 2 | 2
1 1
= 3|03
1| b? 110 0 1
1 1 1 1
11§ 35 3 %

Die explizite Formulierung des KRKV (2.8) lautet

ki = f(ti,m),
ke = f(t;+ 1h M + %hkl),
ks = fti+ 5h,n+ 3hks),
ke = f(t;+ h,n + hks),

(

\I/(ti, i, h) =k = /{31 + 2]{72 + 2]{33 + ]{34) (230)

D=

Man tiberzeugt sich leicht, dass die Gleichungen (2.25),. . .,(2.28) erfiillt sind. Es handelt
sich also um ein Verfahren 4. Ordnung. <«

% Datei krkvl.m
% Explizites Klassisches Runge-Kutta-Verfahren, KRKV fuer gDGl

function [t,x] = krkvli(f,t0,t1,x0,N)

= (t1- tO)/N;
t(l) =
x(1) =
for1=1N

t(i+1) = tO+ix*h;

k1 = feval(f,t(i),x(1));

k2 = feval(f,t(i)+0.5%h,x(i)+0.5%h*k1);
k3 = feval(f,t(i)+0.5%h,x(1i)+0.5%h*k2) ;
k4 = feval(f,t(i)+h,x(i)+h*k3);

x(i+1) = x(i)+h/6*(k1+2xk2+2xk3+k4) ;
end;

12John C. Butcher (1933-...), neuseeléindischer Mathematiker, Arbeitsgebiete Numerik von DGI, Wis-
senschaftliches Rechnen
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Genauso kann man die vektorielle Version definieren.
Die Einbeziehung des Parameterschemas ist nicht angebracht, weil die Matrix A nur

drei Nichtnulleintrége enthélt.

Die geometrische Illustration des KRKV mit den vier Anstiegen ist wie folgt.

A
PZV: niy1=ni+hky, ki=f(ti,m)

B i il >

i+ ni+8k
Ni+1/2 =7'(t;+12)

:77i—|—%kf ______________ o(Lef15ti, M)
b i1 =i+ hk, k=2%(ki+2ko+2ks+ky)

Tk (t) =04

Lk
z(t) = Hhitz Nit1/2

Tit1/2 T'(t; hky 2(t) hky OB S AT
TR N a2 =& (ti)=f (tiamithky) i1 =i +hks
- 2 3

hks E(t) = pbtits Tit1/2

i - -

U H W

____________________________ 1

I
I
I
I
I
I
1
T

0 t; % ti+2 % it tiv2 1

Abb. 2.3: Datei krkv.pic, Wahl des Anstiegs als Mittelwert der Anstiege von vier
Trajektorien "links”, "Mitte” und "rechts” sowie Schritt beim KRKV

[2.11] Ubung Zeigen Sie Folgendes.

(a) Das 3-stufige Verfahren aus Beispiel [2.6] hat die Konsistenzordnung 2. Es ist somit
ein (3,2)-RKV.

(b) Im ESV ist die Ordnung p = 4 mit s = 3 Stufen nicht erreichbar.

2.2.1 Parameterschemata fiir explizite ESV

In einer Ubersicht stellen wir ausgewihlte Parameterschemata bzw. Butcher-Tableau zu
expliziten RKV zusammen. Die allgemeine Form des Parameterschemas eines s-stufigen
Verfahrens der Ordnung p (s > p), also des (s, p)-RKV ist

01:0

Co 21

C3 azy a3z
cl A

— Ca | Qa1 Qa2 Q43 (2.31)

1|b” .

Cs Qg1  Qs2 A3 Qs s—1

1 by by bz ... by by

Dabei ldsst man den Koeffizienten ¢; = 0 oftmals weg.
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(a) (1,1)-RKV, PZV

01:0

(e) (3,2)-RKV

48

(b) (2,2)-RKV, MPZV (c) (2,2)-RKV, HV (d) (2,2)-RKV

1 1 2 2
3|2 L1 53
11 13
0 1 2 2 4 4

(f) (3,2)-RKV (2) (3,3)-RKV (h) (3,3)-KUTTA-V.

(i) (4,4)-RKV, KRKV

11 1 1 11 1] 1

2 2 4 4 2 2 2 2
1 2 27 189 729 3 3 o

1 3 3 40 800 800 4 O 4 1 1 2
111 204 1 650 2 3 4 14 1
3 3 3 891 33 891 9 9 9 6 6 6

(j) (4,4)-RKV, 3/8-Formel (k) (4,4)-RKV, ENGLAND-Formel

(1) (4,4)-RKV, KuNTZMANN-Formel

1)1 1|1 1)1

2 2 3 3 2 2

1 1 2 1 1 1 1

3|0 3 5|3 1 2|1 1

170 0 1 1 1 -1 1 110 -1 2
1111 13 3 1 19 2 1
6 3 3 6 8 8 8 8 6 3 6

(m) (4,4)-RKV, GILL-Modifikation, c=1/v/2

2 2 1 1
5 5 2 2
3 3 3 1 1
50”2 1 3| ¢~z l-¢
1) 2 -2 2 1] 0 —c l+c
55 125 125 55 1 l-c  l+c 1
360 360 360 360 6 3 3 6
(n) (4,4)-RKV mit minimalem Diskretisierungsfehler
ay =2, a3 =1 — 3./5=0.455737254218789,
B = (as_QQ)(GQQL;ﬁ(QQMS)H) = 16.047205832726471
2 2
5 5
14—3v/5 e — az(az—a2) as(az—asz)
16 37 2ap(1—2am) 2a2(1—2a3)
1 1 — ag — aus 5(—1+az+;a32—(2013—1)2) 5(1—20;2;(1—013)
—Cy—C3— 2az—1 1-2a 1, 2(a2tas)—3
l=co—c3—cy 503 (as—2) (1=a2) 905 (as—as)(1=a3) 2 T 12(—as)(i=a3)
2
2 104
H-3v5 | (.296977609247754  0.158759644971036
1 0.218100388225920 —3.050965148692931 3.832864760467010
0.174760282262690 —0.551480662878733 1.205535599396524 0.171184781219519
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(o) (5,4)-RKV, SCRATON-Formel

Ordnung p = 5 wird erreicht, falls fiir alle ¢ entlang der Losung gilt f(¢, z) # 0.

2 2

9 9

1 1 3

3 12 12

3 69 _ 243 270

1 128 128 128

9 | _ 3105 18225 11016 4896

10 10000 10000 10000 10000
1445 0 6561 3264 2500
13770 13770 13770 13770

(p) (6,5)-RKV, BUTCHER-Verfahren (1964)

Fiir p > 5 muss stets s > p sein (BUTCHER 1964).

1)1

4 4

111

4 8 8

1 1

2 0 2 1

3 3 9

il 0 0

1l 2 12 _1os

7 7 7 7 7

g 32 12 3 1
90 90 90 90 90

(q) (7,6)-RKV, BUTCHER-Verfahren (1964)

3 3
2 2
3 O 3
SO I I |
3 12 12 12
1|1 18 _3 _6
2 16 16 16 16
1 9 3 6 4
3 0 8 8 8 3
1 9 _36 63 2 0o -4
44 44 44 44 44
a1 0 8L 8 _3 _3» 1
120 120 120 120 120 120

(r) (6,5)-RKV, NYSTROM-Formel (1925)
(s) (8,6)-RKV, HutA-Formel (1956)
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Explizite ESV bieten sich fiir die ndherungsweise Losung von nicht steifen SysgDGI an.



PD Dr. W. Neundorf, Numerik GDGL - AWP 50

2.3 Konvergenz von ESV

Bisher haben wir uns nur mit dem lokalen Diskretisierungsfehler befasst, dem Fehler
also, der in jedem Zeitschritt h = At neu entsteht dadurch, dass die zu approximierende
Losung eines AWP durch ein Geradenstiick approximiert wird. Wir werden nun fest-
stellen, dass dieser Fehler auch mafigeblich ist fiir die globale Abweichung der N&herung

von der exakten Trajektorie.
Im Folgenden untersuchen wir im Zeitintervall [ty, T'] das AWP
¥ = f(t,z), x(ty) = zo. (2.32)

Die exakte Losung bezeichnen wir mit x(t), also z(t) = z(¢; to, o) = ®"x,.

Um einen Wert z(t), t € [ty,T], zu approximieren, kann mit Hilfe einer Funktion ¥
ein ESV der Form (2.8) gewahlt und auf eine Schrittweite h = (¢t — t9)/N, N € N,
angewandt werden. Untersucht werden soll, wie der globale Diskretisierungsfehler

oder Fehler der Naherungslosung
e(t,h) =ny —z(t), h=(t—ty)/N, (2.33)

von der Schrittweite h bzw. von der Anzahl N der Teilschritte abhéngt. Natiirlich kann

man damit auch an den Zwischenstellen t; = tg + ¢h den Fehler

betrachten.
Wir bezeichnen das ESV als konvergent im Intervall [ty, 7], falls fiir alle t € [¢y, T
gilt

}lll_)I% e(t,h) =0 bzw. ]\}1—I>noo e(t,h) =0. (2.34)

Das folgende zentrale Ergebnis stellt den globalen Fehler in Relation zum lokalen Diskreti-

sierungsfehler.
[2.12] Satz Die Funktion ¥ sei stetig und erfiille die Lipschitz-Bedingung
|\I](t, x1, h) - \I]<t,$2, h)‘ < M |LU1 - LEQ‘ (235)

mit einer Konstanten M > 0.

Dann gilt fiir das durch ¥ definierte ESV (2.8):

Ist das ESV ein Verfahren der Konsistenzordnung p (vergl. Def. [2.2] (d)), so erfiillt mit
h = (t — tp)/N und mit einem geeigneten C' > 0 der globale Diskretisierungsfehler
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eine Abschéitzung der Form
M(t—to) _ 1

(&
< p
et )] < Chr

(2.36)
Bevor dieser Satz bewiesen wird, soll seine Aussage kurz kommentiert werden.

[2.13] Bemerkungen

(a) Da ein Konvergenzsatz immer mit hinreichend kleinen Schrittweiten h bzw. h — 0
operiert, werden diese so klein sein, dass indirekt auch die Schrittweitenbeschrinkung
h < A, fiir ein stabiles Losungsverhalten eingehalten wird. Dabei muss hier die Schran-

ke hynq. nicht explizit angegeben werden.

(b) Die Bedingung (2.35) ldsst sich in den oben vorgestellten Verfahren leicht aus der
Lipschitz-Stetigkeit (1.18) der rechten Seite f(t,x) ableiten, welche wir ja immer vor-

ausgesetzt haben. Beispielsweise folgt im skalaren Fall
|f(t,@1) = f(t,22)| < Loy — a2
und fir das HV (2.6) mit
U(t,x,h) = 5[f(t,z) + f(t+h,x + hf(t x))]
die Abschéitzung

(W(t, 21, h) — W(t,z,h)| < 3|f(t,21) — f(E,2)]
"‘%‘f(t +h, o1+ hf(t,m0)) — f(E+ h, 2o+ hf(t,22)))
sLlzy = @o| + 3L (Jo1 — x| + hIf (8, 21) = f(t, 22)])

IA

< L(1+3nL) |ty — 2o, M=L(1+3nL).

(c) Der globale Fehler ist wie der lokale Fehler von der Ordnung O(h?). Zu beachten
ist allerdings, dass die rechte Seite der Abschéitzung (2.36) mit zunehmenden Abstand

vom Anfangspunkt ¢y, exponentiell wéchst.

Zum Beweis des Satzes [2.12] bendtigen wir das folgende Hilfsergebnis.

[2.14] Lemma Geniigt eine Zahlenfolge &;, i = 0,1,2, ..., einer Abschitzung der Form
S| < (L +0)|&| + B (2.37)

mit den Konstanten 6 > 0 und B > 0, so gilt fiir alle £ € IN

ek — 1

J

&kl < e &l + B (2.38)
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Beweis von Lemma [2.14]:

Die iterative Anwendung der Abschétzung (2.37) ergibt mit Induktion

& < (1+0)|&l + B,
& < (1+0)[&]+B < (1+6)% &%+ B(1+ (1+4)),
&) < (14+0)|&+B<(1+6)° & +BA+ (1408 +(1+0)%),...
&l < Q+0) |l +B-(1+ 1486+ + 1+
1+6)—1
= (ol s I
ks
S 6k5‘£0‘—|—Be 1
1)
Letztere Ungleichung folgt wegen 1 +§ < €. ([

Beweis von Satz [2.12]: Mit h = (t — tg)/N definieren wir die Knoten ¢; = ¢y + ih,
die exakten Werte an den Knoten x; = x(¢;) sowie die globalen Diskretisierungsfehler an
den Knoten e; = 1; — x;. Aus der rekursiven Definition (2.8) fiir 1,41 und der Beziehung

xi = Pttty folgt durch geschicktes Umordnen
€it1 = Thit+1 — Tit1
= 1 + h\D(t,, ;, h) — (btiJrl’tiZlfi

L

h
Nach der Lipschitz-Bedingung (2.35) ist

(W (ti,nis h) — W (ti, i, h)| < M |n; — x5 = M ey

Wegen der Konsistenzordnung p des ESV ist (vgl. (2.10), (2.13)) gilt

(I)ti+17ti P — T
U(t;, 25, h) — # <Ch

mit einem geeigneten C'. Hieraus ergibt sich fiir die Folge e; die Abschitzung
leir1| < (1+ M) |es| + C hPH (2.39)

Wegen Lemma [2.14] folgt hieraus zunéchst

M Nh -1
<  MNh O pptt €
len|] < e leol + Wh
M(t—to) _1
< 6M(t—to)|60| +ChP € i (2.40)

Bei genauer Beriicksichtigung der AB ist ey = 0 und man erhélt die gewiinschte Absché-
tzung (2.36). O
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[2.15] Bemerkungen

(a) Um in jedem Fall die Konvergenz zu sichern, muss beziiglich der AB

}llirr(l)eo =0 bzw. |e| < C1h?, ¢>0, C; >0,

(2.41)
gelten. Meisten macht man jedoch bei der Approximation der AB keine Fehler.

(b) Falls |eg| < Cy AP ist, und insbesondere bei eq = 0, iibertréigt sich die Konsistenz-
ordnung p auf die Konvergenz und damit Genauigkeit der Losung. Die Konvergenz-

ordnung ist dann ebenfalls p.

(¢) Fiir s-stufige ESV der Ordnung p ist die Notation (s, p)-ESV gebrauchlich.
Damit sind PZV=(1,1)-RKV, MPZV=(2,2)-RKV, HV=(2,2)-RKV, KRKV=(4,4)-RKV.

[2.16] Beispiel Wir testen mehrere Verfahren unterschiedlicher Konvergenzordnung,
das PZV, MPZV, HV, 3-stufige RKV 2. Ordnung (2.18) und KRKV, am AWP

() =tx(t), x(0)=1. (2.42)

Die exakte Losung ist gegeben durch z(t) = ¢’/2. Die stark wachsende Funktion ist auf
dem Intervall [0, 400) definiert, mehr noch, sie ist global.

ESV fiir Ndherungslosungen werden auch Folgen von wachsenden Werten 7); erzeugen
und sich fiir immer grofler werdendes ¢ von der exakten Losung langsam entfernen.
Nur in einem endlichen Intervall kann bei einer Schrittweite h — 0 das ESV mit der
entsprechenden Ordnung konvergieren.

Zur Berechnung des Funktionswertes z(5) = 2.683 372 865 208...E+05 wird das Intervall
[0,7] =1[0,5] in N = 50, 500 und 5000 gleiche Teilintervalle unterteilt.

In der Tabelle 2.1 sind die Ndhrungswerte 7y der ESV gelistet.

h=0.1 h =0.01 h = 0.001
RKV NN NN NN
PZV 4.081299E+04 | 2.136 999E4-05 2.621 638E4-05
MPZV 2.159128E4-05 | 2.675 790E4-05 2.683 294E4-05
HV 2.207581E+05 | 2.676 598E+05 2.683 303E4-05
(3,2)-RKV | 2.489819E+05 | 2.681 157E+405 2.683 350E4-05
KRKV 2.679281E405 | 2.683 372 303E+05 | 2.683 372865 150E+05

Tab. 2.1: Néhrungswerte ny der ESV im Vergleich zu z(5) = 2.683 372 865 208...E+05

(Dezimalzahlen abgeschnitten)

Die globalen Fehler |ny — z(5)| sind in der Tabelle 2.2 dargestellt. Daneben sind die

relativen Fehler

ny — z(5)
x(5)
zu finden, die angeben, auf wie viele fithrende Stellen das numerische Ergebnis exakt

ist.
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h=0.1 h =0.01 h = 0.001
RKV Fehler rel. Fehler | Fehler rel. Fehler | Fehler rel. Fehler
PZV 2.275E+05 8.479E-01 | 5.463E+04 2.036E-01 | 6.173E4+03 2.300E-02
MPZV 5.242E404 1.953E-01 | 7.582E402 2.825E-03 | 7.802E+00 2.907E-05
HV 4.757E4+04 1.177E-01 | 6.774E+02 2.524E-03 | 6.967E4+00 2.596E-05
(3,2)-RKV | 1.935E404 7.213E-02 | 2.214E4+02 8.254E-04 | 2.234E+00 8.325E-06
KRKV 4.090E402 1.524E-03 | 5.620E —02 2.094E-07 | 5.802E -06 2.162E-11

Tab. 2.2: Fehler bei numerischer Berechnung zu x(5) = 2.683 372 865 208...E+05

(Dezimalzahlen abgeschnitten)

Es zeigt sich, dass das KRKV beziiglich der Fehlergiite die anderen deutlich iibertrifft
und ohne groflen Aufwand mit vier Funktionswertberechnungen pro Schritt eine Genauig-
keit liefert, welche nahe an rechnerinterne Darstellungsgenauigkeiten reeller Zahlen kommt.
Wir rechnen noch das KRKV mit N = 5000- 2%, k= 0,1,...,6, und vergleichen dann

ny mit 2(5) = /2

x(5) = 2.68337 28652 08745e+05

eta(5000) = 2.68337 28651 50718e+05 leta()-x(5)| = 0.0000 0580 27
eta(10000) = 2.68337 28652 05117e+05 leta()-x(5)| = 0.0000 0036 28
eta(20000) = 2.68337 28652 08528e+05 leta()-x(5)| = 0.0000 0002 17
eta(40000) = 2.68337 28652 08747e+05 leta()-x(5)| = 0.0000 0000 02
eta(80000) = 2.68337 28652 08786e+05 leta()-x(5)| = 0.0000 0000 41
eta(160000) = 2.68337 28652 08765e+05 leta()-x(5)| = 0.0000 0000 20
eta(320000) = 2.68337 28652 08852e+05 leta()-x(5)| = 0.0000 0001 07

Ein hohe Anzahl von Teilintervallen fiithrt zur Akkumulation von Rundungsfehlern. <«

Verschiedene Faktoren sind also bei der Schrittweitenwahl zu beriicksichtigen.

Die Abb. 2.4 gibt eine qualitative Darstellung des Gesamtfehlers im dquidistanten Fall.
Bei Vergroflerung der Schrittweite verringert sich der Aufwand, moglicherweise steigt
aber der globale Fehler an. Zu kleine Schrittweiten dagegen bedeuten mehr Aufwand
und grofleren Einfluss von Rundungsfehlern. Insbesondere gibt es eine untere Schranke,

welche die Schrittweite nicht unterschreiten sollte.

Gesamtfehler

Abbb. 2.4: Verhalten
des globalen Fehlers
| Globater Feer | und Rundungsfehlers

le(h)|=0(h") Rundungsfehler

in Abhéngigkeit von h
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2.4 Schrittweitensteuerung

Bei der Wahl einer geeigneten Schrittweite h muss ein Kompromiss gefunden werden
zwischen hoher Rechengenauigkeit und moderatem Rechenaufwand. Hinzu kommt, dass
sich die "ideale” oder "optimale” Schrittweite im Verlauf der Integration des AWP dndern
kann. Das Ziel ist eine adaptive Schrittweitensteuerung (SWS, adaptive Gittersteue-
rung), welche im Verlauf der Rechnungen die Schrittweite korrigiert und optimiert. Ei-

nige Moglichkeiten sollen aufgezeigt werden.

2.4.1 Schrittweitenkontrolle mit lokalem Diskretisierungsfehler

Hierbei ist es notig, den lokalen Diskretisierungsfehler zu messen. Dies geschieht durch
die Auswertung eines anderen geeigneten ESV, des so genannten Kontrollverfahrens,

welches eine hohere Ordnung als das eingesetzte Verfahren hat.

Seien ein ESV und ein Kontrollverfahren zu einem AWP fiir eine gDGI gegeben durch
Niq1 = M+ hVU(t,n,h), (2.43)
Niv1 = 1+ h\if(ti, 75, h). (2.44)

Sei z(t) = ¢"in;. Haben das ESV den lokalen Diskretisierungsfehler (Konsistenzord-
nung) p und das Kontrollverfahren die Ordnung p + 1, so ist

%|77i+1 — 1| = %|77i+1 — 2(tig1) + 2(tiy1) — it |
< %|7h'+1 — 2(tip1)| + %‘ﬁi+1 — 2(tiy1)]
< ChW+ O =~ ChP (2.45)
und daher
%‘77241 — Nig1| ~ %|7h'+1 — 2(tig)| = |7(ti, mi, 1) (2.46)

Dies ermoglicht die Schiatzung des lokalen Diskretisierungsfehlers mit Hilfe des Kontroll-

verfahrens.

Der Einsatz von Kontrollverfahren sollte moglichst ohne zusétzlichen Rechenaufwand
erfolgen. Ist beispielsweise 7,11 gegeben durch ein s-stufiges RKV nach Berechnung
der Steigungen ki, ko,..., ks, so sollte das Kontrollverfahren die Werte ki, ko, ..., ks
einbeziehen und ansonsten ohne weitere Werte auskommen. Da aber RKV in der Regel
so konstruiert sind, dass ohne weitere Funktionsauswertungen eine Ordnungssteigerung
nicht moglich ist, bedient man sich z. B. des Fehlberg-Tricks. Dabei bezieht man den
Wert

Nit1 =1 +h Z bik; (2.47)

i=1

mit ein, welcher ja ohnehin bei akzeptierter Schrittweite berechnet werden muss.
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Benutzt werden soll das KRKV der Ordnung p = 4 als Kontrollverfahren zur Steuerung
eines Verfahrens 3. Ordnung. Das KRKYV ist gegeben durch

1 0 0000
11 2 1 1000
b=- , C= f , A= 2 L , (2.48)
61 2 5 0 500
1 1 0010
mit der Iterationsvorschrift
Versuch 1
Versuchen wir, ein Verfahren 3. Ordnung mit ¢ und A, aber neuen Gewichten 51, ce by

zu erzeugen. Aus den Ordnungsbedingungen ergibt sich nach Satz [2.9] das Gleichungs-

system
bl = > bh=1,
i=1
BTC = ZB,’CZ‘:%,
i=1
She = L b = Y hage = L
i=1 i,j=1
also
1111 by 1
1 1 7 1
03 35 1 i (2.50)
o 1 19 b 1 ’
4 4 3 3
00 1 2 by :

Dieses Gleichungssystem ist regulér und hat die eindeutige Losung b = b = £(1,2,2,1)7,
so dass kein neues Verfahren 3. Ordnung entsteht.

Versuch 2 Fehlberg-Trick

Wir definieren im Parameterschema des KRKYV eine zusétzliche Zeile ¢, asi, ass, ass, asa,

ass = 0, den Steigungswert
ks = f(ti+h,77i+%(k‘1 + 2ko + 2k3 + ky)) (2.51)

und fithren die Gewichte b = (131, i)g, e 135)T ein. Das unterbestimmte Gleichungssystem

~

fiir b, welches auf die Ordnung 3 fiihrt, lautet nun

by
1 1 1 11 [; 1
. o L 111 2 1
Ab = 0 i i L1 133 = i (2.52)
! 11 1 1 by ?
00 7 35 3 , 5
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Seine allgemeine parameterabhingige Losung lautet
b=1(1,2,2,1-6u,6u), u€clR, (2.53)

und es ist

kern(A) = {z : Az = 0} = span(0,0,0, 1, —1)7. (2.54)

Eine spezielle Losung bei v = 0 ist

b=1(1,2,2,1,0)7, (2.55)
und sie fiihrt wieder auf das KRKV.
Verfahren 3. Ordnung sind gegeben z. B. mit u = % und u = % durch
b = 1(1,2,2,01), (2.56)
b = §(1,2,2,4,5)7" (2.57)

Wenn man bei der praktischen Realisierung die SWS mit
051 — Dia| & hl7(ti, mi, )] = O(RPH)

macht, besteht natiirlich auch die Moglichkeit, die genaueren Werte 7);,; und damit das
KRKYV fiir den Fortgang der Rechnung zu verwenden. Das wiirde bedeuten, dass man
zum KRKV der Ordnung 4 seine SWS durch den Vergleich mit einem RKV niedrigerer
Ordnung erhélt. Insgesamt geht die Idee auf FEHLBERG zuriick und ist in den eingebet-
teten RUNGA-KUTTA-FEHLBERG-Verfahren (RKFV) realisiert.

[2.17] Beispiel (a) Gegeben sei das AWP
¥ = f(t,x) =t cos(x), x(=2)=1, t€ [ty,T] =[-2,5]. (2.58)

Die exakte Losung ist

_ (14 sin(1)) e~ = 1 + sin() 2 cos(1) /22
l’(t) = arctan <(1 T Sll’l(1>> €t2—4 11— Siﬂ(l)’ (1 + Sll’l(l)) €t2—4 11— SlH(l)) ,(259)

wobei

arctan(y, z) = —uln (ﬂ) C1=+/—1.
Zunichst interessieren wir uns fiir das Richtungsfeld zur gDGl und AWP mit aus-
gewidhlten AB. Wir nutzen das Maple-Tool DEplot mit dem darin implementierten
KRKV. Zusitzlich ist in der Abbildung 2.5 die exakte Losung des AWP (2.58) als
gestrichelte Kurve eingetragen. Seine Naherungslosung mit dem KRKYV liegt nur knapp
daneben.
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DEplot: Richtungsfeld zu x’=t cos(x), [-2,5]x[-1,2], mit (Naeherungs)Loesungen
2- /7 V% g e e \ \\\ 1 \ \ \\S !
\\i\‘ \\\\
) -1 0 1 2 3 4 5
t

Abb. 2.5: Datei richt8.ps,
Richtungsfeld zur gDGI ' = f(t,x) =t cos(x) sowie Ndherungslosungen
mit den AB z(—2) =1, 2(0) = —1, z(0) = 1, sowie z(¢t) mit AB z(-2) =1

Wir zeichnen das Richtungsfeld mit MATLAB und tragen die Trajektorie (2.59) ein.

Richtungsfeld zu x =t cos(x) in [-2,5]x[-1,2] und Loesung x(t) mit AB x(-2)=1

2.5-
oL V2 . D S N N U U U W W
s o - = — ~ ~ N~ N NN NN\ \
150 — 1 - —
DG e 4 s/ / / / /
NN N~ + = s Ss)) ]
1r NN s o s A
NN s+ s
A S E N/ S A A Y N B
x 0.5- X()
\ NN+ r .
NN N+ s Abb. 2.6:
o \ F—t————— Datei r_f12b.ps,
N N+ .
o t t Ny ; ; ; ; ; ; ; ; Richtungsfeld zur gDGI
el Vv 1 A = —
VNN ST o v =t w) =1 cos(a)
-1t NN N o~ L sowie Losung z(t)
mit der AB z(—2) =1
B T e 0 1 2 3 g 5 6

t

Die Losungstrajektorie 2(t) = 7 stellt eine stabile Gleichgewichtslage dar.
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Nun vergleichen wir die Werte verschiedener ESV 7,1 =n+hV(t;,m;,h), i=0,1, ..., N—1,
h=(T—ty)/N =7/N, an der Stelle t =5 bei N = 28.

ESV

Ul

[nn — (5)]

[nn—=z(5)|
lz(5)|

PZV

MPZV

HV

(3,2)-RKV (2.18)
(5,3)-RKV, b mit (2.56)
(5,3)-RKV, b mit (2.57)
KRKV

1.570 796 326
1.570 590480
1.570511459
1.570768 044
1.570785 264
1.570781407
1.570 776 502

0.000016 158
0.000 189 687
0.000 268 708
0.000012123
0.000005 096
0.000001 239
0.000 003 665

0.000010 287
0.000120 759
0.000171067
0.000007 717
0.000003 244
0.000000 788
0.000002 333

x(5)

1.570780167

Tab. 2.3: Numer. Berechnung von ny mit ESV, h =7/N = 0.25, zu z(5) und Fehler

ESV

i — x(t
iﬁ%%“7 z(t;)| | max

|mi = (t:)|
i=0(1)N | (t3)]

PZV

MPZV

HV

(3,2)-RKV (2.18)
(5,3)-RKV, b mit (2.56)
(5,3)-RKV, b mit (2.57)
KRKV

0.353 038 584
0.010177 358
0.022439 851
0.010693 805
0.000892 715
0.000 316 554
0.000 302 954

42.225 454 988
0.176 545 563
2.853 572504
1.362920 749
0.063 207 246
0.041 707089
0.020 213 802

Tab. 2.4: Maximale Fehler im Intervall [—2, 5]

Wir bemerken, dass das (5,3)-RKV, b mit (2.57), einen Vergleich mit dem KRKYV eini-

germaflen Stand halt.
% Datei rkvi_3b.m

% Explizites 5-stufiges Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 3 fuer gDGl

% + Zusatzzeile c[5]=1, A[5,:]1=1/6(1,2,2,1,0) und b=1/6(1,2,2,1/2,1/2)°T

function [t,x,x4] = rkvl_3b(f,t0,t1,x0,N)

h = (t1-t0)/N;

t(1) = t0;
x(1) = x0; x4(1) = x0;
for i = 1:N
t(i+1) = tO+ixh;
k1l = feval(f,t(i),x(i));
k2 =
k3 =
k4 =

feval (f,t(i)+0.5%h,x(i)+0.5%h*xkl) ;
feval (f,t(1)+0.5%h,x(i)+0.5%h*xk2) ;
feval (f,t(i)+h,x(1i)+h*k3);

x4(i+1) = x(i)+h/6% (k1+2%¥k2+2%k3+k4) ;
k6 = feval(f,t(i)+h,x4(i+1));
x(i+1) = x(i)+h/6%(k1+2xk2+2xk3+0.5%k4+0.5%k5) ;

end;
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X'=t cos(x) in [-2,5]x[-1,2], Loesung x(t) mit AB x(—2)=1 sowie PZV, HV, MPZV, (3,3)-RKV, KRKV
T T T T T

15f

Abb. 2.7:
Datei r_f12c.ps,
' = f(t,x) =t cos(x)

0.5 \ / B

\ HV / und Losung x(t)
\ Mpzv  / ]
\ (3.2)-RKV/ mit der AB z(—2)=1,
\ KRKV y P
05 N . on 1 dazu Nédherungen
SITT mit PZV, HV, MPZV,
-1 I I I I 1 (372)—RKV, KRKV
-2 -1 0 1 2 3 4 5

Die Schrittweite h soll nun kontrolliert, aber noch nicht gesteuert werden.

Wir rechnen hier an dqudistanten Knoten t; = to +th = —2 + i', 1=0,1,.... N = 28,
und beobachten nur, wie sich der Fehler verhélt. Damit ware dann im Weiteren auch
eine Empfehlung fiir Schrittweitenverdnderungen machbar.

Fiir die Schrittweitenkontrolle benutzen wir, wie das in der Datei rkv1_3b.m erkennbar
ist, die RKV der Ordnung p = 3 mit (2.56), (2.57) und das KRKV als Kontrollver-
fahren. Damit ist der lokale Diskretisierungsfehler 7(¢;,7;, h) von der h-Ordnung 3 und
Di1 — i1 | = O(RY).

In der nachfolgenden Tabelle verwenden wird das (5,3)-RKV, b mit (2.56), und das
KRKV.

In der Spalte 2 sind die Ergebnisse von (5,3)-RKV und daneben die "lokale” Berechnung
(der Schritt) mit dem KRKV, woraus sich die Kontrollgréfie |n;11 — ;11| in der Spalte
4 ergibt.

Andererseits rechnen wir das KRKV (Spalte 7) und jeweils "lokal” dazu das ungenauere
(5,3)-RKV (Spalte 6) mit der Kontrollgrofle in der Spalte 5 zwecks Gegeniiberstellung.

t(i) eta3(i) etal34(i) [. - .| [. - .1 eta43(i) etad(i)
-2.00 1.000000 1.000000 0.000000000 0.000000000 1.000000 1.000000
-1.75 0.694204 0.694014 0.000190662 0.000190662 0.694204 0.694014
-1.50 0.344616 0.344549 0.000067027 0.000066983 0.344382 0.344315
-1.25 0.007911 0.007911 0.000000652 0.000000623 0.007592 0.007592
-1.00 -0.269993 -0.269982 0.000010467 0.000010479 -0.270301 -0.270291
-0.75 -0.473345 -0.473337 0.000007298 0.000007303 -0.473620 -0.473612
-0.50 -0.607166 -0.607164 0.000002671 0.000002672 -0.607413 -0.607411
-0.25 -0.682064 -0.682064 0.000000398 0.000000399 -0.682295 -0.682295

0.00 -0.706083 -0.706083 0.000000000 0.000000000 -0.706309 -0.706309

0.25 -0.682064 -0.682064 0.000000003 0.000000003 -0.682295 -0.682295

0.50 -0.607167 -0.607167 0.000000231 0.000000231 -0.607411 -0.607410
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0.75 -0.473350 -0.473348 0.000001900 0.000001900 -0.473614 -0.473612
1.00 -0.270010 -0.270005 0.000004768 0.000004772 -0.270294 -0.270289
1.25 0.007880 0.007879 0.000000415 0.000000400 0.007590 0.007589
1.50 0.344615 0.344580 0.000034956 0.000034931 0.344342 0.344307
1.75 0.694387 0.694259 0.000128518 0.000128472 0.694136 0.694007
2.00 1.000567 1.000243 0.000324180 0.000324128 1.000300 0.999976
2.25 1.229943 1.229398 0.000545854 0.000546094 1.229577 1.229031
2.50 1.381751 1.381112 0.000638625 0.000639994 1.381238 1.380598
2.75 1.472928 1.472341 0.000586867 0.000590235 1.472328 1.471738
3.00 1.523395 1.522933 0.000461431 0.000466955 1.522817 1.522351
3.25 1.549314 1.548991 0.000323380 0.000330478 1.548841 1.548510
3.50 1.561696 1.561490 0.000205390 0.000213070 1.561355 1.561142
3.75 1.567198 1.567079 0.000118982 0.000126220 1.566980 1.566853
4.00 1.569472 1.569409 0.000063016 0.000069060 1.569345 1.569276
4.256 1.570344 1.570313 0.000030528 0.000035048 1.570277 1.570242
4.50 1.570653 1.570640 0.000013516 0.000016564 1.570621 1.570604
4.75 1.570755 1.570749 0.000005458 0.000007321 1.570741 1.570733
5.00 1.570785 1.570783 0.000002003 0.000003039 1.570780 1.570777

Analog verfahren wir mit dem etwas besseren (5,3)-RKV, b mit (2.57), und dem KRKV.

t(i) eta3(i) eta34(i) [. - .| [. - .| eta43(i) etad(i)
-2.00 1.000000 1.000000 0.000000000 0.000000000 1.000000 1.000000
-1.75 0.694109 0.694014 0.000095331 0.000095331 0.694109 0.694014
-1.50 0.344466 0.344432 0.000033502 0.000033492 0.344349 0.344315
-1.25 0.007751 0.007751 0.000000319 0.000000311 0.007592 0.007592
-1.00 -0.270142 -0.270136 0.000005236 0.000005240 -0.270296 -0.270291
-0.75 -0.473479 -0.473475 0.000003650 0.000003652 -0.473616 -0.473612
-0.50 -0.607288 -0.607287 0.000001336 0.000001336 -0.607412 -0.607411
-0.25 -0.682180 -0.682179 0.000000199 0.000000199 -0.682295 -0.682295

0.00 -0.706196 -0.706196 0.000000000 0.000000000 -0.706309 -0.706309

0.25 -0.682180 -0.682180 0.000000001 0.000000001 -0.682295 -0.682295

0.50 -0.607289 -0.607289 0.000000116 0.000000116 -0.607411 -0.607410

0.75 -0.473481 -0.473480 0.000000950 0.000000950 -0.473613 -0.473612

1.00 -0.270150 -0.270148 0.000002385 0.000002386 -0.270292 -0.270289

1.256 0.007734 0.007734 0.000000204 0.000000200 0.007590 0.007589

1.50 0.344461 0.344443 0.000017472 0.000017466 0.344324 0.344307

1.75 0.694197 0.694133 0.000064247 0.000064236 0.694071 0.694007

2.00 1.000271 1.000109 0.000162077 0.000162064 1.000138 0.999976

2.25 1.229487 1.229214 0.000272987 0.000273047 1.229304 1.229031

2.50 1.381175 1.380855 0.000319655 0.000319997 1.380918 1.380598

2.75 1.472334 1.472040 0.000294275 0.000295118 1.472033 1.471738

3.00 1.522875 1.522642 0.000232094 0.000233478 1.522584 1.522351

3.256 1.548915 1.548751 0.000163458 0.000165239 1.548676 1.548510

3.50 1.561422 1.561317 0.000104602 0.000106535 1.561249 1.561142

3.75 1.567029 1.566968 0.000061281 0.000063110 1.566916 1.566853

4.00 1.569377 1.569344 0.000032992 0.000034530 1.569310 1.569276

4.25 1.570295 1.570278 0.000016363 0.000017524 1.570259 1.570242

4.50 1.570630 1.570623 0.000007489 0.000008282 1.570613 1.570604

4.75 1.570745 1.570742 0.000003167 0.000003660 1.570737 1.570733

5.00 1.570781 1.570780 0.000001239 0.000001520 1.570778 1.570777

Beide (5,3)-RKV fiihren auf dhnliche Ergebnisse. Dazu gewinnt man noch folgende Er-
kenntnisse. Am Anfang der Rechnung muss sich eine Schrittweite meist erst "einpendeln”.
Im Verlauf der Iteration werden dann in Bereichen mit flachem Losungverlauf die Kon-
trollgrofen kleiner, was zu einem Vorschlag fiir eine Schrittweitenvergroflerung fiihrt.
Dort wo starke Anstiege bzw. Kriimmungen auftreten, wachsen die Kontrollgréfen, so

dass man h entsprechend verkleinern sollte.
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(b) Gegeben sei das AWP

¥ =f(t,z) = p=1, x(0)=0, t € [ty,T] =0, 5]. (2.60)

x+ 107’
Die beiden allgemeinen Losungen sind

T1(t) = —107P + /10722 + 2(t + O), z5(t) = =107 — \/10-2» 4 2(t + C). (2.61)

Die exakte Losung des AWP ist
2(t) = —107 + V102 + 2t, p=1. (2.62)

Zunichst interessieren wir uns fiir das Richtungsfeld zur gDGl und AWP mit aus-
gewidhlten AB. Wir nutzen das Maple-Tool DEplot mit dem darin implementierten
KRKV.

Dabei verwenden wir in DEplot die Option stepsize=0.2, also eine grobe Schrittweite
im KRKV, um das Problem der Ungenauigkeiten zu Beginn der Rechnung wegen des
steilen Anstiegs bei der AB z(0) = 0 der Losung zu verdeutlichen.

DEplot: Richtungsfeld zu x’=1/(x+10"(-p)), p=1, [0,5]x[0,4], mit (Naeherungs)Loesungen

Abb. 2.8:

Datei richt11.ps,
Richtungsfeld zur gDGI

¥ =1/(x+107P), p=1,
sowie Naherungslosungen
mit den AB z(0) = 0,

z(0) =1, z(0) =2,

sowie z(t) mit AB z(0) =0

‘ (untere gestrichelte Kurve)

X(t)

Wir zeichnen das Richtungsfeld mit MATLAB und tragen die Trajektorie (2.62) ein.

Richtungsfeld zu x"=1/(x+10"P), p=1, in [0,5]x[0,4] und Loesung x(t) mit AB x(0)=0
45
a4 —_ — — — — — — — —— —
351 —t —_— —_— —_— —_— —_— —_— —_— —_— —_— —_—
— — — — — — — — — — —
*r P e e g,ﬁégz/?/
251 e - - /f"ﬁ — -
Abb. 2.9:
< 2F P e S A A
sl PR B T Datei r_f11b.ps,
ot A Richtungsfeld zur gDGI
7 A A A A A S A l’,—l/($+10_p) 1
S  P= 5
or N sowie Losung z(t)
o5, 5 : : 5 i : .| mit der AB z(0) =0
t
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Nun vergleichen wir die Werte verschiedener ESV 7,1 =n+hV(t;,m;,h), i=0,1, ..., N—1,
h= (T —ty)/N =5/N, an der Stelle t =5 bei N = 25.

ESV

Ul

[nn — (5)]

[nn—=z(5)|
lz(5)|

PZV
MPZV

HV

(3,2)-RKV (2.18)
(5,3)-RKV, b mit (2.56)
(5,3)-RKV, b mit (2.57)
KRKV

3.658 726 899
2.985 706 265
3.204139610
3.127 357066
3.121 312 066
3.120 058 858
3.118 811604

0.594 868 495
0.078 152138
0.140 281 206
0.063 498 662
0.057453 662
0.056 200 454
0.054 953 200

0.194156 653
0.025507 751
0.045 785799
0.020 725 064
0.018 752062
0.018 343032
0.017935 946

x(5)

3.063 858 403

Tab. 2.5: Numerische Berechnung von 7y mit ESV, & = 2 = 0.2, zu #(5) und Fehler

ESV

max [r; — (t;)]

i=0(1)N

max
i=1(1)N

;i —(t:)]
|z (t:)]

PZV

MPZV

HV

(3,2)-RKV (2.18)
(5,3)-RKV, b mit (2.56)
(5,3)-RKV, b mit (2.57)
KRKV

1.459 687576
0.358494 241
0.507 306 623
0.262 045 627
0.241051231
0.236 465 096
0.231878 962

2.701562118
0.663 494 352
0.938 913490
0.484 989 084
0.446 133 052
0.437645122
0.429157191

Tab. 2.6: Maximale Fehler im Intervall [0, 5]

Wir bemerken, dass die (5,3)-RKV durchaus mit dem KRKV vergleichbar sind.

X =1/(x+10"P), p=1, in [0,5]x[0,4], Loesung x(t) mit AB x(0)=0 sowie PZV, HV, MPZV, (3,3)-RKV, KRKV
4 T T T T T T T T T

3.5

3+

25 _ -

2 _ - g :(‘3'/2/ v
| - T KRKV
Py MPZV
L - i
15 | P ///
- 7
I PR
| - ///
ik, 7 i
1t
11§
Iy
0.5/
11
"
OCI 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2.5 3 3.5 4 4.5

-=- Abb. 2.10:

Datei r_f1lc.ps,

1 und Losung z(t)
mit der AB 2(0)=0,

dazu Naherungen

1 (3,2-RKV, KRKV
bei h = 0.2

o' =1/(z+1077), p=1,

mit PZV, HV, MPZV,
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Die Schrittweite h soll nun kontrolliert, aber noch nicht gesteuert werden.

Wir rechnen hier an dqudistanten Knoten t; = to +ih = £, i = 0,1,..., N = 25, und

5
beobachten nur, wie sich die Fehler verhalten.

Fiir die Schrittweitenkontrolle benutzen wir wiederum (5,3)-RKV der Ordnung p = 3
mit (2.56), (2.57) und das KRKV als Kontrollverfahren.

Die nachfolgenden Tabellen sind wie im Teil (a) des Beispiels zu verstehen.

(5,3)-RKV, b mit (2.56), und KRKV

t(i) eta3(i) eta34(i) l. - . I - . eta43(i) etad(i)
0.0 0.000000 0.000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000 0.000000
0.2 0.781364 0.772191 0.009172268485 0.009172268485 0.781364 0.772191
0.4 0.984821 0.984814 0.000006774776  0.000007295126 0.977384 0.977376
0.6 1.155725 1.155724 0.000001469632 0.000001548596 1.149299 1.149298
0.8 1.306004 1.306004 0.000000472197 0.000000491732 1.300267 1.300267
1.0 1.441704 1.441703 0.000000191092 0.000000197522 1.436473 1.436472
1.2 1.566388 1.566388 0.000000090056 0.000000092610 1.561550 1.561550
1.4 1.682372 1.682372 0.000000047292 0.000000048451 1.677849 1.677849
1.6 1.791256 1.791256 0.000000026927 0.000000027509 1.786994 1.786994
1.8 1.894204 1.894204 0.000000016326 0.000000016641 1.890163 1.890163
2.0 1.992093 1.992093 0.000000010408 0.000000010589 1.988240 1.988240
2.2 2.085601 2.085601 0.000000006913 0.000000007023 2.081914 2.081914
2.4 2.175269 2.175269 0.000000004751 0.000000004820 2.171728 2.171728
2.6 2.261536 2.261536 0.000000003361 0.000000003406 2.258124 2.258124
2.8 2.344760 2.344760 0.000000002437 0.000000002468 2.341464 2.341464
3.0 2.425243 2.425243 0.000000001806  0.000000001827 2.422052 2.422052
3.2 2.503239 2.503239 0.000000001363 0.000000001378 2.500144 2.500144
3.4 2.578965 2.578965 0.000000001046 0.000000001057 2.575957 2.575957
3.6 2.652608 2.652608 0.000000000815 0.000000000823 2.649681 2.649681
3.8 2.724332 2.724332 0.000000000643 0.000000000649 2.721480 2.721480
4.0 2.794279 2.794279 0.000000000513 0.000000000518 2.791496 2.791496
4.2 2.862575 2.862575 0.000000000414 0.000000000418 2.859856 2.859856
4.4 2.929332 2.929332 0.000000000338 0.000000000341 2.926673 2.926673
4.6 2.994649 2.994649 0.000000000278  0.000000000280 2.992046 2.992046
4.8 3.058615 3.058615 0.000000000230 0.000000000232 3.056065 3.056065
5.0 3.121312 3.121312 0.000000000192 0.000000000194 3.118812 3.118812
(5,3)-RKV, b mit (2.57), und KRKV an ausgewihlte Stellen

t(i) eta3(i) eta34(i) l. - .1 I - . eta43(i) etad(i)
0.0 0.000000 0.000000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000 0.000000
0.2 0.776778 0.772191 0.004586134242 0.004586134242 0.776778 0.772191
0.4 0.981096 0.981092 0.000003514864 0.000003647563 0.977380 0.977376
0.6 1.152507 1.152507 0.000000754292 0.000000774298 1.149299 1.149298
0.8 1.303131 1.303131 0.000000240934 0.000000245866 1.300267 1.300267
1.0 1.439083 1.439083 0.000000097141 0.000000098761 1.436472 1.436472
1.2 1.563965 1.563965 0.000000045663 0.000000046305 1.561550 1.561550
1.4 1.680106 1.680106 0.000000023934 0.000000024225 1.677849 1.677849
1.6 1.789121 1.789121 0.000000013608 0.000000013754 1.786994 1.786994
1.8 1.892179 1.892179 0.000000008242 0.000000008321 1.890163 1.890163
2.0 1.990162 1.990162 0.000000005249 0.000000005295 1.988240 1.988240
3.0 2.423644 2.423644 0.000000000908 0.000000000913 2.422052 2.422052
4.0 2.792884 2.792884 0.000000000258 0.000000000259 2.791496 2.791496
5.0 3.120059 3.120059 0.000000000097 0.000000000097 3.118812 3.118812

Die Ergebnisse sind wie im Teil (a). Nach einer notwendigen Anpassung der Schrittweite
am Anfang des Intervalls durch den starken Anstieg der Losung kann anschlieend eine

stetige und schnelle Schrittweitenvergréfierung vorgenommen werden. <«
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2.4.2 Schrittweitenkontrolle mit Schrittkennzahl

In numerischen Berechnungen hat man beobachtet, dass der Wert der partiellen Ablei-
tung f,.(t,z) grofen Einfluss auf die Wahl der Schrittweite h hat. GroBe Betrige |f,|
erfordern kleine h.

Fiir das KRKV kann man diese Ableitung ndherungsweise aus den in diesem Verfah-
ren berechneten Anstiegen ki, ko, k3 erhalten. Es gilt ndmlich bei Beriicksichtigung der
Lipschitz-Bedingung (1.18) fiir f

ks — ks
- 2.
" ko — ki (2.63)
_ | fit 5wt 5ke) - f(Ei 4 5w 4 5h)
- kQ_kl al’ o (9:17 :

Die Grofle k heifit Schrittkennzahl.

Zahlreiche Experimente fithrten auf die Faustregel, dass fiir moderate Genauigkeiten der
Losung der Wert x zwischen den Grenzen 0.1 und 0.2 liegen sollte.

Die Kennzahl kann man natiirlich im Laufe der Iteration berechnen und kontrollieren.
Mehr noch, mittels geeigneter Wahl von h gelingt es, den angegebenen Bereich 0.1..0.2
einzuhalten. Man konnte bei zu groffem s den RK-Schritt verwerfen und mit halber
Schrittweite einen neuen Versuch machen, oder bei zu kleinem s den RK-Schritt zwar
akzeptieren, aber mit doppelter Schrittweite die néchste Iteration machen. Zusétzliche
Kontrollen dienen zur weiteren Verbesserung dieser dualen Strategie der Verdopplung

bzw. Halbierung.

Kennt man die exakte Losung des AWP, so bestimmt man natiirlich aus der Beziehung

(2.63) umgekehrt die giinstige Schrittweite

K

h=h(t) = ——, k€][0.1,0.2], (2.64)
| falt, z())]
an jeder Stelle ¢t des Losungsintervalls.
Fiir lineare gDGI der Form
¥ =ar+pt+y (2.65)

mit reellen Koeffizienten gilt sofort f, = o = const und

ks — ko

—9
& o

= hla] = hlf:, (2.66)

so dass eine konstante Schrittweite h im ganzen Intervall genommen werden kann. Sie
wird lediglich durch die gewiinschte Genauigkeit mit der Ordnung O(h?*) bestimmt.
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[2.18] Beispiel Wir iiberpriifen die Bedingung (2.63) bei AWP.
(a) Gegeben sei das AWP

= f(t,x)=—x+t, x(0)=1,t€ t,T] =[0,2]. (2.67)
Die exakte Losung ist z(t) = 2e~* +t — 1. Die Schrittkennzahl betrigt

ks — ko

=2
A P—

= h|fs| = h-1, (2.68)

so dass man bei k = 0.2 mit durchweg h = 0.2 rechnen kann.

(b) Fiir das AWP
= f(t,x)=tx, z(0)=1,t>0, (2.69)

mit der stark wachsenden exakten Losung z(t) = e’/2 wird wegen f,(t,z) = t die
Schrittkennzahl x bei konstanter Schrittweite h stetig zunehmen.

Sei [to, T] = [0,2] und N = 5. Bei h = 0.4 erhalten wir mit dem KRKV die folgende
Tabelle.

t(1) x(1)) x| ki k2 k3 x4 | kappa hlf_x(i)|
0.0 1.0000 0.0000 | 0.0000 0.2000 0.2080 0.4333 | 0.0800 0.0000
0.4 1.0833 0.4333 | 0.4333 0.7020 0.7342 1.1016 | 0.2400 0.1600
0.8 1.3771 1.1017 | 1.1017 1.5974 1.6966 2.4669 | 0.4000 0.3200
1.2 2.0542 2.4651 | 2.4651 3.5661 3.8744 5.7664 | 0.5600 0.4800
1.6 3.5950 5.7521 | 5.7521 8.5418 9.5461 14.8270 | 0.7200 0.6400

.0 7.3787 14.7574 | 14.7574 22.7264 26.2327 42.8923 | 0.8800 0.8000

Tab. 2.7: Kontrolle der Schrittkennzahl x bei konstantem h = 0.4

Damit sollte man die Schrittweite h im Laufe der Iteration geeignet verkleinern. Fiir die
Schrittweitenfolge (hg, hy, ..., h13) = (0.4,0.4,0.2,0.2,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1)
bleibt die Schrittkennzahl x jedoch nahe dem Wert 0.2.

t(i) x(1)) x> (1) | ki k2 k3 k4 | kappa hlf_x(i)|
0.00 1.0000 0.0000 | 0.0000 0.2000 0.2080 0.4333 | 0.0800 0.0000
0.40 1.0833 0.4333 | 0.4333 0.7020 0.7342 1.1016 | 0.2400 0.1600
0.80 1.3771 1.1017 | 1.1017 1.3385 1.3599 1.6491 | 0.1800 0.1600
1.00 1.6487 1.6487 | 1.6487 1.9949 2.0330 2.4663 | 0.2200 0.2000
1.20 2.0544 2.4653 | 2.4653 2.7221 2.7381 3.0266 | 0.1250 0.1200
1.30 2.3279 3.0263 | 3.0263 3.3470 3.3686 3.7307 | 0.1350 0.1300
1.40 2.6644 3.7301 | 3.7301 4.1338 4.1631 4.6210 | 0.1450 0.1400
1.50 3.0801 4.6202 | 4.6202 5.1323 5.1720 5.7557 | 0.1550 0.1500
1.60 3.5965 5.7545 | 5.7545 6.4090 6.4630 7.2128 | 0.1650 0.1600
1.70 4.2417 7.2109 | 7.2109 8.0540 8.1278 9.0981 | 0.1750 0.1700
1.80 5.0529 9.0953 | 9.0953 10.1893 10.2905 11.5558 | 0.1850 0.1800
1.90 6.0798 11.5516 | 11.5516 12.9819 13.1213 14.7838 | 0.1950 0.1900
2.00 7.3888 14.7776 | 14.7776 16.6618 16.8549 19.0560 | 0.2050 0.2000

Tab. 2.8: Ungefihres Einhalten der Schranken der Schrittkennzahl x bei variablem h
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(c) Fiir das AWP

/
= t e ——
v =Ibe) = e

mit der exakten Losung xz(t) = —1077 + V102 +2¢t, p = 1, kann man mit der
Ableitung  f,(t,2) = —(z + 107?)72 bei k£ = 0.1 die variable Schrittweite aus (2.63)

theoretisch ermitteln.

, p=1, 2(0)=0, t € [t,T] =[0,5], (2.70)

ho= |J’f| = 0.1 ((t) + 1077)?
= 0.1(=107" + V102 + 2t + 1077)?
= 0.1(107% 4+ 2¢t)

= 02t+107%*71 (2.71)

was der Gestalt
h(t)=at+ 3, a=02, 3=10"%*"1 (2.72)
entspricht. Bei p = 1 ist h(t) = 0.2t + 1073,
Wegen ¢y = 0 gilt h(tg) = . Weiter sind
ty = to + h(ty) = 0, h(t1) = aty1 + 8 = fla+1),
ty =t1+ h(t1) = 6+ fla+ 1), h(ty) = oty + 3 = fla+1)?,
ty =to+ h(ts) = B+ Bla+ 1)+ Bla+1)%, h(ts) = ats+ = B(a+1)3,
m—1

=83 (a1 =L )~ Ba

i=0 @
Der Faktor der Schrittweitenvergroflerung im Prozess betragt o+ 1. Aus der Forderung
tm - tm—l + h(tm_l) == T == 5

folgt
(a+1)m—1
a

3 T

bzw.
(3T +1) lg(B'+1) l1g(10%+! +1)
T lgla+1) Igle+1)  Ig12)
Bei p = 1ist hg = 3 = 1073 ist m = 37.893. Somit braucht das KRKV 38 Schritte im
Intervall [0,5]. Es gilt

> 12.629 1027, (2.73)

1.
ty; = 10_3(72:4.247811249,

2
h(tsz) = 1073(1.2)
(1.2

)37 -1
0.
37 = 0.850 562 249,
38
2)38 1
g = 10—3())72 = 5.098 373 499.
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i t(i) h(i) | i t@) h(i)

0 0.0000 0.0010 | 20 0.1867 0.0383
1 0.0010 0.0012 | 21 0.2250 0.0460
2 0.0022 0.0014 | 22 0.2710 0.0552
3 0.0036 0.0017 | 23 0.3262 0.0662
4 0.0054 0.0021 | 24 0.3925 0.0795
5 0.0074 0.0025 | 25 0.4720 0.0954
6 0.0099 0.0030 | 26 0.5674 0.1145
7 0.0129 0.0036 | 27 0.6819 0.1374
8 0.0165 0.0043 | 28 0.8192 0.1648
9 0.0208 0.0052 | 29 0.9841 0.1978
10 0.0260 0.0062 | 30 1.1819 0.2374
11 0.0322 0.0074 | 31 1.4193 0.2849
12 0.0396 0.0089 | 32 1.7041 0.3418
13 0.0485 0.0107 | 33 2.0459 0.4102
14 0.0592 0.0128 | 34 2.4561 0.4922
15 0.0720 0.0154 | 35 2.9483 0.5907
16 0.0874 0.0185 | 36 3.5390 0.7088
17 0.1059 0.0222 | 37 4.2478 0.8506
18 0.1281 0.0266 | 38 5.0984 1.0207
19 0.1547 0.0319 | 39 6.1190 1.2248

Tab. 2.9: Entwicklung der variablen Schrittweite h bei Beriicksichtigung
der Schrittkennzahl x = 0.1

Bei grofiem p ist | f,| anfinglich sehr grof (f,(0,0) = —10%) und die Anfangsschrittweite

h muss dann klein sein, so dass insgesamt eine hohe Schrittanzahl m folgt. «
Die Schrittkennzahl ist nicht in jedem Fall geeignet.
Es gibt Beispiele wie

= f(t,z) = 10(1’ r ) + 2!
ST 1+82)  (1+2)%

te [to,tl] = [0,5], l’(to) = X,

wo |fz| = 10 ist und k = 2|k3 — ko|/|k2 — k1| konstant bleibt. Man mochte dann eine
Rechnung mit einer konstanten Schrittweite h = /| f,| machen. Die exakte beschrinkte
Losung z(t) = zoe!® + t2/(1 + t?) mit 7o = 0 hat aber instabiles Verhalten und bei
xg # 0 “explodiert® sie gegen 400 oder —oo. Somit ist bei konstanter Schrittweite in

einem grofleren Intervall keine gute Niherungslosung zu erwarten (vergl. auch Beispiel
[2.20] (b)).

2.4.3 Schrittweitensteuerung mit Grob- und Feinrechnung

Hierbei betrachten wir nur ein ESV und seinen Diskretisierungsfehler.

Damit verbunden sind solche Begriffe wie asymptotische Fehlerschitzung, Extra-
polation, adaptives Prinzip bzw. Runge-Prinzip.

Analogien gibt es auch zur numerischen Integration mit Grob- und Feinrechnung. Dort
macht man fiir die ndherungsweise Berechnung des bestimmten Integrals I unter Ver-

wendung einer Quadraturformel folgenden Zugang.
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Bei der Schrittweite 2h liefert sie die Néaherung I zu I, das ist die Grobrechnung.

Bei der Schrittweite h liefert sie die Naherung I, das ist die Feinrechnung und ent-
spricht dem Kontrollmechanismus.

Mit den beiden Approximationen I und I ldsst sich eine ungefahre Angabe iiber den
Fehler der Feinrechnung Fr = I — Ir machen. Damit kann [ = Ip + FF fiir eine
bessere Approximation mit hoherer Genauigkeitsordnung verwendet werden.

Wir wollen hier mit dem ESV vorab nicht zwei Néherungen n; und 7; bei konstanten
Schrittweiten 2k bzw. h ermitteln und dann eine Verbesserung vornehmen. Im Zuge der
schrittweisen Berechnung soll eine lokale Betrachtung des Diskretisierungsfehlers sowohl
fiir die Korrektur von Nédherungslosungen als auch zur SWS durchgefiihrt werden.
Dazu nutzen wir den globalen Diskretisierungsfehler e; und die Fehlerordnung p des

s-stufigen expliziten RKV in der Darstellung
e; = ety h) = n; — x(tito, xg) = n; — Wiloxg = ChP 4+ O(hPT). (2.74)

Angenommen, der Koeffizient C' sei ungefdhr konstant. Mit der Berechnung von Ch”

gelangt man zu der gewiinschten Genauigkeitsverbesserung und zu einer Kenngrofle fiir
die SWS.

Das Runge-Prinzip beinhaltet Folgendes.
Sei auf diesem Teilintervall der Wert 7,5 das Ergebnis der Grobrechnung mit einem
2h-Schritt des ESV und 7);41, 742 die Ergebnisse der Feinrechnung zweier h-Schritte.
Dann kann man mit xy = 79 schreiben
€10 = 6(t2‘+2, Qh) = Tij+2 — I(tH_Q; to, l’(]) = C(2h>p + O(hp-l—l), (275)
éH_g = é(tH_g, h) = ﬁi+2 — l’(tH_g; to, ZL’Q) = ChP + O(hp+l). (276)

Damit gelten

Nz = @(tiyasto, o) + C(2h)P + O(RPTY),
Nivz = (tipaito, zo) + Ch? + O(RP*Y),
Wiz — iz = C(20 = P+ O(RH),
77i+22p—_ﬁ12'+2 — Ch + O
= iy — 2(tip2; to, 7o) + O(hPT)
= €0+ O(hp-i'l)‘

Somit erhalten wir eine erste Beziehung fiir den Fehler der Feinrechnung

Bive = 7””22__”1”2 +O(RMY). (2.77)
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Daraus folgt auch eine zweite fiir den Losungswert

T(tiyaito, o) = Tivz — €ita = it + % +O()

2P0 — Niyo
ﬁ + O(hP ). (2.78)

Die Formel (2.78) bedeutet eine Linearkombination von Grob- und Feinrechnung und

fithrt zu einem verbesserten Naherungswert fiir z(t;,2; to, o). Die Feinrechnung hat da-

bei ein groferes Gewicht.

[2.19] Bemerkungen

(a) Beide Beziehungen (2.77) und (2.78) stellen asymptotische Fehlerschitzungen
dar, d. h. je kleiner die Schrittweite h, desto genauer wird der Wert é; 5 bzw. x(t;12; to, 70)
approximiert, falls die Rundungsfehler vernachlassigt werden kénnen und die Gleitpunkt-

arithmetik hinreichend stark ist.

(b) Fiir den Fehler der Feinrechnung é;.- liefert die Grofle

Ni+2 — Mi+2

1 (est = estimate) (2.79)

est =

i. Allg. eine gute Nédherung.

(c) Das Runge-Prinzip beinhaltet eine Extrapolation.

Den aus Fein- und Grobrechnung zusammengesetzten oder extrapolierten Wert findet

man in verschiedenen Darstellungen als

- 2870 — Nito « Tit2 — Mit2
jpg = ——————— = 1) ey 2.80
Mit2 w1 Nit2 + w1 (2.80)

Er ist eine um Groéfenordnung bessere Naherung als der Feinwert 7);,5.
Beim KRKV (2.30) haben wir p = 4 und

Nive = N+ 2h®(t;,n:,2h) = n; + K,
Niv1 = N +h®(t;, mi, h) =n + kK,
Nige = Nig1 +h®(tigr, Niv1, h) =N + K =n; + K + K,

mit den Zuwéchsen K, k', k”. Damit ist der Fehlerterm

K4k —K
est = +T (2.81)

Dieser wird zur dualen SWS verwendet. Ist bei gegebener Toleranz ¢ > 0 der Fehler
lest| > e, wird der Schritt verworfen und mit halber Schrittweite wiederholt. Sonst wird
er akzeptiert und bei Unterschreitung einer unteren Schranke die folgende Schrittweite

verdoppelt.
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Die untere Schranke £/50 vermeidet ein stindiges abwechselndes Verdoppeln und Hal-
bieren der Schrittweite. Der Faktor 1/50 ist gleichzeitig ein aus vielen Experimenten
gewonnener Wert.

(d) Die Anpassung der Schrittweiten und damit Gitterstruktur wéhrend des Losungspro-
zesses heifit, ausgehend von (t;,7;) eine neue Schrittweite h; festzulegen, um dann 7,4,
an der Stelle t;,1 = t; + h; zu bestimmen.

Das Ziel der SWS kann nun so formuliert werden. Wéahle h;, so dass die ndchste Naherung
eine vorgegebene Fehlertoleranz erfiillt.

Im Gegensatz zum Bisherigen steuern die géngigen Verfahren nur den lokalen Fehler
und nicht den globalen. Die Schrittweite wird so gewihlt, dass fiir den aktuellen Schritt

gilt
Miv1 — x(tigas tim)| < €

mit vorgegebener Toleranz ¢. Die exakte Losung (¢, 1;t;,1;), also z(t) zur AB x(t;) = n;
ist hier natiirlich nicht bekannt und muss i. Allg. durch eine Approximation ersetzt wer-
den. Man spricht deswegen von der Fehlerschéitzung und kommt so zu der im Abschnitt

2.4.1 empfohlenen Vorgehensweise.

Wir wollen aber wieder zur Grob- und Feinrechnung im Teilintervall [¢;, ¢;4-2h] zuriickkeh-
ren. Dort soll der Koeffizient C' lokal konstant sein, was fiir ein kleines Intervall ange-
nommen werden kann.

Analog zu den Formeln (2.75), (2.76) sei 7,12 das Ergebnis der Grobrechnung mit einem
2h-Schritt des ESV und 7);41, 742 die Ergebnisse der Feinrechnung zweier h-Schritte.

Dann kann man mit x; = n; schreiben
€iyo = € (tiya, 20) = Nivo — (tipas tiymi) = C(2R)PT 4+ O(WFF?),
Eiyo = € (tixa, h) = Niya — x(tiastiym) = 20K+ O(RP*?).

Damit gelten

Nige = o(tigo;ty,m) + C(2R)PTE 4 O(hPH?),

Higr = (tigpasts, m;) + 20K + O(RPF?),
% = 20RT + O(WP*?) = fivo — a(tiga; ti,ms) + O(WPT?) = &),y + O(RPF?).
Daraus folgt fiir den Losungswert

Nit2 — Mit2 2
e e (f) hp-i— .
w1 TOWT)

est

T(tivaitin i) = Niva — €149 = Tipa +

~~

Mit2
Das entspricht dem Ergebnis der Formel (2.78). Damit treffen auch die bisherigen Be-

merkungen zum Runge-Prinzip und SWS zu.
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Im folgenden Flussdiagramm zum KRKYV fiir das skalare AWP
Zlf/ = f(t,..'lf), l’(to) = Ty, te [t()vT]v

wird eine Prozedur KRKV _S( ) mit entsprechenden Parametern fiir den RK-Schritt

verwendet.

h:=hgy; t:=tg; T :=xg
f? T? 6

(t+2n>T )
n

]
[h= (T‘—t)/Q |
K = KRKV_S(f,t,z,2h)
k' = KRKV_S(f,t,z,h) Ko— I
k' = KRKV_S(f,t+h,x + kK h) b= h/2

lest :== (K + K — K)/15 ]|

J

n
t:=t+2h
ci=x+k +k"+est

Abb. 2.11: Datei dsws_rkv.pic,
Flussdiagramm zum KRKV mit dualer SWS

Die duale SWS mit Verdoppeln und Halbieren der Schrittweite ist {iberschaubar, aber
natiirlich noch nicht optimal beziiglich einer moglichst kleinen Anzahl der Funktions-
wertberechnungen. Die Voraussage einer variablen und damit mehr angepassten Schritt-

weite erfordert jedoch einen aufwéndigeren Steuermechanismus.



PD Dr. W. Neundorf, Numerik GDGL - AWP 73

Folgende MATLAB-Prozeduren liegen dazu vor. Dabei kann die Schrittprozedur ent-
weder den Naherungswert am néchsten Knoten bzw. nur den Zuwachs an dieser Stelle

zuriickgeben.

% Datei krkv_sl.m
% Ein Schritt des KRKV --> y=x(i+1)

function y = krkv_s1(f,ti,xi,h);
k1l = feval(f,ti,xi);

k2 = feval(f,ti+0.5%h,xi+0.5%hx*kl);
k3 = feval(f,ti+0.5%h,xi+0.5%h*k2) ;
k4 = feval(f,ti+h,xi+h*k3);

y = xi+h/6% (k1+2+k2+2*k3+k4) ;

% Datei krkv_s2.m
% Ein Schritt des KRKV --> z=Zuwachs

function z = krkv_s2(f,ti,xi,h);
k1l = feval(f,ti,xi);
k2 = feval(f,ti+0.5%h,xi+0.5%h*k1);
k3 = feval(f,ti+0.5%h,xi+0.5%h*k2) ;
k4 = feval(f,ti+h,xi+hx*k3);
z = h/6*x(k1+2xk2+2*k3+k4) ;

Um eine Analogie zum Flussdiagramm (Abb. 2.11) zu haben, verwenden wir im Steu-
ermechanismus die Funktion krkv_s2. Dazu sind alle Knoten ¢;, die Ndherungswerte
x; = n; sowie ihre nicht dquidistanten Abstdnde 2h; Vektoren und Ergebnisparameter

der Funktion krkvl_sw, um damit verschiedene Auswertungen vorzunehmen.

% Datei krkvl_sw.m

% Explizites Klassisches Runge-Kutta-Verfahren, KRKV fuer gDGl
% mit dualer Schrittweitensteuerung

% x’=f(t,x), x(t0)=x0, t in [t0,T], hO Anfangsschrittweite

% —=> ein Schritt: krkv_sl.m oder krkv_s2.m

function [t,x,h,anz] krkvl_sw(f,t0,T,x0,h0,eps)

hi = hO;

ti = t0;

xi = x0;

t(1) = t0;

x(1) = x0;

anz = 0;

for i = 1:1000000 % obere Schranke hinreichend gross waehlen

if ti+2xhi>T
hi = (T-ti)/2;
end;
K = krkv_s2(f,ti,xi,2*hi);
while 1>0,
ks = krkv_s2(f,ti,xi,hi);
kss = krkv_s2(f,ti+hi,xi+ks,hi);
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est = (ks+kss-K)/15;
if abs(est)<=eps

break;
else
hi = 0.5%hi;
K = ks;
anz = anz+1;
end;
end;
h(i) = 2xhi;

ti = ti+2%hi;
xi = xit+ks+tkss+est;
t(i+1) = ti;
x(i+1) = xi;
if abs(ti-T)<=eps
break
elseif abs(est)<0.02*eps
hi = 2x*hi;
else
end;
end;
h(i+1) = 2xhi;

Ein kleines Problem bei der SWS ist die Vorgabe einer guten Anfangsschrittweite hy,
um zu Beginn der Rechnung sowohl unnétige Halbierungen als auch mehrere Verdopp-
lungsvorschldge zu vermeiden. Oft bleibt jedoch nur die Wahl von hy = (T — ty)/2.

In krkv1_sw ist die Anzahl der durchgefiihrten Schritte mittels der Lange der Ergebnis-
vektoren geméafl max(size(t)) abfragbar.

Fiir Testzwecke haben wir noch einen Zahler anz fiir die Anzahl der nicht akzeptierten

Schritte eingebaut, den man spéater wieder entfernen kann.
Mogliche Aufrufe der Funktion in einem Rahmenprogramm wéren z. B.

[t,x,h,anz] = krkvl_sw(’f1’,t0,T,x0,h0,eps);
[t,x,h,anz] = krkvl_sw(’f1’,0,5,0,0.00025,10"(-16));

[2.20] Beispiele
(a) Wir tiberpriifen anhand des AWP der RicATTI-DGI

v =t—a2? 2(0)=0, t€[t,T]=][0,1], (2.82)

dass der lokale sowie globale Diskretisierungsfehler des KRKV ;.1 = n; + h¥(¢;, m;, h),
i=0,1,... N=1, h= (T —ty)/N = 1/N, von der Ordnung p = 4 ist.

Bei einer Schrittweitenhalbierung sollte sich der Fehler rund 16 Mal verkleinern.

In MATLAB bei double-Arithmetik 16sen wir das AWP fiir N = 5,10, 20, ... Schritte.
Die Ergebnisse 7;, « = 0,1, ..., N, und entsprechende Fehler sind in einer Tabelle zusam-

mengestellt. Fiir groe N wird die Akkumulation der Rundungsfehler sichtbar.
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N h ny Globaler Fehler | V(W1
(ty = 1) en(h) |ean (h/2)|
5102 0.4555 3348 8111 ~0.0000 1102 7969 16.1374
10 | 0.1 0.4555 4384 2704 ~0.0000 0068 3376 16.0947
20 | 0.05 0.4555 4448 3621 ~0.0000 0004 2459 16.0596
40 | 0.025 0.4555 4452 3437 ~0.0000 0000 2643 16.1092
80 | 0.0125 0.4555 4452 5916 ~0.0000 0000 0164 17.4061
160 | 0.00625 | 0.455544526071 ~0.0000 0000000942 |  40.9884
320 | 0.003125 | 0.45554452 608123 0.0000 0000000023 |  0.2760
640 | 0.0015625 | 0.45554452 6081 83 0.0000 0000 0000 83 -
2(1) | 0.45554452 60818735 16

Tab. 2.10: Ergebnisse ny bei ty =1 fiir N = 5,10, 20, 40, 80, 160, 320, 640 sowie
Relation der globalen Fehler ey =ny—xz(ty) bei Schrittweitenhalbierung

(b) Gegeben sei das AWP
¥ = f(t,x) =t cos(z), x(=2)=1,tE€ [ty,T] =[-2,5], (2.83)
mit der exakten Losung

_ (1 +sin(1)) e ~* — 1 +sin(1) 2 cos(1) et’/22
x(t) = arctan <(1 +sin(1)) e + 1 —sin(1)’ (1 +sin(1)) e 4+ 1 — Sin(l)) (2.84)

Richtungsfeld, die Trajektorie x(¢) und Ndherungslosungen mit ESV haben wir schon
im Beispiel [2.17] (a) demonstriert.
Nun vergleichen wir Fehler des KRKYV fiir verschiedene N.

N nN ew| = Iy —2()| | max n—(t)]

7 | 2.8087 3448 8267 1.23795432 0301 1.2379 54320301

14 1 1.5698 91516710 0.0008 8865 1255 0.0076 0346 3175

28 | 1.5707 7650 2388 0.0000 0366 5577 0.0003 0295 4367

56 | 1.57078003 4019 0.0000 0013 3946 0.0000 1501 4776

112 | 1.5707 8016 1308 0.0000 0000 6658 0.0000 0083 1907

224 1 1.5707 8016 7594 0.0000 00000371 0.0000 0004 8904

70 | 1.57078011 7959 0.0000 0005 0007 0.0000 0584 0025

700 | 1.57078016 7962 0.0000 0000 0004 0.0000 0000 0491

7000 | 1.5707 8016 7966 22 | 0.0000 0000 0000 0.0000 0000 0000 049
14000 | 1.57078016 7966 22 | 0.0000 0000 0000 0011 | 0.0000 0000 0000 0051
35000 | 1.57078016 7966 22 | 0.0000 0000 00000011 | 0.0000 0000 0000 0042
70000 | 1.57078016 7966 22 | 0.0000 0000 00000015 | 0.0000 0000 0000 0093
x(5) | 1.5707 8016 7966 22

Tab. 2.11: Fehler bei t = 5 und maximale Fehler im Intervall [—2, 5]
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X =t cos(x) in [—2,5]x[—1,2], Loesung x(t) mit AB x(—2)=1 sowie KRKV, N=...
T T T T T

—0.5

! ! ! ! !
-2 -1 (o] 1 2 3 4 5
t

Abb. 2.12: Datei r_f12f.ps, Naherungslosungen zur gDGI 2’ =t cos(x), z(—2) =1,
mit KRKV bei verschiedenen N

Die Naherungslosungen zeigen ein moderates Verhalten.

Mit der Schrittweite h = 1 ist natiirlich keine verniinftiges Ergebnis zu erwarten. An-
dererseits stoBt man mit der Schrittweite h = 1072 und der Verfahrensordnung O(h*)
schon fast an die MATLAB-Genauigkeit double. Aulerdem wachsen mit N die Run-
dungsfehler an.

Wir verwenden nun das KRKV mit SWS zu verschiedenen Toleranzen ¢ = 10~% und
nehmen dazu eine moglichst groffe und runde Anfangsschrittweite hg, wo das erste Teil-
intervall [to, tg + 2ho] und weitere solche der Lénge 2hq akzeptiert werden. Dann werten

wir die Ergebnisse unter folgenden Gesichtspunkten aus.

€ ho 1. Schritt | Anzahl | Anzahl | 2hu40 | 2Rmin | max |n; — z(t;)]
mit 2hg Schritte | n. akz. Z

1073 | 0.50 1.00 11 1 1.00 0.50 1.094E-03
0.55 n. akz.

107 | 0.20 0.40 21 2 10.80 0.20 1.655E-05
0.25 n. akz.

1075 ] 0.25 0.50 31 4 10.50 0.125 1.796E-06
0.30 n. akz.

107% ] 0.15 0.30 44 2 10.30 0.10 2.960E-07
0.20 n. akz.

1077 10.05 0.10 72 2 10.20 0.05 1.992E-08
0.075 n. akz.

10~% | 0.030 0.060 104 1 10.120 | 0.040 2.693E-09
0.035 n. akz.

107 | 0.020 0.040 175 3 |0.080 |0.020 2.096E-10
0.025 n. akz.




PD Dr. W. Neundorf, Numerik GDGL - AWP

5 ho 1. Schritt | Anzahl | Anzahl | 2A,02 | 2Pmin max i — z(t;)]
mit 2hg Schritte | n. akz.

10~1° 1 0.013 0.026 281 3 0.052 0.013 1.525E-11
0.014 n. akz.

10~ | 0.008 0.016 434 3 |0.064 | 0.008 2.054E-12
0.009 n. akz.

1072 1 0.0050 | 0.010 620 2 10.040 |0.010 3.281E-13
0.0055 | n. akz.

1073 | 0.0030 | 0.006 1012 2 |0.024 | 0.006 3.064E-14
0.0035 | n. akz.

10~ | 0.0020 | 0.004 1550 2 |0.016 | 0.004 4.218E-15
0.0025 | n. akz.

10~ | 0.0013 | 0.0026 2778 3 | 0.0104 | 0.0013 3.469E-14
0.0014 | n. akz.

10~16 | 0.0008 | 0.0016 4285 4 10.0064 | 0.0008 5.373E-14
0.0009 | n. akz.

10~'7 | 0.0005 | 0.0010 6161 2 1 0.0040 | 0.0010 1.572E-13
0.0006 | n. akz.

Tab. 2.12: Ergebnisse zum KRKV mit SWS bei geforderter Toleranz ¢
(n. akz. = nicht akzeptierter Schritte)

77

Die Genauigkeitsordnung des Verfahrens ist durch die Korrektur von der Ordnung O(h®)

und wird erreicht. Bei Rechnungen nahe der Genauigkeit der Gleitpunktarithmetik

double treten sehr grofie Schrittanzahlen auf und mit den dabei in jedem akzeptierten

Schritt gemachten 12 Funktionswertberechnungen machen sich Rundungsfehler bemerk-

bar. Diese lassen dann keine Verbesserung der Losungsgenauigkeit mehr zu.
Nun noch zum Vergleich zwischen KRKV ohne und mit SWS.

Wir wihlen Varianten bei dhnlicher Losungsgenauigkeit max |n; —

x(t;)| aus und un-

tersuchen dabei die einfachen Schrittweiten h und die Anzahl anzf der Funktionswert-

berechnungen.
KRKYV ohne SWS KRKV mit SWS

max |1n; — x(t;)] N h anzf | a/n.S. h anzf
O(107%) 56 | 0.125 224 | 21/2]0.1..0.4 268
0(107%) 224 | 0.03125 896 72/2 1 0.025...0.1 880
O(10-19) 700 | 0.01 2800 | 175/3 | 0.01..0.04 | 2124
O(10~1) 7000 | 0.001 | 28000 | 1012/2 | 0.003...0.012 | 12160
O(1071%) 14000 | 0.0005 | 56000 | 1550/2 | 0.002...0.008 | 18616

Tab. 2.13: Vergleich von KRKV ohne und mit SWS
(a/n.S. = Anzahl der akzeptierten bzw. nicht akzeptierten Schritte)
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Fiir geringe Genauigkeitsanforderungen reicht das KRKV ohne SWS aus und ist schnel-
ler. Das Verhéltnis dndert sich jedoch mit kleiner werdender Toleranz ¢ zu Gunsten des
KRKV mit SWS, wo der Bereich der Schrittlingen nicht so klein wird.

Bei der Betrachtung der akzeptierten Schrittweiten 2h; versus t; ergeben sich zwei
auffillige Situationen. Bei flachem Losungsverlauf nahe ¢ = 0 und bei ¢t > 3 erfolgt eine
Schrittweitenvergroflerung, die dann aber bei t nahe Null wieder schnell "zuriickgenommen”
werden muss auf das Niveau wie zu Beginn der Rechnung. Im Verlauf einer Phase eines
starken Funktionsanstiegs bzw. Kriimmung kann es, wie zwischen ¢ = 2 und ¢ = 3, zu
einer weiteren Schrittweitenverkleinerung kommen.
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0.01; x10° x10°

79

eps = 1e-15 7
h0=0.0013

0.008

0.006]

eps=1e-16 eps =1le-17
h0 = 0.0008 h0 = 0.0005

ol
15
0.004
e
1
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Abb. 2.13: Dateien r_f12¢3.ps, r_f12g4.ps,...,r_f12¢17.ps (v.l.o. n.r.u.),
Schrittweitenverhalten 2h;(t;) beim KRKV mit SWS
bei e = 107%, k = 3,4, ...,17, und geeigneter Wahl von hy

(c) Gegeben sei das AWP

= f(t x)—lO(m c )—I— 2l
T 1+82)  (1+2)%

Die allgemeine Losung der gDGI ist

t2
t — C 10t
x(t) e + L
die exakte Losung des AWP mit x(tg) =
10 ’
t) = ‘ :
x(t) = xoe" + e

t e [tO,T] = [0,5], l’(to) = 29.

(2.85)

(2.86)

(2.87)

Zunichst interessieren wir uns fiir das Richtungsfeld zur gDGI und AWP mit aus-
gewihlten AB. Wir nutzen MATLAB mit der Prozedur dfield.m aus Abschnitt 1.1.

Richtungsfeld zu x =10(x-t2/(1+t3)+2*t/(1+t%)? in [0,5]X[~1,2]
250

15F

\\\\_‘_‘_‘
~N—— — —
[~ ——
N ——

—05F

e i —
i —
—_—— " /N ——— — — —
I 0 U —
T U —

[ i —
/2 e —

- N ———
—_—— /N —— — — —
—_—— =/ N\ —— — — —
- N —————
-— N —— —
- N ————
—_—— Yt —— — -\ ——— — —
e e U
I T U e pp——
- N ——
e ) 0 i —
- ————
S 1 U —

— N ———

P ——
—_——
-~

-15 1 1 1 1 1 ! ]
-1

Abb. 2.14:

Datei r_f1la.ps,
Richtungsfeld zur gDGI
a = f(t x)

in [0,5] x [—1, 2]
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Wir zeichnen das Richtungsfeld und tragen Trajektorien (2.87) mit gegebenen AB ein.

iR
m?%ﬁfffuillll/u/////lw,
T Ehbae L0 LT LT LT
A Ay X%«%O\\\f\\\\\\\\\\ Datei r_f1b.ps,
BRI NN A A NN A
T <AA AV L Ly L)y Richtungsfeld zur gDGI
JZANAANT LTV L L = f(t D)
o S S A S Y
VAL T T gy sowie Losungen x(t)
ol VL L T T T mit den AB 2(0) =0
T T i T O A A R B A 0 =1 104 —10-4
LIttty 2(0)=1,107, —
o l l0.‘5~ l ~1 ~ ~115~ ~ ; ~ ~215~ ~ :L | ~3‘.5~ ~ Jl ~ ~415~ ~ ;

t

Dabei bemerkt man, dass die die Losungskurve x(t) = ¢2/(1 + t?) mit der AB z(0) =0
fiir t — oo gegen die Asymptote = = 1 strebt. Aber sie ist eine instabile Kurve (instabile
Gleichgewichtslage), weil bei noch so gerinfiigiger Stérung der AB die Nachbartrajekto-

rien sich bald von ihr entfernen. Ist zo > 0, so tendiert x(¢) schnell gegen Unendlich.

Somit ist interessant, wie sich die ESV verhalten, die ja auch nur in Nachbarschaft zu
x(t) arbeiten.

Wir vergleichen also mehrere ESV ;.1 =n;+h¥(t;,m;,h),i=0,1,..., N—1, bei Wahl
einer kleinen konstanten Schrittweite h = (T' —ty)/N = 5/N, N = 1000.

X =10(x—t2/(1+t2)+2t/(1+t%)? in [0,5]X[0,1], Loesung x(t) mit AB x(0)=0 sowie ESV, h=5/1000
T : : . : . . . :

Abb. 2.16:

N - | Datei r_flc.ps,

Il At | eDCLa’ = f(t,2), t € [0,5]
0.47 3 \“\(3'3)_RKV | und Losung z(t)

-l v | mit den AB z(0) = 0,

- ,/’/A pav HV | sowie Néherungslosungen
o mig ESV bei N = 1000

t

Keines des ESV kann iiber ein ldngeres Zeitintervall an der exakten Loésung "dran blei-
ben”. Wiirden wir die Schrittkennzahl x (2.63) zum KRKV auswerten, so kann man nur
konstant bleibende Werte erkennen, so dass die in Abschnitt 2.4.2 beschriebene Methode
nicht greift.
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Wir vergleichen noch Rechnungen mit dem KRKV bei verschiedenen Schrittweiten

h=5/N.
15 x’=1‘0(x—tzl(1+‘(2))+2U(1+‘12)2 in [O,E;‘]x[o,l.s], IToesung x‘(t) mit AB >‘<(O)=0 sowie KRKV, N=
N=10° Abb. 2.17:
' t Datei r_f1d.ps,
et N=10° - gDGl 2’ = f(t,z), t € [0,5]
| o und Losung x(t)
0s N:u\):_z o {1 mit den AB z(0) =0,
N=107 ‘\‘ y\ sowie Ndherungslosungen
x mit KRKV bei N =102, 107,
| A S N B R N=210%310% 10% 10%,10°

Damit ist man eigentlich geneigt, die Schrittweitensteuerung (SWS) mit Grob-/Fein-
rechnung zu verwenden. Der Funktionsaufruf ist

hO = 0.00025
eps = 107(-16)
[t,x,h,anz] = krkvl_sw(’f1’,t0,T,x0,h0,eps);

Dabei verwenden wir die kleinste Toleranz ¢ = 1076, die bei double-Gleitpunktarithmetik
von MATLAB noch Sinn macht (Rechnungen mit kleineren Toleranzen finden kein
Ende). Dazu nehmen wir noch eine moglichst grofie und runde Anfangsschrittweite

ho = 0.00025, wo das erste Teilintervall [to,to + 2ho] und weitere solche der Lénge
2hq akzeptiert werden.

X =10(x—t2/(1+t2)+2t/(1+t%)? in [0,5][0,1.5], Loesung x(t) mit AB x(0)=0 sowie KRKV, N=
15 . : . : : : T

Abb. 2.18:
Datei r_fle.ps,
gDGl 2’ = f(t,z), t € [0,5]

SWS, eps=1E-16

N=10°

<
_ N N=10%
A\
N=3*10%
\
1
N=2+10°

N=10°
\

| |
N=102

\ |
o I I I I L
6]

X(t)

N=10°

I
0.5 1 1.5 2 25 3

t

I
3.5

Wir wollen das Ergebnis erldutern.

und Losung x(t)

mit den AB z(0) =0,
sowie Naherungslosungen
mit KRKV bei N =10%,103,
N=210% 3103 10% 105,108,
dazu das KRKV mit SWS
bei ho = 0.00025, ¢ = 10716

Auch das KRKV mit SWS wird meistens etwas "spiter” die Umgebung der exakten
Trajektorie verlassen und dann sich schnell von ihr entfernen.
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Mit der Anfangsschrittweite hy = 0.000 25 erzielen wir das beste Ergebnis beziiglich des
Aufwands an Funktionsauswertungen. Auch andere hg, wie z. B. hg = 0.001, die nach ei-
nigen anfinglichen Halbierungen/Verdopplungen auf die Teilintervalllinge 0.000 5 kom-
men, zeigen adhnliches Verhalten. Mit der Anfangsschrittweite hg = 0.001 haben wir
z. B. eine Situation, wo zunéchst zwei Schrittweitenhalbierungen vorgenommen werden
miissen, um dann mit der giinstigen Schrittweite 0.000 5 weiter zu rechnen.

Aber Rechnungen mit hg &~ 0.000 25, also knapp daneben, weichen schon deutlich ab.

In der ersten Hélfte des Bereiches [ty,T] = [0, 5] kann man bei hy = 0.000 25 fast mit
konstanter Schrittweite rechnen. Die meisten Schrittweitenhalbierungen und damit ver-
bunden die Nichtakzeptanz eines Schritts sind in der zweiten Hélfte.

Trotz des strengen Abbruchkriteriums |est| < 1071¢ wird der Fehler der Niherungslésung

dabei stetig schlechter.

Zum KRKV mit SWS erfolgen noch einige vergleichenden Rechnungen.

ho 1. Schritt | Anzahl Anzahl 2R aa 28 min
mit 2hg Schritte | nicht akz.
0.0004, mnicht akz. | 0.0004 80809 41745 | 0.0016 | 0.000000195
0.0002, akzeptiert | 0.0004 80809 41744 | 0.0016 | 0.000000195

0.000 225, akzeptiert | 0.00045 81639 41629 | 0.0018 | 0.000000219
0.000 24, akzeptiert | 0.00048 53010 21907 | 0.00192 | 0.000000937
0.000 245, akzeptiert | 0.00049 72417 35112 | 0.00196 | 0.000000 239

0.000 25, akzeptiert | 0.0005 34522 9457 | 0.0020 | 0.000001953

0.000 255, akzeptiert | 0.00051 74 360 36121 | 0.00204 | 0.000000 249
0.00026, akzeptiert | 0.00052 58 304 25821 | 0.00208 | 0.000000507
0.000 275, akzeptiert | 0.000 55 55208 23961 | 0.0022 | 0.000000537

0.0003, akzeptiert | 0.0006 56113 24968 | 0.0024 | 0.000000 585
0.01, nicht akz. | 0.0003125 | 71333 35092 | 0.0025 | 0.000000 305
0.001, nicht akz. | 0.0005 34522 9459 | 0.0020 | 0.000001953

Tab. 2.14: Ergebnisgrofien zum KRKV mit SWS zu verschiedenen hy

Wir illustrieren die akzeptierten Schrittweiten 2h; versus t;. Dabei zeigt sich der ver-
gleichsweise giinstige Verlauf, wenn hy = 0.000 25 ist. Die hohen Schrittzahlen der Rech-

nungen entstehen jedoch am Ende des rechten Teils des Intervalls [to, t1].

ho = 0.00025 ho = 0.0003
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T u 18 T T T T T
ho = 0.0002 ho = 0.000225
1.4- 4 161 4

141 4
1.2 B

121 B

o8l B

0.6 B
06 B

0.4] 4

0.4 4

0.2 B o0zl 4

Abb. 2.19: Dateien swhb.ps, swh3.ps, swh2.ps, swh6.ps (v.l.o. n.r.u.),
Schrittweitenverhalten 2h;(¢;) beim KRKV mit SWS bei e = 107! und
ho = 0.000 25, 0.0003, 0.0002, 0.000225

Wir betrachten an ausgewéhlten Stellen den Fehlerverlauf des KRKV mit SWS bei
ho = 0.00025 und € = 106, Weil an denselben Punkten auch das KRKV bei konstan-
ter Schrittweite mit N = 10%, h = 5-107%, gerechnet wurde, kénnen wir einen Vergleich
anstellen.

(MATLAB mit Nummerierung der Feldgrenzen von 1).

| exakt | KRKV mit SWS | KRKV ohne SWS
i t (1) | x(t(i)) | eta(i) leta(i)-x(t(@))| | eta(i) leta(i)-x(t(i))|
1 0 | 0 | 0 0 | 0 0

1000 0.499500 | 1.996800e-001 | 1.996800e-001 1.804e-015 | 1.996800e-001 5.967e-015
2000 1.045500 | 5.222329e-001 | 5.222329e-001 6.928e-013 | 5.222329e-001 1.352e-012
3000 1.545500 | 7.048903e-001 | 7.048903e-001 1.038e-010 | 7.048903e-001 2.010e-010
4000 2.045500 | 8.071014e-001 | 8.071014e-001 1.540e-008 | 8.071013e-001 2.984e-008
5000 2.604000 | 8.714788e-001 | 8.714829e-001 4.104e-006 | 8.714708e-001 7.949e-006
6000 3.427000 | 9.215337e-001 | 9.369295e-001 1.540e-002 | 8.917112e-001 2.982e-002
7000 3.746500 | 9.334941e-001 | 1.309307e+000 3.758e-001 | 2.055207e-001 7.280e-001
8000 3.954250 | 9.398897e-001 | 3.940565e+000 3.001e+000 | -4.872601e+000 5.812e+000
9000 4.079250 | 9.433116e-001 | 1.141670e+001 1.047e+001 | -1.934428e+001 2.029e+001
10000 4.204250 | 9.464545e-001 | 3.750217e+001 3.656e+001 | -6.986418e+001 7.081e+001
11000 4.293937 | 9.485541e-001 | 9.058056e+001 8.963e+001 | -1.726697e+002 1.736e+002
12000 4.356437 | 9.499463e-001 | 1.684046e+002 1.675e+002 | -3.234117e+002 3.244e+002
13000 4.418938 | 9.512837e-001 | 3.137977e+002 3.128e+002 | -6.050664e+002 6.060e+002
14000 4.481438 | 9.525691e-001 | 5.854266e+002 5.845e+002 | -1.131238e+003 1.132e+003
15000 4.543938 | 9.538050e-001 | 1.092895e+003 1.092e+003 | -2.114256e+003 2.115e+003
16000 4.602125 | 9.549134e-001 | 1.954864e+003 1.954e+003 | -3.783886e+003 3.785e+003
17000 4.635563 | 9.555327e-001 | 2.730698e+003 2.730e+003 | -5.286853e+003 5.288e+003
18000 4.666813 | 9.561002e-001 | 3.732071e+003 3.731e+003 | -7.226622e+003 7.228e+003
19000 4.698063 | 9.566570e-001 | 5.100786e+003 5.100e+003 | -9.877971e+003 9.879e+003
20000 4.729313 | 9.572035e-001 | 6.971598e+003 6.971e+003 | -1.350194e+004 1.350e+004
21000 4.760563 | 9.577399e-001 | 9.528694e+003 9.528e+003 | -1.845531e+004 1.846e+004
22000 4.791625 | 9.582632e-001 | 1.299943e+004 1.300e+004 | -2.517788e+004 2.518e+004
23000 4.821750 | 9.587617e-001 | 1.756901e+004 1.757e+004 | -3.402943e+004 3.403e+004
24000 4.847531 | 9.591813e-001 | 2.273571e+004 2.273e+004 | -4.403709e+004 4.404e+004
25000 4.869555 | 9.595348e-001 | 2.833684e+004 2.834e+004 | -5.488754e+004 5.489e+004
26000 4.889078 | 9.598443e-001 | 3.444594e+004 3.444e+004 | -6.672232e+004 6.672e+004
27000 4.906031 | 9.601103e-001 | 4.080963e+004 4.081e+004 | -7.904693e+004 7.905e+004
28000 4.921703 | 9.603539e-001 | 4.773350e+004 4.773e+004 | -9.246161e+004 9.246e+004
29000 4.937484 | 9.605970e-001 | 5.589322e+004 5.589e+004 | -1.082664e+005 1.083e+005
30000 4.952406 | 9.608248e-001 | 6.488779e+004 6.489e+004 | -1.256872e+005 1.257e+005
31000 4.964438 | 9.610070e-001 | 7.318352e+004 7.318e+004 | -1.417617e+005 1.418e+005
32000 4.974961 | 9.611654e-001 | 8.130466e+004 8.130e+004 | -1.574878e+005 1.575e+005
33000 4.984898 | 9.613141e-001 | 8.979930e+004 8.980e+004 | -1.739466e+005 1.739e+005
34000 4.994336 | 9.614545e-001 | 9.868681e+004 9.869e+004 | -1.911577e+005 1.912e+005
34522 5.000000 | 9.615385e-001 | 1.044378e+005 1.044e+005 | -2.022995e+005 2.023e+005
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Die absoluten Fehler |n; — z(t;)| sind beim KRKV mit SWS etwa nur halb so gro8.
Mit der in diesem Algorithmus eingebauten Korrektur der Losung aus Grob- und Fein-
rechnung mochte man schon eine hohere Genauigkeit erwarten.

Der Aufwand an Funktionsauswertungen f(¢,z) iiber das ganze Intervall ist bez. der
Anzahl beim KRKV ohne SWS 4 - 105, bei KRKV mit SWS bei 35422 Schritten und
9457 nicht akzeptierten Schritten 12 - 34522 + 8 - 9457 ~ 4.9 - 10°, also rund acht Mal
weniger. Rechnet man aber z. B. nur bis zur Stelle £(5000) = 2.604, wo beide Verfahren
noch die Losungsgenauigkeit O(107%) aufweisen, dann haben bis dahin das KRKV ohne
SWS ca. 2.1 - 10° Funktionswerte berechnet, das KRKV mit SWS braucht bei wenigen
nicht akzeptierten Schrittweiten nur (4 + 8) - 5000 = 6 - 10* Funktionswerte. Das ist ein
gewaltiger Unterschied.

Fur beide Varianten beginnt nach der Mitte des Losungsintervalls die rapide Fehlerzu-
nahme.

Bei ¢(5000) = 2.604 hat man fiir das KRKV mit SWS den Naherungswert

eta(5000) = 0.871482 879022 58, den Schrittweitenvorschlag 2h = 0.001 sowie zum Ver-
gleich den exakten Losungswert x(£(5000)) = 0.871478 775 490 90.

Nur wenn man mit dem exakten Wert, also mit dem Prozeduraufruf

[ts,xs,hs,anz] = krkvl_sw(’f1’,2.604,5,0.87147877549090,0.0005,10"(-16))

weiterrechnet, kommt man in der zweiten Intervallhélfte auf ein annehmbares Ergebnis
mit nur einer Nichtakzeptanz der Schrittweite und damit Schrittweitenhalbierung nahe

der rechten Intervallgrenze 5, sowie

max(size(ts)) = 2362,

max(hs) = 0.004,

min(hs) = 0.001,

max (abs (xs-xexakt)) = abs(xs(2362)-xexakt(5)) = 1.522e-04.

Wir haben bei unseren Rechnungen die Erkenntnis gewonnen, dass die ndherungsweise
Integration an Trajektorien, die instabile Gleichgewichtslagen sind, nur in sehr be-

schrankten Intervallen und bei hohen Genauigkeitsanforderungen moglich ist. <
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3 Lineare Mehrschrittverfahren

3.1 Das Konzept der linearen Mehrschrittverfahren (MSV)

Das Konzept der ESV bestand in der Berechnung einer Approximation 7,,; aus dem
vorhergehenden Wert 7;. Um hierbei Verfahren hoherer Ordnung zu erzielen, wie z. B. bei
RKV, ist es in jedem Zeitschritt notig, die Funktion f(¢, x) an mehreren Zwischenstellen
auszuwerten. MSV dagegen stellen Berechnungsverfahren fiir n;,, dar, fiir welche die
bereits bekannten Werte n;,m;_1,...,n;_x verwendet werden. Die zugrunde liegenden
Ideen entstammen der Interpolationstheorie sowie der numerischen Integration. '3

Dies illustrieren die folgenden ersten Beispiele zur Losung des skalaren AWP
¥ = f(t,z), x(ty) = xo, t € [to, T (3.1)

Die exakte Losung werde wieder mit x(t) bezeichnet. Wie frither seien zu einem vorge-
gebenen Zeitschritt h = At die diskreten dquidistanten Zeiten t; = to + ¢ h definiert.

[3.1] Beispiele
Durch Integration der gDGI des AWP folgt

tit1 tiy1

2 (t)dt = x(tip1) — x(t;) = / f(t, z(t))dt. (3.2)

Bezeichnen wir

F(t) = f(t x(t)),

so erhalten wir die folgende exakte Formel

tit1

t;
Zu ihrer Integration erinnern wir uns an die Ideen zur Herleitung der Newton-Cotes-
Formeln zur Integration.

(a) Wir ersetzen den Integranden F'(¢) durch das lineare Interpolationspolynom zu den
Punkten (¢;_1, F;_1) und (¢;, F;), wobei Fy, = F(tx), gemaf

t—ti t—t ftiy . t—t
t - F; F;-_ et E J— F;,_ —
nlt) = gtk I B
F; — Fi_ Fi1—F; Fy — Fi_
= F_1+ 71(15 —ti1)=F;+ 17(15 —t;)=F, + 71(15 —t;).
t; —ti1 tic1—t; h

13Vergl. Vorlesung Num. Mathematik I
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Setzen wir p;(t) anstelle von F(t) in die Gleichung (3.3) ein und integrieren, so folgt

w(tisn) & a(t:) + h[5f(t, o)) — 5 (tim, 2(tiz)]-

Dies fiihrt zum expliziten MSV

Nir = 1 + B (3 f(ti,n:) — 5.f(ticy, mic1)], (3.4)

explizit deshalb, da 7;,; durch diese Formel direkt aus den Werten n; und 7,_; berechnet
werden kann.

(b) Ersetzen wir F'(t) durch das lineare Interpolationspolynom zu den Punkten (t;, F})
und (¢i41, Fitq)

so erhalten wir

w(tir) = x(t;) + h [5f (tigr, 2(tiga)) + 5./ (L, 2(t:))]

mit dem entsprechenden impliziten MSV

Nit1 = 1; + %[f(ti-l—lv ni+1) + f (i, mi)l, (3.5)

implizit deshalb, weil die Gleichung nicht unmittelbar nach n,; aufgelost werden kann.

(¢) Ersetzen wir schlielich F'(t) durch das quadratische Interpolationspolynom ps(t) zu
den Punkten (t;_o, F;_s), (t;_1, F;_1) und (¢;, F;) gemi LAGRANGE oder NEWTON!®,
so folgen die verschiedenen Darstellungen

(t —tio)(t —tim1) (t —tio)(t — 1) it (t—ti)(t—t) F

) = =t Gt — 1) (tia—ti1)(tia— 1)

= #(t—ti)2+%(t—ti)+l} F; — [hlz(t t;)? +%(t_ti)} F_,

+ | gt gt Fio
= Fi+ Flti, tia](t —t;) + Flti, ti1, ti—o](t — ) (t — ti—1)

= Fi+——=[(t —t;)*(Fi_o — 2F;_1 + F;) + h(t — t;)(Fy_o — 4F,_1 + 3F})].

1
2h? L

Daraus ergeben sich die Naherung

2(tinn) & 2ts) + (B (1 2(t)) = 8 f(timr, 2(tir)) + S f (g, 2(tioa)

14 Joseph Louis de Lagrange (1736-1813), franzosischer Mathematiker und Physiker, Arbeiten zur

Variationsrechnung, Differentialgleichungen, Mechanik, Zahlentheorie, Analysis, Algebra
15Gir Isaac Newton (1642-1727) englischer Mathematiker, Physiker, Astronom und Philosoph, Mitbe-

griinder der Theorie der Differential- und Integralrechnung, u. a. Arbeiten zu algebraischen Gleichungen,

symmetrischen Funktionen, Interpolation
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sowie das explizite MSV

v = i + 15(23F (ti, 1) — 16f (ti1,mi1) + 5 (o2, ni—a)]- (3.6)

(d) Nehmen wir in der Formel (3.2) als Intervall [t;_1,%;11] und ersetzen F'(t) durch
das quadratische Interpolationspolynom po(t) zu den Punkten (t;_1, F;_1), (¢;, F;) und
(tiv1, Fiy1) gemaB der Lagrange-Formel

(t—ti)(t—t) (t —ti))(t —tiv1) (t —ti)(t — tit1)
(birs — ti) (e —t0) T (b — i) (b — tiv1) " (fi — i) (i1 — tir1)

so folgt als Quadraturformel die SIMPSON'®-Regel mit den Gewichten £, 2, 4 und damit

E—lv

pa(t) =

die Ndherung

w(tiyr) = wtion) + 20 [§ f(tipr, (tivn)) + 5 f (i, 2(t) + 5 f (timy, 2(tim1))]

sowie das implizite MSV
Nig1 = Nie1 + B[ (tig1, nir) + 4 (L ni) + f(tica,mi)]. < (3.7)

[3.2] Ubung Man rechne die Darstellung der Interpolationspolynome p,(t) mit Hilfe

der angegebenen Lagrange- bzw. Newton-Polynome nach.

In den Beispielen sind drei Aspekte deutlich zu erkennen:
— Explizites oder implizites MSV,
— Anzahl der Stufen oder Schritte eines MSV,

— Wahl des Integrationsintervalls und der Knoten fiir die Interpolation.

Die oben erhaltenen Ansétze werden wie folgt verallgemeinert.

[3.3] Definition Ein Verfahren der allgemeinen einheitlichen Form

A Nitr + Q1 Nigr—1 + ... F @11 +aon; = h(bfir, +...+bifiri +bofi), (3.8)
Ar = 1a { 2 Oa fk = f(tk?nk)>

heifit lineares r-stufiges MSV bzw. lineares r-Schritt-Verfahren.

Ist b, = 0, so heifit das MSV explizit, andernfalls implizit.

Als Startgrofen werden dabei ng, 71, . . ., 1-—1 bendtigt.

Die Anzahl der Stufen r ergibt sich als Differenz von maximalen und minimalen ¢-Index.

Das ist die Anzahl der Teilintervalle, iiber die sich die Formel erstreckt.

In den Beispielen [3.1] haben die MSV in (a), (d) die Stufenzahl 2, in (b) 1 und in (c) 3.
Somit beschreibt nach dieser Definition (a) ein explizites 2-stufiges MSV

Nite — Niv1 = h [%f(ti—i-bm—irl) - %f(ti, m)]

16Thomas Simpson (1710-1761), englischer Mathematiker
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Die Formel (b) beschreibt ein implizites 1-Schritt-Verfahren und damit insbesondere
also ein ESV

i1 — 0 = % [f(tiz1, igr) + f(E,m)]-

Durch (c) ist ein explizites 3-Schritt-Verfahren definiert geméas

Mivs — vz = 15 [23f (tiva, Niva) — 16f (tiza, migr) + 5 (ts, 7))
Mit (d) haben wir das implizite 2-Schritt-Verfahren

Nit1 — Ni—1 = %[f(ti—i-la Nig1) +4f (i, ms) + f(tiz1, miz1))-
Anstelle der Formel des MSV in der Definition [3.3] gibt es auch noch weitere ge-
brauchliche Darstellungen. Dabei beachte man jedoch die teilweise andere Bezeichnung
und Nummerierung der Koeffizienten.

Eine zweite etwas anschaulichere, aber spezielle Darstellung ist
Nitp = Nigt+h Zﬁjfz’—j =Ni—q +h(Bofi+ Bifica + .o+ Brfir), (3.9)
5=0

P Z Oa q 2 07 { Z S = max(ﬁ q)v Mo, 11, "'ans-i-p—l gegeben'

Eine dritte besondere implizite Form ist
Zajmﬂ» = hb.firr, a.,b.#0,9>0, n9,m,...,0_1 gegeben. (3.10)
§=0

Eine vierte Moglichkeit der Notation von impliziten MSV ist

m+1 = Z A Nm+41—5 + hZﬁjfm+1—j> m 2 r—= ]-7 Nos My -5 Mr—1 gegebena (311)

j=1 7=0

= hfbof(@Tmt1; Mms1) + Z(%’Umﬂ—j + hBj fms1-5)-
j=1

0

Die Bestimmung von 7,,.; in (3.11) erfolgt meist iterativ bei vorgegebenem nmzrl (dies

z. B. aus einem expliziten MSV) mittels

k k k
N = BBof (b, L)) +C = g'¥), k=0,1,..... (3.12)

Bei der Herleitung der Formeln (3.8) - (3.11) wird gemé&$ ihrem interpolativen Cha-
rakter und bei Verwendung von Interpolationspolynomen von Lagrange oder Newton,
Schema der dividierten Differenzen, Integration von Polynomen, Newton-Cotes-Formeln
der Integration, Vorwéarts- bzw. Riickwértsdifferenzen oftmals die Darstellung mittels

der Riickwartsdifferenzen
Vfi=V =N i, VO =

genommen. Deshalb gehéren MSV auch zur Gruppe der Differenzengleichungen.
Jede Summe von Funktionswerten in den MSV kann in eindeutiger Weise mittels Riick-

wartsdifferenzen notiert werden.
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Aus den Ansitzen (3.8)- (3.11) kann man die grundlegenden Klassen von MSV bei ent-
sprechender Wahl der Parameter p, ¢, r ableiten.

Formel (3.9)

p>1 . explizite MSV

p=1,¢=0 :explizite (r + 1)-stufige ADAMS-BASHFORTH-Formeln
der Ordnung r + 1

p=1¢=1 : explizite s-stufige NYSTROM-Formeln, s = max(r + 1, 2)

p=0, 8o =0 : explizite MSV

p=0, By #0 :implizite MSV

p=0, ¢g=1 :implizite s-stufige ADAMS-MOULTON-Formeln der Ordnung r + 1,
s = max(r, 1)

p=0, ¢g=2 :implizite s-stufige MILNE-SIMPSON-Formeln aus der Klasse
vom ADAMS-STORMER-Typ, s = max(r,2),

Formel (3.10) : Riickwértige Differentiationsformeln (engl. Backward Differentiation
Formulas, BDF), steif-stabile GEAR-Methoden

Wir stellen im Folgenden daraus drei wichtige Klassen von MSV vor.

3.1.1 Adams-Bashforth-Verfahren

Adams'"-Bashforth'®-Verfahren sind explizite, bei denen in Verallgemeinerung zu den
Beispielen [3.1] (a), (c) die Funktion F'(t) aus Gleichung (3.3) im Intervall [t;, ;1] durch
das Interpolationspolynom zu den Knoten ¢;_,,...,t;_1,t; approximiert wird.

Wir suchen also fiir die Werte r = 0,1, 2, ... die spezielle Darstellung
Nig1 = 1; + hzr:ﬁjfi—j =i+ h(Bofi +Bificr + ..+ Brfier) (3.13)
5=0
als (r + 1)-stufiges MSV. Dazu brauchen wir das Lagrange-Interpolationspolynom
pe(t) = 3 F a0
5=0

mit den zugehorigen Lagrange-Basispolynomen L;_;(t). Zwecks Vereinfachung der Rech-

nung seien die Knoten to, ..., t,_1,t., t,41 (einfache Indexverschiebung). Dann ist
pe(t) = 37 FiLi(t)
k=0

mit

17John Couch Adams (1819-1892), englischer Mathematiker und Astronom
8Francis Bashforth (1819-1912), englischer Physiker, Ballistik, Bashforth Chronograph
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Die Integration von p,(t) anstatt von F(t) liefert bei der Bereichstransformation
t:to—l-Sh, tk:to+kh,

try1 r+1

1) dt = Z&/H ﬁ}%&/nhl
tr l;ék r l;ék

und damit die gesuchten Koeffizienten der MSV

ty — 4
t,

r+1 r

(r) S—Z
= 1,.. .14
k / ll_! k —l 07 ) y Ty (3 )

T £k

k:' /Ils—l s, s=z+r, z€l0,1]
/r_
T l;ék

(-1 [
k!(r—k)!/g(z+r_l) dz,

1
(—1)r* 1 d iy
k:!(r—k:)!/z+r—kll_£(z+l) dz, r=k=J,
J .

1 T

g = bl / 1,H(z+l) dz, j=0,1,..r (3.15)

M=) 2+

12k

Damit zeigen wir auch den Weg zur Vereinfachung und Auswertung der Formel.

Wir stellen die Koeffizienten in einer Tabelle zusammen.

k=r—j
(r) 0 1 2 3 4 5
(0) _ ;(0)
= Do=; 1
(1) _ p(1) 1 3
=P 2 2
8@ = g 5 _16 23
k 2—j 12 12 12
Y = g¥ _9 37 _59 55
kT M35 24 24 24 24
5(4) _ 5(4) 251 1274 2616 2774 1901
ko T Fa—j 720 720 720 720 720
5(5) _ 5(5) 475 2877 7298 9982 7923 4277
kT Mbo—j | T 1440 1440 1440 1440 1440 1440

Tab. 3.1: Koeffizienten der (r + 1)-stufigen Adams-Bashforth-Verfahren, r =0,1,...,5
Mit fk = f(tk, nk) ist durch

Moo — 1 = R8O i+ B foa + o+ 8 fier) (3.16)

das (r + 1)-stufige Adams-Bashforth-Verfahren gegeben.
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Definieren wir den lokalen Diskretisierungsfehler wie im Fall der ESV, so hat dieses Ver-
fahren die Ordnung r + 1 (vergl. Abschnitt 3.2).

Wegen der einheitlichen Faktoren (Nenner) in den Koeffizienten ﬂ,@j, j=0,1,...,r,und
aus Griinden ihrer besseren Zuordnung zu den Funktionswerten f;, fi_1,..., fi_, wie in

der Formel (3.13) schreiben wir das erweiterte Koeffiziententableau mit 3; = ﬁ(r)

L, und

der Konstanten ¢ im Fehlerglied wie folgt.

Ordnung | Fehler- ¥

r | = Stufen | konstante | K 0 1 2 3 4 5
n=r+1 | ch"ftV K j3;

0 1 z 1 1

1 2 = 2 3 -1

2 3 % 12 23 -16 5

3 4 2 24| 55 59 37 -9

4 5 % 720 | 1901 2774 2616 1274 251

5 6 st 1440 | 4277 7923 9982 7298 2877 475

Tab. 3.2: Koeffizienten der n-stufigen Adams-Bashforth(n)-Verfahren n-ter Ordnung,

T

n=r+1, ng—m=h> Bificj, i=r,r+1, .., n,m,...,n gegeben
i—0

j=
Adams-Bashforth(1)-Verfahren ist das PZV.

Das (r+1)-stufige Verfahren kann erstmalig angewendet werden, wenn die Werte 7, ..., 1,
bekannt sind. Diese Werte miissen durch andere Verfahren, etwa ESV der gleichen Ord-
nung, berechnet werden. Das Schema des numerischen Verfahrens zur Approximation

von z(t) im Intervall [to, T] sieht demnach wie folgt aus.

[3.4] Algorithmus (7 + 1)-stufiges Adams-Bashforth-Verfahren

S1 Initialisierung
Wiéhle Schrittzahl N € IN und Ordnung r + 1,
definiere h = (T — ty)/N und setze 19 = xo.
S2  Anlaufrechnung
Wihle ESV ¥(¢, z, h) mit derselben Ordnung
und berechne 9,1 = n; + h¥(t;,m;, h) fiir i = 0,1, ...
S3  Einsatz des Adams-Bashforth-Verfahrens

Firi=r,r+1,...,N —1berechne ;1 =mn+h > B;f(tij, ni—j)-

J=0

,r—1.
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[3.5] Beispiel Wir betrachten das AWP aus Beispiel [2.20] (c).

t2 2t
l” — f(t,l') = 10([[’ — 1—|—t2) + (1 —|—t2)2’ t e [to,T] = [0,3], l'(to) =g = 0,

mit der exakten Losung x(t) = 11%

Nun wollen wir Adams-Bashforth-Verfahren mit RKV vergleichen. Dabei soll die An-
laufrechnung zum MSV mit den RKV erfolgen. Aus dem Abschnitt 2.2 nutzen wir das
MATLAB-File rkv.m der vektoriellen Version des expliziten RKV.

Wir testen die Varianten

— Adams-Bashforth(3) mit (3,3)-RKV (Kutta-Verfahren),

— Adams-Bashforth(4) mit KRKV,

- (3,3)-RKV,

— KRKV.

MATLAB-File zur vektoriellen Version das Adams-Bashforth-Verfahren

% ab.m
% (r+1)-stufiges Adams-Bashforth-Verfahren der Ordnung r+1
% hier: beta(j)->beta(j+1),j=0,...,r; Ordnung=max(size(beta))
function [t,x] = ab(A,b,c,beta,f,t0,T,x0,N)
h = (T-t0)/N;
r = size(beta,1); % max(size(beta))

n = size(x0,1);
fr = zeros(n,N);

% Anlaufrechung
[t,x] = rkv(A,b,c,f,t0,t0+(r-1)*h,x0,r-1);
% Funktionswerte zur Anlaufrechnung

for i=1:r
fr(:,i) = feval(f,t(i),x(:,1));
end;
% Naechste Schritte
for i=r:N

t(i+1) = tO+ix*h;
x(:,i+1) = x(:,i)+h*xfr(:,i:-1:i-r+1)*beta;
fr(:,i+1) = feval(f,t(i+1),x(:,i+1));

end;

Rahmenprogramm zum Test von Adams-Bashforth-Verfahren und RKV

% ab_rkv.m
% Test von AB, RKV fuer gDGl
% ——> ab.m, rkv.m --> f1.m, flexv.m ( x(t)=t"2/(1+t"2) )

function [t,x,t1,x1,t2,x2,t3,x3,t4,x4] = ab_rkv(N)
% N = Anzahl der Schritte im Intervall [tO,T]

% 3-Schritt Adams-Bashforth -- Ordnung 3
betal = [ 23/12 -16/12 5/12]’;

% 4-Schritt Adams-Bashforth -- Ordnung 4
beta2 = [ 55/24 -59/24 37/24 -9/24]’;
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% Kutta-Verfahren, KV -- Ordnung 3
AM=[0 0 O
0.50 O
-1.0 2 0];
cl1=[00.51]"; bl = [1/6 2/3 1/6]°;
% KRKV -- Ordnung 4
A2=[0 O 0 O
.50 0 O
0.50 O
0O 1 0];
c2=[00.50.51]"; b2 = [1/6 1/3 1/3 1/6]°;

O OO

% Integrationsintervall

t0 = 0;

T = 3;

% Startwert

x0 = 0;

% Numerische Loesung: AB, RKV

[t1,x1] = ab(Al,bl,cl,betal,’f1’,t0,T,x0,N); 7% Anlaufrechnung mit KV
[t2,x2] = ab(A2,b2,c2,beta2,’f1’,t0,T,x0,N); % Anlaufrechnung mit KRKV
[t3,x3] = rkv(Al,bl,c1,’f1°,t0,T,x0,N);

[t4,x4] = rkv(A2,b2,c2,°f1°,t0,T,x0,N);

% Exakte Loesung x(t)

t = t0:(T-t0)/(10*N) : T;

x = flexv(t);

% Grafik
plot(t,x,’k-’,t1,x1,’b-",t2,x2,°r:’,t3,x3,’g--",t4,x4,’m-. 7 ,t,0%t,’k-");
axis([ tO T -0.1 11);

xlabel(’t’);
legend(°x(t)’,’AB(3)’,’AB(4)’,’(3,3)-KV’,’KRKV’ ,4) ;
text(2.2,0.8,’x(t)=t"2/(1+t"2));

% bei N=100

text(0.6,0.2,7(3,3)-KV’); text(1.3,0.2,°KRKV’);
text(1.0,0.8,’AB(3)’); text(1.0,0.2,’AB(4)°);
print ab_rkvl.ps -dpsc

0.9

0.8 x(®)=2/(1+2)

0.7

0.6

Abb. 3.1:

Datei ab_rkvl.ps,

Adams-Bashforth-Verfahren

mit Anlaufrechnung (RKV)
und RKV zum AWP

L \ :%37 a' = f(t,x), z(to) = o,

N | | | | &) in [0,3] x [—0.1,1]

0.5 1 1.5 2 25 3
t

Auffallig ist, dass fiir beliebige Schrittweiten h = (T' — ty)/N das Adams-Bashforth(4)-
Verfahren und das KRKV sehr dhnliche Losungsverldaufe zeigen. <«

0.5
0.4
0.3

02t (3:3)-KV | AB(4)  KRKV
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3.1.2 Adams-Moulton-Verfahren

Die impliziten Adams-Moulton'-Verfahren erhilt man, wenn man die Funktion F'(¢)
im Intervall [t;_1,%;] durch das Interpolationspolynom zu den Knoten ¢; ... t;_1,t;
approximiert. Das s-Schritt-Adams-Moulton-Verfahren mit s = max(r,1) > 1 hat die

Form

i = Ni—1 + hZﬂjfi—j =01 +h(Bofi + Pifici + ..+ B fior). (3.17)
=0

Bei der Bestimmung der Koeffizienten verfihrt man wie beim Adams-Bashforth-Verfahren.

In dem Ansatz
mi—ier = h(BDfi+ B ficr + 4+ B fis)y fo = Flte, i), (3.18)

werden die Koeffizienten ﬂ,gr) berechnet, einschliellich des impliziten ESV fiir r = 0 und

0
0 = 1.

»_ (175! _
3 _/Hk_lds, k=0,1,..,r (3.19)

r—1 14k
g 0 1 2 3 4 5
(0)
By 1
B 1 1
k 2 2
g(2> _1 8 5
k 12 12 12
g(3> 1 _5 19 9
k 24 24 24 24
g(4> _19 106 _ 264 646 251
k 720 720 720 720 720
5(5) 27 173 482 798 1427 475
k 1440 1440 1440 1440 1440 1440

Tab. 3.3: Koeffizienten der s-stufigen Adams-Moulton-Verfahren, s =1,1,2,...,5

Als klassisches Adams-Moulton-Verfahren wird das Verfahren fiir s = r = 4 bezeichnet.
Mit den Kriterien des Abschnitts 3.2 kann festgestellt werden, dass das s-Schritt-Adams-
Moulton-Verfahren von der Ordnung r + 1 ist.

Wegen der einheitlichen Faktoren (Nenner) in den Koeffizienten 6,@, k=0,1,...,r, aus
Griinden ihrer besseren Zuordnung zu den Funktionswerten f;, f;_1,..., fi_, wie in der
Formel (3.17) und der Angabe der Stufenzahl s schreiben wir das erweiterte Koeffizien-
tentableau mit 3; = 557”_2. und der Konstanten ¢ im Fehlerglied wie folgt.

YForest Ray Moulton (1872-1952), amerikanischer Physiker und Astronom, Differentialgleichungen
und Ballistik
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Stuf. | Ordnung | Fehler- J

r s n=r+1 | konstante K 0 1 2 3 4 5
ch” f ) K B;

0 1 1 -1 1 1

1l 1 2 —% 2 11

2| 2 3 — 5 12 5 8 1

3| 3 4 —a 24 9 19 5 1

41 4 5 — 1 720 | 251 646 264 106 19

50 5 6 —eooss | 1440 | 475 1427 798 482 173 27

Tab. 3.4: Koeffizienten der s-stufigen Adams-Moulton(n)-Verfahren,
s =max(r,1) =1,1,2,....,5, der Ordnung n =r+1, r=0,1,..., 5,

N = Ni—1+h Z ﬁjfz’—j, t=r,r+1 ..., N, M,...,r—1 gegeben
=0

Adams-Moulton(1)-Verfahren ist das implizite Euler-Verfahren (IEV).

Als Schwierigkeit gegeniiber den Adams-Bashforth-Verfahren ergibt sich hier, dass 7;
nicht direkt aus Gleichung (3.17) berechnet werden kann, da diese unbekannte Grofie
auch in f; = f(¢;,n;) auftaucht. Es bietet sich hier an, einen Loser fiir nichtlineare Glei-

chungen — etwa das Newton-Verfahren — auf die Gleichung ¢(§)=0 anzuwenden, wobei
9(5) =& —1Mi-1— h(/60f<ti7£) +06ifici+ .+ 6rfi—r)- (3-20)
Zur numerischen Losung wird das Adams-Bashforth-Verfahren [3.4] wie folgt modifiziert.

[3.6] Algorithmus s-stufiges Adams-Moulton-Verfahren

S1 Initialisierung
Wahle Schrittzahl N € IN und Ordnung n = r + 1, damit r, s,
definiere h = (T — to) /N und setze 1y = zy.
S2  Anlaufrechnung
Wihle ESV ¥(¢, z, h) mit derselben Ordnung
und berechne n; = n;_1 + hV(t;_1,m—1,h) firi =1,2,...,7r — 1.
S3  Einsatz des Adams-Moulton-Verfahrens
Firi=rr+1,...,N berechne n; =n;_1+h ZT: Bif(tizj ni—j)
j=0

als Losung von g(€) = 0 (z. B. mit dem Newton-Verfahren) mit g(-) gegeben
durch (3.20). Dabei braucht man in der Regel einen Startwert &, & n; fiir

die Iteration (z.B. & = 7}; aus einem expliziten MSV oder als 7;_1).
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[3.7] Beispiel Wir betrachten das Adams-Moulton(3)-Verfahren (s = 2) fiir die gDGI
2(t) =t +x(t)". (3.21)
Aus dem Ansatz

h
i = Ni—1 + E(5f(tz'> mi) + 8f(tiz1,mi—1) — f(ti—2,Mi—2))

folgt die Gleichung fiir die Unbekannte n;

5h .,

= g =, 3.22

mit der Konstanten
2

2 1 h
Ci — T)i— h - -n_ - = -n_ tz .

Fiir n = 1, 2 lasst sich die Gleichung leicht nach 7; auflésen mit dem Ergebnis

12
= =G on=1,
L o5 "

6 5h
i = | 1—/1-—0Ci, = 2.
g 5h< 3C> "

Fiir andere Werte n bietet sich das Newton-Verfahren an zur Losung der Gleichung
(3.22). «

[3.8] Ubung
Uberlegen Sie sich, warum fiir n = 2 die andere Losung der quadratischen Gleichung

(3.22) nicht in Frage kommt. Entwickeln Sie hierzu 7; in eine Reihe beziiglich h.

3.1.3 Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Die Losung der Gleichung ¢(£) = 0 kann unter Umsténden sehr aufwindig sein. Pradik-
tor-Korrektor-Verfahren?® (PC-Verfahren) verkiirzen diesen Weg, indem die Nullstelle
von ¢(&) nicht exakt, sondern nur nédherungsweise berechnet wird.

Hierbei wird zunéchst mit Hilfe eines expliziten MSV (3.8) ein Schétzwert 7, fir 7,4,
ermittelt (Pradiktor). AnschlieBend wird in der Funktion ¢(&) des impliziten MSV (3.8)
der Ausdruck f(t;y,, &) ersetzt durch f(t; 4y, 7itr) und 1,4, ermittelt als (explizite) Null-
stelle der so verdnderten Funktion (Korrektor).

Wird die Iteration so lange durchgefiihrt, bis die Korrektorformel numerisch exakt erfiillt
ist, dann spricht man von "Iteration bis zur Konvergenz”. Die Konsistenzordnung eines
derartigen PC-Verfahrens ist offensichtlich gleich der des Korrektors.

2 praedicare (lat.) = vorhersagen, corrigere (lat.) = verbessern
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Die Genauigkeit der Pradiktorformel beeinflusst hier lediglich die Anzahl der erforder-
lichen Iterationsschritte.

In der Praxis wird man allerdings nur eine feste Anzahl von Korrektor-Iterationen
ausfithren, denn es zeigt sich, dass nach einer gewissen Anzahl von Korrektor-Schritten
die Konsistenz- und Konvergenzordnung des PC-Verfahrens nicht mehr verbessert wer-
den kann.

Weiterhin sind nach jedem der beiden Schritte noch Nachbesserungen bzw. Modifikatio-

nen moglich. Offenbar hat man in den PC-Verfahren einen grofien Spielraum.

Hier bietet sich als einfache Version an, als Pradiktor ein r-Schritt-Adams-Bashforth-
Verfahren und als Korrektor ein r-Schritt-Adams-Moulton-Verfahren zu verwenden. Es
zeigt sich, dass die Ordnung des so verédnderten Verfahrens gleich der des entsprechenden
impliziten Adams-Moulton-Verfahrens ist (vergl. Abschnitt 3.2).

[3.9] Beispiel
(a) Wir benutzen zwei einfache ESV, die zugleich MSV sind.

Hier ist eine Anlaufrechnung nicht notwendig.
Pradiktor P:  PZV, Adams-Bashforth(1)-Verfahren, Fehler O(h)
oy = i+ hf (t, )
Korrektor K: imlizites (2,2)-RKV (vergl. HV), Adams-Moulton(2)-V., Fehler O(h?)
nf = U G )+ F (o)), m = 0,1, M 1
Mit mindestens M = 1 Korrektorschritt hat das PC-Verfahren die Fehlerordnung O(h?).
(b) Fiir 3-stufige MSV der Fehlerordnung O(h™) lautet ein Zeitschritt des PC-Verfahrens
P:  Bestimme den Pradiktorwert nﬁfi durch das Adams-Bashforth(3)-Verfahren

M0 = i+ 5[23F (tm) = 16 (tir, mima) + 5f (b1, mioa))
K: Berechne 7,4, aus der Gleichung fiir das Adams-Moulton(4)-Verfahren durch

P
Nig1 =1 + 2—}2[9f(ti+1, 772-(+i) +19f(ti, mi) — 5f (tim1, mim1) + f(ti—2, mi2)].
Man macht in K nur eine Iteration. Der Gesamtfehler ist von der Ordnung O(h*).

Was Losungsgenauigkeit und Stabilitiatsgebiete (vergl. Kapitel 4) betrifft, hat bez. der

Adams-Verfahren unter den Varianten

— n-stufiges Adams-Bashforth(n)-Verfahren n-ter Ordnung,

— Adams-Bashforth(n)-Pradiktor und (n — 1)-stufiger Adams-Moulton(n)-Korrektor,

— Adams-Bashforth(n)-Pradiktor und n-stufiger Adams-Moulton(n+1)-Korrektor
(beide haben dabei die Stufenanzahl n),

das dritte Verfahren i. Allg. die besten Eigenschaften.
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(¢) Wir betrachten das PC-Verfahren aus Teil (a) fiir das AWP

() =t—z(t), x(0)=z0=1, t€]0,1] = [to, T]. (3.23)
Zu Vergleichen nutzen wir die exakte Losung z(t) = 2" 4+t — 1 und speziell (1) = 2.
Dabei variieren wir die Anzahl der Iterationen im Korrektor mit M = 1,2, ..., 5.
Wir wéhlen eine grobe Integrationsschrittweite h, um auch Verédnderungen im Korrek-

torprozess zu verdeutlichen.
MATLAB-File mit tabellarischer Ausgabe und Grafik

% pcvl.m
% Praediktor: 1-Schritt Adams-Bashforth -- Ordung 1, PZV
% Korrektor: 1-Schritt Adams-Moulton -- Ordung 2, implizites HV

% Ohne Anlaufrechnung
% £10.m, Dgl x’=t-x, x(0)=1
% fl10ex.m, exakte Loesung x(t)=2xexp(-t)+t-1

clear all

clc

diary pcvl.pro

diary on

disp(’PC-Verfahren mit Adams-Bashforth(1l) + Adams-Moulton(2)’)
disp(’ )

yA Integratlon31nterva11 und Anfangswert

t0
T
x0

nnon
'_\

% Schrittweite
n = b;
= (T t0)/n;

% exakte Loesung
for i=0:n
xex(i+1) = f10ex(t0+hx*i);
end;
= (t0:h:T)’; % t = linspace(t0,T,n+1)’
xex = f10ex(t);
= (t0:h/10:T)’; % Feinunterteilung fuer Grafik
exg = f10ex(tt);
Xexl = f10ex(1);
% numerische Loesung mit PC-Verfahren
eta = zeros(n+1,1);
eta(l) =

% Korrektorschritte, Anzahl = M
for M = 1:5
disp([’M=’ num2str(M)]);
% disp([’M=’ ,num2str(1)]); disp(strcat(’M=’,num2str(1)));

for i = 1:n
k1l = £10(t(i),eta(i));
eta0 = eta(i)+hx*ki;

for k = 0:M-1
k2 = £10(t(i+1),etal);
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etal = eta(i)+h/2x(k2+k1);
eta0 = etal;

end;

eta(i+l) = etal;

end;

format short e

errl = eta(n+1l)-xexl % Fehler bei t=1
format long

eta

Xex

format

switch M
case 1 etaM1
case etaM2
case etaM3
case etaM4
case etaMb
end

eta;
eta;
eta;
eta;
eta;

v e o e
o wonon

g wWwN

% Plots
switch M
case 1
plot(t,etaMl, ’k:’,tt,xexg,’k-");
title(’PC-Loesungen mit AB(1)+AM(2) und exakte Loesung x(t)’);
xlabel(’t’);
axis([0 1 0.5 1]1);
text(0.4,0.71,°x(t)’);
text(0.5,0.75,’PC, M=1’);
hold on
case 2
plot(t,etaM2,’b-");
text(0.52,0.68,°PC, M=2’);
case 3
plot(t,etaM3,’r-’);
text(0.70,0.68,°PC, M=3,’);
case 4
plot(t,etaM4,’g-’);
text(0.70,0.68,’PC, M= 4,7);
case b5
plot(t,etaM5, ’m-’);
text(0.70,0.68,°PC, M= 5’);
end
end
print pcvl.ps -dpsc
hold off

disp(’ %)
disp(’Tabelle’)
fprintf (Ct(i)  xex(i) etaMi(i) etaM2(i) etaM3(i) etaM4(i) etaM5(i)\n’);
FPTAntf (7 —mmm o \n’);
for i=1:n+1

fprintf C%4.2f Y%8.6f %8.6f %8.6f Y%8.6f %8.6f %8.6f\n’,...

t(i),xex(i),etaM1(i),etaM2(i),etaM3(i),etaM4(i),etaM5(i));

end;
TNt (P mmm oo \n’);
fprintf (’err bei t=1 %8.6f %9.6f %9.6f %9.6f ¥9.6f\n’,...
etaM1(n+1)-xexl,etaM2(n+1)-xexl,etaM3(n+1)-xexl,etaM4 (n+1)-xexl,etaM5(i)-xex1);
diary off
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Ausschnitte aus dem Ergebnisprotokoll bei h = 0.2

PC-Verfahren mit Adams-Bashforth(l) + Adams-Moulton(2)

M=1

errl = 5.7208e-003

eta =
1.00000000000000
0.84000000000000
0.74480000000000
0.70273600000000
0.70424352000000
0.74147968640000

xex =
1.00000000000000
0.83746150615596
0.74064009207128
0.69762327218805
0.69865792823444
0.73575888234288

M=2

errl = -3.2776e-003

eta =
1.00000000000000
0.83600000000000
0.73824800000000
0.69468686400000
0.69545385475200
0.73248125318714

M=3

errl = -2.3817e-003

eta =
1.00000000000000
0.83640000000000
0.73890248000000
0.69549000913600
0.69632992547508
0.73337714502371

Tabelle

t(1) xex (1) etaM1(i) etaM2(i) etaM3(i) etaM4(i) etaM5(i)
0.00 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.20 0.837462 0.840000 0.836000 0.836400 0.836360 0.836364
0.40 0.740640 0.744800 0.738248 0.738902 0.738837 0.738844
0.60 0.697623 0.702736 0.694687 0.695490 0.695410 0.695418
0.80 0.698658 0.704244 0.695454 0.696330 0.696242 0.696251
1.00 0.735759 0.741480 0.732481 0.733377 0.733288 0.733296
err bei t=1 0.005721 -0.003278 -0.002382 -0.002471 -0.002462

Man sieht, dass 2-3 Korrektorschritte ausreichend sind.



PD Dr. W. Neundorf, Numerik GDGL - AWP

PC-Loesungen mit AB(1)+AM(2) und exakte Loesung x(t)

101

0.95

09

0.85

0.8

0.75

0.7

0.65

0.55

x(t)

PC, M=1

PC, M=2

PC, M=3,4,5

0.5
0

Abb. 3.2:

0.1 0.

2 0.3

Datei pcvl.ps,
Losung zum AWP 2/ =2e7 "+t —1, 2(0) =1, t € [0, 1], sowie
Néherungslosungen aus dem PC-Verfahren mit M Korrektorschritten, M =1,2,3,4,5

0.4

0.5

0.6

Ausschnitte aus dem Ergebnisprotokoll bei h = 0.025

etaM2(i)

etaM3(i)

0.7

0.8

etaM4 (i)

etaM5(i)

.00000000
.90966505
.83744380
.78161241
. 74061110
. 71302853
.69758767
.69313302
.69861906
. 71309975
.73571910

.00000000
.90966541
.83744446
.78161330
. 74061217
.71302974
.69758899
.69313441
.69862050
.71310122
. 73572058

.00000000
.90966541
.83744445
.78161329
. 74061216
.71302973
.69758897
.69313440
.69862048
.71310120
. 73572056

.00000000
.90966541
.83744445
.78161329
. 74061216
. 71302973
.69758897
.69313440
.69862048
.71310120
. 73572056

Tabelle

t (i) xex (i) etaM1 (i)
0.00 1.000000 1.000000 1
0.10 0.909675 0.909694 O
0.20 0.837462 0.837496 O
0.30 0.781636 0.781684 0
0.40 0.740640 0.740697 O
0.50 0.713061 0.713126 O
0.60 0.697623 0.697693 O
0.70 0.693171 0.693244 O
0.80 0.698658 0.698734 O
0.90 0.713139 0.713217 O
1.00 0.735759 0.735837 O
err bei t=1 0.000078 -0

.00003978 -0

.00003831

-0.

00003832

-0.

00003832
<
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Es sollen die Konsistenzbedingungen fiir PC-Verfahren auf der Basis von r-Schritt-

Verfahren prézisiert werden.

MSV, explizit:

r—1 r—1
Nigr + Zakﬂwk = hz bi fisks ©=>0, no, M, ..., nr—1 gegeben,
k=0 k=0

MSV, implizit:

r—1 r
Nitr + Zakni-i-s = hZﬁka-ka ar = 1a
k=0 k=0

PC-Verfahren:

r—1 r—1
e = - > armion 1Y bifis,
k=0 k=0
r—1 r—1
P
Nitr = — Z ik + "B f(tigr, 77i(+2) +h Z B fith-
k=0 k=0

Konsistenzordnung

Sei z(t) = ®tin,; sowie z; = z(t;). Definiere
J J

r—1 r—1
ZZ(_I:T), = — Z ApZitk + h Z bkz£+k
k=0 k=0
und
, r—1 r—1
f(tigr, fo?«) = (foﬁ) = - Z arZiyy +h Z b2y i
k=0 k=0
Eingesetzt folgt als lokaler Diskretisierungsfehler (vergl. Definition [3.10])

T(ti, i, h) =

/
= %(ZH-T + 01 %1 o Fz) — (@ (Z,(.I:T),) + Brifivr—1+ ..+ ﬁoﬁ)

r—1 r—1 r—1 r—1
= %(ZHT + Eakzz’+k) - [@( — Dz + hzbkzz{;k) + Zﬁkzm]
k=0 k=0 k=0 k=0
1 = = / = "
=5 (ZH_T + kZOékZH_k) — ( kz (ﬁk — ﬁrak)sz + hﬁrkzobkzi_l_k),
=0 =0 =

der fiir entsprechende Parameter auszuwerten ist.
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3.2 Die Ordnung linearer MSV

Ahnlich wie in der Definition [2.2] fiir ESV definieren wir die Ordnung von MSV mit Hilfe
des lokalen Diskretisierungsfehlers, welcher sich ergibt, wenn wir die exakte Losung der

¢DGI in die Gleichung fiir das MSV einsetzen. Im Folgenden werde wieder fiir gegebenes
(ti,n;) mit

2(t) = @My,
die exakte Losung der gDGI durch diesen Punkt bezeichnet.

[3.10] Definition (a) Der lokale Diskretisierungsfehler fiir das MSV (3.8) ist
definiert durch

() = %[z(tm) +arr2(tiarn) + -+ ao2(t:)] (3.24)
—[0nf (igr; 2(tigr)) + -+ bo f (i, 2(8:))]-
(b) Das MSV ist ein Verfahren der Ordnung p > 0, wenn
7(ti,mi, h) = O(hP) bzw. |7(t;,n:;,h)| < ChP, C > 0. (3.25)

p bezeichnet erneut die Konsistenzordnung.

Die Berechnung der Ordnung erfolgt wieder mit Hilfe von Taylor-Entwicklungen um
(ti7 772) Aus

k!

2(tivk) = 2(t:i) + kh 2'(t;) + (k;)z 2(t;) + (k;)g 2"(t) +
und
[ (tivrs 2(tign)) = 2/ (tign) = 2'(&;) + kh 2" (t;) + (kzhl)z 2" () + (]{;;;)3 2 () +
folgt leicht die Entwicklung fiir den lokalen Diskretisierungsfehler
T(ti,mi, h) = %coz(ti) + a2 () +eh 2" (t) + ... = ickhk_l 2B(t) (3.26)
k=0
mit
o = a+a+...+a, (3.27)
¢ = (a1 +2a0+...4ra;,)—(bg+b+...+b) (3.28)
sowie fir k > 2
o = i(a1 +2%ay + ...+ 1%a,) — ﬁ(bl + 28y + ). (3.29)

Hierbei ist a, = 1.
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Wir fassen zusammen.

[3.11] Satz Das MSV (3.8) hat genau dann (mindestens) die Konsistenzordnung p
(p > 1), wenn mit den Definitionen (3.27), (3.28) und (3.29) fiir ¢, gilt

00201:...:Cp20. (330)

Beim Entwerfen von MSV ist es nun ein Ziel, die Koeffizienten ay, b, so zu bestimmen,

dass moglichst viele der Groflen ¢, verschwinden.

[3.12] Beispiele
(a) Ein explizites 3-Schritt-Verfahren der Form

Nit1 + a1mi—1 = hlbaf (i, mi) + b1 f(tiz1,miz1) + bo f (ti—a, i2)] (3.31)

mit maximaler Ordnung soll ermittelt werden. Man beachte die Indexverschiebung bei
der Notation der 7; und dass a3 = 1 und ay = a2 = b3 = 0. Die maximale Ordnung 3

erhédlt man, wenn ay, by, by und by so bestimmt werden, dass

0 = c=a1+1,

0 = a=a1+3—0by—b — b,
0 = 2c=a;+9—2by —4bs,
0 = 6c3=a;+27—3b; — 12b,.

Die Losung
al——l, bgzg, blz—g, b():%
fithrt auf das Verfahren 3. Ordnung
Nivr = Nie1 + S[Tf (i, m;) — 2f (bimr mic1) + f(Eim2, miz2)]- (3.32)

Das MSV gehort zu den expliziten Adams-Nystrom-Formeln oder kurz Nystrom-Formeln

n-ter Ordnung. Dafiir eignet sich besonders die spezielle Darstellung (3.9)

Nit1 = Ni—1 + hZﬂjfi_j, i=s=max(r,1),s+1,...; 7, no,n,...,ns gegeben. (3.33)
=0

Ordnung J
rin=s+1)K| 0 1 2 3 Tab. 3.5:
Stufen K B Koeffizienten der n-stufigen
0 2 1] 2 Adams-Nystrém(n)-Verfahren (3.33),
2 3 3 7T -2 1 der Ordnung n = s + 1,
4 3] 8 5 4 -1 s =max(r,1), r=10,2,3
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(b) Zur Bestimmung einer impliziten 3-Schritt-Methode der Form

Niv1 + a1ni—1 = h[bs f (tiv1, i) + 0o f (L, mi) + b1 f (ti1, mim1) + Do f (Lim2, mi2)] (3.34)
mit maximaler Ordnung ist das Gleichungssystem

= c=a +1,

= ¢ =a;+3—by— by — by — b,
2co = a1 + 9 — 2by — 4by — 6bs,

= Gcg =ay + 27— 3by — 12by — 27bs,
= 24cqy = ay + 81 — 4by — 32by — 108bs

o o o o o
I

zu 16sen mit dem Ergebnis

Das hieraus resultierende Verfahren hat die Ordnung 4 und ist — entgegen dem ur-
spriinglichen Ansatz — wegen by = 0 ein implizites 2-Schritt-Verfahren.
Es gehort zur Gruppe der impliziten s-stufigen Milne-Simpson-Formeln — auch als Adams-

Stormer-Formeln bezeichnet. In seiner Notation
si (Mivr —nic1) = gfirn + 5fi + 5 fimn
erkennt man leicht die Ahnlichkeit zur Quadraturformel von Simpson.
(c¢) Das implizite 3-Schritt-Verfahren maximaler Ordnung mit dem Ansatz
Niy1 + a2ni + a1ni—1 + agni—2 = hbs fiy1

erhdlt man durch das Gleichungssystem

0 = Cozao+a1+a2+1,

0 = 01:a1+2a2+3—b3,

0 = 202:a1+4a2+9—6b3,

0 = 603 =a; + 8&2 + 27 — 27()3
Seine Losung ist

_ 18 _ 9 _ 2 __ 6
a = —17, 1 =13, G = —7, b3 =1

=

und das MSV (bei Multiplikation aller Koeffizienten mit 11) ist gegeben durch

iy — 180 + 9y — 210 = 6h f(tig1, Mig1)-
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Dieses Verfahren gehort in die Klasse der BDF-Methoden (Gear-Methoden), da die linke
Seite eine Riickwérts-Approximation der ersten Ableitung zur Zeit ¢;,; darstellt.

Ersetzen wir ;4 durch z(t;,x) = ®li+klitin,, | so folgt

11 3 1
EZ(tH_l) — BZ(tz) + §Z(tl_1) — gZ(tl_Q)
11 3 1 3 1

= hZ/(ti+1) + O(hz)

Die BDF-Methoden haben wir als besondere implizite Form (3.10)
Zajmﬂ- = hb,fitr, ar,b.#0,9>0, n9,M1,...,r—1 gegeben,
=0

schon kennen gelernt. Mit einer kleinen Indexverschiebung bei der Notation der 7; notie-
ren wir die modifizierten Koeffizienten (ganze Zahlen) der impliziten n-stufigen BDF (n)-

Verfahren n-ter Ordnung

QrTi41 + Oy _17); + ...+ aoTi—r+1 = hﬁr.fi—i—la i:T_1>T7 vy Mos My ooy Mhr—1 geg. (335)

60 137 -300 300 -200 D 12
60 147 -360 450 400 225 72 10

Ordnung Ji
r| n=r 0, r r—1 r—2 r—3 r—4 r—5 r—=©6
Stufen a;
1 1 1 1 -1
2 2 3 —4
3 3 6 1 -18 9 -2
4 4 12 25 48 36 16 3
5 5
6 6

Tab. 3.6: Koeffizienten der n-stufigen BDF(n)-Verfahren <«

[3.13] Ubung (a) Zeigen Sie. Das 3-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahren hat die Ord-
nung 3, das 3-Schritt-Adams-Moulton-Verfahren die Ordnung 4.

(b) Zeigen Sie durch Taylor-Reihenentwicklung, dass das PC-Verfahren aus Beispiel
[3.9] (b) die Ordnung 4 hat. Vergleichen Sie den Rechenaufwand fiir dieses Verfahren

mit dem fiir das Adams-Moulton-Verfahren derselben Ordnung.

Die Ergebnisse der Beispiele [3.9], [3.12] lassen sich verallgemeinern.

[3.14] Satz Das n-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahren hat die Ordnung n. Das n-
Schritt-Adams-Moulton-Verfahren hat die Ordnung n+1 (auler Fallr =0, s =n = 1).
Das zugehorige PC-Verfahren, zusammengesetzt aus dem n-Schritt-Adams-Bashforth-
Préadiktor und dem n-Schritt-Adams-Moulton-Korrektor, hat dann die Ordnung n + 1.
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3.3 Homogene lineare Differenzengleichungen

Lineare Differenzengleichungen
Z agNitk = Ci, (3.36)
k=0

wie sie bei der Formulierung von MSV entstehen (vergl. Definition [3.3]), entwickeln eine
"Eigendynamik”. Dies ist bereits der Fall fiir ¢; = 0 entsprechend der gDGI 2/ = 0.
Diese Differenzengleichungen sind der Inhalt des folgenden Abschnitts.

[3.15] Beispiele (a) Die Formel
Nit1 +4n; — 5ni1 = h(4fi + 2fi-1) (3.37)
beschreibt ein explizites 2-Schritt-Verfahren. Wir bestimmen mit (3.24) die Ordnung.
Pt k) = Ha(ti) +45(t) — 52t )] — (4, 2(1) + 2F (i, 2(ti1)
= Bl 20ty 4 L S S o)
iy + bz + 4 2, 2+ ;,’f 2”1+ o 2”’1+0<h5>—5z2 1

—A(zi_ + hal | + L T zml + }glj Z" 4+ O(hY) — 22;_,
= E[6hz‘ 1+ 4h?z {/ -1+ 2h° 2 /'//1 + %Zﬁ/l + O(h5)]

—62;_, —4h2! | + 2h2 " %z;’fl + O(h4)
= %Szz/',ill + O(h4)
= O(h3).

Wir wenden das MSV auf das einfache AWP 2/(t) = 0, z(ty) = 1, mit der exakten
Losung z(t) = 1 an.

Die AB sei genau erfiillt, also ist 179 = 1. Wir nehmen an, dass 7; durch ein ESV mit
einem gewissen Rundungsfehler berechnet wurde, also 7; = 1 + dh. Fiir 6 = 107¢ und

h = 0.05 erhalten wir auf diese Weise mit der rekursiven Berechnungsvorschrift
Ni+1 = —41; + 511

die folgenden anfanglichen Werte n;, i = 0,1, ....

eta( 0)= 1 |

eta( 1)= 1.000000050 | eta(11)= 1.406901049
eta( 2)= 0.999999800 | eta(12)= -1.034505196
eta( 3)= 1.000001050 | eta(13)= 11.172526032
eta( 4)= 0.999994800 | eta(14)= -49.862630108
eta( 5)= 1.000026050 | eta(156)= 255.313150589
eta( 6)= 0.999869800 | eta(16)= -1270.565752893
eta( 7)= 1.000651050 | eta(17)= 6358.828764516
eta( 8)= 0.996744800 | eta(18)= -31788.143822528
eta( 9)= 1.016276050 | eta(19)= 158946.719112688
eta(10)= 0.918619800 | eta(20)= -794727.595563392
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und damit offenbar ein oszillierendes, stark divergierendes Verhalten. Diese Instabilitét

wollen wir untersuchen. Zur Bestimmung der allgemeinen Lésung der Gleichung
Ni+1 +4n; — 5mim1 =0 (3.38)

mit Startwerten 79 = ¢y und 1; = ¢; bestimmen wir zunéchst die Nullstellen des cha-

rakteristischen Polynoms
p(&) =€ +46-5=0. (3.39)

Diese sind & = 1 und & = —5. Man kann sich nun leicht iiberlegen, dass die allgemeine

Losung von (3.38) gegeben ist durch

m =& + 728 =7 + 72 (—5)" (3.40)

71,2 sind eindeutig bestimmt durch die Startwerte ¢y und c;. Es gilt unter Beriicksichtigung
der konkreten AB 179 =1, 1, = 1 + dh die Beziehung

Co— C1 ; oh oh

Co g Cl) 1L - (=5)' =1+ s (=5)". (3.41)

Offenbar wird das instabile Verhalten des MSV dadurch verursacht, dass p(¢) eine Null-

stelle besitzt, deren Betrag grofler als Eins ist.

= <Co -

Auf das charakteristische Polynom kommt man auch einfach durch Einsetzen des An-
satzes n; = £, € # 0, in die Differenzengleichung (3.38).

(b) Betrachten wir die parameterabhéngige homogene Differenzengleichung
Nit1 — 20771 + 02771'_1 =0, ce R, (342)

die bei ¢ =1 und den AB 19 = n; = 1 die Folge der Werte 7; = 1 liefert.
Mit dem Ansatz n; = &', £ # 0, gelangt man zum charakteristischen Polynom

p§) =& —2c€ + = (§ ¢ (3.43)

und seiner doppelten Nullstelle &; o = c.

Die allgemeine Losung von (3.43) ist gegeben durch
n =& + i€l = 11 + i (3.44)

Fiir Parameterwerte |c| > 1 liegt ein starkes Wachstum der 7;-Folge vor, fir |¢] < 1
tendieren |n;| gegen Null. Aber auch im Fall |c| = 1 besteht i. Allg. wegen des Terms i ¢!
die Gefahr eines oszillierenden nicht konvergenten Verhaltens.

Nur wenn [ 2| = 1 und & # & ist, wie das fiir die Differenzengleichung 7,41 —7;-1 =0

z. B. der Fall ist, wird die allgemeine Losung 7; = 1€} + 12€5 stabil sein. <

Die Argumente in den Beispielen [3.15] fiir die Losung der homogenen Differenzenglei-

chung lassen sich als Satz verallgemeinern.
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[3.16] Satz Hat das Polynom r-ten Grades
p&) = a4+ ar 1 &M+ + @€ + ag (3.45)

die r paarweise verschiedenen Nullstellen &1, &, ... &, so ldsst sich jede Losungsfolge

(1:)iew der homogenen Differenzengleichung

Z asNits =0 (3.46)
s=0
darstellen in der Form
=3 (3.47)
s=1

Die Koeffizienten v, sind eindeutig bestimmt durch die Startwerte ng, 91, ..., 7-—1.

Bei doppelten oder i. Allg. mehrfachen Nullstellen ist die Losungsdarstellung komplexer.

Wichtig fiir unsere Zwecke ist es, dass die Losungen der homogenen Gleichung (3.46)
langsamer als linear beziiglich des Indexes anwachsen, dass also die Wachstumsbe-

schrankung

lim & = 0 (3.48)

1—00 ]

gilt. Hierzu haben wir das folgende wichtige Resultat.

[3.17] Satz Die Wachstumsbeschrankung (3.48) gilt genau dann fiir beliebige Start-

werte 79,71, - - ., Mr—1, wenn das folgende Stabilitits- oder Wurzelkriterium erfiillt ist.

Stabilitédtskriterium: Das Polynom (3.45) besitzt nur Nullstellen & mit Betrag
|€s| < 1. Ist & eine Nullstelle mit Betrag |£s| = 1, so ist & einfache Nullstelle.

[3.18] Beispiele (a) Das MSV des Beispiels [3.15] (a) erfiillt nicht das Stabilitédtskriterium
des Satzes [3.17], da mit {& = —5 eine Nullstelle gegeben ist mit Betrag grofier als 1.
(b) Fiir das Beispiel [3.12] (a) ist p(A) gegeben durch

p&) = —1=(E+1)(E-1).

Die Nullstellen sind —1 und 1. Das Stabilitdtskriterium ist damit erfiillt.
(c¢) Fiir das BDF-Verfahren im Beispiel [3.12] (c) ist

p(€) = 11€3 — 1867 + 9¢ — 2.

Die Nullstellen sind &; = 1 sowie &3 = (7 +£+/392)/22 = 0.318 181 818 4- 0.283 863 5451.
Das Stabilitétskriterium ist erfiillt. Ubrigens gilt dies fiir alle BDF-Verfahren.
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3.4 Konsistenz und Konvergenz von MSV

Gegeben sei das r-stufige lineare MSV (r > 1)

T

Z apNisk = h Z b firks firw = [(tivns Min), ar = 1. (3.49)
k=0

k=0

[3.19] Definition Das erste und das zweite charakteristische (erzeugende) Po-
lynom des MSV (3.49) sind definiert durch

p(&) = k. ()= bt (3.50)

Das Polynom p(¢), das auch in der Formel (3.45) und im Stabilitdtskriterium (Satz
[3.17]) erscheint, nimmt also eine zentrale Stellung ein. Es ist das wichtigere von beiden,

da wegen h = 0 das Polynom o () sozusagen entfallen kann.

[3.20] Definition (a) Das MSV (3.49) heifit konsistent, falls es mindestens die
Ordnung 1 hat, falls also nach Satz [3.11] gilt

O:coza0+a1—|—...—|—ar,

(3.51)
O=c=a1+2as+...+ra,—(bo+b1+...+0b.).
Man iiberlegt sich leicht, dass diese Konsistenzbedingung dquivalent ist zur
Konsistenzbedingung: p(1) =0, p'(1)—o(1) =0. (3.52)

Ein weitere dazu dquivalente Aussage ist, dass das MSV (3.49) exakt ist fiir die AWP

=0, z(0)=c,

=1 z(0)=c, (3:53)

also mit den zugehorigen Losungstrajektorien x(t) = ¢ bzw. x(t) = ¢t + ¢ an den Stellen

t; = ih bei exakten AB iibereinstimmt.

(b) Ahnlich wie bei ESV (vergl. Abschnitt 2.3) wird die Konvergenz von MSV definiert.
Hierzu sei x(t) die exakte Losung des AWP im Intervall [to, T'] und 7; sei die Losung des
MSV zur Schrittweite h. Das MSV heifit konvergent, wenn fiir beliebige ¢t > ¢, und
N =1,2,3,... zu den Schrittweiten h = (t —ty)/N gilt

]\}im ny = z(t). (3.54)
Das heifit, dass der globale Diskretisierungsfehler oder Fehler der Naherungslosung
e(t, h) = v — x(t)

mit fallender Schrittweite h bzw. wachsender Anzahl N der Teilschritte fiir beliebiges
t € [to, T] gegen Null tendiert.
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Es geht bei der Konvergenz um das Verhalten der Ndherungslosung aus dem MSV fiir
h — 0 in einem endlichen Intervall, und nicht um das Langzeitverhalten von n; bei
festem h und 7 — oo. Bei letzterem kannn auch die Naherungslosung eines stabilen und

konsistenten MSV immer mehr von der exakten Losung abweichen.

Das folgende zentrale Ergebnis, nach welchem Konsistenz und Stabilitdt von MSV zur

Konvergenz fithren, geben wir zunéchst ohne Beweis an.

Wir notieren den Konvergenzsatz in einer ”#lteren Ausgabe” und dann in Kurzform.

[3.21] Satz P. Henrici*' 1962

Betrachtet wird zum AWP 2/ = f(¢,x), x(to) = zo, das MSV (3.49).
Fiir die Anlaufwerte n;, ¢ =0,1,...,7 — 1, des MSV gelte

Notwendige Bedingung fiir die Konvergenz des MSV, d. h.
}LIIT(I]T]Z = l’(t), t =19+ th € [to,T],

ist die Erfiillung des Stabilitatskriteriums im Satz [3.17].
Das Stabilitdtskriterium ist auch hinreichend fiir die Konvergenz, falls zusétzlich das
MSV mindestens die Konsistenzordnung 1 (vergl. Definition [3.20]) besitzt.

[3.22] Satz Ein MSV der Form (3.49) ist genau dann konvergent fiir beliebige AWP,

wenn es konsistent ist und das Stabilitétskriterium des Satzes [3.17] erfiillt.

Beweis: Hier zeigen wir nur die eine Richtung des Beweises, ndmlich dass aus der
Konvergenz des MSV sowohl seine Konsistenz als auch das Stabilitédtskriterium folgen.
Zum Nachweis ist eine Fallunterscheidung beziiglich der Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms p(£) sinnvoll. Von all diesen Féllen betrachten wir ausfiihrlich nur die

ersten drei.

(1) Konvergenz des MSV = Konsistenz

Die Konvergenz haben wir in der Definition [3.20] (b) erlautert und sie bedeutet

}llI%T]N = l’(t), h = (t - to)/N, t e [to,T].

Wir nehmen zur gDGI 2/ = f(¢,z) die AWP

=0, z(0)=1,
=1, z(0)=0.

21 Peter Henrici (1923-1987), schweizer Mathematiker, Theorie und Numerik gDGI, Approximation,

komplexe Analysis
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Wenn die Losung des MSV bei genauen AB mit & — 0 gegen die exakte Losung z(t) = 1
bzw. z(t) = t konvergiert, dann heifit das }ILILI(I) 1; = 1 bzw. n; = ih. Daraus folgen die
beiden Konsistenzbedingungen in (3.51).

(2) Konvergenz des MSV = Stabilitatskriterium

Hier brauchen wir das AWP 2/ = 0, x(0) = 0, mit seiner exakten Losung x(t) = 0 sowie

das charakteristische Polynom und seine Ableitung
p(&) = ", p€) =) kag" .
k=0 k=1

Seien &1, &y, ..., &, die r komplexen Nullstellen von p(§), also

p(gj) = Zakgjk = 0? ]: 1a2>"'ar> Qr = 1a
k=0

r—1

k

& = =) mé.
k=0

1. Fall: Nullstellen ¢; sind einfach und reell.

Die reellen Zahlen

u=>) h&, 1>,
j=1

erfiillen die Gleichung des MSV zum AWP 2/ = 0, 2(0) = 0, was einfach durch Einsetzen

nachzurechnen ist.

> ik —h D bifirr = D ik, f=0,a,=1,i>0
k=0 5=0 k=0

) S0 En) -5 (e ) o
j=1 1 k=0 k=0

k=0 j = - j=1
=p(&;)=0

Damit gilt n; = v;, i =r,r+1,....
Des Weiteren sind fiir i = 0,1, ..., — 1 die AB

}lll_)r%v,- = flzl—%,zlhgj =0=2(0)
J:
erfiillt. Die Losung des MSV in der neuen Darstellung

mth&é, t=nrr+1,..,

j=1

kann bei h — 0 nur gegen die exakte Nulllosung tendieren, falls alle |;| < 1 sind, womit
das Stabilitatskriterium gilt.
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Wiirde nédmlich irgendein & betragsméfig grofier als Eins sein, dann ist
li =i 1 ‘=
lim 2[&[* = lim A(1 +9)

denn letzteres verhlt sich wie h(1+ 6)Y" — oc.

Die Konvergenz gegen Null wére damit nicht méglich.

2. Fall: Nullstellen &; sind einfach und reell oder komplex.
Komplexe Nullstellen eines reellen Polynoms treten als ‘Paare® auf, ndmlich als komple-
xer und dazu konjugiert komplexer Wert. Sei z.B. £ = re* und & = ;. Bei weiteren

Paaren ist die Vorgehensweise analog. Damit die allgemeine Losung des MSV

=) g
s=1

reell ist, muss man die durch die reellen Startwerte 79,71, . .., n.—1 eindeutig bestimmten

Koeffizienten v, betrachten. Es gilt
M o= > %=
s=1 s=1
mo= D bl =nb b+ )1k
s=1 s=3

= mre’¥ +pre” + Z Vs&s
s=3

= (1 +2)rcos(p) +1(y1 — ) rsin(p +Z%£s,

so dass ;1 = 7, folgt.
Es gilt natiirlich &, +& = 2R¢; € R, wie auch allgemein die Beziehung &l +¢& = ¢! —|—El =
g eRfiirl=0,1,2, ...

Damit kann man die reellen Zahlen

=> he, 1>r
j=1

definieren und weiter analog zum ersten Fall vorgehen.

3. Fall: Nullstellen &; sind reell und es konnen mehrfache auftreten. Wir betrachten
nur die Situation, dass &; eine zweifache reelle Nullstelle ist, also & = &;. Bei anderen
Nullstellen mit Vielfachheiten ist die Vorgehensweise analog.

Es geniigt zu zeigen, dass |£;| < 1 sein muss.

Zunichst bedeutet die Zweifachheit der Nullstelle & von p(§) die Giiltigkeit der Bezie-
hungen

Zak&—o &) = Zkakf
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Wie in den bisherigen Féllen definieren wir geeignete Zahlen v;, die Losung des MSV
sind und gegen die exakte Nulllosung des AWP konvergieren. Sei

v=h& + R+ he, 1>

Diese Zahlen erfiillen die Gleichung des MSV zum AWP 2/ = 0, z(0) = 0, was durch
Einsetzen nachzurechnen ist.

T T T

Zakﬁi+k —h Zbkfi—l—k = Zakni—i—ka f=0,a=1i>0

k=0 k=0 k=0

= Zak< Z+k—|—hz—|—k‘ Z+k+zh€z+k>
k=0

= h[( i-i-T—l—(i—FT Z+T+Z§Z+T) +a,_ 1<2+r 1—|—(Z+T—1 it+r— l_i_ZgH.T 1)
+ar_2<i+r_2+(z+r_2 i 2+Zg+r 2) ot o <§1+z€1+zfz>]

Jj=3 Jj=3

= [&Zakﬁl +512<z'+k> et + 65> arlh + . +£:;Zak£!f] ,p&) =
k=0 k=0

k=0

T

= hﬁiZ(i"‘k)@kgf = h§ <i2ak£f+§12kak£f_l>
k=0 k=1

k=0
= hé& lip(&r) + &' (6)]
= 0.

Damit gilt n;, = v;, i =r,r+1,....
Weiterhin sind fiir i = 0,1, ...,r — 1 die AB

}lLlLT(l)Uz—hmh<f1+Z§1+Zf> = z(0)

erfiillt. Die Losung des MSV in der neuen Darstellung

mi=h& +hi&l+ > hE, i=rr+l, .,
=3
kann bei h — 0 nur gegen die exakte Nulllosung tendieren, falls |{;| <1, j =3,4,...,r,
und wegen hi &~ t — ty > 0 falls |;| < 1 ist, womit das Stabilitatskriterium gilt.
4. Fall: Nullstellen ¢; sind reell oder komplex und es kénnen mehrfache auftreten.

Zum Nachweis vereinigt man alle bisherigen Aspekte. U
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Wir kommen nun zur Fehleranalyse fiir gewisse explizite lineare MSV.
Wie frither bezeichne z(t) die exakte Losung des AWP

¥ = f(t,z), x(ty) = zo.

In Anlehnung an die Definition [3.10] mit b, = 0 erhélt man den lokalen Diskretisie-
rungsfehler des expliziten MSV beim Einsetzen der Losung z(t) = ®'in; bzw. exakten
Losung z(t) = x(t; to, z9) = PH'xy in zwei Varianten, wobei eine kleine Indexverschie-
bung vorgenommen wurde.

1
T(ti, i, h) = E[Z(tH_r) + ar_lz(ti+r_1) 4+ ...+ aoz(t,)]

—[br_lf(ti-i-r—la Z(ti—i-r—l)) + ...+ bOf(tia Z(tl))]

1
= E[z(ti—l—l) +ar—12(t;) + ..+ aoz(tizp41)]

=1 f(ti, 2(t) + A+ bof (timri1, 2(timri1))]

r—1 r—1
1
= 3 <Zi+1 + Z akzi—r+1+k) - Z b fir+1+k
k=0

k=0
1 r—1
=3 |:Zi+1 — Z(—akzi—r+1+k + hbkfi—r—i—l—i—k)} )
k=0
1 r—1
Tit1 = 7 [x(ti-l‘l) - (—ar 2(ticry1n) + hbg f(ticri1in, ifi—r+1+k))} . (3.55)
k=0

[3.23] Satz Fiir das explizite MSV gelte
ar, <0, k=0,1,...,r—1, a,=1. (3.56)

Es sei

ei =ni — x(t;)
der Fehler an der Stelle t; = tq + ¢h. Definieren wir die Giite der Startwerte durch

G= Dax |n;—=(t)l,

den maximalen lokalen Diskretisierungsfehler durch

D = max ||

und die Grofie
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sowie die Lipschitz-Stetigkeit der rechten Seite f(¢,x) mit der Konstanten L > 0

|f(t,21) — f(t,22)| < Llzy — 22,

so gilt die Abschétzung

LB

Beweis: Zuerst wollen wir erldutern, dass hinter den Beziehungen (3.56) das Stabi-

D
le;] < <G+ —) elBlti=to), (3.57)

litatskriterium sich verbirgt.

Dazu notieren wir das Polynom p(§) geméf8

r r—1
:Zakfk:€r—2dk§k, dk = —ag 20, /{?:0,1,...,7“—1.
k=0 k=0

Es gilt natiirlich 1 = Tz_:l ar und p(1) = 0. Aber man kann generell zeigen, dass alle seine
Nullstellen betragsmggiog < 1 sind und solche vom Betrag Eins nicht doppelt auftreten.
Dass £ = 1 keine doppelte Nullstelle ist, macht man sich geometrisch plausibel.

Die Polynome £¢" und Til ¥ sind fiir € > 0 nicht negativ, konvex und haben in ¢ = 1

k=0
einen "echten” Schnittpunkt. Rechnerisch fithrt man den Nachweis mit p'(1) # 0.

k=1
r—1 r—1 r—1
AU = =Y k= (1= @)+ (1= @)+t (1) +1
k=1 k=1 k=2
r—2
= dg+ (Ao +a1) + ..+ » ap+1
k=0

> 1.

Zuerst zeigen wir, dass alle Nullstellen |{| < 1, s = 1,2,...,7, sind, indem wir den
Polynomwert auflerhalb des Einheitskreises abschétzen.
Fiir [€] > 1 erhdlt man

&) = |¢ —Zaks )>|5’“|—)Zaks)>|5’“|— |aks’“|>|5’“|—2ak|5’“ !

— ¢ 1|Zak €7 = 1€ = & (€] - 1) > o.

Damit liegen die Nullstellen &s nicht auflerhalb des Einheitskreises.

Bleibt noch nachzuweisen, dass Nullstellen auf dem Einheitskreis nicht doppelt auftre-
ten.

Wenn man eine solche i. Allg. komplexe Nullstelle £, = €', || = 1, hat, dann ist auch

E = ¢~ eine Nullstelle.
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Fiir £ = 1 haben wir das schon getan und die allgemeine Vorgehensweise ist dhnlich.
Es geniigt also, fir |£5| = 1 wiederum p'(&;) # 0 zu zeigen.

r—1 r—1
A = re =Y kad =g re = > k]
k=1 k=1

P& =

r—1
r& =Y kagt
k=1

r—1
= r—> kip > 1
k=1

analog zur Situation wie bei p'(1).

r—1 r—1
> |rerl = | Yo kagt| 2 rlel = > kel
k=1 k=1

Nach den Bemerkungen zur Voraussetzung (3.56) wenden wir uns nun dem Beweis zu.
Aus den Beziehungen (3.49) (j=i—r+1)

Zakni-‘rk = h Zbkfi-i-k? Ay = ]-7 bT’ = 07
k=0 k=0

—_

Nigr = (—arNivr + hbgfivk),

<

=3 Eond
LI

Nig1 = (—agnjtr + hbpfive) (Indexverschiebung)

B
Il
=)

und (3.54)
r—1

o(tipr) = Z[_akx(tj—l—k) + R f(tjn, (tin))] + h T
=0

folgt durch Subtraktion, Anwenden der Dreiecksungleichung und Ausnutzung der Lipschitz-
Stetigkeit von f fiiri >r —1

[y

l€ir1] = [miv1 — 2(ti1)| < ) (law| + RL[bg]) lejik] + A [Tisal- (3.58)
0

e
Il

Fir £k =0,1,...,r — 1 definieren wir

Auflerdem sei

C:ZCk.

r—1
Aus der Konsistenzbedingung (3.51) folgt > ar = —a, = —1 und damit
k=0

—_

r—1
C=> la| +hL> |b|=1+hLB>1. (3.59)
0 k=0

<

B
Il
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Eingesetzt in (3.58) ergeben sich hieraus

r—1 r—1

118

lex] < > Cilex| +hD < GY Cp+hD = GC + hD,

k=0 k=0
r—1 r—2

leri] <) Crlenpa| +hD <G Cr+ Coile,| + hD

k=0 k=0

VAN
Q
VRS
S5 > ~z
!—‘g l\D

Il

Q
VR
bl
g

< GIC+C(C—-1)+hD(C+1)
= GC*+hD(C+1),

lerio] < ... <GC*+hD(C?*+C+1)

und allgemein durch Induktion
lerss] < GO +AD Y " CF,
k=0
bzw. mit » > 1 und C > 1 die grobere Abschéitzung

s+r—1

lerss| < GO+ D Y C*.
k=0
Mit i = r + s folgt wegen (3.59)
i—1
lei] < GC'+nD) C*
k=0
, C'—1
= GC"+ hD
Marape L
= G(1+hLB) + [(1+hLB)
< Ge zhLB zhLB 1)

(e
(e

die Behauptung des Satzes.

t to

D
LB
) ih LB

E\w E\®

"+ G 1) +hD (Cry +1)

"t (O — )) +hD (Cy_q +1)

(3.60)

(3.61)

1], L>0
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[3.24] Bemerkungen

(a) Die Adams-Bashforth-Formeln erfiillen die Voraussetzung (3.56) des Satzes [3.23].
(b) Eine @hnliche Abschitzung wie die des Satzes [3.23] kann auch fiir allgemeinere und
insbesondere fiir implizite MSV durchgefiihrt werden.

(c) Einige Ungleichungen im Satz [3.23] stellen eine Vergroberung der Abschétzung dar.

(d) Um in jedem Fall die Konvergenz zu sichern, muss D = O(h?), p > 0, und beziiglich
der AB

limG =0 bzw. G<c1h?, ¢>0, ¢, >0, (3.62)

h—0

gelten.

(e) Falls G < ¢y h? ist, und insbesondere bei G = 0, iibertriagt sich die Konsistenz-
ordnung p auf die Konvergenz und damit Genauigkeit der Losung. Die Konvergenz-
ordnung ist dann ebenfalls p.

(f) Sind die ersten r Werte 1o, n1, ..., 1,1 exakt gegeben, d.h. ist G = 0, und hat das
MSV die Konsistenzordnung p, so ist D < ¢h? und es folgt in Analogie zu Satz [2.12]
fiir ESV

p
le;| < % elBlti=t) — O(hP). (3.63)

Sind die Startwerte nicht exakt bekannt, so miissen diese — um Verluste in der Ordnung

zu vermeiden — mit einem Verfahren, z. B. ESV, der Ordnung p ermittelt werden.

(g) Tritt der Sonderfall L = 0 ein, so ist dann C' = 0 sowie

leres] < GO+ DY C* =G+ (s+1)hD < G + (s +1)hD,
k=0

Das bedeutet fiir G = O(h?) und D = O(h?) die Konvergenzordnung p des MSV.
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4 Stabilitat von Ein- und Mehrschrittverfahren

4.1 Absolute Stabilitat

Wihrend der Abschnitt 3.3 sich mit Instabilitdten befasste, welche durch die Eigendyna-
mik der linken Seiten von MSV entstanden, wollen wir jetzt Instabilitdten untersuchen,
welche mit den rechten Seiten der gDGI zusammenhéngen. Die spéter folgenden Unter-

suchungen beziehen sich sowohl auf ESV als auch auf MSV.

Stabilitatsuntersuchungen zu Diskretisierungsverfahren setzen sinnvollerweise voraus,
dass man das Verhalten der Losung des AWP selber kennt bzw. beurteilen kann. Dazu
braucht man nur auf einige bisher gerechnete AWP zu schauen.

Wenn man zum einfachen AWP 2/ = z, x(0) = 1, mit seiner exponentiell wachsenden
Losung z(t) = e’ die Ndherung aus einem Schrittverfahren vergleicht, so kann Kon-
vergenz bei h — 0 nur in einem endlichen Intervall [0,7] moglich sein, wiahrend bei
Verfolgung der Néherungslosung ins "Unendliche” stetig wachsende Abweichungen auf-
treten (siehe Beispiel [1.11] (a)).

Anders verhélt sich die Situation beim AWP 2/ = —z, z(0) = 1, mit der Asympto-
tik seiner Losung x(t) = e~' gegen Null. Das Schrittverfahren dazu sollte dann nicht
nur konvergent sein, sondern auch die Asymptotik garantieren und wenn moglich auch
“zwischendurch® noch gute Naherungswerte liefern. Fiir eine monotone exakte Losung
ist eine oszillierende Naherungslosung wenig geeignet. Wenn wie hier noch eine stabile
Gleichgewichtslage x(t) = 0 der gDGI 2’ = —z mit der AB z(0) = 0 vorliegt, sollte das
auch die Wahl eines giinstigen Schrittverfahrens ermoglichen (siehe Beispiel [1.11] (b)).
Die Verfolgung von Losungen, die asymptotisch stabil sind oder gegen stabile Gleich-
gewichtslagen tendieren, ist mit Schrittverfahren bei hinreichend kleiner Schrittweite
h oder fiir lange Integrationsintervalle (dabei kann "unterwegs” h durchaus vergrofiert
werden) eher moglich als die Approximation von instabilen Gleichgewichtslagen.
Gerade Néaherungsverfahren bei Rechnungen in Gleitpunktarithmetik, die damit Run-
dungseffekten und verschiedenen Storungen ausgesetzt sind, kénnen Losungen erzeugen,

die sich schnell von der exakten Trajektorie entfernen.

Fiir die gDGI 2’ =t cos(z) in den Beispielen [2.17] (a) bzw. [2.20] (b) erkennen wir in
x(t) = 5 eine sehr ausgeprigte stabile Gleichgewichtslage.

Zur ¢gDGI ' = z(1 — z) mit ihrer exakten Losung z(t) = Ce'/(1 + C(e' — 1)) haben
wir das Richtungsfeld in Abb. 1.1 dargestellt. Es gibt zwei Gleichgewichtslagen z(t) = 0
und z(t) = 1. Sobald im AWP 2’ = z(1 — z), x(0) = 0, die AB einer noch so kleinen
Storung ¢ unterliegt, tendiert die Losungstrajektorie entweder bei 6 < 0 gegen —oo oder
bei 0 > 0 gegen 1.

Fiir das AWP 2/ = 10(z — t2/(1 + ¢?)) + 2t /(1 + t?)?, 2(0) = 0, im Beispiel [2.20] (c)
ist die Losungstrajektorie z(t) = /(1 + t*) eine instabile Gleichgewichtslage. Nur in
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einem endlichen Zeitintervall [0, 7] kann ein stabiles Schrittverfahren konvergieren. Fiir
Rechnungen bei 7' > 1 wird es immer Probleme mit der Approximation geben.
Zusétzliche Aspekte kommen hinzu,
— wenn das Richtungsfeld sehr steile Anstiege enthélt wie bei 2’ = 1/(z + 107P),
p > 1 (vergl. Beispiel [2.17] (b)),
—  wenn wie fiir die gDGI 2’ = 2% nicht nur eine globale instabile Gleichgewichtslage
z(t) = 0 vorliegt, sondern mit der AB z(0) = 1/¢ > 0 die Losung x(t) = 1/(c — t)
bei t = ¢ "explodiert” und gegen +oo strebt (vergl. Bemerkung [1.8] (b)),
—  wenn das Losungsintervall wie bei 2’ = —1//x, x(0) = 1, eingeschrénkt ist und
die Losung z(t) = (1 — 3t)*/? bei t = 2 kollabiert (vergl. Bemerkung [1.8] (d)),
— wenn die Losung wie fir 2/ = sin(1/z), x(0) = 1, an bestimmten Punkten nicht

definiert ist, aber ein Schrittverfahren iiber diese Stellen hinweg integriert (vergl.
Bemerkung [1.8] (e)).

Wir erkennen aus den Betrachtungen, dass AWP mit fallenden Losungen fiir Stabi-
litdtsuntersuchungen eher geeignet sind.

Deshalb begniigt man sich in der ersten Phase zunéchst mit einfachen Test-DGI.

Im skalaren Fall ist das die parameterabhingige gDGl (AWP)

=Xz, t>ty, z(ty) =20 €R, XeC, (4.1)
im vektoriellen Fall das SysgDGI
x'= Ax, t > ty, x(ty) = x¢ € R", Matrix A reell, regulir, diagonalisierbar.  (4.2)

Mit der Losung z(t) = moer?~%) der Test-DGI (4.1) sieht man, dass die Grofe R\

dariiber entscheidet, ob fiir wachsendes ¢ der Betrag der Losung x(t) fallt oder wéchst.

[4.1] Definition
(a) Die Test-DGI (4.1) heiit stabil, falls ®A < 0.

(b) Die Test-DGI (4.1) heifit asymptotisch stabil, falls sie stabil ist und bei Stérung der
AB Z(ty) = xo + Axg die Losung Z(t) des gestorten AWP die Bedingung
tlim (Z(t) —x(t)) =0 (4.3)

erfiillt. Hier bedeutet das wegen
E(t) — z(t) = Az eM10)

die Beziehung R\ < 0. Deshalb wird der Parameter A aus negativen komplexen Halb-
ebene C~ genommen.
Natiirlich wird man von Schrittverfahren addquates Wachstumsverhalten verlangen bzw.

untersuchen, welche Bedingungen dafiir zu erfiillen sind.
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[4.2] Beispiel Betrachten wir das lineare Testproblem
=Xz, z(0)=1, NeC, (4.4)
mit der exakten Losung x(t) = e und wenden hierauf das KRKV an. Wir erhalten
ki = An,
ke =X(mi+ihki) = (A+3hA%)n;,
ks =X(mi+ thks) = (A4 2hA2 + 1R2N3)
ko =X (mi+hks) = (A4+hX+1R2N + 1h3N) 1
und damit
g1 = i + 2(ky + 2ky + 2k3 + ka) = F(hA) i (4.5)

mit dem Polynom (Wachstums- oder Ubergangsfunktion von i — (i + 1))

1, 1 1
F(z)=1+z+§z2+gz3+gz4, z=hAreC. (4.6)

Ist der Realteil RA < 0, so klingt unabhéngig von seinem Imaginérteil die exakte Losung
x(t) fiir t — oo gegen Null ab. Dasselbe qualitative Verhalten fiir die numerische Losung

n; erhalten wir nur, wenn h > 0 so gewahlt ist, dass

|F(2)] < 1. (4.7)
Wegen |F(z)| — oo fiir |z] — oo ist das aber nur moglich, wenn |z| und damit die
Schrittweite h hinreichend klein ist. «
4.1.1 Stabilitidtsgebiet von ESV

Das Beispiel [4.2] motiviert die folgende Definition.

[4.3] Definition (a) Fiihrt ein ESV fiir das Problem (4.4) auf eine Rekursion der Form
N1 = F(2)mi, z=hA\, (4.8)
so heifit die Menge
E={ze€C : |[F(2)| <1}

das zum ESV gehorende Gebiet der absoluten Stabilitét.
Wegen F'(0) =1 liegt z = 0 immer auf der Grenze des Stabilitéitsgebiets.

Der Grenzfall A = 0 kann unter verschiedenen Gesichtspunkten gut oder schlecht sein.
Zur exakten Losung z(t) = 1 ist die Naherung n; = 1, ¢ = 0, 1, ..., natiirlich in Ordnung.
Ist die AB jedoch gestort, also g = 1 + 9, dann gilt auch n; = 1+6, i = 1,2, ..., und

wegen }Lir% |n; — x(t;)] = 0 # 0 hat man keine Konvergenz.
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(b) Liegt die linke komplexe Halbebene
C ={2zeC : Rz<0} (4.9)

ganz in &, so heifit das Verfahren A-stabil.

(c) Liegt die linke komplexe Halbebene C~ bzw. ein geniigend grofler unbeschrénkter
Teil von C~ im Stabilitatsgebiet £, dann heifit das Verfahren unbeschrinkt absolut
stabil.

Zuweilen wird diese etwas schwichere Bedingung auch als A-Stabilitéit verwendet.

Entsprechend dem Beispiel [4.2] sind Schrittweiten h > 0 fiir das Testproblem so zu
wahlen, dass hA fiir gegebenes A mit RA < 0 im Gebiet der absoluten Stabilitéit liegt.
Fiir A-stabile Verfahren gibt es keine Schrittweitenbeschriankung.

Weniger aufwéindig als die Betrachtung von Gebieten in der komplexen Ebene ist natiirlich
die im Reellen mit A € R und X\ < 0.

[4.4] Beispiele
(a) Fur das PZV ist

Niwr =i + hf(n) = (1 +h\N)n;, 1=0,1,..., no gegeben, (4.10)
also
F(z)=1+z. (4.11)

Das Gebiet der absoluten Stabilitét ist in der Gaufischen Zahlenebene wegen 1 = |1+z| =
|z — (—1)| der Kreis um den Mittelpunkt zyp = —1 und mit dem Radius r = 1.
Zu reellem A < 0 ist die Ableitung einer Bedingung fiir h sehr einfach, denn es gilt

1+ hX < 1,
-1 < 14+hX < 1,
—hX < 2,

o< 2= 2

(vergl. Beispiel [1.11]).

Zu komplexem A = s+ w mit R\ = s < 0 konnte man zwei Abschétzungen vornehmen.

|PA| =1 < ||RA| = 1| < |14+ hA| < 1,

|hA| < 2,

2

h < —,

A
1

1—|hA < 1= |RA|| < |1+ RhA| < 1, falls |hA <1, d.h. h< o
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Die erste Ungleichung h < ist relativ grob und stellt damit nur eine notwendige

2
AT
Bedingung an h dar. Der zweite Zugang liefert eine Ungleichung, die i. Allg. eine zu
strenge Forderung an h enthélt.

Giinstiger ist es, im Komplexen zu arbeiten. Dann erhélt man die Beziehungen

1+ hA = |[1+h(s+w)| = |1+ hs+hw| < 1,
L+ hs)? + (hw)? = 142hs+h%s* +h%w? < 1,
(
2s + h(s> +w?) < 0,
hAPR < —2 R\,
21RA - 2s
A2 24 w?

ho< (4.12)

Die reelle Version ist als Sonderfall enthalten.

Betrachten wir uns die Schrittweitenfunktion h = h(\) = h(s,w) etwas genauer, indem

wir eine der unabhéngigen Variablen konstant lassen.

h(s,omega), s=-4..0, omega=0,+-1,+-2,+-3 h(s,omega), omega=-4..4, s=-1/2,-1-2 -4
4

-4 3 2 K] 0 -4 3 2 a1 0 1 2 3 4
s omega

Abb. 4.1: Dateien schr01.ps, schr02.ps, Schrittweitenfunktion A(s,w)

Wir erkennen folgende Eigenschaften von h(s,w).

— Wenn s < —1, dann ist die Kurve h(s,0) als obere Schranke fiir die maximal mogliche

2 0 2
s T

—Ist s € [-2,0), dann hat w wachsenden Einfluss auf die Schranke h. Diese bleibt klein,

falls w — oo tendiert. Sie kann aber auch sehr grofi werden bei w = 0 bzw. w nahe

Schrittweite zustindig. w? ist vernachlissighar und h < —% = —

Null (wenig Imaginérteil).
— Falls s < 0, dann gibt es eine starke Einschriankung fiir A bei allen w.

— Falls w =~ 0, dann ist mit s § 0 eine grofle Schrittweite h moglich.
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Die Berechnung der begrenzenden Kontur 0 = {z : |F(z)| = 1} des Stabilitatsgebiets
€ kann hier einfach durch den Ansatz F(z) = €', ¢ € R, erfolgen. Damit ist

z=—1+¢e%=—1+cos(p)+sin(y), ¢ € [0,2m),

was genau den Einheitskreis um den Mittelpunkt zy = —1 beschreibt. Im Inneren dieses
Kreises bzw. des Intervalls [—2,0] ist |F'(z)| < 1.

Zur Schrittweitenwahl h(A), A € C~, betrachten wir das Testproblem
=Xz, z(0)=1, A=—1+1,
mit der exakten komplexen Losung

z(t) = eM = eM(cos(t) +usin(t)) = Ra(t) +13x(t) = z1(t) +r22(t),
z1(t) = e cos(t), x1(0) =1, zo(t) = e 'sin(t), z2(0) = 0.

x(t)=(Re x(t),Im x(t)), t=0..10
N
\
\\
0.8 \
\
061 \\ Abb. 4.2:
\ Re x(t) .
0l | Datei kompl.ps,
/ Losung als Real- und Imaginérteil
1/ m x(t
¢ Ra(t)=x1(t)=e" cos(t), z1(0) = 1,
of T % 5 o Sx(t)=xo(t)=e" sin(t), x2(0) = 0,
' t € [0,10]
Berechnungen in Maple
> assume(t,real):
lambda:=-1+1;
dgl:=diff (x(t),t)-lambda*x(t);
dsolve(dgl,x(t));
> loes:=dsolve({dgl,x(0)=1},x(t));
x1:=unapply (Re (rhs(loes)),t);
x2:=unapply (Im(rhs (loes)),t);
Ai=—1+41
d
dgl = (dt—NX(tN)> 4 (1 - Dx(t~)

X(tw) = _Ol e((_l-"_I)tN)
loes := x(t~) = el(=1+1)t~)
xl =t~ — > el"™) cos(t~)

22 =t~ — > el"™)sin(t~)
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Wollen wir Richtungsfelder zur gDGL wie in Abschnitt 1.1 erzeugen, so scheitern wir

am komplexen Parameter.

> v:=[1,lambda*y] ;
fieldplot(v,t=0..2,x=-1..2);
# Error, (in fieldplot) no non-zero vectors found
dfieldplot({dgl=0}, [x],t=0..2,x=-1..2);
# Koordinatensystem ohne Grafik
DEplot ({dgl}, [x(t)],t=0..2,{[0,1]},1inecolor=black,axes=frame) ;
# Error, (in DEtools/DEplot/drawlines) complex argument to max/min

Es bleibt also nur die Umwandlung der komplexen gDGI
(x1(t) +129(t)) = (=1 +2)(x1(t) +222(t)) mit x1(t) = Ra(t), z2(t) = Sx(t),
in ein System von zwei gDGL 1. Ordnung

[L’ll +ZL’1 —|-(L’2 = 0, 1’1(0)
LL’/2 — T +LL’2 = 0, LL’Q(O)

Y

1
0.

> dgls:=diff (x1(t),t)+x1(t)+x2(t)=0,diff (x2(t),t)-x1(t)+x2(t)=0;
vars:=x1(t) ,x2(t):
dsolve({dgls},{vars});

x2(t)) —x1(t) + x2(t) = 0

SIS

dgls = (;ltxl( ) +x1() +x2(1) = 0, (

{x1(t) = =9 (_C1sin(t) + _C2cos(t)), x2(t)

(=9 (—_C1cos(t) + C2sin(t))}

> inits:=x1(0)=1,x2(0)=0;
loes2:=dsolve({dgls,inits},{vars});
x1t:=rhs(op(1l,loes2));
x2t:=rhs(op(2,loes2));

inits :=x1(0) = 1, x2(0) =

loes2 := {x1(t) = =Y cos(t), x2(t) = " sin(t)}
rlt == e~ cos(t)
22t == e[ sin(t)

Aber man kann die Losung «(t) als Phasenkurve (z1(t), 22(t)), t € [0, 7], zeichnen bzw.
als Phasenportrait, d. h. die Phasenkurve gemeinsam mit dem Richtungsfeld () (t), 25(t))
in dem vom Zeitintervall ¢ € [0, T] aufgespannten rechteckigen Bereich

[min 2 (¢), max z1 ()] X [min x5 (t), max xs(t)].

Nur die Kurve erhélt man, wenn das SysgDGI nicht autonom ist, im autonomen Fall
Kurve und Richtungsfeld.
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> pl:=plot([x1t,x2t,t=0..10],thickness=3,labels=[‘Re x(t) ¢, ‘Im x(t)‘]
color=black,title=‘Kurve (x1(t),x2(t))=(Re x(t),Im x(t)), .109):
display(pl);
> pl:=DEplot({dgls}, [vars],t=0..10, [[x1(0)=1,x2(0)=0]],color=red,
thickness=1,stepsize=0.01,
title=‘Phasenportrait: x1(t)=Re x(t),x2(t)=Im x(t), t=0..10°):
pll:=plot([x1t,x2t,t=0..10],color=black,thickness=3):
display(pl1,pl);

Kurve (x1(t),x2(t))=(Re x(t),Im x(t)), t=0..10 Phasenportrait: x1(t)=Re x(t),x2(t)=Im x(t), t=0..10

Im x(t)

0.2 04 0.6 0.8 1
Re x(t)

Abb. 4.3: Dateien komp2.ps, komp3.ps,
Phasenkurve (z1(t), z2(t) = (Rz(t), Sx(t)) = (e * cos(t), e *sin(t)), t€[0, T,
(1(0),22(0)) = (1,0), sowie gemeinsam mit Richtungsfeld (z/(t), x4 (t))

Nun wenden wir das PZV (4.10) im Komplexen fiir np = 1 + ¢0 und verschiedene
Schrittweiten h an. Zu den komplexen Néherungswerten 7; haben wir ihre Real- und
Imaginéarteile, die wir sowohl als Punkte als auch durch einen die Punkte verbindenden
Polygonzug zeichnen und mit der exakten Losungskurve vergleichen.

Zwecks Stabilitit ist fir A = —1+1, |A\| = /2, die Schrittweitenbedingung (4.12) einzu-
halten, d.h. h < 2|RA|/|A|*> = 1. Die anderen Abschiitzungen wie h < 2/|\| = /2 sind
diesbeziiglich zu grob, oder h < 1/|A| = %2 zu scharf.

Will man jedoch nicht oszillierendes Losungsverhalten und verniinftige Genauigkeit er-

zielen, muss man mit h deutlich unter der Stabilitédtsgrenze 1 bleiben.

> veta:=array(1..2,0..1000,[1):
> h:=1/10; N:=100; T:=Nxh;
etal:=1+I%0:
vetal[1l,0] :=Re(etal): vetal[2,0] :=Im(etal):
etai:=etal:
for i from 1 to N do
etail:=(1+h*lambda)*etai;
vetal[1,i] :=Re(etail); vetal[2,i] :=Im(etail);
etai:=etail;
end do:
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Re x(t) und Re etali], i=0..N, N=7 Im x(t) und Im etal[i, i=0..N, N=7 Re x(t) und Re etali], i=0..N, N=10 Im x(t) und Im eta[i], i=0..N, N=10
10 I 107 | I I
10 10
05 0s]| |
5 5 ]
A | ] 0 - 10
0 10 0 [10 |
\ / | 05 05
- S \ | \|
10 10 ) a0t ! ' 10 ! !
Re x(t) und Re etali], i=0..N, N=20 Im x(t) und Im etafi], i=0..N, N=20 Re x(t) und Re etali], i=0..N, N=100 Im x(t) und Im etafi], i=0..N, N=100
10 1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8 0.8
06 06 0.6 0.6
N
04 w:\ 047/ | 04
| n
| wv
02 || oz | 02 \
o O—Lﬁéﬁﬁﬂ—at | L t t
A 8 81w Y 10 § 10
o2 U 02 0.2 -0.2
Abb. 4.4: Dateien kpzvl.ps, kpzv2.ps, kpzv3.ps, kpzvd.ps,
Naherungswerte Rn;, 31;, i =0,1,..., N, des PZV bei h = 1.4,1, %, 1—10,

sowie exakte Losungskurven x1(t), xo(t), t € [0,T], T = 10

> pp:=array(1..2,[]):
> pl:=plot(x1(t),t=0..T,color=blue,thickness=2,
title=‘Re x(t) und Re etal[i], i=0..N, N=100°¢):
p2:=pointplot([seq([i*h,vetal[1,i]],i=0..N)],style=LINE, color=red):
p3:=pointplot ([seq([i*h,vetal[l,i]],i=0..N)],color=black):

p4:=plot([[0,-0.2],[0,1]],color=black):

ppl1]:=display(pl,p2,p3,p4):
> pl:=plot(x2(t),t=0..T,color=blue,thickness=2,
title=‘Im x(t) und Im etalil, i=0..N, N=100¢):
p2:=pointplot([seq([i*h,vetal[2,i]],i=0..N)],style=LINE, color=red):
p3:=pointplot ([seq([i*h,vetal[2,i]],i=0..N)],color=black):

p4:=plot([[0,-0.2],[0,1]],color=black):

ppl[2] :=display(pl,p2,p3,p4):

> display(pp);
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> datei:=‘C:/D/neundorf/nwptexte/num_iii_gdgl/neundorf06/maple/kpzv4.ps‘:
interface(plotdevice=ps,plotoutput=datei,
plotoptions=‘color,portrait,width=640,height=480°) ;
plots[display] (pp);
interface(plotdevice=win);

(b) Fiir das IEV

Nigr = M +hf(tiv1, niv1) = M+ hAnip,

Miv1 = ﬁm (4.13)
ist
F(z) = ! 4.14
(2) = 1— (4.14)
Fiir RA < 0 ist Rz < 0 und weiter mit z = u + v, u <0,
1 1 1 1 1
1F(2)] = -z |[l—u—w| VI —u)2+0? = \/m_ 1+ |Rz| <t

Das Verfahren ist also A-stabil.

Wenn man in einem solchen Fall einen "Stabilitdtsbereich” angeben will, so ist seine
Begrenzung nicht im Gebiet C~ zu suchen.

Es gilt |F(z)| = 1 fiir den Einheitskreis um den Mittelpunkt zop = 1, d.h. z = 1 4 €',

und auflerhalb dieses Kreises sowie insbesondere in C™ ist |F'(2)| < 1.

(¢c) Wir kombinieren die Verfahren (a) und (b) zu einem PC-Verfahren und definieren
(P)

Nivr = N+ hf(tir, miq)-
Einsetzen von f(t,x) = Az ergibt
Nisr = (L4 hA+ (hA))n; (4.15)
und damit
F(z) =142+ 2% (4.16)

Wegen |F(z)| — oo fiir |z] — oo ist das Verfahren nicht A-stabil. Es "erbt” einen Teil
seiner Eigenschaften eben auch vom Préadiktor.

Das PC-Verfahren hat ein Stabilitdtsgebiet, das sich von denen seiner zwei Kompo-
nenten unterscheidet und wider Erwarten zu einer strengeren Forderung beziiglich der
Schrittweite h fiithrt.

Varianten der Ermittlung und Darstellung des Stabilitdtsgebiets mit Maple

> s:=solve(1+z+z"2-exp(I*phi)=0,z);

1 1
= —— 4 -\ — 4elod) _—
S 2+2 3+ (& 9

V—3+4el9)

N | —
N | —
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> sl:=s[1];
s2:=s[2];
1 1
1 =—2 4+ /= 4ell®)
s 5 +»2 3+4e
1 1
PR S Y S )
s 573 +4e
> # Test
Re(s1)
evalc(Re(s1));
1 1 V[_________
—— 4= —3+4el9)
5 +—2§R( 3+4ell9))
1 1 :
—511 \/2 V(=3 + 4 cos(¢))2 + 16 sin(¢)2 — 6 + 8 cos(¢)
> x1:=phi->evalc(Re(s1)); # nicht Operator -> verwenden

x1:=unapply(evalc(Re(s1)),phi);
x2:=unapply(evalc(Im(s1)),phi);

zl := ¢ — evalc(R(s1))

xl == ¢ — —% + i \/2 V(=3 + 4 cos(4))2 + 16 sin(¢)2 — 6 + 8 cos(¢)

2:=¢— icsgn(él sin(¢)+31—41 cos(¢))\/2\/(—3—|—4 cos(¢))2+16sin(¢)2+6—8 cos(¢)

> yl:=unapply(evalc(Re(s2)),phi);
y2:=unapply(evalc(Im(s2)),phi);

1

yl == ¢ — 5~ i \/2 V(=3 + 4 cos())2 + 16 sin(¢)2 — 6 + 8 cos(¢)

Y2 :=¢— —icsgn(él sin(¢)+31—41 cos(¢))\/2\/(—3+4 cos(¢))?+16sin(¢)2+6—8 cos(¢)

> pl:=plot([x1(t),x2(t),t=-Pi+0.001..Pi-0.001],view=[-2..1,-1.5..1.5],
thickness=2,labels=[‘Re z‘,‘Im z‘],
title=‘Grenze des Stabilitaetsgebiets zum PCV¢):
p2:=plot ([y1(t),y2(t),t=-Pi+0.001..Pi-0.001],thickness=2):
p3:=textplot([-1.2,1.2,|F(=2)|=1¢]):
display(p1,p2,p3);

> dateil:=‘D:/neundorf/nwptexte/num_gdgl/neun06/maple/stab_01.ps‘:
interface(plotdevice=ps,
plotoutput=dateil,
plotoptions=‘color,portrait,width=640,height=480°);
plots[display] (p1,p2,p3);
interface(plotdevice=win);
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Grenze des Stabilitaetsgebiets zum PCV

[F@)I=1 F1.2

002 04 06 08 1

02 Abb. 4.5:

v Datei stab_01.ps,

7 Begrenzungskurve |F(z)| =1
des Stabilitiatsgebiets &

12 zum PCV:

L4 PZV-Pradiktor und
[EV-Korrektor

2 18 -16 -14 12 1 08 -06 04 -0.2

Rez

> # Weitere Varianten der Konturbestimmung |F(z)|=1 in 3D, 2D
f :=unapply(abs ((x+I*y) "2+x+I*y+1),x,y);

f=(@y) > |@+Ty?+o+Ty+1]|

> plot3d(f(x,y),x=-2..1,y=-1.5..1.5,scaling=constrained,orientation=[-90,0],
axes=normal,style=contour,contours=[1],thickness=2);

> contourplot(f(x,y),x=-2..1,y=-1.5..1.5,contours=[1],
view=[-2..1,-1.5..1.5],thickness=2);

Zu reellem X\ < 0 ist die Herleitung einer Bedingung fiir die Schrittweite h sehr einfach,
denn aus |1 + AX + (hA)?] < 1 folgt h < & = ﬁ Weder die schwichere Bedingung
h < % des PZV noch die A-Stabilitéit des IEV bleiben erhalten.

(d) Fiir die (2,2)-RKV, zu denen u.a. das MPVZ und HV gehoren, ist

1
F(z)= 1+z—|—522. (4.17)

Zu reellem X\ < 0 folgt die Bedingung fiir die Schrittweite h aus |1 + kA + 1(hA)?| < 1.
Wegen
—2 < 2F(hA) =24+ 2hA + (hA)? =1+ (1 + h))? < 2

ergeben sich als Grenzen des Stabilitédtsintervalls hA = 0 und A\ = —2 und somit wie

beim PZV die Schrittweitenbedingung h < %
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Die Berechnung der begrenzenden Kontur 0 = {z : |F(z)| = 1} des Stabilitatsgebiets
€ kann wieder einfach durch den Ansatz F(z) = €'¢, ¢ € R, erfolgen. Damit ist

z=2z2(p) = -1+ V2% -1, pe€|[-mmn). (4.18)

Die beiden Teilkonturen ergeben zusammen die Gebietsgrenze OE, die einer Ellipse
dhnlich ist (siehe Abb. 4.8). <

[4.5] Bemerkung

(a) Fiir explizite ESV ist F'(z) i. Allg. ein Polynom. Da Polynome fiir |z| — oo unbe-
schrankt wachsen, sind solche Verfahren nicht A-stabil. Damit ist z. B. das KRKV nicht
A-stabil. Fiir implizite Verfahren ist F'(z) i. Allg. eine gebrochene rationale Funktion,

wo das Stabilitidtsgebiet dann meistens sich vergrofern kann.

(b) Fiir F(z) als Polynom bzw. gebrochene rationale Funktion ist das Stabilitidtsgebiet

symmetrisch zur reellen Achse, denn es gilt dann im Komplexen

€06 o [F(o)=1 o |Flo)|=1 & |F(3)|=1 < zcdE.

(¢) Zu reellem X\ < 0 vergleichen wir die bisherigen Polynome (Wachstumsfunktionen)
F(z) von PZV, IEV, PCV und KRKV.
Wir kontrollieren das maximal zuléssige z-Intervall (z,:,,0), aus dem die Schrittwei-

tenbedingung h < zyi, /A folgt.
Darstellung mit Maple

> # Stabilitaetsgebiete (Intervalle) |F(z)|<1 im reellen Fall
# bei z=h*lambda, lambda<O

> fl:=z->1+z; # PZV
£f2:=2z->1/(1-2); # IEV
£3:=z->1+z+z"2; # PCV

f4:=2->1+z+2"2/2+2"3/6+2"4/24;  # KRKV

> ql:=plot([f1(z),f2(z),£3(z),f4(=2)],z=-3..0.5,scaling=constrained,

color=[blue,green,red,magental ,view=[-3..0.5,-1.5..2],
thickness=2,title=‘Stabilitaetsintervalle (zmin,0) zu |F(z)|<1¢):

g2:=plot([1,-1],z=-3..0.5,color=black):

q3:=plot([[-2,-1],[-2,1]],color=blue,linestyle=2):

g4 :=plot([[-1,0],[-1,1]],color=red,linestyle=2):

g5:=plot([[-2.785,0],[-2.785,1]],color=magenta,linestyle=2):

q6:=plot({[[-1,0.007],[0,0.007]1],[[-2,-0.01],[0,-0.01]],

[[-2.785,0]1,[0,0]]1},color=black,thickness=2):
q7:=textplot([[-1.9,1.9, ‘1+z+z"2‘],[-1.5,0.6,°‘1/(1-2z) ‘],
[-2.6,-1.3,1+z‘],[-2.5,1.5, ‘1+z+z"2+2"3/6+z"4/24°]]) :

display(ql,92,93,94,95,96,97);
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> datei2:=‘D:/neundorf/nwptexte/num_gdgl/neun06/maple/stab_02.ps‘:
interface(plotdevice=ps,
plotoutput=datei2,
plotoptions=‘color,portrait,width=640,height=480°);
plots[display] (q1,92,93,94,95,96,97);
interface(plotdevice=win);

Stabilitaetsintervalle (zmin,0) zu |F(z)|<1
1+z+7/2 2 /
g
/
oy
1+7+7"2+2"3/6+2"4124 /
r14

rL

T
F0.8

Y12 / 06 Abb. 4.6:

_— ’ F0.4

. | " Datei stab_02.ps,

3 28 "4 4& 18 14
z

AT [00a Polynome F'(z) zu

M PZV, IEV, PCV, KRKV und
106 Stabilitédtsintervalle (zpin, 0),
F-0.8
4 PZV: € (—2,0),
1+z 12 IEV ( )
-14
PCV: € (—1,0),
KRKV: 2 e( 2,785 ,0)

(d) Analog kann man zu reellem A < 0 die Polynome (Wachstumsfunktionen) F(z) ei-
niger RKV vergleichen.

Wir nehmen dazu die folgenden RKV: PZV, MPZV, HV, (3,2)-RKV, (3,3)-RKV (g),
(3,3)-KV (h) und KRKV aus Abschnitt 2.2.1.

Die Polynome sind entsprechend dieser Reihenfolge

F(z) = 14z,

1
F(z) = 142432, (2x)

1 1
F(2) = 142+ =24 =2%

2 9
Lo 13
F(z) = 1+z+§z +62, (2x)

1 1 1
F(z) = 1+z+2z +623+ﬁz z=h\<0.

MPZV und HV haben das gleiche Polynom sowie (3,3)-RKV (g) und (3,3)-KV (h).
Wir kontrollieren das zuléssige z-Intervall (2, 0), aus dem die Schrittweitenbedingung
h < Zmin/ A folgt.
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Die Vorgehensweise mit Maple ist wie in Teil (b).

Stabilitaetsintervalle (zmin,0) zu |F(z)|<1

\ r2
\ 1+z2+2"212

\
1+z+z"2+z/‘3/6+z"4/2?4 \\\ : _ Abb. 4.7:
| N Datei stab_03.ps,
5 Polynome F'(z) zu
mehreren RKV und
Stabilitatsintervalle (2, 0),

14247°202+7"3/9

S PZV: z € (-2,0),
14z MPZV, HV: z € ( 270)7
1+z+2"212+23/6
(3,2)-RKV: 2 € (—3.408,0),
L, (3,3)-RKV: z € (=2.512,0),
KRKYV: € (—2.785,0)

Man beachte, dass bei RKV gleicher Genauigkeitsordnung dasjenige deutlich gréfleres h

zulésst, das mit mehr Schritten (Anstiegen k;) arbeitet.

Im né#chsten Beispiel versuchen wir, die Idee der RKV auf implizite Verfahren zu ver-
allgemeinern.

[4.6] Beispiel Ein zweistufiges implizites RKV sei definiert durch
ko= fti+ 2280+ thi + 28 nhky),
ko = f(t+ 2580 + S28 0k + Lhk)
sowie
Mivr = 1 + 5 (k1 + ko). (4.19)

Warum ist dieses Verfahren implizit? Worin besteht die Verallgemeinerung gegeniiber
den in Abschnitt 2.2 definierten RKV?
(1) Berechnung von F'(z)
Mit f(t,x) = Az folgt das lineare Gleichungssystem fiir k1 und ko
ki = A+ Lk + 328hky),
ke = A(mi+ 225hky + 1hky)

mit der Losung

1— ¥3p) _ 14 2hA
1—lh)\+ ENTSVERALEE 1—lh>\+ T (hn)?

ki =
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Hieraus folgt
USTS

2 |
z z
1-5+%

F(z) (4.20)
(2) Untersuchung auf A-Stabilitét

Das Gebiet der absoluten Stabilitdt wird begrenzt durch die Werte z mit |F(2)| = 1.
Der Ansatz F(z) = €%, ¢ € R, fithrt auf die quadratische Gleichung

22

S(L= )+ S(L+e9) + (1—e¥) =0

und abgesehen vom Sonderfall
=0, e¥=1,2=0, F(z) =1,

nach elementaren Umformungen geméf

I+e¥  1+cos(p)+asin(e) (14 cos(p) +2sin(p))(1 — cos(p) +esin(p))  2sin(yp)

1—ew 1—cos(p)—1sin(p) (1 —cos(p))? — (2sin(p))? 1 —cos(yp)

auf die Gleichung

sin(ep)

e R.
1 — cos(p)

22 +916az+12=0 mit a =

Die Losungen

z=1(—3a+Vv9%?%+12)

liegen alle auf der imaginiren Achse. Damit trennt die imaginidre Achse genau den
Bereich der absoluten Stabilitéit von den Werten z mit |F(2)| > 1.

Das Stabilitdtsgebiet £ enthélt die linke komplexe Halbebene C~. Es folgt somit die
A-Stabilitat des Verfahrens. <

In der Regel ist es sehr schwierig, den Bereich £ der absoluten Stabilitdt explizit zu

beschreiben. Aber mit Maple kann man dies auch im Komplexen bequem machen.

> # Stabilitaetsgebiete |F(z)|<1 im komplexen Fall
# bei z=h*lambda, Re(lambda)<0
# Grenzen der Stabilitaetsgebiete |F(z)|=1 --> Konturen

> £0:=unapply(abs(1-x-I*y),x,y); # IEV
f1:=unapply(abs(x+I*y+1),x,y); # PZV
f2:=unapply(abs ((x+I*y) "2+x+I*y+1) ,x,y); # PCV
£3:=unapply (abs ((x+I*y) "2/2+x+I*y+1) ,x,y); # MPZV, HV
f4:=unapply(abs ((x+I*y) "3/6+(x+I*xy) "2/2+x+I*y+1) ,X,y); # (3,3)-RKV
£5:=unapply(abs ((x+I*y) "3/9+(x+I*y) "2/2+x+I*y+1) ,x,y); # (3,2)-RKV
£6:=unapply(abs ((x+Ix*y) "4/24+(x+I*y) "3/6+(x+I*y) "2/2+x+I*y+1) ,x,y);

# KRKV
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> p0:=contourplot(f0(x,y),x=-4..2,y=-3..3,contours=[1],color=black,
view=[-4..2,-3..3],thickness=2,scaling=constrained,
title=‘Stabilitaetsgebiete fuer RKV, PCV gemaess |F(z)[<1¢):

pl:=contourplot (f1(x,y),x=-4..2,y=-3..3,contours=[1],color=blue):
p2:=contourplot (f2(x,y) ,x=-4..2,y=-3..3,contours=[1],color=brown) :
p3:=contourplot (£3(x,y) ,x=-4..2,y=-3..3,contours=[1],color=green):
p4:=contourplot (f4(x,y) ,x=-4..2,y=-3..3,contours=[1],color=magenta) :
p5:=contourplot (£f5(x,y) ,x=-4..2,y=-3..3,contours=[1],color=red) :
p6:=contourplot (£6(x,y) ,x=-4..2,y=-3..3,contours=[1],color=cyan):
p7:=textplot([[-1.6,0.5,‘PZV‘],[-1.0,1.5,‘MPZV, HV‘],
[-3.0,0.5,(3,2)-RKV‘],[-1.0,1.9,(3,3)-RKV‘],
[-2.2,1.4,°KRKV‘], [1,1.15,°IEV‘],[-0.75,0.5,‘PCV‘]]):

> display(p0O,pl,p2,p3,p4,p5,p6,p7);

> datei4:=‘D:/neundorf/nwptexte/num_gdgl/neun06/maple/stab_04.ps‘:
interface(plotdevice=ps,
plotoutput=datei4,
plotoptions=‘color,portrait,width=640,height=480°) ;
plots[display] (p0O,pl,p2,p3,p4,p5,p6,p7);
interface(plotdevice=win) ;

Stabilitaetsgebiete fuer RKV, PCV gemaess |F(z)|<1

IEV

Abb. 4.8: Datei stab_04.ps, Stabilititsgebiete €& gemif |F(z)| < 1 zu mehreren RKV:
IEV, PZV, PCV, MPZV=HV, (3,3)-RKV, KRKV, (3,2)-RKV
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Einfacher ist, wie man schon gesehen hat, die Untersuchung des Stabilititsintervalls
14, definiert als die Einschrinkung des Bereichs auf reellwertige negative Werte, welche

wir zur Unterscheidung mit £ bezeichnen wollen, d. h.

I,=ENR ={{e€R : £<0und |F(§)] <1} (4.21)

[4.7] Beispiele
(a) Fir das explizite und das implizite Euler-Verfahren haben wir dies in den Beispielen

[4.4] (a), (b) schon gemacht. Somit folgen die Stabilitétsintervalle aus der Untersuchung
des Gebiets der absoluten Stabilitdt als Iy = (—2,0) bzw. als Iy = (—o0,0).

(b) Fiir das PCV auf der Basis dieser Euler-Formeln gemé&f Beispiel [4.4] (c) ist
2 1) 3
F&)=1+¢+¢=(¢+3) +3

Dies ist eine nach oben gedffnete Parabel mit Minimalwert 3/4. Damit ergeben sich die
Grenzen des Stabilitdtsintervalls aus der Losung der quadratischen Gleichung F'(§) = 1,
und es folgt 74 = (—1,0). Damit ist das Stabilitdtsintervall kleiner als das des PZV.

(c) Fiir das KRKV ist
F() =1+&+38+ 368+ 5¢&

Die Grenzen des Stabilitétsintervalls erhilt man aus dem Ansatz F'(§) = 1. Es folgt aus

Maple-Berechnungen bzw. numerischen Rechnungen, z. B. mit dem Newton-Verfahren,
Iy = (—%-1172+36v29)"% + 2(172 + 36v/29)7/%,0)

_ 4 3/4+/29 | 172 3/4v29 172
= (‘5—\/T+W+\/T—770>

= (—2.785293,0).

(d) Fiir das (3,3)-RKV ist
F(§) =1+ £+ 38+ 58

und

Iy = (—1—'\3/\/ﬁ+4+ '\3/\/ﬁ—4,0) — (—2.512745,0). <
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4.2 Stabilitit von MSV

Ubertragen wir nun diese Uberlegungen auf MSV (3.49).
Setzen wir das Testproblem z/ = Az in das MSV ein, so erhalten wir die homogene

lineare Differenzengleichung
(1 — hA bT)’f]j_;_T + ...+ (a1 — hA bl)ﬁj_H + (ao — hA bO)nj =0. (422)

Zur Losung bedienen wir uns, entsprechend den Uberlegungen des Abschnitts 3.3 des

mit (4.22) verkniipften Polynoms
¢(§) = (1 = hAb) & + ... + (a1 — hAby) £+ (a0 — hAby) = p(§) — hAa(§),  (4.23)

wobei £ € C sowie p(€) und o () die in der Definition [3.19] notierten charakteristischen
Polynome des MSV sind.

Fiir h = 0 haben wir das Polynom ¢(&) = p(&) (3.45) sowie dazu die Gestalt der Losung
n; (3.47) schon untersucht.

Hat ¢(&) die r paarweise verschiedenen Nullstellen &1, &, ..., &, so lisst sich nach Satz

[3.16] die allgemeine Losung der Differenzengleichung (3.45) darstellen in der Form

N = 715% + 7153 +...+ %ff«~ (4.24)

Offenbar ist das Abklingen der Folge 7; gegen Null genau dann gewihrleistet, wenn die
Betrige aller Nullstellen &, kleiner als 1 sind. Dasselbe gilt auch, wenn die Nullstel-
len nicht paarweise verschieden sind. Wir erkennen in dieser Aussage auch das Stabi-

litdtskriterium aus dem Satz [3.17]. Dies fithrt zur folgenden Definition.

[4.8] Definition Zu einem MSV heifit die Menge der Werte z = hA, fiir welche das

charakteristische Polynom

¢(§) = p(§) — z0(§) (4.25)

nur Nullstellen &, mit Betrdgen || < 1 besitzt, das Gebiet der absoluten Stabilitit.

Im Allgemeinen ist es schwierig, diese Gebiete analytisch exakt anzugeben.

Zur numerisch-grafischen Darstellung wird man versuchen, den Rand des Stabilitédtsge-
biets zu bestimmen bzw. bei Verdacht auf A-Stabilitat einfach festzustellen, ob der Rand
nicht in C~ liegt.

Der Rand 0€ ist dadurch bestimmt, dass ¢(£) Nullstellen der Form

€ = e = cos(p) +1sin(y), v € [0,27),
hat. Der Rand ist also gegeben durch die Losung der Gleichung

p(e¥) —zo(e¥) = 0. (4.26)
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Damit léasst sich das Gebiet der absoluten Stabilitdt eingrenzen durch die numerische

Auswertung des Ausdrucks

2= 2g) = a(p) +emle) = 29— 0,2, (4.27)

Der Wert z(0) ist hierbei in der Regel bekannt.

Nach einer der beiden Konsistenzbedingungen (3.52) gilt némlich p(e®) = p(1) = 0. Ist
auBerdem p'(1) # 0, so folgt aus der zweiten Bedingung o(1) = p'(1) # 0 und damit
2(0) = 0. Die ESV der Form 7.1 = F(z)n; (4.8) lassen sich als einstufige MSV in
die Theorie einordnen. Das charakteristische Polynom dazu ist ¢(§) = £ — F(z) und
seine einzige Nullstelle betriagt & = F(z), die zwecks Stabilitdt vom Betrag kleiner
Eins sein muss. Die Bedingung F(z) = €' wird fiir die Bestimmung des Randes des
Stabilitdtsgebiets als Konturkurve (Niveaulinie) |F(z)| = |F(z + wy)| = 1 verwendet.
Diese haben wir in der Abbildung 4.8 bereits dargestellt. Die Vorgehensweise entspricht

genau der Aussage in Definition [4.3].

4.2.1 Stabilitidtsgebiet von MSV

Wir haben die Parameterschemata von vier Klassen von MSV in den Abschnitten 3.1,
3.2 gezeigt. Dazu wollen wir die Stabilitétsgebiete berechnen. Wie in Bemerkung [4.5] (b)
wiirde die Illustration von £ im Bereich C~ bei nicht negativen Imaginérteil geniigen.
Auch hier haben wir die Symmetrie des Gebietes zur reellen Achse, denn es gilt im
Komplexen bei ¢ = [0, 27)

Lo e p@®) pe ) p(e®) | plet) (0.2,

o(ew)’ o(e®) o(ede=2m)  g(e?m9))  g(eX)

Da jedoch manche Konturen 0 teilweise oder ganz in C* liegen, interessieren wir uns
fiir ihren vollstédndigen Verlauf. Dabei ist es sinnvoll, manche Stiicke mit feiner Winkel-
schrittweite Ay >0 zu rechnen oder gewisse Gebiete sich vergroflert zu betrachten.

In den Gebieten, wo das MSV nicht absolut stabil ist, hat die Funktion ¢(§) auf jeden
Fall mindestens eine Nullstelle &, mit Betrag grofler als 1. Betrdge von weiteren Null-
stellen konnen dort durchaus sowohl kleiner als auch gréfer als 1 sein. Wir werden dazu

auch Abbildungen mit Verlauf mehrerer Konturen

plce?)
o(cew)

z= , |ce”|=r¢, ce (0,+00),

erstellen.

Die Berechnungen kann man sowohl in Maple also in MATLAB machen, was wir auch
im ersten Fall tun wollen. Dabei muss man auf die in den Computeralgebrasystemen
iiblichen Indexgrenzen bei Feldern achten und eventuell geeignete Indexverschiebungen

bei den Koeffizienten der Parameterschemata einbeziehen.
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(1) Explizites n-stufiges Adams-Bashforth-Verfahren n-ter Ordnung
Die Koeffizienten der AB(n), n = 1,2, ..., 6, entnehmen wir der Tabelle 3.2.

Maple-Berechnungen

> # Parameterschema zu AB(n), n=1,2,...,6
m_alpha:=vector(7,[1,-1,0,0,0,0,0]):
m_beta :=matrix(6,7,

[fo, 1, 0, 0, 0,
[0, 3/2, -1/2, 0, 0,
[0, 23/12, -16/12, 5/12, 0,
[0, 55/24, -59/24, 37/24, -9/24,

[0, 1901/720, -2774/720, 2616/720, -1274/720,

0,
0,
0,
0,

251/720,

ol,
ol,
o1,
ol,
o1,

[0, 4277/1440,-7923/1440, 9982/1440,-7298/1440, 2877/1440,-475/144011):

> Digits:=16:
> n:=6:
plv:=vector(n, [1):
> # Rand der Stabilitaetsgebiete
> for k from 1 to n do
alpha:=vector(k+1, [seq(m_alphali],i=1..k+1)]);
beta :=vector(k+1, [seq(m_betalk,i],i=1..k+1)]);
i:="1":

prho :=unapply(sum(alphal[i]*xi~(k+1-1i),i=1..k+1),xi);

psigma:=unapply(sum(betal[i]*xi~(k+1-i),i=1..k+1),

1:=NULL:

xi);

if k<n-1 then m:=200; elif k<n then m:=400; else m:=3000; end if;

dphi:=evalf (2¥Pi/m) ;

for i from O by 1 to m do
phi_i:=i*dphi;

w :=evalf (exp(I*phi_i));
z :=prho(w)/psigma(w);
zl:=evalf (Re(z));
z2:=evalf (Im(z));

# lprint(z1,z2); # Kontrolle, Zwischenausgabe
1:=1,[z1,z2];

end do;

if k=1 then 11:=1; farbe:=color=black;

elif k=2 then 12:=1; farbe:=color=blue;
elif k=3 then 13:=1; farbe:=color=red;
elif k=4 then 14:=1; farbe:=color=green;
elif k=5 then 15:=1; farbe:=color=magenta;
elif k=6 then 16:=1; farbe:=color=cyan;
end if;

pp:=plot([1],farbe);

print(pp); # Ausgabe der Stabilitaetsgebiete zu AB(1..6)

plv[k] :=pp;
end do:
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Abb. 4.9: Dateien ab_stab01..06.eps, Stabilitdtsgebiete £ geméif
Nullstellen |£] < 1 von ¢(§) zum MSV AB(n), n=1,2,...,6
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Wir fassen alle 6 Stabilitdtsgebiete jeweils in einer Abbildung bei Wahl verschiedener

Ausschnitte zusammen.

> i:=’1i"’:

display(seq(plv[il,i=1..n),labels=[‘Re z,‘Im z‘],
title=‘Stabilitaetsgebiete zu AB(n), n=1,2,...,6);

Stabilitaetsgebiete zu AB(n), n=1,2,...,6
10+ i
///
mz /
[ 5
\
R 2 4 6 8 T AN
S~ Re z N
o]
N
-10+

Abb. 4.10:

Datei ab_stab07.ps,
Stabilitatsgebiete £

zu AB(n),n=1,2,...,6

> pt:=textplot([[-1.7,0.4,“AB(1)‘],[-0.7,0.4,“AB(2)‘],[-0.35,0.4,°(3)‘],
[-0.15,0.25,(4)‘],[-0.07,0.13,¢(5)“],[-0.03,0.05,°“(6)‘11):
display(seq(plv[il,i=1..n),pt,view=[-2..2,-2..2],1labels=[‘Re z‘,‘Im z‘],
title=‘Stabilitaetsgebiete zu AB(n), n=1,2,...,6);

Stabilitaetsgebiete zu AB(n), n=1,2,...,6
. 24
(6)

N\ Imz
\
\\

24

Abb. 4.11:

Datei ab_stab08.ps,
Stabilitatsgebiete £

zu AB(n),n=1,2,...,6

(Ausschnittsvergroierung)
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> display(seq(plv[i],i=1..n),pt,view=[-2..0,-1..1],1labels=[‘Re z‘,‘Im z‘],
title=‘Stabilitaetsgebiete zu AB(n), n=1,2,...,6);

Stabilitaetsgebiete zu AB(n), n=1,2,...,6

Abb. 4.12:

Datei ab_stab09.ps,
Stabilitatsgebiete £

zu AB(n),n=1,2,...,6

Man erkennt, dass die Stabilitéitsgebiete zu AB(n) mit wachsendem n systematisch
"kleiner” werden. Damit wird die Schrittweitenbedingung fiir A immer strenger.

Beim Erzeugen des Randes des Stabilitdtsgebiets mit den Winkelwerten ¢; = iAp, i =
0,1,....m, Ap = %’T, ist eine weitere Besonderheit zu erkennen. Die 1-Konturen "starten”
von z = 0 nach oben entweder mit einer Kritmmung nach links wie bei AB(1), AB(2),
AB(5) und AB(6), oder nach rechts wie AB(3) und AB(4). Bei AB(5) und AB(6) ent-
fernen sich die 1-Konturen jedoch nur wenig von der imagindren Achse, um bald in den
Bereich C* zu wechseln. Dort machen sie eine ”"Schleife” und kehren in den Bereich C~
zuriick, um schliellich das eigentliche Stabilitétsgebiet £ zu beschreiben.

Bei AB(5) hat dieser "Riickkehrpunkt” (Schnittpunkt mit der imagindren Achse) die
Koordinaten (0, 0.224...), bei AB(6) ist es (0, 0.114...). Bei AB(5) verldauft die Kontur
zum Wert ¢ = 1.004 886 anfinglich in C* und "beriihrt” bei rund (0, 0.685452) die
imaginére Achse, um im weiteren Verlauf eine Schleife im C* zu beschreiben.

Nur bei AB(3) und AB(4) gehoren kleine symmetrische Gebiete von C* zum Stabi-
litdtsgebiet. Das wiirde aber eine negative Schrittweite A bedeuten. Solche Gebiete wer-
den einfach “abgeschnitten”, so dass dort ein kleines symmetrisches Intervall auf der
imagindren Achse ein Randstiick des Stabilitdtsgebiets bildet. Bei Abbildungen mit
Stabilitidtsgebieten in der Literatur wird meistens die komplexe Halbebene C* nicht

gezeichnet.
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Analog macht man die Berechnungen in MATLAB.

Die Rechenzeiten sind wesentlich kiirzer als bei Maple.

Auflerdem kann man die Entstehung der einzelnen Konturen sehr schon durch die Kom-
bination der MATLAB-Kommandos hold on, pause und hold off verfolgen.

Oder hat man z. B. die 1-Kontur zum einem AB(n), so konnen weitere Konturen zu den
Werten ¢ € (0,2) mit ¢ = |ce*?| hinzugefiigt werden. Dadurch erkennt man neben dem
Stabilitéitsgebiet, in welchen Teilgebieten die Funktion ¢(&) ihre weiteren Nullstellen &
mit Betrag grofler bzw. kleiner als Eins hat. Insbesondere, wenn die 1-Kontur irgend-

welche Schleifen macht, ist interessant, was innerhalb dieser passiert.

Rahmenprogramm zum Test von Stabilitdtsgebieten zu AB(n)

% ab_stab.m

% AB(n), Stabilitaetsgebiete

clear all

clc

% Parameterschema zu AB(n), n=1,2,...,6

m_alpha=[1 -1 0 0 0 O 0];

m_beta = ...
[0 1 0 0 0 0 0;
0 3/2 -1/2 0 0 0 0;
0 23/12 -16/12 5/12 0 0 0;
0 55/24 -59/24 37/24 -9/24 0 0;
0 1901/720 -2774/720 2616/720 -1274/720 251/720 0;
0 4277/1440 -7923/1440 9982/1440 -7298/1440 2877/1440 -475/1440];

I = sqrt(-1);

a = 2;

b =1.5;

ta = [-a,0.75%a];

tb = [-b,b];

plot(ta, [0,0],’k’,[0,0],tb,’k’);

axis([-a O. 75*a —b b]) % axis([-2 14 -12 12]);

hold on

% Rand der Stabilitaetsgebiete

n = 6;

for k = 1:n

alpha = m_alpha(1l:k+1);
beta = m_beta(k,1:k+1);

if k<n-1, m = 200; elseif k<n, m = 400; else m = 3000; end;
dphi = 2%pi/m;

for i = 0:1:m

phi_i = i*dphi;

w = exp(I*phi_i);

z = polyval(alpha,w)/polyval(beta,w);

zr = real(z);

zi imag(z) ;
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if i==
zlr = zr;
zli = zi;
end;
% fprintf(°%12.9e %12.9e\n’,zr,zi);
switch k
case 1, plot([zr,zlr],[zi,zli],’k’
case 2, plot([zr,zlr],[zi,zl1i],’b’
case 3, plot([zr,zlr],[zi,zli],’r’
case 4, plot([zr,zlr],[zi,zli],’g’
case 5, plot([zr,zlr],[zi,zl1i],’m’
case 6, plot([zr,zir], [zi,z1i],’c’
end;
zlr = zr;
z1li = zi;
% pause
end;
end;

title(’Stabilitaetsgebiete zu AB(n)’);

xlabel(’Re z’);
ylabel(’Im z’);
text(-1.8,0.5,’AB(1)’);

text(-0.8,0.5,’AB(2)’);
text(-0.45,0.3,7(3)7);
text(-0.2,0.25,7(4)’);
text(-0.1,0. 1,’(5)’);
text(-0.08,-0.01,’(6));
print ab_stabl.ps -dpsc
hold off
Stabilitaetsgebiete zu AB(n), n=1,2,...,6
15 T T T

% Kontrolle,

24=-3/10 \

-15
-2

/

_ \ /

5= -90/551 \ /
26=-0.08 \ /

AN
— -
L L L L L
-15 -1 -05 0 05 1 15

Abb. 4.13:
Datei ab_stabl.ps,

Stabilitatsgebiete &£
zu AB(n), n

=1,2,..

145

Zwischenausgabe

,6
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Wir betrachten nun die Situation zum Stabilitatsgebiet £ von AB(5).

Dabei zeichnen wir den Verlauf weiterer Konturen. Fiir Werte ¢ = |ce’?| < 1 liegen die
Konturen iiberall verstreut, wobei es sehr eng in £ zugeht, und relativ spérlich in den
Schleifen. Fiir ¢ > 1 ist mehr Ordnung bei den Konturen zu erkennen, wobei natiirlich

keine in € auftreten diirfen und es relativ dicht in den Schleifen wird.

Stabilitaetsgebiet zu AB(5) = 1-Kontur sowie Konturen c<1

15 T T T
1, -
05f 1
£ 0
Abb. 4.14:
o8 > | Datei ab_stab2a.ps,
Stabilitdatsgebiet
-1 1 zu AB(5) sowie
weitere Konturen
1 L 1 1 mit ¢ = 0.05(0.05)1
135 -1 -05 0 05 1 15
Rez
Stabilitaetsgebiet zu AB(5) = 1-Kontur sowie Konturen c>1
15 T T
1, -
05t 1
£ 0
Abb. 4.15:
0 | Datei ab_stab2b.ps,
Stabilitdatsgebiet
-1t 1 zu AB(5) sowie
weitere Konturen
1 1 1 1 mit ¢ = 1(0.1)2(0.5)4
135 -1 -05 0 05 1 15

Rez

Die néchsten Félle machen wir nicht so ausfithrlich bzw. nur auszugsweise.
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Zum AB(2)

Nisr =0 + 2[3f (i, mi) — f(tic,mima)], i =1,2, .,

machen wir einige zusétzliche Betrachtungen und Rechnungen, die fiir andere einfache
MSYV in dhnlicher Weise moglich sind.

Dazu haben wir
Niv1 — (14 %M\)Th‘ + %h)\m_l =0,
p&) = € —¢=¢(€—1), Stabilititskriterium erfiillt,

o6 = %-4
$€) = €—(1+32)6+52 2=h\

£10 = %(1+%zﬂ:\/(l+%z)2—2z), Nullstellen von ¢(§)
= 1(2+8: 2 V02 + 42 +4)
= L(2+8: 43/ + 22+ 2),

Der Rand des Stabilitdtsgebiets ist in Abb. 4.12 gezeigt.
Das daraus erkennbare reelle Stabilitdtsintervall (—1,0), wo |[€; 2(2)| < 1, kann am durch

den grafischen Verlauf der beiden reellwertigen Nullstellenkurven &; »(z) deutlich ma-

chen.
Nullstellenkurven xil(z), xi2(z), z=-2..2
Xil(z)
— ] xi2(2)
‘ Abb. 4.16:
Datei ab_stab22.ps,
AB(2): Nullstellenkurven & »(z), z € [-2,2],
? und Stabilitatsintervall (—1,0)
Interessant ist, was an der Stelle z = —1 passiert.
Dazu nehmen wir der Einfachheit halber A = —1, so dass z = —h ist.

AB(2) ist absolut stabil fiir A < 1 und wéchst unbeschriankt und oszillierend fiir A > 1.
Die allgemeine Losung des MSV als Differenzengleichung betrachtet ist

i = C1El + ol = cl<§(2—3h+ o 4h+4))l +02<i(2—3h Ny 4h+4))’,

deren Koeffizienten ¢y, ¢o sich aus den AB zu 1), 1, ergeben.
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Wir nehmen h =1 und 19 = 1, n; = 1 — h und erhalten
m = atc =1, m = cal+aci = 1-0h7,

Y

W=

cT =

1 1 ;2 /1N
m o= (-2 —1mi1) = g(—l) t3 <§) :
Damit wird das oszillierenden Verhalten, die fehlende Asymptotik gegen Null und die
Divergenz der Naherungsfolge deutlich.

. %, falls 7 gerade,
lim n; = ;

i—00 falls ¢« ungerade.

-1
Genauere Untersuchungen mit den AB 19 = 1, n; = 0 fiithren zu den Ungleichungen

1

L = mo>m>m>...>nu >MNite>...> 3,
0 = m>n3>m5>...>"N2-1 > Noig1 >--->—§-
Exakte Loesung x(t)=exp(-t), 0<=t<=4, und AB(2), h=10/9,1,2/3,1/2,1/4
1
0.8
0.6
04 \\\
R v A Abb. 4.17:
0 i\/ 2 \\ 3 2 .
. t \ Datei ab_stab20.ps,
M Exakte Losung x(t) = e~ 0 <t <4,
und AB(2) mit h =4, 1, 2,1 1

Exakte Loesung x(t)=exp(-t), 0<=t<=20, und AB(2), h=10/9,1,2/3

bl dA-h | Abb. 4.18:

AP | | Datei ab_stab21.ps,

Iy Exakte Losung z(t) = e™*, 0 <t < 20,
L und AB(2) mit h = 2,1, 2

~ ("Langzeitverhalten”)

Es ist i. Allg. nicht sinnvoll, eine Schrittweite h zu wéahlen, die sich aus einem z-Wert auf

der Grenze des Stabilitéitsgebiets ergibt, auch wenn fiir manche AWP und MSV noch

akzeptable Ergebnisse zu erwarten wéren.
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(2) Implizites s-stufiges Adams-Moulton-Verfahren n-ter Ordnung

Die Koeffizienten der AM(n), n = 1,2,...,6, s = max(n — 1,1), entnehmen wir der
Tabelle 3.4.

% am_stab.m

% AM(n), Stabilitaetsgebiete

% Parameterschema zum AM
m_alpha=[1 -1 0 O 0O 0];

m_beta [1 0 0 0 0 0;
1/2 1/2 0 0 0 0;
5/12 8/12 -1/12 0 0 0;
9/24 19/24 -5/24 1/24 0 0;
251/720 646/720 -264/720 106/720 -19/720 0;
475/1440 1427/1440 -798/1440 482/1440 -173/1440 27/1440];
I = sqrt(-1);
a=2; b=4

plot(ta, [0,0],’k’,[0,0],tb,’k’);
axis([-3%a a -b b]l);
hold on
% Rand der Stabilitaetsgebiete
n = 6;
for k = 1:n
if k<3, s = 1; else s = k-1; end;
alpha = m_alpha(l:s+1); beta = m_beta(k,l:s+1);
m = 200;

Stabilitaetsgebiete zu AM(n), n=1,2,...,6
4 T T T

e \ AM(L)
/AME)

/
/ AM(6)

N |
Y = Soal o w
= 3 90/49 | 6/5 20:1

\
\
\
\
\

1 Abb. 4.19:

Datei am_stabl.ps,
Stabilitatsgebiete £

zu AM(n), n=1,2,...,6

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
Rez

Nur AM(1) und AM(2) sind A-stabile MSV, weil die linke komplexe Halbebene C~ zum
Stabilitatsgebiet £ gehort. Die anderen vier AM-Formeln fithren auf entsprechende Be-

schrankungen der Integrationsschrittweite h.
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Da AM(1) und AM(2) einstufige MSV sind, ist die Funktion ¢(§) (4.25) problemlos zu
berechnen.
AM(1): Es gilt

P(§) =p€) —z0(§) =& —1—-26=(1—-2)§ -1,

so dass ihre einzige Nullstelle & = 1le ist. Die Stabilitdtsbedingung |&;| < 1 ist einfach
auszuwerten, genauso die Berechnung der Konturen ‘flz‘ =c.

Damit ist |z — 1| = 1 die Kreisgleichung fiir den Rand 0€ des Stabilitdtsgebiets £.

Die Konturen }le‘ = ¢, ¢ > 0, sind Kreisumfinge zum Mittelpunkt zp = 1 und mit
dem Radius %, so dass man eine Schar von konzentrischen Kreisen um den Punkt z5 =1
zeichnen kann. Die Kreise mit dem Radius % > 1,d.h. ¢ < 1, liegen in €. Wichtig ist,

dass damit C~ zum Stabilitéitsgebiet £ gehort.
AM(2): Hier haben wir

P(&) = p(€) —z0(§) = (1= 35)E = (1+3),

so dass die einzige Nullstelle & = izg ist. Die Stabilitdtsbedingung |;| < 1 ist einfach
auszuwerten, genauso die Berechnung der Konturen “fig‘ =

Die Bedingung “Zﬁ‘ = 1 fiir den Rand des Stabilitédtsgebiets kann nur fiir imaginére
Werte z erfiillt werden, denn dann sind Zahler und Nenner zueinander konjugierte Zahlen
mit gleichem Betrag. Man kann auch die Gleichung % = e"? nehmen. Thre Umstellung
nach z ergibt z = 2(e" — 1)/(e" + 1) = 2(e¥/2 — e7%/2) /(e¥/% 4 e7%%/2) = 1 2tan(p/2).
Die Konturen ﬁzg‘ = ¢ sind entweder Kreise in C™ bei ¢ < 1 oder symmetrisch dazu

Kreise in C*™ bei ¢ > 1. Man kann mittels des Ansatzes z = Rz + 132 = 2; + 1 29 diese

Kreise bestimmen. Es gilt

142/2
‘1—z/2‘ ¢
[1+2+202| = ¢|1—2 -2,

A+3P+FP = 2l0-3P+E7,

I-A+A+Axa+1-AEF)+1-A)(2)? = 0,

z%+4ﬁ2§zl—l—4+z§ = 0,
142 2 2 142 2
<Z1+21—C2) _'_Zz == 4[(@) - 1:|7
2
1+4c? 2 2 14c2 2 .
21+2755) 25 = |2 o 1 .

2
S auf der

Dies ist die Formel einer Kreisgleichung mit dem Mittelpunkt m(c) = —2

1—c?

2
reellen Achse und dem Radius r(c) = 2 (1“2) — 1.
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In C~ kann man die Kreise verfolgen vom "unendlichen” Kreis fiir ¢ = 1 (das ist 32)
kleiner werdend (der Radius nimmt stetig ab) und ineinander liegend bis zum Kreis
fiir ¢ = 0 mit dem Mittelpunkt bei —2 und dem Radius 0. Dabei vergroflert sich der
minimale Abstand eines Punktes auf dem Kreisumfang vom Koordinatenursprung von
0 auf 2. Die Abstandsfunktion wird beschrieben durch die Beziehung

1+ ¢ \/1+c2 2
—— .\ /(—=) —-1]=>0.
1—¢? (1—c2> ]_0

abst(c) = —m(c) —r(c) =2

Konturen |(1+2/2)/(1-z/2)|=c, z=x+ly=21+1Z, abst(c), O<=c<=1
o 2 21
v I
vty
, Vo 1.5
,/ e i
/ / N |
/ / AR |
i / VL abst(c)] I
| | AR W i R I h
T - R O‘i
\ 1
" . N
. -1 051 g
IR R o ~
02 04 . 086 08 1

Abb. 4.20: Dateien am_stab01.ps, am_stab02.ps, Konturen Hfig) =c, c=0, %, %, %,

i, %, %, %, %, 1, %, %, sowie Abstandsfunktion abst(c), ¢ € [0, 1], zu AM(2)

Symmetrisch dazu erhalten wir in C* fiir ¢ > 1 Kreise gemif der Kreisgleichung mit

2
dem Mittelpunkt m(c) = 2241 auf der reellen Achse und dem Radius r(c)=2 <02+1) —1.

c2—1 c2—1
Fir ¢ = 1 ist das der "unendliche” Kreis und mit wachsendem ¢ kommen wir bei ¢ = +00

zum Kreis mit dem Mittelpunkt bei 2 und dem Radius 0.

_ 1+42/2
T 1-2z/2

erkennen, dass fiir alle z <0 die Bedingung [£1(z)| <1 erfiillt ist, bei z >0 nicht.

Fiir reelle Werte z ldsst sich aus dem Verlauf von & (z) sowie des Betrags [£1(2)]

Xil(z), -10<=z<=10 Xil(z), [xil(2)|, —10<=z<2
4 | 2
1
3 1
4
z 2
3 08
- 1 1(2)=lxi1
P4 — ol A=)/ foe
0 B % 4% 0 4 6 810 T 04
. z
. - 02
-10 8 % 4 P 0 2
o — z /,/ 02
/ 04
-3 / — XiL(z) 06
08
-4 =T

Abb. 4.21: Dateien am_stab03.ps, am_stab04.ps,
Verlauf der Nullstellenfunktionen &;(z) bzw. |{1(2)] zu AM(2)
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Nun vergleichen wir den Verlauf der 1-Kontur mit dem weiterer Konturen sowohl bei
¢ = |ce*?| < 1 als auch ¢ > 1. Dabei treffen dhnliche Bemerkungen wie beim MSV AB(5)

Zu.

Stabilitaetsgebiet zu AM(5) = 1-Kontur sowie Konturen c<1
3 T T

Abb. 4.22:
Datei am_stab2a.ps,
, | | Stabilitatsgebiet
-2t o ‘ 1 zu AM(5) sowie
' weitere Konturen
mit ¢ = 0.05(0.05)0.6(0.1)1

Rez

Stabilitaetsgebiet zu AM(5) = 1-Kontur sowie Konturen c>1
3 T T

Abb. 4.23:

Datei am_stab2b.ps,
Stabilitatsgebiet

-2t 1 zu AM(5) sowie
weitere Konturen
mit ¢ = 1(0.1)2(0.5)4

Rez
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(3) Explizite n-stufiges Adams-Nystrom-Verfahren n-ter Ordnung

Die Koeffizienten der AN(n), n = 2, 3,4, entnehmen wir der Tabelle 3.5.
Die MSV sind konsistent. Thre Darstellungen sind

AN(2) © mipr = nmioa + 20 f(ti, i),
ANB): mig1 = mic+ 2 [TF (i, m) — 2f (tic1, mim1) + f(tizz, mim2)],
AN(4): nip1 = M+ % [8f(ti,m:) = 5f(tic1, mim1) +4f (tica, mi—2) — f(ti—s, mi-3)].

AN(2): Die zugehorigen Polynome findet man in

$(€) = p(§) —20(§) = (€% = 1) — 2(26) =& — 226 — 1, z =D

Das Stabilitdtskriterium des Satzes [3.17] zu p(§) = £ — 1 ist erfiillt, denn seine beiden
Nullstellen sind +1. Dieser Umstand bzw. auch die Wachstumsbeschrankung (3.48)
garantieren i. Allg. jedoch nicht die absolute Stabilitdt, genauer gesagt, das man ein
Stabilitatsgebiet findet. Es ist zwar schon, dass man theoretisch die Konvergenz von
AN(n) bei h — 0 hat, aber was passiert, wenn man mit einem festen h > 0 integriert
und das noch iiber einen grofien Bereich [tg, T.

Das stetig fallende Verhalten der Losungen eines MSV ergibt sich aus dem Umstand,
dass es eben Werte z € C~ bzw. z € R~ gibt, wo alle Nullstellen &; von ¢(£) betragsméfig

kleiner als Eins sind.

Wir berechnen also das Stabilitatsgebiet £ durch die "Randbedingung”
_pe) _&-1

Co(§) 26

und erhalten nach wenigen Umformungen z = usin(p), ¢ € [0,27), und damit nur

E=ev,

imagindre Werte z im Intervall [—z,1]. Damit ist das Gebiet £, wenn es sich innerhalb
der Kontur befinden soll, eine leere Menge. Da aber auch auflerhalb der Kontur kein z
liegt, wo |£12] < 1 gilt, ist das Stabilitidtsgebiet £ damit leer. Somit ist AN(2) in dem
Sinne nicht stabil, dass wenn man mit einem noch so kleinen aber festen h > 0 lange

integriert, die Naherungslosung n; divergiert.

Natiirlich kann man auch die beiden Nullstellen
51,2 =z=+ \/m
der quadratischen Gleichung £ — 226 — 1 = 0 als Funktionen von z betrachten. Wegen
—1=&&=0r+V2+1) (2 —V22+1)

folgt & = —1/& und somit gilt stets entweder |{;| > 1 und |£;] < 1 oder umgekehrt.
Es gibt also keinen Bereich, wo beide Betrége kleiner als Eins sind. Fiir reelles z sieht

man es in der folgenden Abbildung.
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Nullstellen xil(z), xi2(z), z=-2..2
2

%il(z)

Abb. 4.24:
2 a 0 ;1 2 Datei ny_stab04.ps,

Nullstellenkurven
22 &(2) =24+ V22 + 1 und
-2 &(z)=2z—V22+1, z€[-2,2]

Man kann AN(2) auch als Differenzengleichung

Ni41 = Ni—1 + 2h f(ti>77i)> t=1,2,..., no, Mm gegeben,

betrachten und fiir das Test-AWP 2/ = Az, z(0) = 1, einfach als rekursive Formel
berechnen bzw. mit dem Ansatz n; = £ 16sen.
Fir A = —1ist

Nix1 = Ni1 — 2hn;,, 1=1,2,...,n—1, t;=ih, h="T/n, ny, n gegeben.

Die Genauigkeitsordnung des MSV ist O(h?). Die Folge der Niherungen 7; konvergiert

bei h — 0 sowie guten oder exakten Startwerten 1y, 7; gegen die exakte Losung x(t) =e™".

1 Loesung x(f)=exp(-t),0<=t<=T, und AN(2),h=0.4 ; 1 Loesung x(f)=exp(-),0<=t<=T, und AN(2),1=0.2 1 Loesung x(f)=exp(-t),0<=t<=T, und AN(2),h=0.1

! Loesung x(t)=exp(-f) 0<=t<=T, und AN(2),h=0.01

Abb. 4.25: Dateien

ny_stabl0.ps, ny_stab20.ps, ny_stab40.ps, ny_stabd00.ps,
| Exakte Losung und AN(2) mittels rekursiver Berechnung
: B i1 = Nie1 —2hn;, i =1,2,...,n,

h =0.4,0.2,0.1,0.01, in [0,4],

Startwerte (ng,n;) = (1,1 —h), (1,e7"), (1,1 —0.85h)
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Wegen des leeren Stabilitdtsgebiets kann die Folge der Naherungen n; des MSV trotz
guter oder exakter Startwerte 7,7, iiber ein ldngeres Intervall die Asymptotik der ex-
akten Losung z(t) = e~ nicht nachvollziehen. Im Prozess der Berechnung der Tterierten
werden diese "frither oder spéter” divergieren und oszillierendes Verhalten zeigen.

Wir testen ebenfalls die drei Varianten mit den Startwerten 1y = 1 und n;, = 1—Ah,
e 1-0.85h.

Exakte Loesung x(t)=exp(-t), 0<=t<=4, und AN(2), h=0.2 Exakte Loesung x(t)=exp(-t), 0<=t<=8, und AN(2), h=0.2
1 16 b
144

081

0.64

0.4+

0.27

Abb. 4.26: Dateien ny_stab0l.ps, ny_stab02.ps, AN(2) mittels rekursiver Berechnung
Niv1 = Ti—1 — 2}1,7]2, 1= 1,2, ceey 1 h = 02, in [0,4] bzw. [0,8],
Startwerte (ng,m) = (1,1 —h), (1,e7"), (1,1 —0.85h)

Man sollte sich also nicht von dem guten anfinglichen Verlauf der Néherungswerte ir-
ritieren lassen. Die Divergenz tritt ein. Bei den exakten Startwerten (ng,n:1) = (1,e7")
beobachtet man das "Aufschaukeln” der Iterierten erst relativ spét.

Im reellen Fall kommen wir mit dem Losungsansatz n; = £° zur bekannten quadratischen
Gleichung ¢(¢) = €2 + 2h& + 1 = 0 und den beiden Nullstellen

&12=—hEVh?+1

Die allgemeine Losung ist nun 7; = ;& + c2&h, deren Koeffizienten ¢y, ¢y sich aus den

AB ergeben. Wir nehmen 7y = 1, 7, = 1 — h und erhalten

m = ca+ec =1, m = aéit+eé = 1-0h,
W +14+Vh>+1 h?+1—vh*+1

& — C =

! 22 +1) 7 2h2+1)

m:%(pr\/%) (—h+\/h71)i+%<1—\/ih_l) (—h—\/hT)i, hy = h?+1.

Die Grafik des Polygonzugs (¢;,7;), ¢ = 1,2,...,n, ist die gestrichelte "grofere” Zick-
Zack-Kurve in der Abbildung 4.26.
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AN(3): Die zugehorigen Polynome sind
7 2
06 = p§)=20(6) = (-0 =S¢ -26+1) = - Ter (T 1) 3, == mh

Das Stabilitétskriterium des Satzes [3.17] zu p(§) = £ — £ ist erfiillt, denn seine drei
Nullstellen sind 0, +1 und vom Betrag < 1. Weitere Untersuchungen ergeben eine Rand-
kontur A€ in Form einer Doppelschleife zu einem Gebiet € in C*. d€ enthilt als einzi-
gen reellen Punkt z = 0. Im Gebiet € sowohl auBerhalb verlaufen Konturen zum Wert
c=1]e| > 1 und ¢ < 1. AN(4) zeigt analoges Verhalten. Daher kann nicht die Rede

sein von einem Stabilitdtsgebiet.

Randkonturen und Gebiete zu AN(n), n=2,3 4
T

ANQ) / CANG) AN(4)
ost
i /

)
N ‘ 1 Abb. 4.27:
\\ \‘ Datei ny_stabl.ps,
4 — | AN(2,3,4) mit Randkonturen 0&
) | gemiB z = %, §=e% pel0,2m)
’. ! o 1

Rez

Damit kénnen z. B. fiir reelles z < 0 die Betrége nicht aller Nullstellenkurven &; o 3 klei-

ner als Eins werden.

15

AN(3): 1-Kontur sowie Konturen c<1

05F

—05F

0

Il
0.5
Rez

1

AN(3): 1-Kontur sowie Konturen c>1

ANG)

05F

-05F

-15 I
-05 0 05 1

Rez

Abb. 4.28: Dateien ny_stab3a.ps, ny_stab3b.ps, AN(3) mit Konturen 0&
bei ¢ = 0.1(0.1)1 (links) und bei ¢ = 1(0.05)1.5(0.1)2(0.5)3 (rechts)
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Wir zeichnen nun noch in einer Abbildung die Kurven & 23(2), 2z € R, solange diese
reellwertig sind, und gehen im Fall von S &,(z) # 0 auf den Betrag iiber. Es kann nur
die Situation eintreten, dass in gewissen z-Intervallen alle & 2 3(z) reell sind bzw. eine

reell und zwei konjugiert komplex mit gleichen Betrag sind.

So gelten & (z) = &(z) bei z < —0.800475 sowie &»(z) = &5(z) bei z > 0.367 430.

Nullstellenkurven xil(z),xi2(z),xi3(z), falls reell, sonst | . |, —2<=z<=2
34
xil
2
|xil]=|xi3| |xi2]=|xi3|
‘ I E ‘ ‘
-2 —1 -0.800475 0 \\%0.367430 1 2
/' z
7
-
-
P
//
,/
//
xi2 —2
7
7
7
s
7
4
7
e
7 —-3-

Abb. 4.29: Datei ny_stab05.ps, AN(3), Nullstellenkurven & 23(2), z € [-2, 2],
dort wo & (z2) € C, ist |€x(2)| gezeichnet

Nullstellenkurven |xil(z)|,|xi2(z)|,|xi3(z)|, —2<=z<=2
3,
\\
-xi2 \ Xil
\\\ 2.5
N
\ 21
\
\ 151
\\
\\
N
[xi1|=|xi3| 0.5 [xi2|=|xi3|
_ \ o sms=s=s=SESSSSSSSSSSSSssSssSSSSssssss
Tl xi3 —xi3/f
-2 -1 -0.800475 0 0.367430 1 2
z

Abb. 4.30: Datei ny_stab06.ps, AN(3), Nullstellenkurven |£; 23(2)], z € [-2,2]
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AN(4): Die zugehorigen Polynome sind
P(§) = p(§) —z0(§), z=hA

= (€ -8) - 588 —5¢ +ag - 1)
oz

_ 4_%3 9% 2_4_Z %
¢ 3§+<3 1)5 eyl

Das Stabilitéitskriterium des Satzes [3.17] zu p(¢) = &* — €2 ist erfiillt, denn seine vier
Nullstellen sind 1,0,0, —1 und vom Betrag < 1.

Weitere Untersuchungen ergeben eine Randkontur € in Form einer Doppelschleife zu
einem Gebiet £ in C* und Bemerkungen wie zu AN(3). AN(4) hat ebenfalls ein leeres
Stabilitétsgebiet. In der Abb. 4.27 ist die Randkontur € von AN (4) schon eingetragen
worden.

Weitere Konturen zeigen die folgenden Grafiken.

AN(4): 1-Kontur sowie Konturen c<1 AN(4): 1-Kontur sowie Konturen c>1

ANGY)

- 1 _ I
-05 0 0.5 1 -05 0 05 1
Rez Rez

Abb. 4.31: Dateien ny_stabda.ps, ny_stabdb.ps, AN(4) mit Konturen 0€
bei ¢ = 0.1(0.1)1, 0.55 (links) und bei ¢ = 1(0.1)2(0.5)4 (rechts)

Wir zeichnen nun noch in einer Abbildung die Kurven & 234(2), 2 € R, solange diese
reellwertig sind, und gehen im Fall von (& (z)) # 0 auf den Betrag iiber. Es tritt nur
die Situation ein, dass in gewissen z-Intervallen alle & 254(2) reell sind bzw. zwei reell

und zwei konjugiert komplex mit gleichen Betrag sind.

So gelten &(z) = &(2) bei z < —0.316 279, &5(2) = &(z) fiir z € (—0.316 279, 0), fiir
z € [0, 0.107 322) alle & (2) reell sowie £5(2) = &4(2) bei z > 0.107 322.

Die meisten Verdnderungen erfihrt die Nullstelle £3(2). Es gilt zwar stets [3(z2)] < 1,
aber &3(z) ist erst positiv, dann komplex, dann Null und weiter negativ, sowie rechts

wieder komplex.
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Nullstellenkurven xil(z),xi2(z),xi3(z),xi4(z), falls reell, sonst | . |, —2<=z<=2
3,
xil
2,
1
i1 |=xi2| |xi3|=|xi4|
Xil|=|xi o soz===
—77—77—7—7—"""""_‘_‘_;_—;_— —(“__‘-‘— 1 / .
'''''' W ~e | Xi2
‘ ‘ |xig|=|xiZN~ " ‘ ‘
-2 -1 -0.316279 0\ 10.107322 1 2
X3 z
/
=1 /
J/
/
//
/
// -2
/
7/
xi4 ,/
/
// -3-

Abb. 4.32: Datei ny_stab07.ps, Nullstellenkurven & 234(2), z € [-2,2],

dort wo &k (2) € C, ist |£(2)| gezeichnet

Nullstellenkurven [xil(z)|,|xi2(z)]|,|xi3(z)|,|xi4(z)|, —2<=z<=2

-Xi4

3+

2.5+

151

l‘\

xil

Ixi1|=|xi2|

T

0.5 {
- i3

pigi=pazh

\ ST

|xi3|=|xi4|

2

]

-0.316279 0 0.107322

Abb. 4.33: Datei ny_stab08.ps, Nullstellenkurven | 254(2)|, z € [-2,2],

dort wo & (2) € R™, ist |&k(2)| = —&k(2) gezeichnet

159
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(4) Implizites n-stufiges BDF-Verfahren n-ter Ordnung
Die Koeffizienten der BDF(n), n = 1,2, ..., 6, entnehmen wir der Tabelle 3.6.

% bdf_stab.m
% BDF(n), Stabilitaetsgebiete
% Parameterschema zum BDF

m_alpha = [ 1 -1 0 0 0 0 0;
3 -4 1 0 0 0 0;
11 -18 9 -2 0 0 0;
25 -48 36 -16 3 0 0;
137 -300 300 -200 75 -12 0;
147 -360 450 -400 225 -72 10];
m_beta=[100000 0;
200000 0;
6 00000 O0;
120000 0 0;
60 0 0 0O 0 0 O;
60 00 000 0];
I = sqrt(-1);
a=12; %1
b = 12; % 1.5
ta = [-a,al; tb = [-b,b]; plot(ta,[0,0],’k’,[0,0],tb,’k’);

axis([-a a -b b]l); hold on

% Rand der Stabilitaetsgebiete
n = 6; for k=1:n

alpha = m_alpha(k,1:k+1);
beta = m_beta(k,1:k+1);

m = 200;

Stabilitaetsgebiete zu BDF(n), n=1,2,...,6 Stabilitaetsgebiete zu BDF(n), n=1,2,...,6
T T T 1 T T T T T T

] | BDF() BOF) “ BDF(2)
10 /\ \
l,

BDF(5) x\ BDF(1)

BDF(6)  BDF(5)

L 0.5
BDF(6)

-5

It \_/ “
{

L L L L - L L 1 L 1 L L L L
-10 -5 0 5 10 l'—l -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
Rez Rez

Abb. 4.34: Dateien bdf _stabl.ps, bdf _stab2.ps, Stabilitéitsgebiete £
(rechts mit VergroBerung nahe z = 0) zu BDF(n), n=1,2,...,6

Nur BDF(1), das identisch mit AM(1) ist, und BDF(2) sind A-stabile MSV, weil die linke
komplexe Halbebene C~ zum Stabilitéitsgebiet £ gehort. Die anderen vier BDF-Formeln

konnen auf entsprechende Beschrinkungen der Integrationsschrittweite h fithren.
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Maple-Berechnung und Grafik

Stabilitaetsgebiete zu BDF(n), n=1,2,...,6

20 -
BDF(6) 1

BDF(5)

BDF(4)

\\ Q BDF(3)

20 25

—20- e

Abb. 4.35: Datei bdf _stab0l.ps, Stabilitdtsgebiete £ zu BDF(n), n = 1,2, ..., 6,
auflerhalb der Réander 0&

Die BDF-Formeln haben im Gegensatz zu den anderen MSV einige weitere Merkmale,
insbesondere was den Charakter ihrer Stabilitdt angeht.

Zuerst erkennen wir, dass bei allen BDF-Verfahren die negative reelle Achse zum Sta-
bilitatsgebiet gehort. Das bedeutet, dass bei A € R™ keine Schrittweitenbeschrinkung
auftritt. Mehr noch, die Stabilitétsgebiete sind nicht beschriankt. Es gibt zwei Sichten,
wie man ihre "Unendlichkeit nach links” erfassen kann, einmal wie einen Winkelaus-
schnitt von z = 0 aus oder anders als Halbebene, die weiter links beginnt.

Zur A-Stabilitét in den Definitionen [4.3] und [4.8] machen wir die folgende Ergénzungen.

[4.9] Definition (a) Ein MSV (3.49) heifit A(a)-stabil, falls fiir einen Winkel o mit
0<a<ggilt

EDC,={z€C : |m—arg(z)| < a}, (4.28)

A(90°)-Stabilitét ist damit dquivalent zur A-Stabilitét,
(b) A(0)-stabil, falls ein oy existiert, so dass es A(ay)-stabil ist, also falls A(a)-Stabilitét

fiir alle hinreichend kleine o > 0 vorliegt,

(c) A(7)-stabil, falls ein v < 0 existiert, so dass
EDC,={z€C” : Rz<~}, (4.29)

(d) steif-stabil, falls das MSV A(0)-stabil und A(y)-stabil ist.
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Zur A-Stabilitit gibt es einen allgemeinen Satz.

[4.10] Satz G. Dahlquist®* 1956, 1963

Betrachtet werden r-stufige lineare MSV (3.49) (r > 1).
(1) Kein explizites MSV ist A-stabil.
(2) A-stabile implizite MSV habe hochstens die Konvergenzordnung 2.

Fiir eine hohere Konvergenzordnung ist nur A(«)-Stabilitét erreichbar.

Beziiglich des Satzes und der Definition [4.9] lassen sich die ersten BDF(n) wie folgt

einordnen.

BDF(n) | A-stabil | A(a)-stabil | A(y)-stabil | A(0)-stabil
n o ¥ steif-stabil
1 ja 90° 0 ja
2 ja 90° 0 ja
3 nein 86.03° —0.0833 ja
4 nein 73.35° -2 ja
) nein 51.84° —2.327 ja
6 nein 17.84° —6.074 ja

Tab. 4.1: Stabilitdt von BDF(n), n = 1,2, ...,6 (Dezimalzahlen abgeschnitten)

Das BDF(2) ist A-stabil, was mittels der charakteristischen Polynome

#(z) = p(&) —20(§) = (367 —4g +1) — 2(2¢7)
= (3-22)8 —46+1=(3-22) (& — 57956 + 5757)

oder der Nullstellen dieser gezeigt wird. Die 1-Kontur liegt in C*, weil die zu £ =
e, ¢ € 0,2m), gehorigen Werte z = p(£)/o(€) nur positiven Realteil haben, die einzige
Ausnahme bildet ¢ = 0 mit £ =1 und z = 0. Wir rechnen also

2 21 2,
p B —4L+1  3eM —de¥ 41 3 U
a(€) 262 262 2 2

= g — 2[cos(p) — usin(p)] + %[COS(Qtp) — 18in(2¢)]

- g — 2cos(p) + %(2 cos’(p) — 1) + 1[2sin(p)) — sin(p) cos(¢)]
= [1 - cos(¢)]* + 2sin(p)[2 — cos(y)]

= Rz +:13z,

so dass Rz = [1 — cos(p)]? > 0, ¢ # 0.

22 Germund Dalquist (1925-2005), schwedischer Mathematiker, Theorie der gDGI und AWP
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Fiir den Fall z € R betrachten wir die beiden Nullstellen von ¢(¢) und erhalten

_2:|:\/1+22

Sk 3— 2z

Fiir z € (—o0, —%) sind die Werte konjugiert komplex mit dem gleichen Betrag

o 2 N2, /2z+1N\2 (1422244 [422+42+5
‘51\—‘52‘—\/<3_2z) +<3_22) N (3—22)2  V422-62+9

Da der Nenner unter der Wurzel stets grofier als der Zéhler ist gilt |£; 2] < 1.

Fiir z > —1 sind die Werte reell und positiv. Es gelten die Beziehungen & 5(—3) = 1,
&(0) =1, &(0) =1, &(2) > 0 bei z < 3 und &(2) <0, &(2) = &, was leicht nachzu-

priifen ist.
Damit erhalten wir insbesondere fiir z € [—%, 0) die gewiinschte Ungleichung
0 < &12(2) < 1. Es gibt keine Schrittweitenbeschréinkung im Reellen und die A-Stabilitét

des Verfahrens bestétigt sich.

Nullstellenkurven xil(z), xi2(z) bzw. | . |, z=—4..2
r2

xil(z)
rls5

Abb. 4.36:
i1(@)i=biz(2)] . Datei bdf _stab20.ps,
— Verlauf der Nullstellenfunktionen
= 3 7 T 0 i 2 &12(2) bzw. |&2(2)] zu BDF(2)

Ab BDF(3) geht die A-Stabilitét verloren. Der Rand der Stabilitdtsgebiete von BDF(3)
und BDF(4) startet von z = 0 in den Bereich C~ hinein, um spéter die imaginére Achse
zu schneiden und im C*-Bereich seinen weiteren Verlauf zu nehmen. Damit muss sich
die Schrittweite fiir gewisse vorgegebene komplexe Werte A entsprechend “anpassen”.
Etwas anders verlduft die Startphase des Randes der Stabilitdtsgebiete von BDF(5) und
BDF(6), wo es von z = 0 in den Bereich C* kurz hineingeht und erst nach einer grofien
Schleife in C~ der restliche Verlauf wieder im C*-Bereich stattfindet.

Wir fassen die Nullstellen der charakteristischen Polynome noch einmal zusammen.
Da p(§) immer die einfache Nullstelle 1 hat, nehmen wir nur das reduzierte Polynom
p(&)/ (€ — 1), dessen weitere reelle oder konjugiert komplexe Nullstellen betragsméfig

kleiner Eins sind.
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BDF(n) | reduziertes Polynom p(§)/(§ — 1)
Nullstellen & =1 und Betrége
n &y k=2,...,n 1&k], K=2,..,n
2 |3¢-1
1 1
3 3

3 | 11276 +2
TE/590 — ().318 182 £ 0.283 8641

Y22 — ().426 401

4 | 2563 —23¢24+13¢ -3

£ (3842 4 450v/511)"/% —145(3842 + 450+/511) /% + 2 | 0.381 478

75 75

0.269 261 + 0.492 0002 0.560 862
5 13764 — 16363 4 137£% — 63¢ + 12

0.384 847 + 0.162 1212 0.417601

0.210044 £ 0.676 870¢ 0.708 711
6 1476° — 213¢* 4 23762 — 163£% + 62 — 10

0.406 123 0.406 123

0.145275 4 0.851 0702 0.863 380

0.376 154 & 0.288 4741 0.474035

Tab. 4.2: Nullstellen zu BDF(n), n = 2,3,...,6 (Dezimalzahlen gerundet)

.....

Der wichtige Bereich ist z € R™. Fiir komplexes {;(z) werden seine Betréige gezeichnet,

meistens als gestrichelte Linie. Gilt £, (2)] = |£;(#)], so werden ihre Grafen {ibereinander

mit einem kleinen Abstand gezeichnet. Aulerdem sind die Asymptote bei z = «,./3, und

spezielle Punkte hervorgehoben.

Nullstellenkurven xi21(z), xi22(z) bzw. | . |, z=-5..5
2

xi21(z)

[xi21(z)|=[xi22(z)|
e Xi22(z)

-4 -2 -12 0 2 4
4

xi21(z)

-2-

Abb. 4.37:
Datei bdf _stab22.ps,
BDF(2): Verlauf

der Nullstellenfunktionen

§12(2) bzw. [&12(2)],

Asymptote bei z = %
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|xi32(2)|=|xi33(2)|

Nullstellenkurven xi31(z), |xi32(z)|=|xi33(z)|, z=—4..3

r2

Xi31(z)

e I
xi31(z)
—4 -3 -2 -1-5/6 0 1 2 3
z
Abb. 4.38: Datei bdf _stab23.ps, BDF(3): Verlauf der Nullstellenfunktionen
£1(2) € R und |&(2)| = |€3(2)] bei &.3(2) € C, Asymptote bei z = 1

u
6

|X|44(z)| |X|42(z)|

|xi41(z)|=|xi43(z)|

jX|44(z)| |X|43(z)|

Nullstellenkurven xi4k(z), k=1..4, bzw. | . |, z=—4..3

r2

Xi41(z)

e P

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ | Xi41@)|=Ixi42(2)]

S

Xi42(z) xi43(z)

2 3 >

-1 -7/12 -1/4

0 1 2 3

Xi44(z)+4.5

Abb. 4.39: Datei bdf _stab24.ps,

£k(z) € R und [€(2)| bei &x(z) € C, Asymptote bei z =

BDF(4): Verlauf der Nullstellenfunktionen

25

12
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Man erkennt bei BDF(4) die Bedingung [£x(z)| < 1 bei z < 0, das Verhalten der Null-
stellen &;(2) in Abhingigkeit von 2z und die Ubergéinge zwischen reellen und komplexen

Abschnitten. So gelten an den markanten Stellen u.a. die Werte bzw. die einseitigen

Grenzwerte

(=) =€

) =&(—5+) = &(—5+) = 3,

[€a(33 )1 = I€s(

3(—
&3(—17) = &(=1+) = 0401, |&(—7)] = [&(—3-)] = [&(—3+)| = 0.585,
BN =GB D] = &(EB+H)]=0442, &(5-

= &(H+) = 0.319.

Nullstellenkurven xi5k(z), k=1..5, bzw. | . |, z=—4..3

|X|55(z)| |X|54(z)|

|xi55(z)|=[xi52(z)|
e

|xi51(z)|

3

xi54(z)+7.5

Abb. 4.40: Datei bdf _stab25.ps, BDF(5): Verlauf der Nullstellenfunktionen

Ek(z) € R und [€(2)| bei €x(z) € C, Asymptote bei z =

137

60

Die Nullstellenkurven zu BDF(5) sind einfacher in ihrem Verhalten als bei BDF(4).

Ansonsten gilt auch fiir BDF(5) analoges wie zu BDF(4).

& ()] = |20 =) = [ (5 +)| = 0.357,
& (o) = [64(F —)] = [&2(5r+)| = 0.560,
E(—4y =1 ¢(~1) = 0.459 323,

£1(—0.931560) = |¢,5(—0.931560)| = 0.469 786,
£1(—0.304214) = |€45(—0.304 214)| = 0.737 893,
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Zu BDF(5) machen wir mit Maple noch einige Darstellungen beziiglich der Art der Sta-

bilitdt und illustrieren die zugehorigen Gebiete.

BDF(5): Rand des Stabilitaetsgebiets E BDF(5): Stabilitaetsgebiet E BDF(5): Gebiet E mit R"-
r6 r6 r6
E B 1=
4 L4 4
Im z
2 r2 2
=
5 4 -3 —2 - |0 5 4 -3 —2 -1 |0 5 4 -3 —2 -1 |0
Re z
r—2 r—2 r—2
-4 L4 -4
-—6 -—6 -—6

Abb. 4.41: Dateien bdf _stab02.ps, bdf_stab03.ps, bdf _stab04.ps, BDF(5):
Stabilitatsgebiet £, Rand 0 sowie mit Stab.intervall R~ = (—o0, 0)

BDF(5): Gebiet E mit A(al)-Stabilitaet BDF(5): Gebiet E mit A(al)+A(ga)-Stabilitaet
6 6
E
4 4
A(ga)
A(al) 2 -2
I A(al)
R al R al
-5 4 -3 -2 -1 0 5 4 gal-2 -1 0
r—2 r—2
F—4 -—4
-—6 -—6

Abb. 4.42: Dateien bdf _stab05.ps, bdf _stab06.ps,
BDF(5): Stabilitatsgebiet £ sowie A(«)- und A(7)-Stabilitét
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Verbleiben noch die Nullstellenfunktionen von BDF(6).

Nullstellenkurven xi6k(z), k=1..6, bzw. | . |, z=—4..3
r2

Xi61(z)

B ————"L Y 1) = O R

. [xi63(2)|=|xi66(z)|

 Mee@I=kie@l | isa@)=ie3@)] Xi64(2)[=[xi61(2)
e et
Xi62(2)|=|xi64(2)| xi62(2)
—4 3 ) ~1-37/60 |0 1 2 3
3 V4

Xi65(z)+11.5

Abb. 4.43: Datei bdf_stab26.ps, BDF(6): Verlauf der Nullstellenfunktionen

&k(2) € R und [&(2)] bei &k (2) € C, Asymptote bei z = 16%7

Die Nullstellenkurven zu BDF(6) sind in ihrem Verhalten dhnlich wie bei BDF(4), nur
dass noch ein Paar konjugiert komplexer hinzukommt.
Ansonsten gilt bez. der Nullstellen das bisher Gesagte.

Sa(—55 )| = [a(=F ) = &(=5+) = &(=F+) = 35,
&6(—55 ) = l&(=g5 )| = &a(=g5H)| = |&s(—g5+)| = 0.509,
165(—55)| = I€3(—55—)| = |&6(—G5+)| = 0.915,

&(%g) = 0.357,

1645 = [&(55 )| = &5 +)] = 0.409,

&6 )| = 1655 —)1 = €3 (5+)| = 0.683.

'S

®|4> oa|

[4.11] Ubung Schreiben Sie ein Programm zur Berechnung der komplexwertigen Funk-
tion z(y), definiert durch (4.27). Stellen Sie die Stabilitétsgebiete fiir weitere MSV gra-
fisch dar.
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4.3 Integration steifer Systeme

Die Uberlegungen der Abschnitte 4.1 und 4.2 liefern Obergrenzen an die Schrittweite h,
unter welchen Instabilitdten unterdriickt werden. Giinstig ist es natiirlich bei geringen
Genauigkeitsanforderungen, gleich A-stabile Verfahren zu verwenden. Bei hoher Genau-
igkeit, also kleiner Toleranz, ist die Schrittweite zumeist sehr klein zu wahlen, so dass
man damit i. Allg. unter der maximal zulédssigen Grenze bleibt.

In der Test-DGI (4.1) ist der Realteil und der Betrag des Parameters A € C~ bzw.
A € R~ fiir die Schrittweitenwahl ausschlaggebend. Fiir das PZV haben wir im Beispiel
[4.4] (a) mit der Formel (4.12) ein wichtiges Ergebnis erhalten.

In homogenen linearen Systemen mit einer Matrix, die Eigenwerte mit betragskleinen
Imaginérteilen hat, bestimmt der Eigenwert \; mit dem betragsgréfiten negativen Real-
teil die Schrittweite (vergl. hierzu auch die Merkregel [1.12]).

Im Folgenden wollen wir an Beispielen das Konzept einer Schrittweitensteuerung ent-
werfen, welche zu einer moglichst genauen Approximation unter moglichst geringem

Rechenaufwand fithrt. Hierzu betrachten wir zunéchst das skalare AWP
¥=Xr, x(t;)=n;, t>t;,
mit der exakten Losung
z(t) = ®blin, = ;e 1),
Die Anwendung eines ESV bedeutet die Rekursionsvorschrift
Niv1 = F(AN)m;, 1=0,1,..,

(vergl. Definition [4.3]). Fordern wir neben der Stabilitdtsbedingung |F'(hA)| < 1, dass
F(h)) eine gute Approximation von e ist, also eine entsprechende Konsistenzordnung
erreicht wird, sowie eventuell Monotonieeigenschaften erfiillt werden sollen, so fiihrt das
gegebenenfalls zu einer weiteren Einschrankung der Schrittweite.

gDGI mit einem moderaten Losungsverlauf werden als nicht steif eingestuft. Die Steifheit
dagegen driickt sich in einer starken Verdnderung des Losungsverlaufs (Losungsfunktion
x(t), Ableitung z/(t), | f.(t, z)| u.a.) aus.

Wir betrachten zuerst gDGI 2. Ordnung bzw. SysgDGI, die nicht steif sind, um dann den

Charakter der Steifheit besser zu deuten. Berechnungen und Grafiken sind in Maple.

[4.12] Beispiele
(a) Gegeben sei die homogene lineare gDGI 2. Ordnung

z"(t) + 52/ () + 6x(t) = 0. (4.30)

Die charakteristischen Wurzeln sind Ay = —2 und \; = —3, das Fundamentalsystem
{e7?%, 73} so dass ein moderater Verlauf der allgemeinen Losung z(t) = Cre 2 +

Cye3t bestehend aus zwei Losungskomponenten vorliegt.
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> del:=diff (x(t),t,t)+5*diff (x(t),t)+6*x(t)=0:
dsolve({del,x(0)=0,D(x) (0)=1},x(t) ,method=laplace);
dsolve({del,x(0)=0,D(x) (0)=1},x(t) ,type=series);

x(t) = e(=2t) _ o(=31)

5 19 65 211
H=t— 2+ 3 - 44—
#(t) 2" T Tt T
> loel:=dsolve({del,x(0)=0,D(x) (0)=1},x(t) ,method=laplace) ;
pl:=plot(rhs(loel),t=0..4,0..0.2,color=black,thickness=2):
p2:=textplot([[1.8,0.1, ‘x(t)=exp(-2t)-exp(-3t) ‘1]1):
display(pl,p2);

t* + 0(t%)

x(t)=exp(~2t)-exp(~3t)

Abb. 4.44:

Datei nsteif01.ps, AWP

2" (t)+5a' (t)+6x(t) = 0, x(0) = 0,2'(0) = 1,
0 T 5,3 a und Losung z(t) = e 2 — et t € [0, 4]

> xx:=unapply(rhs(loel),t);
xx1:=unapply (diff (xx(t),t),t); # oder xx1:=D(xx);
> pl:=plot([xx(t),xx1(t)],t=0..4,-0.2..1,color=[black,blue] ,thickness=2):
p2:=textplot([[1.8,0.2, ‘x(t)=exp(-2t)-exp(-3t) ‘],
[1.3,0.5, ‘x’ (t)=-2exp(-2t)+3exp(-3t) ‘11):
display(pl,p2);

> pl:=plot([xx(t),xx1(t),t=0..4],0..0.2,-0.2..1.2,
color=black,thickness=2,labels=[‘x‘, ‘x’‘]):
p2:=textplot([[2,0.2, ‘ (x(t),x’(t)) ‘], [0.03,1.05,AB (1,0)‘1]1):
p3:=pointplot([0,1],symbol=circle):
plots[display] (p1,p2,p3);

osll 11 AB (1)

\ 0.8]
o061 | %
| x'()=—2exp(~2)+3exp(-3t)
0.4 \

0.6

\ 0.4
\
0.2 x()=exp(—2t)-exp(~3t) 021

— B 04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14/ 0.16 0.18 0.2
_— X

-0.2

Abb. 4.45: Dateien nstei f02.ps, nsteif03.ps,
AWP 2(t) + 52/ (t) + 6x(t) = 0, (0) = 0,2/(0) = 1,
Losung x(t) und Ableitung z'(t) sowie Phasenkurve (z(t), 2'(t)), t € [0, 4]
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(b) Gegeben sei die autonome homogene lineare gDGI 2. Ordnung als AWP
2'(t) +2'(t) —x(t) =0, z(0)=1, 2/(0) =0. (4.31)

Die charakteristischen Wurzeln sind A, = $(—1 =+ VE).
Die Losung und ihre Ableitung lauten

x(t) = %0(5 + \/g) ot (Z14V5)/2 4 1%(5 _ \/g) et(—l—\/ﬁ)/z’

= 0.723606 798 " 018033988 1 () 276 393 202 ¢~ 1018033988
() = \/E(et(—1+\/5)/2 . et(—l—\/g)/2)

5

= 0.447 213595 (0018033988 _ o= 1.6180339851)

Abb. 4.46:

Datei nstei f04.ps,

AWP 2"(t) + 2/(t) — z(t) = 0,

z(0) =1, 2/(0) = 0, sowie

Losung x(t) und Ableitung 2'(¢) in [0, 4]

Es gilt z(4) = 8.573522382, 2/(4) = 5.297772797, so dass man bei ¢t € [0,4] fiir das
Phasenportrait (z(t),2'(t)) den Bereich [0,9] x [0, 6] nehmen kann.

x(®).X'(®) (x'®.x(0)

0 2 4 6 8 0 1 2 3 a 5 6
x .

Abb. 4.47: Dateien nstei f05.ps, nsteif06.ps,
Phasenportraits (x(t),2'(t)) und (2/(t), x(t)) im jeweiligen Bereich

Man notiert die gDGI bei 2/ = y und x = (z,2’)T auch als System von zwei autonomen

linearen gDGI 1. Ordnung geméf

’ (4.32)
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Losungsvarianten fir (4.31) bzw. (4.32)

>

# Loesung von gDGl 2. Ordnung

de2:=diff (x(t),t$2)+diff (x(t),t)-x(£)=0;
loe2:=dsolve({de2,x(0)=1,D(x) (0)=0},x(t));
xx:=unapply (rhs(loe2),t);

# Loesung von SysgDGl 1. Ordnung

sys2:=diff (x(t),t)=y(t),diff(y(t),t)=x(t)-y(L);

fens:=x(t),y(t):

init:=x(0)=1,y(0)=0:

loe2:=dsolve({sys2,init},{fcns}); # Reihenfolge x,y beachten
xx:=unapply (rhs (op(1,l0e2)),t); # unapply (rhs(op(2,10e2)),t);
yy:=unapply (rhs (op(2,1l0e2)),t); # unapply (rhs(op(1,l0e2)),t);

Nun wollen wir testen, inwieweit die Losungstrajektorie eingebettet in ein Richtungsfeld

bzw. die Losung und ihre Ableitung als Phasenkurve gemeinsam mit einem Richtungs-

feld (als Phasenportrait) unter Verwendung der DGI-Losungsvariante sowie der Maple-

Kommandos phaseportrait, DEplot, dfieldplot, fieldplot darstellbar sind.

(b1)

>

gDGI 2. Ordnung und phaseportrait, DEplot, dfieldplot

# Loesungstrajektorie = Phasenkurve (t,x(t))

pl:=phaseportrait(de2,x(t),t=0..4,[[x(0)=1,D(x) (0)=0]],stepsize=0.05,
linecolor=black,view=[0..4,0..9]);

# analog

pl:=phaseportrait(de2,x(t),t=0..4,[[x(0)=1,D(x) (0)=0]],stepsize=0.05,
linecolor=black,view=[0..4,0..9],scene=[t,x(t)]);

# identisch dazu ist

pl:=DEplot ({de2}, [x(t)],t=0..4, [[x(0)=1,D(x) (0)=0]],stepsize=0.05,
linecolor=black,view=[0..4,0..9]):

p2:=textplot([[2,3, ‘x(t)‘11):

display(p1,p2);

Abb. 4.48:

‘ Datei nstei f07.ps, AWP

2" (t) + 2/ (t) — z(t) = 0, 2(0) =1, 2/(0) = 0,
Losungstrajektorie z(t) in [0, 4],

° i 2 3 i hier erzeugt DEplot kein Richtungsfeld

t

Das Kommando dfieldplot ist nur fiir gDGI bzw. SysgDGI 1. Ordnung nutzbar.

>

Error,

Error,

dfieldplot ({de2}, [x],t=0..4,x=0..9);
dfieldplot({de2}, [x],t=0..4, [[x(0)=1,D(x) (0)=0]],x=0..9);

(in DEtools/dfieldplot) Cannot produce plot non-autonomous DE(s) require initial conditioms.

(in DEtools/dfieldplot) invalid use of initial points or option - see phaseportrait
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(b2) SysgDGI 1. Ordnung und DEplot, dfieldplot, fieldplot

Das Kommando DEplot, das im Abschnitt 1.1 mehrfach fiir gDGI 1. Ordnung genutzt
wurde, kann auch fiir ein System von zwei gDGI 1. Ordnung eingesetzt werden.

Im Intervall der unabhéngigen Variablen werden die Bereiche der beiden abhéngigen
Losungsfunktionen z(t) und y(t) ermitttelt und darin zu einer geeigneten AB die Phasen-
kurve (z(t),y(t)) gefunden. Wegen '(t) = y(t) handelt es sich hier natiirlich um eine
spezielle Kurve.

Zum AWP (4.32) notieren wir

> pl:=DEplot({sys2}, [fcns],t=0..4,[[init]],linecolor=black,
stepsize=0.01,view=[0..9,0..6],labels=[‘x‘, ‘x’‘]):
display(pl);

Abb. 4.49:

Datei nstei f08.ps,

AWP (4.32),

Phasenkurve (z(t),2'(t)), t € [0, 4],
im Richtungsfeld (x, )

Man kann den aufgespannten Bereich [min x(t), max z(t)] x [miny(¢), maxy(t)] mit ei-
nigen Funktionsauswertungen und grafischen Verldufen grob abschétzen.
> evalf(xx(4)), evalf(yy(4)); # 8.573522405, 5.297772819
> p:=array(1..2,[1):
pl1]:=plot([xx(t),yy(t)],t=0..4,color=[black,blue]):
pl2] :=plot ([xx(t),yy(t),t=0..4],color=green,labels=[‘x‘,‘x’‘]):
display(p);
Ohne den DEplot-Parameter view sind die Display-Koordinaten die zum Verlauf der
Phasenkurve (z(t),y(t)) gefundenen. Sonst enthdlt view=[xmin..xmax,ymin..ymax]
die gewiinschten Display-Koordinaten. Wéhlt man sie zu klein, hat man eine Ausschnitts-
vergroferung, sind sie zu grof3, entsteht ein "leerer Rand”. In Tabellen-Plots wird die
Option view ignoriert. Will man mehrere Phasenkurven mit verschiedenen AB in einem
Richtungsfeld zeichnen, so ist zunéchst die maximale Ausdehnung des Display sinnvoll,
bevor man sich in spezielle Bereiche "hineinzoomt”.

> p1:=DEplot ({sys2}, [fcns],t=0..4, [[x(0)=1,y(0)=0], [x(0)=1,y(0)=-1],
[x(0)=0,y(0)=2], [x(0)=0,y(0)=-2], [x(0)=-2,y(0)=2]],
linecolor=[black,blue,red,green,magental ,1inestyle=1,
stepsize=0.01,view=[-11..11,-7..7],labels=[‘x‘,‘x’‘]):

p2:=pointplot([[1,0],[1,-1],[0,2],[0,-2]1,[-2,2]],symbol=circle,color=black):

display(pl,p2);
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Nachdem wir die Bereiche von Phasenkurven zu 5 AB ausgetestet haben, zeichnen wir

nun diese im Richtungsfeld (z,z’).

(xo,xp) | [ xmin,  xmax ] X [ymin, ymax |

(1, 0)|[ o 5.208] x [ 0, 8.574]

(1,-1) | [ 0.650, 3.276] x [-1, 2.022]

(0, 2)|[ 0, 10.596] x [ 1.300,  6.552] | Tab. 4.3:

( 0,-2) | [-10.596, 0 ] x [-6.552, —1.300] | Bereich der Phasenkurve
(=2, 2) | [ 6552, -1.300] x [-4.044, 2 | | mit AB 2(0) =z, 2'(0) = )

Abb. 4.50: Datei nsteif10.ps, AWP (4.32), Phasenkurven (z(t), 2(t)), t € [0,4],
mit AB (z(0),2'(0)) = (1,0), (1,-1), (0,2), (0,-2), (-=2,2)
im Richtungsfeld (z,2"), Kommando DEplot

Das Kommando dfieldplot dient auschlieSlich zur Anzeige des Richtungsfeldes (z, 2’)
im vorgegebenen Bereich. Man kann natiirlich noch ausgewihlte und vorher berechnete

Phasenkurven in die Abbildung einzeichnen, was nachfolgend auch getan wurde.

> p3:=dfieldplot([sys2], [fcns],t=0..4,x=-2..8,y=-2..8):

pl:=plot([xx(t),yy(t),t=0..4],color=black,thickness=2,labels=[‘x‘, ‘x’‘]):
p2a:=plot([xxa(t),yya(t),t=0..4],color=blue,thickness=2):
p2b:=plot([xxb(t),yyb(t),t=0..4],color=black,thickness=2,linestyle=3):

p4:=pointplot([[1,0],[-1,5],([1,1],([1,2],[1,3],([1,4],([1,5],[1,-1],
[1,-2],[1,-1.5]],symbol=circle,color=black):
> display(pl,p2a,p2b,p2c,p2d,p2e,p2f,p2g,p2h,p2i,p3,p4);
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Abb. 4.51: Datei nsteif12.ps, AWP (4.32), Richtungsfeld (z,2') € [-2,8] x [—2, 8],

Phasenkurven (z(t),2'(t)), t€[0,4], mit AB (1,0),(1,1),(1,2),(1,3),
(1,4),(1,5), (1,-1),(1,-1.5),(1,-2), (—=1,5), Kommando dfieldplot

Die Losungstrajektorien x(t) zu den genannten AB zeichnen wir in einer extra Grafik.

x()

207

154

/ 4 /
) e S i
(0)=5 Y S :
X ( )_ e / s/ ’
> S
// / /
y / // // Y
.
x(0)=4
// - ’
I s
.

Abb. 4.52: Datei nsteifll.ps, AWP (4.32), Losungskurven z(t), t€[0, 4], mit AB

(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,-1),(1,—-1.5),(1,-2), (—1,5)



PD Dr. W. Neundorf, Numerik GDGL - AWP 176

Das Kommando fieldplot ist eher nicht sinnvoll, denn welchen Anstieg als Linienele-
ment soll man z. B. im Punkt ¢ = 0 nehmen. Der Grund ist, dass von einem Punkt aus
mehrere Losungen mit entsprechenden Anstiegen ausgehen konnen, also die besondere
Form der AB (2(0),2/(0)) im AWP. Losungen mit der AB z(0) = 2o # 1, 2/(0) = 0
verlaufen auch nicht "parallel” zu der fir (0) =1, 2/(0) = 0.

Zeichnen wir mit der Ableitung z/(t) der Losungstrajektorie x(t) das Richtungsfeld, so
liefert fieldplot als Isoklinen vertikale Linien. Seine Linienelemente passen natiirlich

nicht zu den drei anderen Losungskurven in der Abb 4.53.

> p5:=fieldplot ([1,yy(t)],t=0..4,x=-1..9,color=red):

pl:=plot(xx(t),t=0..4,color=black,thickness=2,view=[0..4,-1..9]):
p2:=plot(xxa(t),t=0..4,color=blue,thickness=2):
p3:=plot(xxb(t),t=0..4,color=magenta,thickness=2,linestyle=3):
p4:=plot(xxbl(t),t=0..4,color=maroon,thickness=2,linestyle=3):
p7:=textplot([[2.1,1.9,‘x(t) mit AB (1,0)¢]1,[0.42,2,‘x(t) mit AB (1,1)°‘],
[1.9,6.7,‘x(t) mit AB (-1,5)°],[2.15,0.9, ‘x(t) mit AB (0.5,0)‘]]):
p8:=pointplot([[0,1],[0,-1],[0,0.5]],symbol=circle,color=black) :
p9:=plot([[3.355,-0.5],[3.355,8.5]],color=black,thickness=1):
> display(pl,p2,p3,p4,p5,p7,p8,pM);

; _ _ _ _ - ~ - - - e / / /
| e R S A S A A
81 - - - - - - - - - s s L sy J/
1 _ = _ _ _ _ _ - - - - =/ 7 //7/ 7 v / /
1 7/
_ _ _ _ — - — -~ e V
| X mit AB (-1.5) /" j ; ; , ; ; /
- R g /
6’; _ _ _ _ _ _ - — - - - - S A A / / /
| _ _ _ _ _ — — — —- o~ ~ ////' e 7 Vs v / / /
T - - - - —~ /5 L A A A
4;, -~ - - S A ) A A4 7
- - - - P S - A A S //7 Vi
1 _ _ — — - - s o s s 7/,/’// / /
1 - - Ay Z/ ' / / /
— " %
o O 7 J / /
] mit é‘ﬁle/;,)// P A A
1 _ _ =TT e v
lg="—7" ~ T T X(® mit AB (0.5,0) -7 A
,,,,,,,,, R - S S R Y G A A
oT T 2 ‘ 2
/ - - - r _ _ - s 7 Aoy J
_17 - - - ~ ~ - - - - 7 7 7 7 7

Abb. 4.53: Datei nsteif13.ps, AWP (4.32),
Losungskurven z(t), t€[0,4], mit AB (1,0), (1,1),(0.5,0),(—1,5),
"Richtungsfeld” zur Kurve mit AB z(0) = 1, 2/(0) = 0,
Kommando fieldplot
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(c) Gegeben sei die autonome inhomogene lineare gDGI 2. Ordnung als AWP
2'(t)+2'(t) —z(t)+1=0, z(0)=1, 2/(0) =0. (4.33)

Die charakteristischen Wurzeln der homogenen gDGI bleiben A5 = 1(—1 £ /5) wie
im Teil (b). Eine spezielle Losung der inhomogenen gDGl ist 1, die auch die beiden AB
erfiillt. Somit erhalten wir die Losung z(t) = 1 und ihre Ableitung 0.

Damit eriibrigt sich die grafische Darstellung der Losung und Ableitung, genauso der
Phasenkurve, die in den Punkt (1,0) zusammenfllt.

Die allgemeine Losung und ihre Ableitung lauten

x’(t) _ —145\/501 ot (F14+V5)/2 1+f0 et (-1-v5)/2
Es gelten
.2 (t) 1 .2 (t) 1
1 =\ ==(—1 5 1 =X ==(—-1-+5
it () ! -1+ v5),  lim o) 5 Vo),

siehe auch Geraden und Asymptotik der Phasenkurven in Abb. 4.55.
Zusammen mit noch anderen AB sollen mittels DEplot das Richtungsfeld (z,z’) und
darin liegenden Phasenkurven gezeichnet werden. Dazu testen wir die Bereiche von Pha-

senkurven zu 5 AB und verwenden als oberen Bereich [—20, 3] x [—12, 3]

(xo,z() | [xmin,  xmax ] X [ ymin, ymax |

(1, 0] 1, 1 ]x[0 0 ]

(1,-1)|[ 4208, 1 x| 3276 ~0.650]

(0, 2| o 3.022] x [ 0422, 2 ]| Tab. 4.4:

(1 0,—2)|[18169, 0 | x[-11.849, -1.803] | Bereich der Phasenkurve
(=2, 2) | [F14.125, ~1.500] x [-9.342, 2 ] | mit AB 2(0) = zo, «/(0) = )

Abb. 4.54:

Datei nsteif14.ps,

AWP (4.33),

Phasenkurven (z(t),2'(t)),
t€]0,4], mit AB

(x(0),2'(0)) = (1,0), (1,-1),
0,2), (0,-2), (~2.2)

im Richtungsfeld (x,z'),

Kommando DEplot
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Das Kommando dfieldplot verwenden wir zur Anzeige des Richtungsfeldes (z,z’) im

vorgegebenen Bereich und zeichnen mehrere vorher berechnete Phasenkurven ein.

Abb. 4.55:

Datei nsteif16.ps, AWP (4.33), Richtungsfeld (z,z') € [—5,10] x [-5, 5],
Phasenkurven (z(t),2/(t)), t €10, 4], mit AB (1,0), (1,1), (1,2), (1, 3), (1,4),
(1,5), (1,-1), (1,-1.5), (1,-2), (-1,5), (0,0),(0.5,0.5), (0.75,0.75), (2,-1)

Die Losungstrajektorien z(t) zu den genannten AB stellen wir in einer extra Grafik dar.

10+

X(t)

x(0)=1;

X’(O) 4/ - /// /,//},»
/ // x(O) 37 g

- ”’(5 —1

—10-

Abb. 4.56:

Datei nstei f15.ps, AWP (4.33), Losungskurven z(t), t€[0, 4], mit AB
aus vorheriger Abbildung
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(d) Gegeben sei die nicht autonome inhomogene lineare gDGI 2. Ordnung als AWP
2'(t) +2'(t) —x(t)+t=0, x(0)=1, 2/(0)=0. (4.34)

Die charakteristischen Wurzeln der homogenen gDGI bleiben ;5 = (—1++/5) wie im
Teil (b). Eine spezielle Losung der inhomogenen gDGI ist ¢ + 1, so dass wir die Losung
und ihre Ableitung erhalten.

2(t) = 14t + 5 (=t CIHVR2 4t (C1VE)/2),
= 14+t+0.447213595 (_60.61803398& + 6—1.618033988t)

g(t) = 1-— \1/_05(_1 +V/5) et L2 \1/_03(1 +V/5) et C1-VR)/2

= 1—0.276393201 01803951 _ (.723 606 797 ¢~ 10180339881,

05 X0 Abb. 4.57:

. Datei nstei f17.ps,
L5 AWP 2" (t) + 2/ (t) — z(t) +t = 0,
2 z(0) =1, 2/(0) = 0, sowie

Losung x(t) und Ableitung 2'(¢) in [0, 4]

Es gilt gerundet z’(0.861) =0.350, x(2.037)=1.479, 2'(2.037) =0 sowie x(4)=—0.298,
2'(4) =—2.276, so dass man bei t € [0, 4] fiir das Phasenportrait (x(t), 2’(t)) den Bereich
[—0.3,1.5] x [-2.3,0.4] bzw. etwas grofer [—0.5, 1.5] x [—2.5,0.5] nehmen kann.

0.57

-05 05 1m,5

5 Abb. 4.58:

/ Datei nsteif18.ps,
Phasenportrait (x(t), 2/(t))
im Bereich [—0.5,1.5] x [—2.5,0.5]
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Man notiert die gDGI bei 2’ = y und x = (x,2')T auch als System von zwei nicht

autonomen linearen gDGI 1. Ordnung geméf
Z'(t) = y(), z(0) = 1,
V() = o) —ut)— . y(0)=0, (435)

0 1
X(t) = Ax(t)+gt), A= (1 1) , g(t) = (0, —)", x(0) = (1,0)".
Natiirlich kommt man dabei zur gleichen Losung x(t) mit ihrer Ableitung 2'(t) = y(t).

Verschiedene Losungsdarstellungen erhélt man mit entsprechenden Optionen im Maple-

Kommando dsolve.

> sysd:=diff (x(t),t)=y(t),diff(y(t),t)=x(t)-y(t)-t:
fens:=x(t),y(t):
init:=x(0)=1,y(0)=0:
loe4:=dsolve({sys4,init},{fcns});

> # Loesungskomponenten als Funktionen
loe4:=dsolve({sys4,init},{fcns}); # Reihenfolge x,y beachten

xx:=unapply (rhs (op(1,loed)),t): # unapply (rhs(op(2,lo0e4)),t):
yy:=unapply (rhs(op(2,loe4)) ,t): # unapply(rhs(op(1,loe4)),t):
(V- 1)t (V5 + 1)t

loed == m@)::—ée< 2 )v%—%ée(_ 2 >V%4—1+t,

(V5 -1t (V5 + 1)t
y(t) = = (é - 1) e(f>x/3+1 <—§ - 1) e(_ TJF)\/gH

> dsolve({sys4,x(0)=1,y(0)=0},{fcns},method=laplace);
14:=[collect(simplify(rhs(op(1,%))) ,exp),
collect(simplify(rhs(op(2,%))),exp)];
evalf(14[1]);
evalf (14[2]);

t
{J(t)l%tie( >Vf_suﬂ1<twf_>
t

y(t) =1+ é (—5cosh <§> +/5 sinh (“f)) (-3) }
4= {1+t§e< %) V/5 sinh (?) , 1+ <— cosh < {) + -5 si (’5\[» (‘ ;)]

1. + ¢ — 0.8944271908 e(—0-5000000000%) i1 (1.118033988 £)
1. + (1. cosh(1.118033988 ¢) + 0.4472135954 sinh(1.118033988 t)) e(—0-50000000007)
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> dsolve({sys4,x(0)=1,y(0)=0},fcns,type=series) ;

1 2 1 1 1 1 1
HD=t—t2+-t3— —t*4+ —5+ 0" H=1+-t>2— 2+ t"— =2+ 05

Im Gegensatz zum autonomen AWP (4.32) erhélt man bei AWP (4.35) mit

> pl:=DEplot({sys4}, [fcns],t=0..4,[[init]],linecolor=black,
stepsize=0.01,view=[-0.5..1.5,-2.5..0.5] ,1labels=[‘x‘,‘x’‘]):
display(pl);
nur den Plot der Phasenkurve (x(t),2'(t)), t € [0,4]. Nur bei autonomen SysgDGI wird
auch das Richtungsfeld gezeigt.

h Abb. 4.59:
N Datei nstei f20.ps,
AWP (4.35),
7 Phasenkurve (z(t),2'(t)), t € [0, 4],
e ohne Richtungsfeld (z,z’)

Das gleiche gilt natiirlich, wenn man mehrere Phasenkurven mit DEplot darstellt.

X 4 Abb. 4.60:
- Datei nsteif21.ps,
o AWP (4.35),
10 Phasenkurven (z(t),z'(t)), t € [0, 4],

mit AB (1,0), (1,—1), (0,2), (0, —2), (-2, 2),
ohne Richtungsfeld (z,z’)

Auch mit dfieldplot ist die Darstellung des Richtungsfeldes nicht mdoglich.

Also nutzt man den iiblichen Plot von Phasenkurven und Loésungstrajektorien.

Abb. 4.61:

Datei nsteif23.ps,

AWP (4.35),

Phasenkurven (z(t),z'(t)), t € [0, 4],

mit den AB (1,0),(1,1),(1,2), (1, =1), (1, -2),
(0,0),(0,2),(0,-2),

(~2,2),(2,-2), (~2,~2), (~1,5)

im Bereich [-36, 10] x [-25, 5]
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Abb. 4.62: Datei nsteif24.ps, AWP (4.35), Phasenkurven (z(t), 2(t)), t € [0,4],

zu den genannten AB im Bereichsausschnitt [—6, 6] x [—6, 6]

Man sieht, dass natiirlich kein Richtungsfeld (z,z’) eingezeichnet werden kann.
Zudem bemerkt man die relativ kurzen Phasenkurven fiir die AB (1,0), (0,2) sowie (1,1)
mit der Losung z(t) = 1 + ¢, wihrend zur AB (-2, —2) der Endpunkt (z(4),2'(4)) =
(—36.614, —24.721) erreicht wird. Inhomogenitdten, wodurch die gDGI zugleich nicht

autonom wird, verhindern nicht nur die Grafik eines Richtungsfeldes, sondern haben

auch starken Einfluss auf den Phasenverlauf. Ungeachtet dessen verlaufen die Losungs-

trajektorien x(t) zu den verschiedenen AB moderat.

Abb. 4.63:

Datei nsteif22.ps,
AWP (4.35),
Losungstrajektorien
x(t), t € [0,4],

zu den genannten AB
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(e) Gegeben sei die autonome inhomogenen nichtlineare gDGI 2. Ordnung als Rand-
wertproblem (RWP) mit den Randbedingungen (RB)

2'(t) — 2 (t)z(t) —1=0, z(0)=0, x(1)=0, t €0,1]. (4.36)

Ziel ist es zunéchst, dafiir ein entsprechendes AWP zu formulieren und dieses als Grund-
lage fiir die Losung des RWP zu nehmen.
Das abgeleitete AWP sei

2'(t) — 2’ (t)z(t) —1=0, x(0)=0, 2'(0) =s, t >0, (4.37)

wobei der reelle Parameter s noch geeignet zu wéhlen ist.

Wegen der Nichtlinearitét ist weder das RWP noch das AWP (auch bei festem s) expli-

zit oder analytisch losbar. So liefert dsolve in den folgenden Kommandos kein Ergebnis.
> deb:=diff (x(t),t$2)-diff (x(t),t)*x(t)-1=0;

init:=x(0)=0,D(x) (0)=s;
> dsolve({deb,init},x(t));

> init1:=x(0)=0,D(x) (0)=-0.5; # s=-0.5
> dsolve({de5,init1},x(t));

> dsolve({deb,init1},x(t) ,method=laplace); # nur bei linearen DGL

> # als RWP
bc:=x(0)=0,x(1)=0;
> dsolve({de5,bc},x(t));

Lediglich mit

> dsolve(deb5,x(t),explicit);
dsolve({deb,init1},x(t) ,implicit);

werden Darstellungen mit Root0f und hypergeometrische Funktionen erzeugt, die aber

nicht ohne Weiteres zu Auswertungen verwendet werden kénnen.

Da der Verdacht vorliegt, dass man mit dem Parameterwert s = —0.5 in den AB des
AWP in die "Nédhe” der Losung des RWP kommt, testen wir den Losungsansatz mittels

Potenzreihe. Von der Reihe nehmen wir geschickterweise nur die ersten 5 Glieder, also

11 1 1 1
()= —=t+ 2+ —3— —tt+ —¢° 4.38
Ta(t) = =gt + ot ot — 5t gt (4.38)

und stellen fest, dass die Funktion x4(¢) sowohl den AB als auch den RB geniigt sowie
die gDGI bis auf Glieder der Ordnung t*, p > 4, erfiillt.

> Order:=10: # fuer Anzahl der Reihenglieder
dsolve({de5,init1},x(t),series);
1 1 1 1 1 3 47 1 325
o(t) = — <t P+t — —t'+ — "+ 1" ¢+ t*+ 2 +0(t'?)

2 2 24 16 48 576 8064 2304 290304
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> xxt:=unapply(-1/2%t+1/2xt"2+1/24%t"3-1/16%t"4+1/48%t"5,t):
xxt1:=D(xxt):
xxt2:=D(xxtl):

> xxt(0), xxt1(0);
xxt (1), xxt1(1);
simplify(eval (subs(x(t)=xxt(t),de5)));
—1
2
23
48
B M T BB 3

it L I —
96 192 128 o976 256 2304

0,
0,

=0

0.2 04 0.6 0.8 1

—0.02

Abb. 4.64:
Datei nstei f25.ps,
o AWP (4.37), AB mit s = —0.5,

—0.08

—0.04

Néherungslosung (4.38)
x4(t), t € [0,1],

mit Potenzreihenansatz

-0.19

-0.127

Zu Testzwecken soll das RWP mit guter Genauigkeit numerisch gelost werden.
In Maple findet man dazu entsprechende Hinweise, auf die hier nicht weiter eingegangen

wird.

> Digits:=20:
bsol:=dsolve({de5,bc},numeric,method=bvp,range=0..1,abserr=1e-16);
bsol(0);
bsol(0.5);
bsol(1.0);

> Digits:=10:

bsol := proc(z_bup) ... end proc

d
[t = 0., x(t) = 0., Zx(t) = —0.50416592791003595965]

d
lt = 0.5, x(t) = —0.12498305218921320693, %x(t) = 0.0036444537572298360201}

d
{t =10, x(t) = 0., () = 0.49583407208996404024]

Somit werden wir bei Losung des AWP auch mit dem recht genauen Parameterwert

s = —0.504 166 fiir die Anfangsableitung 2'(0) operieren.
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Wir notieren das AWP (4.37) ebenfalls als System von zwei autonomen inhomogenen

nichtlinearen gDGI 1. Ordnung geméf

(t) = y(), z(0) =0,
y't) = z()ylt) +1, y(0) =s, (4.39)
X() = f(t,x(t)=£f(x), x(0)=/(0,s).

> sysb:=diff (x(t),t)=y(t),diff(y(t),t)=x(t)*y(t)+1;
fens:=x(t),y(t);
init:=x(0)=0,y(0)=s;

> init1:=x(0)=0,y(0)=-0.5;

Auch in der transformierten Form ist die analytische Losung nicht moglich.

Damit bleibt nur die numerische Losung im Zusammenhang mit den Kommandos

dsolve, phaseportrait, DEplot und dfieldplot.
(el) Der Maple-Befehl dsolve enthélt eine Reihe von DGI-Losern, mehr als bei DEplot

und phaseportrait, sowie eine sinnvolle Ergebnisdarstellung bzw. -auswertung.
Details sind der Online-Hilfe zu entnehmen.

So verwendet man die Methoden rkf45 (ist Voreinstellung), classicall[rk4,...],
gear, dverk78, rosenbrock, rosenbrock_dae, 1lsode, taylorseries, rkf4b_dae,

mebdfi, bvp.

> loebl:=dsolve({deb,init1},x(t),type=numeric, # bzw. einfach numeric
method=gear, # weitere Optionen moeglich
output=array([seq(0.1%i,i=0..10)1)); # Stellen der Auswertung:
# hier relativ grob

[t, x(t), %x(t)]

0. 0. -5

1 —.0449643668968620764 —.398989102854782064

2 —.0797595174060793112  —.296819209691574270

3 —.104325523530942959  —.194558092569997010
loebl := 4 —.118693460210456888  —.0929559312516558128
DS —.122953307477378551  .0075587579093452728
.6 —.117222138246121432 .106870514847029362
7  —.101613507979648396 .205162652501499842
8 —.0762082805158981053  .302903851009129699
9 —.0410265004321861623  .400841586868400102
1.0 .00400065301760353913  .500008002611822877

Analog ist der Aufruf einer anderen Methode mit geringen Unterschieden im Ergebnis.

> loeb2:=dsolve({de5,init1},x(t) ,numeric,
method=rkf45,
output=array([seq(0.1*i,i=0..10)1));
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[t, x(t), %x(t)]

0. 0. —.500000000000000000
.100000000000000004 —.0449646130717692994 —.398988608633262132
.200000000000000010  —.0797596151028408668 —.296819172820215360
.299999999999999988  —.104325521843663698  —.194558105717530100
loeb2 := .400000000000000022  —.118693411953866234  —.0929559442475329096
.500000000000000000  —.122953350696438396  .00755868737673635882
.599999999999999976  —.117222067729801482 .106870495297289452
.699999999999999954  —.101613630914293943 .205162623366426434
.800000000000000042 —.0762082207520253935  .302903839647251372
.900000000000000022 —.0410266681722313842  .400841797801013922

1. .00400071376438856843  .500008002309892952

Der Vorteil eines solchen Ergebnisses ist, dass man es in verschiedene Teile zerlegen
kann. So entnimmt man auch die Punktfolgen (Liste von Listen) fiir die drei moglichen
Phasenkurven (t,z(t)), (¢,2'(t)) sowie (z(t),2'(t)), (2/(t), x(t)).

> ko:=eval(loeb1[1,1]1); # Kopfteil
lo:=eval(loe51[2,1]); # Wertetabelle
nr:=rowdim(lo) ; # 11

> lol12:=delcols(l0,3..3); # 3. Spalte loeschen -> (t,x(t))
lo13:=delcols(l0,2..2); # 2. Spalte loeschen -> (t,x’(t))
lo23:=delcols(lo,1..1); # 1. Spalte loeschen -> (x(t),x’(t)),(x’(t),x(t))

> # Kurve (t,x(t)), analog die anderen
lisl:=[seq([lo12[i,1],1012[i,2]],i=1..n1)];
pl:=plot(lisl,color=blue):
p2:=pointplot([0,0],symbol=circle,color=black):
display(pl,p2);

2 .4
>’ ()

Abb. 4.65: Datei nsteif26.ps, AWP (4.37), AB mit s = —0.5,
Néherungslosung z(t), t € [0, 1], als Polygonzug sowie (¢, 2'(t)), (z(t), 2'(t)),

(2'(t), 2(t)) bei 11 dquidistanten Auswertungsstellen t; = 75, i = 0(1)10,

mittels dsolve({de5,...,numeric,method=gear,...)

Da sich die Ableitung 2'(¢) in [0, 1] fast wie eine lineare Funktion verhélt, sind die Kurven
(t,z(t)) und (2'(t), z(t)) sehr dhnlich.
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Eine andere Ergebnisform ist eine Funktion der Naherungslosung, welche an gewiinschten
Stellen ausgewertet und damit auch fiir grafische Darstellungen verwendet werden kann.
> loesb3:=dsolve({deb5,init1},numeric,range=0..1);
loes53(0);
loesb53(0.5);

loes53(1);
seq(rhs(loes53(0.1*i) [2]),i=0..10);

loesb3 := proc(z_rkf45) ... end proc

[t =0.,x(t) = 0., —x(t) = —.50000000000000]
d
[t = .5x(t) = —.122053350696438396, — x(t) = .00755868737673635622}

d
[t::IL,X(t)::.00400073019471768043, agx(t)::.500008005791624743}

0., —.0449646130717692576, —.0797596151028408806, —.104325521843663712,
—.118693411953866178, —.122953350696438396, —.117222067729801454,
—.101613630914293915, —.0762082207520253380, —.0410266252286706490,
.00400073019471768043

(e2) Mit dem Maple-Kommando phaseportrait bestimmen wir zu (4.37) die Losungs-
trajektorie als Phasenkurve (¢, z(t)) bei numerischer Losung der gDGI.

Die Losungsmethoden sind classical, dverk78, gear, lsode, rkf45.

Ohne Angabe der Methode ist method=classical[rk4] als Standard eingestellt.
Beim Verfahren classical hat man noch die Auswahl zwischen foreuler (PZV),
heunform (HV, VPZV), impoly (MPZV), rk2 (=heunform), rk3, rk4 (KRKV),
adambash, abmoulton, alles ESV und MSV, die schon behandelt wurden.

Die Angabe method=classical bedeutet soviel wie method=classical[foreuler].
Aus der Vielfalt der Optionen soll nur ein Hinweis auf den Parameter stepsize als
gewihlte Schrittweite erfolgen. Standard ist beim Integrationsintervall [ty, T'] die Schritt-
weite h = (T — ty)/20, die auch bei zu groem vorgegebenen h verwendet wird.
Natiirlich hat das PZV unter den genannten ESV und MSV die kleinste Genauigkeits-
ordnung O(h), was im Vergleich mit dem KRKYV sehr deutlich wird.

> pll:=phaseportrait(deb5,x(t),t=0..1,[[x(0)=0,D(x) (0)=-0.5]1,
stepsize=0.05,1linecolor=black,method=classical [rk4],
view=[0..1,-0.14..0.004]): # scene=[t,x(t)]
pl2:=phaseportrait(de5,x(t),t=0..1, [[x(0)=0,D(x) (0)=-0.5]1,
stepsize=0.05,linecolor=blue,method=classical [foreuler]):
pl3:=textplot([[0.63,-0.08, ‘mit KRKV‘],[0.77,-0.13, ‘mit PZV‘]]):
pl4:=pointplot ([0,0],symbol=circle,color=black) :
display(p11,pl2,p13,p1d);

> # analog mit AB [[x(0)=0,D(x) (0)=-0.504166]]
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Mit der AB der Ableitung 2/(0) = —0.5 liefern sowohl das PZV als auch das KRKV

eine Néherungslosung mit (1) # 0.
Mit der AB der Ableitung z/(0) = —0.504 166 kommen wir mit dem KRKV aber schon
sehr nahe an die RB z(1) = 0 des RWP (4.36).

1
o 2 a 6 8 1 o 2 a 6 8
t t
-.027 -.027
-.04a7 -.oaf
-.067T -.067
x(t) x(t)
_osT mit KRKYV, -.087 mit KRKV
-.10T -.107
~.127T =127
it PZ\Vv mit PZV

Abb. 4.66: Datei nsteif27.ps, AWP (4.37), AB mit s = —0.5 (linke Grafik)
sowie s = —0.504 166, Naherungslosungen z(t), ¢t € [0, 1], mittels
phaseportrait(de5, ..., ,method=classical [rk4],...) bzw.

phaseportrait(de5, ... ,method=classical [foreuler],...)

(e3) Das Maple-Kommando DEplot hat analoge Parameter zu phaseportrait.

Zur gDGI (4.37) konnen wir damit jedoch nur Phasenkurven (¢, z(t)) ndherungsweise
bestimmen. Das Richtungsfeld wird dabei nicht dargestellt.

Ohne Angabe der Methode bedeutet das die Anwendung von method=classical [rk4].

> pp:=array(1..2,[]): # Array-Plot
> pl:=DEplot({de5}, [x(t)],t=0..1,[[x(0)=0,D(x) (0)=-0.511,
stepsize=0.05,1linecolor=black) :
display(pl);
ppl1]:=p1:

> p21:=DEplot({deb}, [x(t)],t=0..1,
[[x(0)=0,D(x) (0)=-0.5], [x(0)=0,D(x) (0)=-0.4],
[x(0)=0,D(x) (0)=-0.6], [x(0)=0,D(x) (0)=-0.504166]1],
stepsize=0.05,1linecolor=[blue,green,red,black],thickness=2):
p22:=textplot ([[0.72,0.06, ‘AB (0,-0.4)],[0.62,-0.08,(0,-0.5) ],
[0.6,-0.155,¢(0,-0.6) ‘], [1,-0.08, ‘(0,-0.504166) ‘1]1):
display(p21,p22);
pp[2] :=:=display(p21,p22):

> display(pp);
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| / 10T
o 2 a & 8 1
t
AB (0,—0.4)
-.o2T osT
) x()
-.oatT |
o 2 a & ey
t
-.06T
-.0o5
-.o8T (0,—0.5) /(0,—0.504166)
-.107
-.107T
-.157 (0,—0.6)
a2t

Abb. 4.67: Datei nsteif28.ps, AWP (4.37), AB mit s = —0.5 (linke Grafik)
sowie s = —0.6, —0.504 166, —0.5, —0.4, Néherungslosungen z(t), t € [0, 1],
mittels DEplot({deb},...) bei method=classical [rk4]

(e4) Fiir das autonome SysgDGI (4.39) konnen wir mit den Kommandos DEplot,
dfieldplot, phaseportrait das Richtungsfeld zeigen, ev. auch Nédherungslosungen.

> pl1:=DEplot({sys5}, [fcns],t=0..1, [[init1]],stepsize=0.01,
linecolor=black,labels=[‘x‘,‘x’ ‘],
view=[-0.17..0.1,-0.6..0.6]1): # Maple V : Rand um Gebiet (x,x’)
pl2:=pointplot([0,-0.5],symbol=circle):
display(pi11,pl12);

> p21:=DEplot ({sysb}, [fcns],t=0..1, [[init1], [x(0)=0,y(0)=-0.4],
[x(0)=0,y(0)=-0.6], [x(0)=0,y(0)=-0.504166]],stepsize=0.01,
linecolor=[blue,green,red,black],labels=[‘x‘, ‘x’ ‘], thickness=2):
p22:=pointplot([[0,-0.6],[0,-0.5],[0,-0.4]],symbol=circle):
display(p21,p22);
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Abb. 4.68: Datei nsteif31.ps, AWP (4.39), AB mit s = —0.5 (linke Grafik)
sowie s = —0.6, —0.504 166, —0.5, —0.4, Ndherungslosungen z(t), t € [0, 1],
und Richtungsfeld mittels DEplot({sys5},...)
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Der Befehl dfieldplot dient zur alleinigen Darstellung des Richtungsfeldes mit x, 2.
Natiirlich kann man im Nachhinein noch Phasenkurven (z(t),2/(t)) bzw. (2'(t),z(t))

einzeichnen.

> dfieldplot([sys5], [fcns],t=0..1,x=-.2..0.1,y=-.6..0.6,labels=[‘x‘, ‘x> ‘]):
dfieldplot([sys5], [y(t),x(t)],t=0..1,x=-.2..0.1,y=-.6..0.6,1labels=[‘x"¢,‘x‘]):

Abb. 4.69: Datei nsteif32.ps, AWP (4.39), AB mit s = —0.5,
Richtungsfeld mit dfieldplot([sys5],...) als (z,2') und (2/, x)

Verwenden wir den Befehl phaseportrait fiir das autonome SysgDGI (4.39), so wird

der Plot in Abhéngigkeit vom gewiinschten Szenario scene erstellt.

# Standard ist Phasenkurve (x(t),y(t)) mit Richtungsfeld
p23:=phaseportrait ([sys5], [fcns],t=0..1, [[init1]],stepsize=0.01,
# scene=[x(t),y(t)],
linecolor=black,method=classical [rk4],labels=[‘x‘, ‘x’‘]):
> p32:=phaseportrait([sys5], [fcns],t=0..1, [[init1]],stepsize=0.01,
scene=[y(t) ,x(t)],
linecolor=black,method=classical [rk4],labels=[‘x’‘,‘x‘]):

vV Vv

> # Phasenkurve (t,x(t)) bzw. (t,y(t)) ohne Richtungsfeld

> pl2:=phaseportrait([sys5], [fcns],t=0..1, [[init1]],stepsize=0.01,
scene=[t,x(t)],
linecolor=black,method=classical [rk4]):

> pl3:=phaseportrait([sys5], [fcns],t=0..1, [[init1]],stepsize=0.01,
scene=[t,y(t)],
linecolor=black,method=classical [rk4]):

> pp:=array(1..3,[]):
ppl[1]:=display(p23):
ptl:=textplot([[0.8,-0.15, ‘x(t)‘],[0.8,0.2,‘x’(t)‘11):
pp[2] :=display(p12,p13,ptl,labels=[‘t‘,“‘]):
pp[3]:=display(p32):

> display(pp);
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Abb. 4.70: Datei nsteif33.ps, AWP (4.39), AB mit s = —0.5,
phaseportrait([sysb],...) als (z,2’), {(t,x), (t,2')} und (2, z)

Zum Schluss folgt ein Vergleich der klassischen Losungsmethoden mit den beiden AB
z(0) =0, y(0) =2/(0) = —=0.5 und x(0) =0, y(0) = 2/(0) = —0.504 166.
Die Naherungslosung mit der zweiten AB liegt stets knapp unter der ersten.

> pp:=array(1..2,1..4,[]1):
init1:=x(0)=0,y(0)=-0.5; init2:=x(0)=0,y(0)=-0.504166;
optl:=stepsize=0.05,scene=[t,x(t)]:
> ppll:=phaseportrait([sys5], [fcns],t=0..1,[[init1], [init2]],o0ptl,
linecolor=[black,gray] ,method=classical [foreuler]):
ppl2:=plot([0.01,-0.14],t=0..1,color=white):
ppl1,1] :=display(ppll,ppl2):

# heunform,impoly,rk2,rk3,rk4,adambash,abmoulton (minimale Unterschiede)

display(pp);

Abb. 4.71: Datei nsteif34.ps, AWP (4.39), AB mit s = —0.5, —0.504 166,
phaseportrait([sys5],...) fir (f,2(¢)) mit 8 klassischen Methoden <
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Wenden wir uns der Steifheit von DGI zu.

Sie wird durch das Verhalten von Losungen und Losungskomponenten bzw. Losungen
zueinander charakterisiert. Diese finden wir bei gDGI 1. Ordnung als z(t), bei SysgDGI
als {z(t),y(t), ...} und gDGI der Ordnung groBer Eins als {x(t), 2/(¢), ...}

gDGI 1. Ordnung nehmen dabei eine Sonderstellung ein. Zunéchst ist es schon ein Unter-

+1000¢ *t verhilt und damit

schied, ob der Losungsverlauf sich mehr wie e oder eher wie e
eine fiir den ganzen Verlauf der Néherungsrechnung erhaltene Schrittweitenbedingung
mehr oder weniger streng ist. Schwieriger ist es, wenn man aufgrund der Kompliziertheit
der gDGI keine solche Bedingung hat. Man beginnt die Ndherungsrechnung mit einer An-
fangsschrittweite und bemerkt aufgrund von Informationen aus dem Losungsverhalten
(Verfahrensmonitor, Grob- und Feinrechnung u. 4.) die Notwendigkeit ihrer Anpassung.
Nicht A-stabile Verfahren mit fester Schrittweite werden im Allgemeinen keine sinnvol-
le Ndherungslosung erzeugen. Sie benétigen eine Schrittweiten-steuerung mit variablen
Schrittweiten, die in Bereichen der Steifheit sehr klein werden. A-stabile Verfahren, die a
priori keine Schrittweitenbeschrénkung haben, kann man zwar nutzen, aber sie sind im-
plizit und damit aufwéndiger. Aulerdem haben sie hochsten die Genauigkeitsordnung
2, was praktisch oft nicht ausreicht. Die Steitheit der gDGI zeigt sich in drastischen
Verénderungen der Losung und ihrer Ableitung, auftretender Nichtlinearitéiten sowie
der starken Abhéngigkeit der partiellen Ableitungen der rechten Seite der gDGI von den
Variablen. Eine mogliche Ansicht des Richtungsfeldes der gDGI kann niitzliche Hinweise
zum Losungsverhalten geben.

Dariiber hinaus haben wir in Beispiel [4.4] (a) gesehen, dass sowohl Real- als auch Ima-
ginérteil der Wachstumsgroflen als Parameter oder Eigenwerte der Systemmatrix eine
wichtige Rolle spielen.

Diese Aspekte werden in den folgenden Beispielen untersucht. Dabei reicht es oft, mit
einem System der Dimension 2 zu arbeiten. Bei hoherdimensionalen SysgDGI kénnen

all die genannten Probleme gleichzeitig auftreten.

[4.13] Beispiele
(a) Gegeben sei die nicht autonome nichtlineare gDGI 1. Ordnung als AWP

() = f(t,x(t)) = 22(t) — t° 2(0) = —0.1, ¢t > 0. (4.40)

Als erstes verweisen die partiellen Ableitungen der rechten Seite f(¢,z) auf mogliche
Probleme und Steifheit, denn in Bemerkung [1.8] (b) haben wir schon das explodierende
Verhalten der Losung der "verwandten” gDGI 2/ = 22 festgestellt.

Maple kann das AWP unter Verwendung von Bessel-Funktionen 1. und 2. Art 16sen.

> dgll:=diff (x(t),t)=x(t)"2-t"6; # Digits=16
init:=x(0)=-0.1;
loel:=dsolve({dgll,init},x(t));
evalf (loel);
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Maple V
t° | 4.701307519771402 Bessell <1 t* | — BesselK 31 t
loel :=x(t) = — T T3
4.701307519771402 Bessell <§, 1 t4> + BesselK <§, 1 t4>
Maple 9.5
loel :=x(t) =
3 3 2 7o
(10 2<4)4(4>F <z> ~+7 csc <z) 21/441/4 Bessell <—7, t—)
1 8 8 84 7
t3 — BesselK | =, —
8 4

" (5 5)

. m (10 2(%>4(%>F <£>2 + 7 csc (%)) 21/441/4 Bessell <%, i)

4 1 ¢4
160 : - 2‘ - + BesselK (— >
(g) sin (7)

84
~ L.4% (4.701307519771402 Bessell (—0.8750..., 0.2500... £*) — 1. BesselK (0.8750...,0.2500... t*))
4.701307519771402 Bessell (0.1250..., 0.2500... t4) + BesselK (0.1250...,0.2500... t4)

Die Losung definieren wir als Funktion. Dabei muss man diese an der Anfangsstelle 0
wegen der dortigen Singularitéit einiger Bessel-Funktionen extra behandeln.

Die Darstellung zeigt eine Ahnlichkeit zum Polynom —t3. Im Verlauf der Losung sind
wegen der Gefahr des verschwindenden Nenners die Moglichkeit des Auftretens von

Polstellen zu beriicksichtigen.

> xx:=unapply(rhs(loel),t): # exakte Loesungsfunktion
xx(0) ; # Error, (in Bessell) numeric exception: division by zero
limit (xx(t),t=0); # Maple 9.5: undefined
# Maple V: -.09999999999999968

limit(xx(t),t=0,right): evalf(%); # -.09999999999999983
limit(xx(t),t=0,left): evalf(%); # -.09999999999999983

Betrachten wir zuerst das Richtungsfeld mit
pl:=dfieldplot(dgll,x(t),t=-3..3,x=-20..20,arrows=large,dirgrid=[30,20]).

Da die Anstiege der Linienelemente genau an den Trennkurven x? — t% = 0 ihr Vorzei-
chen #ndern, sind zusitzlich diese Kurven z = £t3 eingezeichnet. Sie sind zwar keine

Losungstrajektorien, aber kommen solchen bei t > 0 sehr nahe.
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Man erkennt stabile und instabile Gleichgewichtslagen sowie extrem steile Linienele-
mente, die an stabilen Gleichgewichtslagen fast vertikal aufeinander treffen (Vorzeichen-
wechsel bei 2’). Fiir wachsendes ¢ > 2 kommen sich diese Linienelemente von oben und
unten immer néher.

Da an der stabilen Gleichgewichtslage die zugehorigen Losungstrajektorien sich zwar
asymptotisch verhalten, aber betragsméfig stark wachsen, werden bedingt stabile ESV
und MSV mit konstanter Schrittweite "frither oder spater” versagen miissen. Die Schritt-

weitenbeschrinkung wird irgendwann verletzt und das Verfahren divergiert.

-t"3 "3
JartrrrrTTTTttRETTITITITITITET T TAY
TN T3
rarrrrrTTTITITINTITITITITITIT T TALY
433 fffffffff&ffffffffffff 14343
g rrrrrrr i trrrrer e LML

1IN RN I T TITITITITIRPTPZA0 000
JIIIIN? TP TTRTTRT 725483338
(e R R Vb b o S o A A AT A R AR AR A P P o 2 2 2 A

Abb. 4.72:
JLIVINA2P PP PP PP 1212227533083 Datei nstei f35.ps,
JILIINP TP TP PP P PP P P00 0L Rich feld DAl
11LsVrTrT Tttt r VL0 i
IILVATT I TP T TP P TP P PP PP AL LAY ichtungsteld zur g
IIIATTTTTT T T T I T I T E T IR I IR NMLL
LY T T T AT T T T T PR P TP R T P AL des AWP (4.40),
AT T TP T I A TR TR TR TR PR P AL 3
YT T T I T I TR P TP PP TP TR TR RIS Trennkurven x = +t°,

Kommando dfieldplot

Noch deutlicher erkennt man die beschriebene Situation, wenn man einige Losungstrajek-
torien dazu berechnet und einzeichnet.

Die AB seien x(0) =4, 2, 1, 0.7, 0.689, 0.688, ...,0.687992, 0.687991, 0.687, —0.1.

Die Losungstrajektorien mit grofleren AB “explodieren” werteméfig ins Unendliche. Sie
haben weiterhin eine Polstelle und somit Asymptote und die Funktion ist auch rechts
davon definiert. Die Scheitelpunkte der unteren Losungszweige liegen auf der Trennkurve

—t3. Mit kleinen AB werden die Losungen von der unteren stabilen Gleichgewichtslage

angezogen.

AB z(0) = s Polstelle bei t

4 0.250 000

2 0.500 007

1 1.004 065

0.7 1.643 025

0.689 1.874 810

0.688 2.166 494

0.687999 2.172811

0.687998 2.179992

0.687993 2.252903 Tab. 4.5:

0.687992 2.315404 Polstellen zu Losungen des AWP (4.40)

0.687991 keine bei verschiedenen AB z(0) = s
< 0.687991 keine
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Es macht natiirlich keinen Sinn, die numerische Integration des AWP iiber die Unste-

tigkeitsstellen hinweg durchzufiihren.

0.687991

Abb. 4.73:

Datei nstei f39.ps,
Losungstrajektorien

des AWP (4.40) mit AB
z(0) =—-0.1,4, 2, 1, 0.7,
0.688, 0.687991, 0.687
und Asymptoten,

dazu Trennkurven z = +t3,

> pl:=DEplot(dgli,x(t),t=0..2.5, [[init], [x(0)=-15], [x(0)=4], [x(0)=2],
[x(0)=1], [x(0)=0.7], [x(0)=0.688], [x(0)=0.687991], [x(0)=0.687],
[x(2)=-10], [x(2.2)=-15]] ,x=-15..10,stepsize=0.01,method=classical [rk4],
linecolor=[black,blue,blue,blue,blue,blue,blue,cyan,cyan,brown,brown]) :
p2:=pointplot([[0,-0.1]1,[0,-15],[0,0.7],[0,0.688],[0,1],[0,2],[0,4],
[2,-10],[2.2,-15]],symbol=circle,color=black) :
display(p1l,p2);

Abb. 4.74:

Datei nsteif36.ps,
Richtungsfeld zur gDGI

des AWP (4.40),
Losungstrajektorien mit den AB
z(0)=-0.1, —15,4,2,1, 0.7,
0.688, 0.687991, 0.687,

2(2) = —10, 2(2.2) = —15,
Kommando DEplot

Nun l6sen wir das AWP numerisch unter Verwendung von dsolve mit den Methoden

— rkf45 (Standard, Fehlberg fourth-fifth order Runge-Kutta method, abserr= 1077),
— gear (Gear single-step extrapolation method, abserr= 10"7),

— dverk78 (seventh-eighth order continuous Runge-Kutta method, abserr= 107%),

— rosenbrock (implicit Rosenbrock third-fourth order Runge-Kutta, abserr= 1075,

mit Option stiff=true).
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Wir wihlen zwecks Vergleichbarkeit iiberall die absolute Fehlertoleranz abserr= 107".
Die Ergebnisse sind in Tabellenform, so dass man damit die grafische Auswertung vor-
nehmen kann. Die Naherungslosungen sind allesamt so genau, dass sie sich grafisch von

der exakten Losung nicht unterscheiden lassen.

> T:=2.5; N:=25; h:=T/N;
> dsoll:=dsolve({dgll,init},x(t) ,numeric, # method=rkf45 ist Standard

abserr=1E-7,

output=array([seq(i*h,i=0..N)]1));
1sl:=eval(dsoll[2,1]): # Tabelle mit [t,x(t)]
nr:=rowdim(1ls1); # N+1
11s1:=[seq([1ls1[i,1],1s1[i,2]],i=1..nr)]:

# analog
# method=gear, method=dverk78, stiff=true (rosenbrock anstelle von rkf45)

> lexg:=[-0.1,seq(evalf (xx(i*h*0.5)) ,i=1..2%N)]:
llexg:=[seq([i*h*0.5,1lexg[i+1]],1i=0..2%N)]:
> pl:=plot([llexg,11s1,11s2,11s3,11s4],color=[black,blue,red,green,magental,
linestyle=[1,2,3,4,4] ,thickness=2):
display(pl,labels=[‘t‘,“‘],
title=‘x(t) und Naeherungen aus rkf45, gear, dverk78, rosenbrock(stiff) ‘) ;

X(t) und Naeherungen aus rkf45, gear, dverk78, rosenbrock(stiff)
0.5 1 1.5 2 25
0 t

B Abb. 4.75:
o] Datei nstei f37.ps,
-8 Losung x(t), t € [0,2.5], zum AWP (4.40)

sowie Naherungslosungen mit rkf45,

gear, dverk78, rosenbrock(stiff),

Kommando dsolve

Giinstiger ist ein numerischer Vergleich. Man sieht, dass das Gear-Verfahren am be-
sten abschneidet und das speziell fiir steife Probleme empfohlene Rosenbrock-Verfahren
schlechter und nicht viel besser als RKF45 ist.

> fprintf(default,‘ t x(t)-x(rkf4b) x(t)-x(gear)  x(t)-x(dverk78)
x(t)-x(stiff) \n):
fprintf (default, *
stiff=rosenbrock\n‘):
fprintf (default, ‘-——————————————— -

for i from 1 to nr do

fprintf(default, ‘%3.1f %17.14f %17.14f %17.14f 917.14f \n‘,(i-1)*h,
1llex[i] [2]-11s1[i][2],11ex[i] [2]-11s2[i][2],
1llex[i] [2]-11s3[i][2],11ex[i] [2]-11s4[i] [2]):

end do:
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t x(t)-x(rkf4b) x(t)-x(gear) x(t)-x(dverk78) x(t)-x(stiff)
stiff=rosenbrock
-0.00000000000000 ©0.00000000000000 .00000000000000 0.00000000000000
0.00000016905736 -0.00000000000000 .00000000000000 -0.00000000127323
-0.00000005186162 -0.00000000000003 .00000000000003 -0.00000004177038
0.00000117412020 -0.00000000000024 .00000000000004 -0.00000005791164
-0.00000031864491 -0.00000000000178 .00000000000309 -0.00000005724140
0.00000053629647 -0.00000000001295 .00000000044261 -0.00000002839484
0.00000031546491 -0.00000000001265 .00000000003058 -0.00000004882850
-0.00000033802165 -0.00000000001234 .00000000059221 -0.00000005114452
-0.00000041867334 -0.00000000001208 .00000000042353  0.00000000676051
-0.00000041703858 -0.00000000000589 .00000000287195  0.00000000335879
-0.00000036916536 —-0.00000000000595 .00000000287422 -0.00000000593579

-0.00000030448658 0.00000000035281 .00000000495726 -0.00000008728480
-0.00000032452329 0.00000000032602 .00000000382640  0.00000000878593

.00000059348770 0.00000000047937 .00000000437093  0.00000007083672
-0.00000080533875 0.00000000043230 .00000001016220  0.00000044902201
-0.00000082734155 0.00000000061307 .00000000959554 -0.00000014967193
-0.00000103610247 0.00000000068615 .00000000648726  0.00000030306288
-0.00000140284812 0.00000000061330 .00000000363566 -0.00000082054182
-0.00000154597091 0.00000000041456 .00000000188713 -0.00000132398911
-0.00000232672866 0.00000000052781 .00000000146561 -0.00000003359037
-0.00000209312064 0.00000000161115 .00000000066557  0.00000005381828
-0.00000230283758 0.00000000045419 .00000000031600  0.00000030005956
-0.00000321323206 0.00000000049394 .00000000024306 0.00002388869983
-0.00000391350690 0.00000000025028 .00000000010889 -0.00001252822380
-0.00000501823290 0.00000000009073 .00000000013771 -0.00000103059298

NNNNNNNMNNNR PR PRPRPPRPRPPRPPRPRPRPOOO0OO0O0O0O0OO0OO0OO0
OPWNFRPOOONOOAPRPWNF,ROOONOOTPd WN - O
|
o
[eNeoNeolNoNoloNololololoNoNoNoNoNoNoNololololoNoNoNeoNe]

-0.00000567194561 -0.00000000001657 .00000000008328 0.00000307665675
In den Abschnitten 2.1 und 2.2 haben wir die RKV unter Verwendung einer vorgegebe-
nen festen Schrittweite in MATLAB implementiert. Sie sollen hier zur Demonstration
des Einflusses der Steifheit auf die Ndherungslosung herangezogen werden. Es reicht aus,
im Integrationsintervall [0, 2.5] zu rechnen, denn nahe dem rechten Rand erkennt man

schon das Problem des divergenten Verhaltens.

t0 = 0;

T = 2.5;

x0 = -0.1;

N = 10; % interessant: 15(-1)10
[te,xe] = euler1(’f15’,t0,T,x0,N); % PzZV
[th,xh] = heun1(’f15’,t0,T,x0,N); % HV

A=1[000; 1/2 00; 1/3 2/3 0];

b =1[1/3 1/3 1/3]’;

c=1[01/2 1]’;

[t3,x3] = rkvi(A,b,c,’f15’,t0,T,x0,N); % (3,3)-RKV
[t4,x4] = krkv1(°£15°,t0,T,x0,N); % KRKV

Wir nehmen numerische und grafische Auswertungen der Ergebnisse im Vergleich mit
der exakten Losung vor. So ermitteln wir z(ty) und fir die vier ESV PZV, HV, (3,3)-
RKV, KRKV jeweils 7y, sowie die Fehler max |n; —2(t;)| und max |ni—x(t:)|/]x(t:)].
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| PZV HV (3,3)-RKV KRKV x(t)

N=t§ - ————————————————_——_——_—_—_———————————————
Endwerte bei t1 | -14.811580 -28.802543 -15.012601 -18.020216 -15.003426
absolute Fehler | 0.191845 13.799117 0.009174 3.016790

relative Fehler | 0.012786 0.919731 0.000611 0.201073

N=14 —————————
Endwerte bei t1 | -14.343845 -27.730138 -15.047898 -18.474127 -15.003426
absolute Fehler | 0.659580 12.726712 0.044471 3.470700

relative Fehler | 0.043962 0.848253 0.002964 0.231327

N=13 - ===
Endwerte bei t1 | -13.883086 -18.628411 -15.126373 -15.078151 -15.003426
absolute Fehler | 1.120339 3.624985 0.122947 0.074724

relative Fehler | 0.074672 0.241610 0.008194 0.004980

N=12 - ————————————————————
Endwerte bei t1 | -14.265456 9.009299 -15.289875 6.339675 -15.003426
absolute Fehler | 0.737969 24.012725 0.286449 21.343101

relative Fehler | 0.049186 1.600482 0.019092 1.422548

N=11 -
Endwerte bei t1 | -16.288058 73.975292 -15.603578 99.877508 -15.003426
absolute Fehler | 1.284631 88.978718 0.600152 114.880934

relative Fehler | 0.085622 5.930559 0.040000 7.656979

N=10 ———=—————
Endwerte bei t1 | -18.953311 206.675574 -16.142984 449.731710 -15.003426
absolute Fehler | 3.949884 221.679000 1.139558 464.735136

relative Fehler | 0.263265 14.775224 0.075953 30.975266

X(t) und RKV in [0,2.5] mit N=15 X(t) und RKV in [0,2.5] mit N=14 X(t) und RKV in [0,2.5] mit N=13
T T T T T T T T T

— X(t
—9%
- HV
3)-RKV
KV

T

— P(g\/ — P(g\/
- - -HV - -HV
(3,
- KR

5|

" (3.3)RKV ~ (3.3)-RKV
\ —- KRKV - KRKV
05 1 is p 25 05 1 is p 25 05 1 is p 25

X(t) und RKV in [0,2.5] mit N=12 X(t) und RKV in [0,2.5] mit N=11 X(t) und RKV in [0,2.5] mit N=10

—x{ —x{ —x{

g g g
(33)-RKV] (33)-RKV] (33)-RKV]
- KRKV - KRKV - KRKV

5 : 5 : 5 :

L L L L L L L L L
0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25

Abb. 4.76: Datei steif 01..06.ps, AWP (4.40), Losung z(t), t € [0,2.5], und
Naherungslosungen 7; mittels PZV, HV, (3,3)-RKV, KRKV
bei einer Teilintervallanzahl N = 15(—1)10

Das (3,3)-RKV zeigt sich im Vergleich mit den anderen ESV am wenigsten empfindlich
auf die Steifheit.
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Zur Kontrolle wollen wir zum AWP (4.40) das A-stabile IEV
Ni41 =1 + hf(ti-i-lani-i-l)v = 07 1a 7N - ]-7 o = _Ola

noch implementieren. Fiir f(t,z) = x* — 5 liisst sich die rekursive Formel explizit nach

n;+1 auflosen, denn sonst wére eine iterative Losung erforderlich. Wir erhalten

1 1\2 1
1= — + (_) — - 19,
Ni+1 oh x/ oh hn t i

Von den beiden Naherungslosungen ist nur

1 \/(1>2 L
Nit1 = oh oh hnz i1

relevant. Die andere erzeugt eine komplexwertige Folge.

> T:=2.5; N:=15; h:=T/N;

> etal:=-0.1;
eta[0] :=etal:
eta2:=-0.1;
eta2r:=Re(eta2):
eta2i:=Im(eta2):

fmax:=0:
fprintf (default, i etal_i x(t_1) |x(t_i)-etal_il
eta2_i \n‘):
fprintf (default, *
Re Im \n‘):
fprintf (default, ‘---—-——--------————————————
——————————————————————————— \n‘)
fprintf (default,

“%2g  h12e  %l12e %12e  %12e Y12e \n‘,0,etal,etal,0,eta2r,eta2i):
for i from 1 to N do
etal:=1/(2*h)-sqrt(1/(4xh~2)-etal/h+(i*h) "6); # relevante Erstloesung
etal[i] :=etal:
eta2:=1/(2*h)+sqrt(1/(4xh~2)-eta2/h+(i*h) "6); # komplexe Zweitloesung
eta2r:=Re(eta2);
eta2i:=Im(eta2);
exl:=evalf (xx(ixh));
absf:=abs(exl-etal);
if absf>fmax then fmax:=absf; end if;
fprintf (default,
‘%h2g  Hhl2e  Y12e %l1l2e  Yl12e %12e \n‘,i,etal,exl,absf,etalr,eta2i):
end do:
fprintf(default, ‘-—-——--—--—--—————————————

fprintf (default, max |x(t_i)-etal_il = %12e \n‘,fmax):
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-3
-6
-1
-2
10 -3
11 -5
12 -7
13 -9
14 -1
15 -1

.000000e-01
.839014e-02
.704901e-02
.805085e-02
.106425e-01
.620805e-01
.124738e-01
.601187e-01
.310379e+00
.3156346e+00
.657743e+00
.301636e+00
.237667e+00
.485242e+00
.207632e+01
.504435e+01

.000000e-01
.836116e-02
.683899e-02
.634091e-02
.019784e-01
.313322e-01
.292790e-01
.865788e-01
.042616e+00
.026667e+00
.443283e+00
.177583e+00
.162542e+00
.428831e+00
.202895e+01
.500343e+01

.000000e+00
.897180e-05
.100182e-04
.709936e-03
.664102e-03
.074822e-02
.319480e-02
.735399e-01
.677635e-01
.886785e-01
.144603e-01
.240533e-01
.512485e-02
.641144e-02
.737655e-02
.092349e-02

.000000e-01
.098390e+00
.000000e+00
.448650e+00
.317792e+00
.121160e+00
.881363e+00
.079286e+00
.087538e+00
.252151e+00
.516253e+00
.211690e+00
.697782e+00
.078937e+01
.328020e+01
.617047e+01

|
R OO R, W oot oror O 01 OO

.000000e+00
.000000e+00
.252520e+00
.569197e+00
.914074e+00
.684496e+00
.918548e+00
.766156e+00
.602674e+00
.168278e+00
.409476e+00
.140883e+00
.653740e+00
.369221e-01
.858687e-01
.233760e-02

max |x(t_i)-etal_il| =

.886785e-01

Rechnungen mit verschiedenen N ergeben die folgende Grafik mit erkennbarer Gut-

artigkeit des IEV. Das Integrationsintervall kann dabei beliebig grofl sein. Allein eine

gewiinschte gute Genauigkeit wird die Wahl einer kleinen Schrittweite erfordern. Das

bedeutet eine immens hohe Schrittzahl, nicht nur bei steifen Problemen.

T=100 N

|x(t_N)-etal_N|

.495003e-04
.487530e-05
.998030e-05
.499530e-05
.499300e-06
.000300e-06

max |x(t_i)-etal_il

.326160e-01
.285409e-01
.355369e-01
.878222e-01
.007036e-01
.198805e-02

X(t) und IEV mit N=5,10,25 in [0,2.5]

05

15

25

Abb. 4.77:
Datei nstei f38.ps,
AWP (4.40),
Losung z(t), t € [0,2.5], und
Néherungslosungen 7;
mittels IEV bei einer
Teilintervallanzahl N = 5,10, 25
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(b) Gegeben sei als AWP die homogene autonome lineare gDGI 2. Ordnung

1
W4 s b w =0, 2(0) =0, #/(0)=1, t€[0,T]. (4.41)

Mit 2’ = y erhalt man die Darstellung als homogenes lineares SysgDGI 1. Ordnung

() = y@), z(0) =0,
Vo) = —alt)~ B, y0)=1 o
Kt = Ax(#), A= (_(1] _i) %(0) = (0,1)T.

Es handelt sich dabei um ein SysgDGI, wo die Steifheit durch betragskleine Realteile
und betragsgrofie Imaginérteile der Eigenwerte der Systemmatrix A und damit stark
oszillierendes Verhalten der Losungskomponenten verursacht wird.

Die Schrittweitenbeschrinkung (4.12) ist bei AM(A) = s + w, s <0, |w|> 0,

2|1RA| 25

h< = -
DR

und kann damit A < 1 nach sich ziehen.
Wir bestimmen die exakte Losung des AWP (4.41).

> dgl2:=diff (x(t),t,t)+1/100*diff (x(t),t)+x(t): # Digits=16
init:=x(0)=0,D(x) (0)=1:
loe2:=dsolve({dgl2,init},x(t));

evalf (loe2);
xx:=unapply (rhs(loe2),t): # Loesungsfunktion
— ( ; ) -
200 "200) . [ V39999t
loe2 :=x(t) =
oe x(t) 39999 39999 sm( 500

x(t) = 1.000012500234380 ¢(—0-005000000000000000%) g1, (.9999874999218740 ¢)

Mit der Funktion x(t) und ihren ersten Ableitungen entstehen die folgenden Grafen.

1
©
05

0

x(©

05

A X(© /NN
\ /NS N
X /
3 /
0 2 a 6 8 10 12 of A
t \ \
-05 \
X0\

Abb. 4.78: Dateien nsteif49..51.ps, AWP (4.41), Losung z(t), t € [0, 4],
Grafik mit z(t), 2/(t), 2" (t) sowie Phasenkurve (z(t),2'(t)), t € [0, 4]

-05

L/
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Zur Untersuchung der Steifheit und Schrittweitenbedingung nimmt man die Matrix A
des SysgDGI (4.42). Thre beiden konjugiert komplexen Eigenwerte sind
—14121/39999
200
= —0.005 % 120.9999874999218740.

A2 =

Beide haben den gleichen Betrag 1 und die Schrittweitenbedingung zum PZV ist

1
h < -—
100°

Analog ist die Losung des SysgDGI (4.42) allgemein und mit den gegebenen AB.

> sys2:=diff (x(t),t)=y(t),diff(y(t),t)=-x(t)-y(t)/100: # Digits=10
fens:=x(t),y(t):
init:=x(0)=0,y(0)=1:
loe2:=dsolve({sys2},{fcns});
evalf (loe2);
> loe2a:=dsolve({sys2,init},{fcns});
evalf (loe2a);

> # Loesungsfunktionen
xx:=unapply (rhs(op(1,loe2a)),t): # Reihenfolge x,y beachten
evalf (xx(t)):
yy:=unapply(rhs(op(2,loe2a)),t):
evalf (yy(t)):

t
loe2 := ¢ x(t) = e(_%> <_C’1 sin (M> + _C2 cos (M>> ,

200 200

200 200 200
—_C?2 cos (M> — _(C2 sin (M> \/39999) }

) (g (0 (70
oo - L e( 200 (—_01 Sin( 39999t>+_01 COS( 39999t>m

200 200

{ x(t) = e(—0.005000000000%) (1 §in(0.9999875000¢) + -C'2 cos(0.9999875000)),
v(t) = 0.005000000000 e(—0-005000000000%) (_1_ 1 sin(0.9999875000¢) -+ 199.9975000

_C1 ¢0s(0.999987500¢) — 1. _C'2 c0s(0.9999875000 ) — 199.9975000 _C2 sin(0.9999875000¢)) }
t

s 30) 1, (LT
loe2a = { x(t) = oo /39995 \ 290/ i (ﬂ)

;

39999 200

t \
1 (‘ﬁ) 200 . (/399991 /39990 ¢
t) = — - v 2
y(t) 2006 39999 sin 500 39999 + 200 cos 500
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{x(t) = 1.000012500 e(—0-0050000000007) gy, (0.9999875000¢),

v(£) = 0.005000000000 (—0.005000000000¢) (—1.000012500 sin(0.9999875000 ) +
200. c0s(0.9999875000¢)) }

Zum AWP (4.42) betrachten wir mittels DEplot das Richtungsfeld mit numerischen
Losungen sowie die exakten Losungen z(t), y(t) = 2/(t) in vorgegebenen Bereichen.
Der DEplot-Parameter stepsize, der zur Auswertung der Naherungslosung an Zwi-
schenpunkten und zur grafischen Ausgabe gedacht ist, dient damit indirekt der Verwen-
dung von hinreichend kleinen Schrittweiten. Das ist wichtig bei steifen SysgDGI, wenn
als Standardmethode method=classical [rk4] oder andere ESV genutzt werden.

Das KRKV hat namlich eine Schrittweitenbedingung, im reellen Fall h < 2.785/|A|naz-
Man kann auch die vom PZV h<2/|\| 4. verwenden. Wenn stepsize fehlt bzw. zu
grof} ist, ist das als Methode genutzte ESV instabil und es droht die Gefahr eines Zahlen-

iiberlaufs und von Fehlern, z. B. Floating Point Overflow.Please shorten axes

> pl1l:=DEplot({sys2}, [fcns],t=0..4*Pi, [[x(0)=0,y(0)=1], [x(0)=.5,y(0)=-.5]],
stepsize=0.01,linecolor=[black,bluel]),labels=[‘x*,‘x’‘]):
pl2:=pointplot([[0,1],[0.5,-0.5]],symbol=circle):
display(p11,p12);

> pl:=plot([xx(t),yy(t)],t=0..10,color=[black,blue] ,thickness=2):
p2:=plot([1,1.0000125%exp(-0.005%t),-1],t=0..10,color=black,
thickness=1,linestyle=[1,2,1]):
p3:=textplot([[3.1,0.8, ‘x(t)‘],[1.3,-0.8, ‘y(t)=x’(t)‘1]1):
display(pl,p2,p3);

> pl:=plot([xx(t),yy(t)],t=0..50,color=[black,blue] ,thickness=2):
p2:=plot([1,1.0000125*%exp(-0.005%t),-1],t=0..50,color=black,
thickness=1,linestyle=[1,2,1]):
p3:=textplot([[3.4,0.85, ‘x(t)‘],[1.5,-0.8,‘y(t)‘1]):
display(p1,p2,p3);

Abb. 4.79:

Datei nsteif41.ps,
Richtungsfeld zum AWP (4.42)
mit zwei numerischen Lésungen
zu den AB (z(0),y(0)) = (0,1),
(x(0),9(0)) = (0.5,=0.5),
Kommando DEplot
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x(t)

Abb. 4.80:
Datei nstei f42.ps,
’ ’ Cle® 1 AWP (4.42) mit Losungen

x(t), y(t), t € [0,10],
dazu die begrenzenden Geraden +1 und

Yo ,, / zum Vergleich die Démpfungsfunktion
1.0000125 e~-0%5¢

-1

Abb. 4.81:

Datei nstei f43.ps,

AWP (4.42) mit Losungen
x(t), y(t), t € [0, 50]

Das PZV zur numerischen Losung des AWP hat die Gestalt

Niy1 = Apni, mi = (n1i7772i)T7 o = (07 1)T7

mit der Ubergangs- oder Verstirkungsmatrix

1 h
Ah:]+hz4:<_h 1_L>’

Zwecks Stabilitdt miissen die beiden konjugiert komplexen Eigenwerte

h /39999
A) = 1— 2 4
Ar2(An) 500 = " 300

= 1—0.005h £120.9999874999218740 h

betragsméfig kleiner Eins sein. Ihr Betrag ist

1
Aa(An)] = i V100 — h + 100R2.

Wir zeichnen den Betrag als Funktion von kleinen Werten h > 0.
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Jlambda_A2h(h)|, h=0 .. 0.02
1.0001+

1.0001+

Abb. 4.82:

1 3 Datei nstei f44.ps,
p.o0905 1 Betrag der EW der Ubergangsmatrix
des PZV zum AWP (4.42)
oo oos T ou! oo o0 als Funktion von h > 0

Die obere Schranke der Schrittweite ist Wlo'

Fir0 < h < ﬁ sind die Betrége der Eigenwerte als Wachstumsfaktoren kleiner als Eins,

fiir h = ﬁ genau Eins. Bei h = Wlo ist der Wachstumsfaktor mit —Vg?)%gg = (0.999 987 500
1

am kleinsten und die Kontraktion am gréfiten. Fiir A > o0 ist das PZV instabil.

Der Test im Intervall [0,50] mit den Schrittzahlen N = 1000, 5000, 10000, 50000
bestétigt die Stabilitdtsbedingung.

Dariiber hinaus erhalten wir aus dem Vergleich der Losungskomponenten 7;; bzw. 1,; des
PZV mit den exakten Losungen x(t) bzw. y(t) die Erkenntnis, dass die Ndherungsrechnung
mit der Schrittweite h = 0.005 (N = 10000) der kleinsten Kontraktion weniger genau

ist als eine mit einer Schrittweite h < 0.005 bei schlechterer Kontraktion.

x(t) und etal[i], i=0..N, N=1000 y(t) und eta2[i], i=0..N, N=1000 x(t) und etal[i], i=0..N, N=5000 y() und eta2[i], i=0..N, N=5000

DR = ey e e e e

0.5

A== =3—_ 1= 1T 15
4

0.5 0.5 0.5 0.5

Abb. 4.83: Dateien nsteif45..48.ps, AWP (4.42) bei t € [0, 50],
Néherungslosungen 7,;, 12; mit PZV bei h = 0.05, 0.01, 0.005, 0.001

im Vergleich mit den exakten Losungskomponenten x(t), y(t)
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4.3.1 Systeme mit ausgeprigter Steifheit

Es handelt sich dabei um ein SysgDGI, wo die Steifheit durch sehr unterschiedliche
Betrége der negativen Realteile der Eigenwerte des Systemmatrix A und damit mehr
oder weniger stark abnehmendes Verhalten der Losungskomponenten verursacht wird.
Ausschlaggebend ist der Eigenwert mit dem betragsgrofiten negativen Realteil.

Die Schrittweitenbeschrinkung (4.12) ist bei M(A) = s + 1w, s <K 0,

2(RN
DO

h <

25N2
s

und kann damit h < 1 nach sich ziehen.

[4.14] Beispiele
(a) Gegeben sei als AWP die homogene autonome lineare gDGI 2. Ordnung
2" +1002" + 2 =0, z(0)=0, 2/(0)=1, te[0,T]. (4.43)

Mit 2/ = y erhidlt man die Darstellung als homogenes lineares SysgDGI 1. Ordnung

@) = yt), 2(0) =0,
y'(t) = —x(t) —100y(), y(0)=1, (4.44)
0 1
"(t) = Ax(t), A= , x(0) = (0, ).
X(t) = Ax(t) (_1 _100) x(0) = (0,1
Wir bestimmen die exakte Losung des AWP (4.43).
> dgl3:=diff (x(t),t,t)+100*diff (x(t),t)+x(t): # Digits=16

init:=x(0)=0,D(x) (0)=1:
loe3:=dsolve({dgl3,init},x(t));
evalf (loe3);

xx :=unapply(rhs(loe3),t):

loe3 1= — /51 e((=50+TVED ) _ L g (=(50 + 7V5E1) 1)
714 714
x(t) = 0.01000200060020007 (e(—0.01000100020005 t) _ e(—99.98999899979995 t))

# Loesungsfunktion

0.006

0.004

0.002

0

0.1

02

03

04

05

0.006

0.004

0.002

0

1

2

3

1)

5

001 001 001
M w [—MN
0.008 0.008 0.008

0.006

0.004

0.002

0

10 20 30 4 50

Abb. 4.84: Dateien nsteif57..59.ps, AWP (4.43), Losung z(t), t € [0,T], T = 0.5, 5, 50



PD Dr. W. Neundorf, Numerik GDGL - AWP 207

Die Losungskurve z(t) hat einen vergleichsweise steilen Anfangsanstieg. An der Stelle
tyr = 0.092 119 ist ihr Maximum M mit x(¢5,) = 0.009 991 sowie bei ty, = 0.184 239 ein
Wendepunkt W mit z(ty) = 0.009 983 und z'(tw) = —0.000 0998.

Wollen wir die Losungsfunktion x(¢), ihre Ableitungen sowie Phasenkurven betrachten,
so ist es notwendig, geeignete Darstellungsbereiche zu wéhlen. Aus einer gemeinsamen
Grafik von x(t), 2'(t), "(t) ist wegen z”(0) = —100 und |z(t)| < 1, |#/(t)| < 1 nicht

viel von den Funktionen x(t), '(t) zu erkennen.

on aa TTULET 0u os
Abb. 4.85:
- Datei nstei f60.ps,
AWP (4.43),
- Losung z(t), t € [0,0.5] mit
e den ersten beiden Ableitungen

Ahnlich gelingt es, die problematischen Teile der Phasenkurve (z,z’) durch die Wahl
eines giinstigen Zeitbereichs zu erfassen. Wir wollen uns daher systematisch an die Pro-

blemzone der "unteren rechten Ecke” herantasten.

> optl:=color=blue,thickness=3:
> plot([xx(t),xx1(t),t=0..0.5], optl,view=[0..0.01,-0.1..1]);
plot ([xx(t),xx1(t),t=0..5], optl,view=[0..0.01,-0.1..1]);
plot ([xx(t) ,xx1(t),t=0..50], optl,view=[0..0.01,-0.1..1]);
plot ([xx(t) ,xx1(t),t=0.06..20] ,0optl,view=[0.008..0.010,-0.0005..0.0020]);

Pasenkurve (x(t),x’(1)), t=ta...te

17 t=0 .. 0.5 171
0.87 0.87
0.67 0.67

0.47
0.27

o 0.002 0.004 0.006 0.008 o 0.002 0.004 0.006 0.008

t=0.06 .. 20
.0020T
.00157
.0010T7
.0005 T
o 0.002 0.004 0.006 0.008 .0%82 .0086 .0090 .0094 .0098

Abb. 4.86: Datei nsteif61.ps, Phasenkurve (z(t),2'(t)) in Zeitintervallen [t,, ]

Damit ist zu erwarten, dass anhand der letzten beiden Grafen die Darstellung des Rich-

tungsfeldes im Eckbereich wegen des "Knicks” duflerst schwierig sein wird.



PD Dr. W. Neundorf, Numerik GDGL - AWP 208

Zur Untersuchung der Steifheit und Schrittweitenbedingung nimmt man die Matrix A
des SysgDGI (4.44). Thre beiden negativen reellen Eigenwerte sind

AlQ::-—50j:7x4;_=:—4)01000100020005,-—9998999899979995.

Ihre Betrage sind sehr verschieden und die Schrittweitenbedingung zum PZV ergibt sich

aus dem betragsgrofiten Wert und ist

2
h < IYT::(102000200040010002’ also grob h < 0.02.
2

Analog ist die Losung des SysgDGI (4.44) allgemein und mit den gegebenen AB.

> Digits:=16:
> sys3:=diff (x(t),t)=y(t),diff(y(t),t)=-x(t)-y(t)*100:
fens:=x(t),y(t):
init:=x(0)=0,y(0)=1:
loe3:=dsolve({sys3},{fcns});
evalf (loe3d);

> loe3a:=dsolve({sys3,init},{fcns});
evalf (loe3a);

> # Loesungsfunktionen
xx:=unapply(rhs(op(1,loe3a)),t): # Reihenfolge x,y beachten
evalf (xx(t)):
yy:=unapply (rhs(op(2,l0e3a)),t):
evalf (yy(t)):

loe3 = {x(t) = C1e((=50+TVB1) 1) L 9 o(=(50 + TV51) 1),

y(t)::_(71(——50<+-7x/51)e(t_50‘+'7\/51)t)_%_(jg(__50._.7N/5I)e(—(50~+-7\/51)t)}
{x(t) = .01 (=0:01000100020005) | (9 o(—99.98999899979995¢)

v(t) = —0.01000100020005 _C1 ¢(—0-01000100020005) _
99.98999899979995 _(C'2 e(—99-989998999799951) y

loe3a = {x(t) = %\/ae«—fﬂ +7V51)t) _ %me(—@o +7VEL) )

y(t) = 27 VBT (=50 + TVAT) ol (30 + TVEDY) VBT (50 - 7/BT) o ~(50 +TVL) 1))

{x(1) = 0.01000200060020007 ((—0-01000100020005 ) _ o(—~99.98999899979995 1),

v(t) = —0.0001000300100035011 e(—0-01000100020005¢) |
1.000100030010004 o —99-98999899979995 1)
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Wir berechnen das Richtungsfeld und dazu Phasenkurven des AWP mittels DEplot.

> DEplot ({sys3}, [fcns],t=0..20,x=0..0.01,y=-0.1..1,[[x(0)=0,y(0)=1]11,
stepsize=0.01,dirgrid=[20,20] ,linecolor=black,labels=[‘x‘,‘x’‘]);

Abb. 4.87:

Datei nstei f62.ps,

AWP (4.44),

Richtungsfeld (x,z’) und
Phasenkurve (z(t), 2/(t)),t €0, 20],
Kommando DEplot

Abb. 4.88:

Datei nstei f63.ps,

AWP (4.44) mit AB (2(0),y(0)) =
(0,1), (0, —0.5), (0.01, —0.4),
Richtungsfeld (x,z’) und
Phasenkurven (x(t),2'(t)),t€]0, 1],
Kommando DEplot

Man sieht, dass die Linienelemente nahe der z-Achse von beiden Seiten direkt aufeinan-
der zugehen. Am "Knick” der Phasenkurve ist es natiirlich schwierig, ein solches Element
als Tangente anzubringen.

Deshalb versuchen wir mittels dfieldplot diese Schwierigkeiten in der Grafik zumin-
dest noch andeutungsweise zu untermauern und zu beheben, indem wir uns immer mehr
in die Problemzone hineinzoomen. Zum Schluss zeichnen wir zu den Linienelementen

ein kleines Stiick der Phasenkurve.

> optl:=arrows=LARGE,labels=[‘x‘, ‘x’‘]:

> dfieldplot([sys3], [fcns],t=0..20,x=0..0.01,y=-0.1..1.0,
dirgrid=[21,23],labels=[‘x‘,‘x’‘]):

> dfieldplot([sys3], [fcns],t=0.06..20,%x=0.008..0.010,y=-0.0005..0.0020,
dirgrid=[21,16],0ptl):

> dfieldplot([sys3], [fcns],t=0.06..20,x=0.008..0.011,y=-0.0002..0.00035,
dirgrid=[31,23],0ptl):

> dfieldplot([sys3], [fcns],t=0.06..20,%x=0.0096..0.0102,y=-0.00012..0.00004,
dirgrid=[31,17],0pt1):
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> dfieldplot([sys3], [fcns],t=0.06..20,%x=0.0098..0.0102,
y=-0.00011..-0.00008,dirgrid=[31,19],0pt1):
> ple:=dfieldplot([sys3], [fcns],t=0.06..20,%x=0.0098..0.0102,
y=-0.000101. .-0.000097 ,dirgrid=[37,21],0pt1):
p2e:=plot ([xx(t),yy(t),t=0.128..2],color=black,thickness=4,
view=[0.0098..0.0102,-0.000101..-0.000097]):

display(ple,p2e);
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Abb. 4.89: Dateien nsteif53.ps, nsteif53a..e.ps, AWP (4.44), Richtungsfelder in

ausgewahlten Bereichen mit dfieldplot
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Nimmt man das Verhalten der Losungskomponenten z(t) und y(t) vom AWP (4.44)
formal voneinander unabhéngig, so kann man zwei typische Phasen (Abschnitte) ihrer
Entwicklung beobachten. Dort, wo in kurzer Zeit viel passiert, das ist die transiente
Phase. Ansonsten spricht man von der asymptotischen Phase.

Da die Funktion x(t) im sehr kurzen Zeitintervall [0,¢,,] = [0,0.092 119] ihren groften
Anstieg hat und die Funktion y(t) dort schnell von Eins auf Null fillt, kann man die

ersten Intervallhélfte [0,0.05] als transiente Phase deklarieren.

0.010 0.20 1] 1] Phase
x(t)
tran- |asymptotische
siente
0.008 0.8 0.8
0.15
0.006 0.6 [|[YO=x'(1 0.6 [|YOEX'(®
0.10
0.004 0.4 0.4
0.05
0.002 0.2 0.2
x(t)
x(t)
+ t t { t + t t { t + + + { t T T i t
O .05 .10 .15 .20 O 05 .10 .15 .20 O 05 .10 .15 .20 O 05 .10 .15 .20

Abb. 4.90: Datei nsteif54.ps, AWP (4.44), Losungen x(t), y(t) in [0,0.2]
mit der Charakterisierung ihrer transienten und asymptotischen Phase

In solchen Fillen extremer Unterschiede im Verhalten der Losungskomponenten eines
SysgDGI wird ihre gemeinsame grafische Darstellung immer ein Problem sein, was die

folgenden Figuren noch einmal unterstreichen sollen.

0.5 0.5

Abb. 4.91: Dateien nsteif55..56.ps, AWP (4.44),
Losungsverhalten von z(t), y(t) in [0, 1] bzw. [0, 50]
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Zum Abschluss wollen wir sowohl das PZV als auch das KRKV im Interval [0, 7] mit
fester Schrittweite h = T'/N testen.

Als Schrittweitenbedingung zur Stabilitat des PZV haben wir A < 0.02 erhalten. Das
sind bei einem Integrationsintervall [0, 7] = [0, 1] also N = 50 Schritte. Es ist zu erwar-
ten, dass fiir b 5 0.02 die Ndherungslosung zwar stabil ist. Aber sie wird sich oszillierend
um die exakte Losung dieser nur sehr langsam annéhern. Erst bei h < 0.01 kénnen mo-
notone Eigenschaften und eine gute Genauigkeit erwartet werden.

Das KRKYV besitzt ein etwas grofieres Stabilitdtsintervall (vergl. Abschnitt 4.1). Anstelle
der Bedingung h < 2/|A|;ae haben wir h < 2.785293/|\|nae = 0.027 855, also bleiben
wir bei 7' = 1 und N = 36 gerade noch mit h = 0.027778 im Bereich der absoluten
Stabilitat. Mit N = 35 ist die Schrittweite h schon zu grof.

Dazu erfolgen einige Rechnungen und Grafiken mit MATLAB unter Verwendung von
Prozeduren fiir die ESV aus den Abschnitten 1.2 und 2.2.

X(t) und RKV in [0,T] mit T=1, N=50 y(t) und RKV in [0,T] mit T=1, N=50
! : ! ! ! : ! : !
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X(t) und RKV in [0,T] mit T=1, N=55 y(t) und RKV in [0,T] mit T=1, N=55
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Abb. 4.92: Dateien steif _10..13.ps, AWP (4.44),
Néherungslosungen n;, i =0, 1, ..., N, aus PZV und KRKV in [0, 1]
bei N =50, 55 im Vergleich mit Losungen x(t), y(t)
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y(t) und RKV in [0,T] mit T=0.1, N=10
T T T T

213

x 10° X(t) und RKV in [0,T] mit T=0.1, N=10
T T T T T
10+ q
gl 4
6L 4
s ]
21 4
— X
0 — P2y — P2V
O KRKV 0 KRKV
I I I I I I I
0 0.01 002 0.03 004 005 006 0.07 0.09 0 0.1
x 10° X(t) und RKV in [0,T] mit T=0.1, N=20 y(t) und RKV in [0,T] mit T=0.1, N=20
T T T T T T T T T
10+ S 4
o / |
//
/
/
6L // 4
/
/

41 4

2L 4

o — X0 — y(®)

— PzZV — PzZV
O KRKV 0o KRKV
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0.09 0 0.1

0 0.01 0.02

Abb. 4.93: Dateien steif 14..17.ps, AWP (4.44),

003 0.04 005 0.06 0.7

Néherungslosungen 7;, i =0, 1,..., N, aus PZV und KRKV in [0, 0.1]

bei N =10, 20 im Vergleich mit Losungen x(t), y(t)

X(t) und KRKV in [0,T] mit T=1, N=35,36,40

y(t) und KRKYV in [0,T] mit T=1, N=35,36,40
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Abb. 4.94:

Dateien steif_18..19.ps, AWP (4.44),
Néherungslosungen 7;, i = 0,1, ..., N, aus KRKV in [0, 1]
bei N = 35, 36, 40 im Vergleich mit Losungen z(t), y(t)
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(b) Wir betrachten nun ein lineares SysgDGI mit mehr Steifheit als das vorherige.
Das AWP fiir x = (z,y)7 ist

—29998 —39996
X'(t) = Ax(t), x(0)=(1,1)", t >0, wobei A= . (4.45)
29997/2 19997

Die allgemeine Losung ist

3 1
w(t) = Cre "t + Cye 100 (1) = _ch et — 502 ¢~ 10000t

die des AWP mit den gegebenen AB
9 , 7

2(t) = —6 e 4 7710000t gy — 5 et — 5 o~ 10000t

Die Eigenwerte der Systemmatrix A sind A\ o = —1, —10000, was auch auf ihre schlech-
te Kondition hinweist.

Damit haben wir zum PZV die Schrittweitenbedingung h < 2/|A|mne = 0.000 2.

Der Eigenwert —10 000 und damit die Funktion e~1%°%°% verursachen die scharfe Schritt-
weitenbeschrinkung. Auch fiir andere explizite ESV ist die Bedingung @hnlich.

10000% yerhalten sich fiir kleine ¢ > 0 deutlich anders. Ins-

Die Losungsanteile e und e~
besondere tendiert e 19! fiir wachsendes ¢ sehr schnell gegen Null. Bei t = 0.0005
haben wir schon den Wert 0.006 737. Somit konnte die Stelle als Ubergang zwischen der

transienten und asymptotischen Phase der Losungen x(t), y(t) angenommen werden.

Leider kann man nicht generell bei einer ndherungsweisen Losung eines AWP die Schritt-
weitenbedingung durch ”Ausblenden des restriktiven Anteils” entschéarfen, weil man
nicht die "zusténdigen” Stellen im SysgDGI kennt.

Nur bei A(a)-Stabilitét der Verfahrens und Schrittweitensteuerung bemerkt man, dass
in Abhéngigkeit von einer vorgegebenen Fehlertoleranz eine kleine Anfangsschrittweite

nach Verlassen der transienten Losungsphase sich stetig vergréfiern wird.

i 3 y(t)
2 Abb. 4.95:

’ 1 Datei nstei f64.ps,

o[ oz o& ob o0& 1 ooz of o5 08 1 AWP (4.45) mit AB (z(0),y(0)) = (1,1),

_2 4 t Losungen x(t), y(t) in [0, 1],

. g 2 dazu die Losungsanteile

6 3 —6e~" (von z(t) "zugedeckt”), Te 10000t
9 —t —10000¢

9e~" (von y(t) "zugedeckt”), —Ie

Einige Losungsanteile zu x(t), y(t) lassen sich nur bei besserer grafischer Auflésung er-

kennen.
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Abb. 4.96:

Datei nstei f65.ps,

AWP (4.45) mit AB (2(0),y(0)) = (1,1),
Losungen z(t), y(t) in [0,0.001],

dazu die Losungsanteile

—Get, Tem10000t by %e—t7 _%6—100001:

Abb. 4.97:

Datei nstei f66.ps,

AWP (4.45) mit AB (2(0),y(0)) = (1,1),
Losungen z(t), y(t) in [0, 0.000 5],

dazu die Losungsanteile

—Get, Tem10000t by %e—t7 —%e‘lOOOOt

Das Zeichnen des Richtungsfeldes mit dem Kommando DEplot sowie der Naherungskurve
zum AWP (4.45) verlangt bei ESV wie method=classical[rk4] eine hinreichend klei-

ne Schrittweite h. Mit stepsize=0.0002 liegen wir im zuléssigen Bereich, bei

stepsize=0.0003 folgt schon eine Fehlermeldung.

Abb. 4.98:

Datei nstei f67.ps,

AWP (4.45),

Richtungsfeld (z,y) und
Phasenkurve (x(t), y(t)), t€10, 5]
mit AB (2(0), 5(0)) = (1,1),
Kommando DEplot

Wir haben dieselbe Situation der Linienelemente und den "Knickeffekt” wie im Beispiel

zuvor (vergl. Abb. (4.87)), wollen uns jedoch nicht weiter in diesen Bereich hineinzoo-

men.
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Zu ausgewahlten Naherungsverfahren machen wir Rechnungen.

Einerseits nehmen wir Verfahren wie BDF(n) mit fester Schrittweite und BDF(5,4)
mit variabler Schrittweitensteuerung (vergl. Tab. 3.6), zum anderen testen wir einige
MATLAB-Prozeduren zur Losung von SysgDGI.

1. 0de23, ode45
Explizite RKV zur Losung nicht steifer gDGI,

2. odel13
AM-AB-Priadiktor-Korrektor-Verfahren zur Losung nicht steifer gDGI,

3. ode23t (trapezoidal rule)
BDF-Methoden fiir moderat steife gDGI,

4. ode23s, ode23tb (low order methods), ode15s (variable order method)
Implizite RKV, BDF-Methoden, NDF-Methoden (Numerical Differentiation For-
mulas), Rosenbrock-Verfahren fiir steife gDGL.

Die MATLAB-Versionen arbeiten mit ausgefeilter Schrittweiten- und Ordnungssteue-
rung.

Wir belassen es bei ihrer standardméfligen absoluten Fehlertoleranz AbsTol=1e-6.
Fiir ode15s rechnen wir alle Varianten der Genauigkeitsordnung MaxOrder=1,2,3,4,5.
Als Ausgabe haben wir die Integrationspunkte ¢; (Achtung: in MATLAB ist ¢; der linke
Intervallgrenze), ihre Anzahl N1 = N+1, die Ndherungslosung 7;, 1o; sowie die benutz-
ten Schrittweiten am Anfang und Ende (vorletzte Schrittweite) des Losungsintervalls
[0,77, bei N/2 und an der Phasengrenze ¢ = 0.0005. Da die exakte Losung x(t), y(t)

zur Verfligung steht, ermitteln wir an den Integrationspunkten die Grofien

aerr, = z‘:g,ll?{w |mi — x(t;)], aerr, = i:{)I,llg,l.?.{,N [m2i — y(t;)]

und die zugehorigen Stellen, wo diese Maxima angenommen werden.

Beispiel fiir Implementierung in MATLAB

opt = odeset(’AbsTol’,le-6,’Max0rder’,3) 7% Order 1,2,3,4,5
[t,x] = odelbs(@f5s,[0 1],[1 1],0pt);

N1 = max(size(t)) % N+1

ha = t(2)-t(1) % Schrittweiten
Nm = (N1-mod(N1,2))/2;

hm = t(Nm)-t(Nm-1)
he = t(N1-1)-t(N1-2)
for 1 = 1:N1
[xex(i),yex(i)] = f16exv(t(i)); % exakte Loesung
end;

[aerr_x,ix] = max(abs(x(:,1)’-xex(1:N1)) % Fehler und Stellen
laerr_y,iy] = max(abs(x(:,2)’-yex(1:N1))

aerr_xN = abs(x(1,N1)-xex(N1))

aerr_yN = abs(x(2,N1)-yex(N1))
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BDF(5,4)

ode23t

Toleranz ¢ = 10~*
Startschrittweite 1078
Genauigkeitsordnung 5,4

Toleranz ¢ = 10~°
Startschrittweite 1076
Genauigkeitsordnung 2,3

t-Werte | Schrittweite h | Schrittzahl N1 | ¢t-Werte | Schrittweite h | Schrittzahl N1
1.6E-4 4.0E-6 78 1.6E-4 1.9E-5 17
4.4E-4 5.7E-6 140 4.3E-4 4.6E-5 26
1.0E-3 1.6E-5 200 1.1E-3 1.7E-4 33
0.04 0.016 243 0.048 0.034 39
0.2 0.036 250 0.24 0.10 41
0.5 0.082 254 0.54 0.10 44
1 0.15 258 1 0.10 50
globaler Fehler O(107°) globaler Fehler O(1073)
Tab. 4.6: AWP (4.45) in [0,1], Schrittweitenverhalten von BDF-Methoden
mit variabler Schrittweiten- und Ordnungssteuerung
Methode | Schritt- Schrittweite h; bei aerry (7) aerry (i)
Zahl N1 | i=1 | i~N1/2 | t~0.0005 (@) | i=N1 (i)
0de23 3992 | 1.142E-6 | 2.512E-4 | 1.9E-4 (14) | 2512E-4 | 0.017065 (14) | 0.008532 (14)
ode45 12085 | 7.177E-7 | 9.569E-5 | 3.5E-5 (30) | 2.774E-5 | 0.006242 (552) | 0.003121 (552)
ode113 6134 | 1.129E-7 | 1.945E-4 | 5.8E-5 (20) | 2.481E-4 | 0.046319 (3220) | 0.023159 (3220)
ode23t 50 | 1.182E-6 | 3.718E-5 | 6.0E-5 (28) | 0.100 0.003688 (21) | 0.001844 (21)
ode23s 33 | 4.276E-6 | 7.229E-5 | 9.1E-5 (16) | 0.100 0.004897 (12) | 0.002448 (12)
0de23tb 36 | 3.737E-6 | 5.048E-5 | 8.9E-5 (19) | 0.100 0.003527 (14) | 0.001763 (14)
ode15s 48 | 1.352E-6 | 5.013E-5 | 5.0E-5 (22) | 0.100 0.005701 (11) | 0.003979 (39)
Ord.=5 o. V.
Ord.=4 o. V.
Ord.=3 o. V.
Ord.=2 55 | 1.352E-6 | 3.287E-5 | 4.9E-5 (30) | 0.100 0.007655 (46) | 0.005741 (46)
Ord.=1 123 | 1.352E-6 | 6.330E-6 | 4.5E-5 (87) | 0.047 0.031405 (121) | 0.023553 (121)

Tab. 4.7: AWP (4.45) in [0,1], MATLAB-Prozeduren zur numerischen Losung

mit verschiedenen Ergebnisgrofien (0. V. = ohne Verédnderung zu ode15s)

Die expliziten ESV und MSV brauchen fiir ein steifes Problem wesentlich mehr Schritte,

denn sie miissen die Schrittweitenbedingung {iber das ganze Integrationsintervall einhal-

ten. So konnen sich ihre Schrittweiten im Laufe der Integration nicht extrem vergréfiern,

auch nicht in der asymptotischen Phase [0.0005, 1].

Die anderen Methoden fiir steife Probleme haben dhnliches Losungsverhalten und Fehler-

groflen. Mit ihren verbesserten Stabilitdtseigenschaften oder A-Stabilitét ist die Fehler-

toleranz fiir die Wahl von h wichtig. Im transienten Integrationsbereich [0, 0.000 5] muss

zwecks guter Genauigkeit h trotzdem hinreichend klein sein. Dort treten auch die maxi-

malen Fehler aerr,, aerr, auf. Im Allgemeinen ist es sehr schwierig anzugeben, welche

Methode fiir welche gDGI sich genau als die beste erweist.
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Wir vergleichen die ersten BDF (n)-Verfahren der Genauigkeitsordnung O(h") bei Rech-
nung mit fester Schrittweite h.

Da das AWP linear ist, konnen die r-stufigen impliziten Formeln (3.35)
O it1 + Qi+ o Qi1 = B fivr, t=r—1,7, 0 Mo, M1, o1 8EG
nach 7,1 aufgelost werden. Man erhalt

(Oérf - hﬂrA)mH =

Niv1 =

—OQp_11); — ... — OQT)j—r41

M (=1t = oo = Qollimrs1), M = (] — b3, A) 7

Die einmalige Berechnung von M nehmen wir hier in Kauf.
Wir rechnen also BDF(1,2,3) beii =r—1,r,.... N =1, r = 1,2,3, gemif

Min;, M, =(I— hA)_l, Mo gegeben,

Niv1 =
N1 = My(4n; —mi1), My = (31 —2RA)"", no, M1 geg.,
Ni+1 = M3(187h' — 91 + 27)2‘-2)7 Ms; = (11[ - 6}“4)_17 Mo, T, 72 geg.,

mit den zugehorigen Startvektoren ny = (2(0),y(0))" (AB), n = (x(h),y(h))7,
no = (2(2h),y(2h))T, da die exakten Losungen vorliegen.
Das Ergebnis ist eine Tabelle mit den maximalen absoluten Fehlern amax,, amaz,

sowie den Fehlern
AerTyN = |7]1N - $(tN)|7 aerryn = |772N - y(tN)"

Dazu notieren wir die Stellen (Index) ¢ € {0,1, ..., N}, wo amaz,, amax, auftreten.

BDF(1)

N h aerry (i) aerry (i) aerryN aerryn
10 | 0.1 0.105983 089 (10) | 0.079487317 (10) | 0.105983089 | 0.079487 317
100 | 0.01 0.069011873 (1) | 0.034432172 (1) | 0.010990626 | 0.008 242970
1000 | 0.001 0.636 042841 (1) | 0.318020672 (1) | 0.001103178 | 0.000 827 384
2000 | 0.0005 1.119500288 (1) | 0.559 749956 (1) | 0.000551704 | 0.000413 778
4000 | 0.00025 | 1.425404822 (1) | 0.712702364 (1) | 0.000275880 | 0.000 206 910
5000 | 0.0002 1.385986230 (1) | 0.692993085 (1) | 0.000 220709 | 0.000 165 531
10000 | 0.0001 0.924 843881 (1) | 0.462421933 (1) | 0.000110359 | 0.000 082 769
20000 | 0.00005 | 0.535955007 (2) | 0.267977500 (2) | 0.000055 180 | 0.000 041 385
100000 | 0.00001 | 0.123 646934 (10) | 0.061 823466 (10) | 0.000011 036 | 0.000 008 277
200000 | 0.000005 | 0.063 070290 (20) | 0.031 535144 (20) | 0.000 005518 | 0.000 004 138

Tab. 4.8: AWP (4.45) in [0,1], Fehler zu BDF(1) ;41 = Mjn; bei fester Schrittweite h
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x(t)

etali, BDF(1)

eta2i, BDF(1)

Abb. 4.99: Dateien bdf1.3,4.ps, AWP (4.45) in [0, 1], BDF(1) mit A = 0.0001,
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Vergleich mit exakten Losungen z(t) bzw. y(t) im Bereich t € [0,0.001]

BDF(2)
N h aerrg (1) aerry (1) aerry N aerryN
10 | 0.1 0.006 716 697 (10) | 0.005037 523 (10) | 0.006 716 697 0.005 037 523
100 | 0.01 0.034 481 450 (2) 0.017240 398 (2) 0.000073 017 0.000 054 762
1000 | 0.001 0.304 292569 (2) 0.152146 284 (2) 0.000 000 735 0.000000 551
2000 | 0.0005 0.524 266 836 (2) 0.262133 418 (3) 0.000 000 183 0.000 000 137
4000 | 0.00025 0.634 868133 (2) 0.317434 066 (2) 0.000 000 045 0.000 000 034
5000 | 0.0002 0.586 868 339 (2) 0.293 434 169 (2) 0.000 000029 0.000 000 022
10000 | 0.0001 0.335440799 (3) 0.167720399 (3) 0.000 000007 3 0.000 000005 5
20000 | 0.00005 0.136 989673 (4) 0.068 494 836 (4) 0.000000001 8 0.000000001 3
100000 | 0.00001 0.007943518 (12) | 0.003971759 (12) | 0.000 000000062 | 0.000000 000046
200000 | 0.000005 | 0.002065770 (22) | 0.001032885 (22) | 0.000000000008 | 0.000000 000003

Tab. 4.9: AWP (4.45) in [0,1], Fehler zu BDF(2) ;.1 = Ma(4n; — m;—1) bei festem h

-6 etali, BDF(2)

eta2i, BDF(2)

y(t)

Abb. 4.100: Dateien bdf2.3,4.ps, AWP (4.45) in [0, 1], BDF(2) mit A~ = 0.0001,
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Vergleich mit exakten Losungen z(t) bzw. y(t) im Bereich ¢t € [0,0.001]
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BDF(3)
N h aerrg (1) aerry (i) aerryN aerry N
10 | 0.1 0.002 264 184 (3) 0.001115872 (3) 0.000 467 926 0.000 350 944
100 | 0.01 0.022913248 (3) 0.011 456 622 (3) 0.000 000 544 0.000 000 408
1000 | 0.001 0.197 142817 (3) 0.098 571408 (3) 0.000 000 000 55 0.000 000 00041
2000 | 0.0005 0.331247364 (3) 0.165 623 682 (3) 0.000 000 000 055 0.000 000 000 041
4000 | 0.00025 0.368 344 809 (3) 0.184172404 (3) 0.000 000 000 009 2 0.000 000 000 006 9
5000 | 0.0002 0.320981 241 (3) 0.160490 620 (3) 0.000 000000019 0.000 000000014
10000 | 0.0001 0.163 750232 (4) 0.081 875116 (4) 0.000 000000019 0.000 000000014
20000 | 0.00005 0.042 329278 (5) 0.021164 639 (5) 0.000 000 000 041 0.000 000 000 030
100000 | 0.00001 0.000565 717 (12) | 0.000282858 (12) | 0.000 00000011 0.000 000 000 084
200000 | 0.000005 | 0.000075413 (23) | 0.000037 706 (23) | 0.00000000000079 | 0.000000 000 00059

Tab. 4.10: AWP (4.45) in [0,1], Fehler zu BDF(3) 7,41 = M3(18n; — 91 + 21;—_2)

bei festem h

y(®)

eta2i, BDF(3)

etali, BDF(3)

X(t)

I . I
0 0.0002

W 1 A 1 - Il I I I L L
0.0005 0.0008 0.001 0 0.0002 0.0005 0.0008 0.001

Abb. 4.101: Dateien bdf3-3,4.ps, AWP (4.45) in [0, 1], BDF(3) mit ~ = 0.0001,
Vergleich mit exakten Losungen z(t) bzw. y(t) im Bereich t € [0,0.001]

Was kann man beobachten?

Bei konstanter Schrittweite h haben die Naherungslosungen anfangs, also in der "gefdhr-
lichen” transienten Phase, ihre Genauigkeitsprobleme. Dort tritt der maximale Fehler
auf. Aber mit wachsendem ¢ werden sie immer genauer, so dass am Ende der zweiten
Phase, egal ob man nun 7" = 0.2, 0.5, 1, 2, ... nimmt, nur noch sehr kleine Abweichungen
zu den exakten Losungen auftreten.

Mit Verkleinerung von h, d. h. VergroBerung der Schrittzahl N, wéchst i. Allg. die Genau-
igkeit. Ausnahmen bilden jedoch solche Situationen, wo durch eine zu grobe Schrittweite
h > 0.000 5 iiberhaupt keine Stellen in der transienten Phase [0, 0.000 5] erfasst werden,
also dariiber hinweg integriert wird. Wenn man aber mit A < 0.0005 dann Stellen in
diesem Bereich hat, so sollte man mit h < 0.0005 rechnen, um zumindest die Genau-
igkeit h'? zu retten. Ein typisches Beispiel in allen drei Tabellen ist die Schrittweite
h = 0.00025, wo der groffite maximale Fehler auftritt. Die Steifheit macht dabei die
Genauigkeit h™ des BDF(n) zunichte.
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Die Berechnung der (2,2)-Ubergangsmatrix
M = (a,.I — h3.A)7"

sollte eigentlich kein besonderes Problem darstellen.

Aber wir haben eingangs schon auf die schlechte Kondition der Systemmatrix A hingewie-
sen. Sie betrdgt cond(A) ~ 312439. Die Kondition von M verbessert sich natiirlich mit
kleiner werdendem h. Fir M;(h) = I — hA ist sie z.B. bei hy = 107°, s = 1,2,3,4,
entsprechend cond (M (hy)) =~ 28377, 3064, 285, 17.

Erstaunlich ist, wie schwer sich MATLAB mit der Berechnung von A~! bzw. M tut.
Betrachten wir die Ergebnisse der folgenden Anweisungen.

% Test zur Systemmatrix

A = [-29998 -39996; 29997/2 19997]
condA = cond(A)

invA = inv(A)

AxinvA

det (4)

detA = A(1,1)*A(2,2)-A(2,1)*A(1,2)

invAs = [A(2,2) -A(1,2); -A(2,1) A(1,1)]/detA

AxinvAs

invAsl = 1/detAx[A(2,2) -A(1,2); -A(2,1) A(1,D)]

AxinvAsi

% ___________________________________________________________

% Ergebnisse

A = -29998.0000000000 -39996.0000000000
14998.5000000000 19997.0000000000

condA = 3.124395031180386e+005

invA = 1.99970000001133 3.99960000002266
-1.49985000000850 -2.99980000001699

ans = 0.99999999999272 0
0.00000000000728 1.00000000000728

ans = 9.999999999943349e+003

detA = 10000

invAs = 1.99970000000000 3.99960000000000
-1.49985000000000 -2.99980000000000

ans = 1 0

0 1

invAsl= 1.99970000000000  3.99960000000000
-1.49985000000000 -2.99980000000000

ans = 1.00000000000728 0
-0.00000000000364 1.00000000000000
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Es ist unter Berticksichtigung der schlechten Kondition von A schon verwunderlich, dass
die Befehle inv und det so unbefriedigende Ergebnisse erzielen. Im Gegensatz dazu lie-
fert die einfache Cramersche Regel in der gegebenen Gleitpunktarithmetik double sehr
ordentliche Resultate.

Dazu kommt noch der Unterschied, ob man bei der Ubereinstimmung von A A~' mit
der Einheitsmatrix die Inverse A~! geméfl [A(2,2) -A(1,2); -A(2,1) A(1,1)]/detA
oder 1/detAx[A(2,2) -A(1,2); -A(2,1) A(1,1)] bildet. An den Inversen ist der Un-
terschied noch nicht zu erkennen, aber die Produkte A A~! sind verschieden.
Denselben Test kann man mit M (h) durchfithren. Dabei stellt man Ahnliches fest fiir
h = 0.1, 0.01, 0.001, nicht mehr bei h = 0.000 1. Deshalb haben wir bei den Rechnungen
mit BDF(1,2,3) die Schrittweite A = 0.000 1 genommen.

Mit dem BDF(2) erzielen wir eine gute Genauigkeit. Es soll nun gemeinsam mit dem
BDF(1) zur einem Verfahren mit einer dualen Schrittweitensteuerung (Halbierung/ohne
Verénderung/Verdopplung) verwendet werden (vergl. Abschnitt 2.4). Wir nehmen die
beiden einfachsten BDF-Methoden, weil der Algorithmus der Steuerung bei nur drei
aufeinander folgenden Werten 7,1, 1;, n;41 mit h; = t;11 — t; gut iiberschaubar ist.
Die Anfangsschrittweite hg = t; — to und die AB 1y, 11 liegen vor.

Wir haben dann mit BDF(1,2) zwei Ndherungen

Nig1 = Min, mip1 = May(4n; —ni-1), > 1.

Wir testen die FehlergroBe est = |9;11 — 7i41]|. Liegt sie unterhalb einer vorgegebenen
Toleranz e, wird der Wert 7;,1 als Ndherungslosung akzeptiert. Die Schrittweite bleibt
wie bisher, wenn der Fehler est nicht zu klein ausféllt. Bei entsprechend kleinem Fehler
wird die Schrittweite verdoppelt und mit dem Tripel n;_1, n;11, 2h; weiter gearbeitet.

Ist jedoch est zu grofl; dann halbiert man die Schrittweite, berechnet mit dieser die
Zwischengrofe ;1o = Myn;—y geméa BDF(1) und macht mit dem Tripel ;1 /2, ms, %
einen neuen Versuch zur Berechnung von 7;,1/2. Wir legen hier keinen Wert auf eine
ausgefeilte Strategie und werden sie auch nicht in allen Richtungen austesten. Es kénnen

jedoch Probleme wegen fester Vorgabe von hg und der Zwischengrofle 7);_; o auftreten.

Als untere Toleranzgrenze ist wegen der Genauigkeitsordnung 1 des BDF (1) der Wert ia
gewihlt, gegebenenfalls ist er etwas kleiner zu nehmen, denn der Toleranzbereich [ia, g]
sollte die Gefahr einer stdndigen Halbierung/Verdopplung weitgehend ausschliefien. Zur
gegebenen Toleranz ¢ wird die Anfangsschrittweite gerade so gewahlt, dass sie moglichst
grof} ist und fiir einige anfidngliche Schritte akzeptiert wird.

Als Néherungslosung werden die Werte 7;,1; von BDF(2) gespeichert. Der maximale
Fehler hat die Ordnung O(1077), die bei einer Schrittweite von h =5E-8 bis 0.00819
akzeptabel ist. Wegen der guten Ubereinstimmung mit der exakten Losung (vergl. Abb.
4.95) verzichten wir auf ihre Darstellung. Dazu haben wir einige Fehlergrofien sowie die

Folgen der Integrationspunkte und variablen Schrittweiten, die wir grafisch zeigen.
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Die Vorgehensweise ist in den MATLAB-Anweisungen zu erkennen und kommentiert.

% BDF(1,2) mit dualer Schrittweitensteuerung

eps = le-6

t0 =0

T=1

x0 = [1 1]’ % eta(0)

hO = 5e-8 % 5e-8 guenstig ohne Anfangs-Halbierung/Verdopplung

if t0+hO0>T, hO = T-t0; end;
[xh,yh] = f16exv(t0+h0); % eta(l)
x1 = [xh,yh]’

clear t h x xex yex
h(1) = hO;

t(1) = t0;

x(:,1) = x0;

t(2) = t0+hO0;
x(:,2) = x1;

ximl = x0;

xi = x1;

hi = hO;

ti = t0+hO;

anz = 0; % Anzahl der Halbierungen = Verlust

for 1 = 2:100000 % obere Schranke hinreichend gross waehlen
while 1>0,
bdl = inv(II-hi*A)*xi; % BDF(1)
bd2 inv(3*%II-2xhi*A)* (4*xxi-ximl) ; % BDF(2)
est = abs(bd2-bdl);
if est<=eps
break;
else
hi = 0.5%hi;
ximl = inv(II-hi*A)*ximl;
anz = anz+1;
end;
end;
h(i) = hi;
ti = ti+hi;
xhi = xi;
xi = bd2; % eta(i+1) wvon BDF(2)
t(i+l) = ti; % letzter Integrationspunkt >= T
x(:,i+1) = bd2;
if ti>=T
break
elseif est<0.25*eps
hi = 2x%hi; % bei Verdopplung von h bleibt eta(i-1)
else
ximl = xhi; % wenn h unveraendert, dann eta(i)
end;
end;
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h(i+1) = 2%hi; % letzte "empfohlene" Schrittweite

N = i+l % Anzahl der Schritte

anz % Anzahl der Halbierungen -> Verlust
t(4831) % nahe der Phasengrenze

h(4831)

% exakte Loesung auf Gitter des BDF auswerten
for i = 1:N, [xex(i),yex(i)] = f16exv(t(i)); end;

% Fehler und Stellen

[aerr_x,ix] = max(abs(x(1,:)-xex(1:N)))
[aerr_y,iy] = max(abs(x(2,:)-yex(1:N)))
aerr_xN = abs(x(1,N)-xex(N))

aerr_yN = abs(x(2,N)-yex(N))

figure(13)

semilogy (h)

xlabel(’1i’);

text (N/2,4e-7,’h(i)?);
axis ([0 8000 1le-8 1e-3]);
print bdf12_1.ps -dpsc

figure(14)

plot(t)

xlabel(’i’);
text(N/2,0.07,°t(i)’);
axis([0 8000 0 1]);
print bdf12_2a.ps -dpsc

figure(15)

semilogy (t)
xlabel(’i’);

text (N/2,8e-4,’t(i)’);
axis ([0 8000 1e-8 1]);
print bdf12_2.ps -dpsc

figure(16)

semilogy(t,h)

xlabel(’t’);

text(0.5,2e-4,’h(t)?);

axis([0 1 1e-8 1e-3]); % [0,0.001], [0.001,0.002], [0.002,1]

print bdf12_3.ps -dpsc

% Grafik: Naeherungsloesung, exakte Loesung

figure(17)

plot(t,x(1,:),’b.:’,t,xex,’k-");

title(’ in [0,1]x[-6,1], Loesung x(t) mit AB x(0)=1 sowie BDF(1,2)’);
xlabel(’t’);

text(0.5,-3,’x(t)?);

text(0.5,-5,’BDF(1,2)7);

axis([0 1 -6 1]);

% analog mit plot(t,x(2,:),’b.:’,t,yex,’k-");
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Einige Ergebnisse sind

N = 7354

anz = 0, d.h. keine Halbierungen vorgenommen
t(4831) = 0.00050015, d.h. nahe der Phasengrenze 0.0005
h(4831) de-7

[aerr_x,ix] [3.896197728892048e-007, 51417, d.h. i=5140
[aerr_y,iy] = [1.948095817994044e-007, 5141]

aerr_xN = 2.343957934414220e-007

aerr_yN = 1.757968439708435e-007

Abb. 4.102:

Datei bdf12_1.ps,

Zum AWP (4.45) in [0, 1],

Verhalten der Schrittweite h(7), i =1,..., N,
bei Anfangschrittweite hy = 5E-8,
MATLAB-Kommando semilogy (h)

I I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 . 5000 6000 7000 800C
i

Die Schrittweiten A(i) nehmen stetig zu (>), wobei in der transienten Phase [0, 0.000 5]
nur wenige Verdopplungen stattfinden und bei ¢t = 0.0005 ist h; =4E-7. Erst fiir
t > 0.000 5 sind stiarkere Zuwéchse bei gleicher Genauigkeit moglich.

Betrachtet man die Zeitpunkte ¢(i), i = 1,..., N, im Integrationsbereich [0, 1], so fallen
die meisten Werte in die kurze transiente Phase, ca. 5000. Ihr deutliches Anwachsen
kommt anschlieflend.
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Abb. 4.103: Dateien bdf12_2a, bdf12_2.ps, Zum AWP (4.45) in [0, 1],
Verhalten der Integrationspunkte (i), i = 1,..., N, bei Anfangschritt-
weite hg =5E-8, MATLAB-Kommandos plot(t) und semilogy(t)
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Fiir den Plot der Funktion h(t) ist es sinnvoll, ihn intervallweise vorzunehmen.

h(t)

Abb. 4.104:
Datei bdf12_3.ps,

| Zum AWP (4.45) in [0, 1],
Verhalten der Schrittweite h(t), t € [0,1],
o’y 1 bei Anfangschrittweite hg = 5E-8,

MATLAB-Kommando semilogy (t,h)

I I I 1 I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

©5r—m- - —————— - ("

——

107 | 110°

h(t)

107 | 1107

10*

1078 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I I I 1 I I I I I I I I I I I I I I
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 I 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abb. 4.105: Dateien bdf12_3a, b, c.ps, Zum AWP (4.45) in [0, 1],
Schrittweite h(t), t € [0, 1], intervallweise zusammengesetzt
mit [0,0.001] U [0.001, 0.002] U [0.002, 1]

Rechnen wir das gegebene Beispiel mit BDF(1,2) bei hy = 1077 oder griéfler, so handeln
wir uns plotzlich eine Endlos-Schleife ein. Gleich in der Anfangsphase wird festgestellt,
dass mit dieser Schrittweite der Fehler |n; 11 — 7;41| zu grof ist. Also wird 7,41 nicht ak-
zeptiert, die Schrittweite halbiert, mit BDF(1) auf der Basis von 7;_; ein Zwischenwert
fli—1/2 erzeugt und gemeinsam mit 7; ein neuer Versuch gestartet. Man merkt jedoch,
dass 1412 — Mi1/2| nicht viel kleiner wird, auch nicht beim néchsten Mal nach erneuter
Halbierung. Somit bleibt der Algorithmus in der Halbierungsphase (Schleife while 1>0)
stecken. Ausschlaggebend dafiir ist, dass 7);_1/2 keine GroBe aus dem "Konzept” von
BDF(2) ist.

Wir modifizieren also unsere Methode BDF(1,2) ein wenig.

Die duale Schrittweitensteuerung sowie die Bereitstellung von zwei genauen AB 1y, m

aufgrund der Kenntnis der exakten Losung behalten wir bei.
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Worin bestehen die Modifikationen?

1.

In der Anfangsphase wird die Zuléssigkeit der Anfangsschrittweite hg gepriift.
Wenn |1, —17)5| > € ist, dann wird hg halbiert. Das neue 1; wird aus der Berechnung

der exakten Funktionen genommen. Damit steht am Ende 7; fest.

Die Anzahl der Halbierungsschritte, die aufwandsmaéfig als Verlust einzustufen ist,

wird getrennt fiir die Anfangsphase und den weiteren Verlauf erfasst.

. Wir arbeiten aktuell mit den Gréen n;_1, 7;, 7,01 und werden zusédtzlich 7; o

mitfiihren, um das bisherige Problem ”7);_;,5” weitestgehend zu vermeiden.

1

. Im Toleranzintervall [pe, ], 0 < p < 1, wihlen wir wiederum p = ; wegen der

1
Genauigkeitsordnung O(h) von BDF(1) und BDF(2) ~ (z(t), y(t)).

Man sagt dann, dass |[BDF(2)-BDF(1)| ein Schétzer fiir |(x(¢),y(t))—BDF(1)] ist.
Wiéhlt man p zu grof3, dann ist die Gefahr einer stéindigen Verdopplung/Halbierung.
Wahlt man p sehr klein, dann werden bei kleinen Fehlern keine Verdopplungen

der Schrittweite vorgeschlagen und das Verfahren kommt etwas langsamer voran.

Der Normalfall sind 4 aufeinander folgende Groflen n;_o, m;_1,m;, ni41 (Quadrupel)
an dquidistanten Stellen. Thr Abstand ist die aktuelle Schrittweite. 7;,1 ist aus
dem BDF(2). Das Quadrupel wird einfach "weiter geschoben”.

Die Schrittweitenverdopplung ist mit einem Indikator verkniipft. Er soll garantie-

ren, dass ein solcher Vorschlag als Schritt unbedingt realisiert wird.

Bei |mi11 — Miv1| < pe < € wird der Schritt zunéichst akzeptiert und eine Schritt-
weitenverdopplung vorgeschlagen. Dazu wird der Indikator verd=1 gesetzt.

Im neuen Schritt werden beiden Ndherungen BDF (1) und BDF(2) berechnet und
unabhéngig vom Fehler das Ergebnis von BDF(2) akzeptiert. Der Indikator wird
zuriickgesetzt (verd=0). Eine sofort anschliefende Verdopplung ist nicht méglich

und das Quadrupel wird aktualisiert (Umspeicherung).

. Falls |m;11 — Mi11] > € und der Indikator verd=0 sind, dann wird 7,1 aus BDF(2)

verworfen. Die neue Zwischengréfie 7,1/ entsteht mittels quadratischer Interpo-
lation aus dem Tripel 7;_o, 7;_1, 1;, deren Stellen dquidistant mit Abstand h; sind.
Es gilt (Nachweis auch mit Taylor-Reihenentwicklung)

R 1
Ni—1/2 = §(377i + 61i—1 — Ni—2).

Mit der halbierten Schrittweite und dem neuen Tripel 7;_y, 7);_1/2, 7; versucht man

es weiter.

Der modifizierte Algorithmus ist in den MATLAB-Anweisungen zu erkennen.
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% Modifikation von BDF(1,2) mit dualer Schrittweitensteuerung

eps =le-6

t0 = 0

T=1

x0 = [1 1]’ % eta(0)

hO = 5e-7 % einige Anfangs-Halbierungen notwendig
if t0+hO>T, hO = T-t0; end;

[xh,yh] = f16exv(t0+h0); % eta(l)

x1 = [xh,yh]’

clear t h x xex yex
t(1) t0;
x(:,1) = x0;
ximl x0;
xi = x1;
anzl = O; % Anzahl der Halbierungen = Verlust, anfangs
while 1>0,
bdl = inv(II-hO*A)*xi; % BDF(1)
bd2 = inv(3*II-2*hO*A)* (4*xi-ximl); % BDF(2)
est = abs(bd2-bdl);
if est<=eps
break;
else
hO = 0.5%h0;
[xh,yh] = f16exv(t0+h0); % eta(1)
xi = [xh,yh]’;
anzl = anzl+1;
end;
end;
h(1) = ho;
t(2) = t0+hO;
x(:,2) = xi;
h(2) = ho;
t(3) = t0+2*h0;
x(:,3) = bd2;

I~

xim2 = x0;
ximl = xi;

xi = bd2;

hi = hO;

ti = t0+2xh0;

anz2 = 0; % Anzahl der Halbierungen = Verlust, spaeter

verd = O; % Indikator fuer Verdopplung

for i = 3:100000 % obere Schranke hinreichend gross waehlen
while 1>0,

bdl = inv(II-hi*A)*xi; % BDF(1)
bd2 = inv(3*II-2xhi*A)*(4*xi-ximl); % BDF(2)
est = abs(bd2-bdl);

if (est<=eps) | (verd==1)
if verd==1, verd = 0; est = eps; end;
break;
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else
xim2 = ximil;

% Interpolation und Auswertung
ximl = (3*xi+6*ximl-xim2)/8;

hi = 0.5%hi;
anz2 = anz2+1;
end;
end;
h(i) = hi;
ti = ti+hi,;
xhi = xi;
xi = bd2;
t(i+1) = ti;
x(:,i+1) = bd2;
if ti>=T
break

elseif est<0.25*eps

hi = 2xhi;
verd = 1;
else
xim2 = ximi;
ximl xhi;
end;
end;
h(i+1) = 2+hi;
N = i+l
anzl,anz?2
£ (4990)
h(4990)

T

T

T

eta(i+1) wvon BDF(2)

letzter Integrationspunkt >= T

bei Verdopplung von h bleibt eta(i-1)

wenn h unveraendert, dann eta(i)

% exakte Loesung auf Gitter des BDF auswerten
for i = 1:N, [xex(i),yex(i)] = f16exv(t(i)); end;

% Fehler und Stellen
[aerr_x,ix]

= max(abs(x(1,:)-xex(1:N)))

laerr_y,iy] = max(abs(x(2,:)-yex(1:N)))

aerr_xN
aerr_yN

Einige Ergebnisse
% 1. Rechnung

hO = 5e-8

N = 73bb

anzl = 0, anz2 = O,
t(4831) = 0.0005002,
h(4831) = 4e-7

[aerr_x,ix]
[aerr_y,iy]

abs(x(1,N)-xex(N))
abs (x(2,N)-yex(N))

d.h. keine Halbierungen vorgenommen
d.h. nahe der Phasengrenze 0.0005

[3.896197728892048e-007, 5141],
[1.948095817994044e-007, 5141]

aerr_xN = 2.343557556905296e-007
aerr_yN = 1.757668164348303e-007

d.h.

i=5140

229
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% 2. Rechnung

hO = 5e-7 % analog le-6, le-5,

N = 7393

anzl = 4, anz2 = 0, d.h. Halbierungen am Anfang vorgenommen
t(4990) = 0.00049990625, d.h. nahe der Phasengrenze 0.0005
h(4990) = 4e-7

laerr_x,ix] = [3.892179423203857e-007, 5427], d.h. 1=b426
[aerr_y,iy] = [1.946107186512336e-007, 5141]

aerr_xN = 1.924794363894478e-007

aerr_yN = 1.443595769590189e-007

Die grafischen Darstellungen der Ergebnisse sind denen in den Abbildungen 4.102 —
4.105 sehr dhnlich. -«
4.3.2 Steife Systeme und Linearisierung

Wir wollen nun eine Losungsstrategie mit Schrittweitenwahl untersuchen. Dabei stiitzen
wir uns auf die Kenntnis der Eigenwerte und exakten Losungskomponenten des SysgDGI.

Darauf aufbauend entwickeln wir dann die Linearisierung.

[4.15] Beispiel Wir betrachten das lineare SysgDGI fiir x = (z1, x2, 73)"

x' = Ax, x(0)=(4,13,1)7, (4.46)
mit
—-0.5 326 35.7
A= 0 —48.0 9.0 |. (4.47)
0 9.0 —72.0
Die Systemmatrix A besitzt die drei reellen Eigenwerte \; = —75, Ay = —45 und
A3 = —%. Die allgemeine Losung
l’(t) = 016_t/2 - 026_45t + 036_75t,
y(t) = Che P4 Cze7 ™ (4.48)
2(t) = 1Coe " =305,

sowie die exakte Losung mit der AB
z(t) = 15672 =127 4™t y(t) = 126 P 467!, 2(t) = e Pt —3e7 ™! (4.49)

setzen sich zusammen aus Anteilen, welche wie e** gegen Null abklingen.
Es handelt sich dabei um ein SysgDGI, wo die Steifheit durch betragsunterschiedliche
negative Eigenwerte der Systemmatrix A verursacht wird. Sie ist aber moderat.
Die Schrittweitenbeschréankung (4.12) ist bei A(A) < 0 fiir das PZV
2 2 2

< = = — =0.026667
max | ;| [A] 75

und kann auch fiir weitere ESV herangezogen werden.
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Nach der Merkregel [1.12] sollte man die etwas schérfere Schrittweitenbedingung
h < 1/max|\| = 1/75 = 0.013333 verwenden, um eventuell oszillierendes Verhalten

der Ndherungslosung zu vermweiden.

N
N\
\

S Y®

EIC)

1 B— ————r |t
O 0.02 004 0.06 0.08 0.10

Abb. 4.106: Datei nsteif70.ps, Losungen x(t),y(t), z2(t) zum AWP (4.46) in [0, 7]

Das gegebene AWP soll nun mit dem KRKV gelost werden.
Dieses hat nach Beispiel [4.7] (c¢) das Stabilitétsintervall (—2.785293,0). Hierdurch und
durch den betragsgrofiten negativen Eigenwert A3 wird die Stabilitdtsobergrenze fiir die

Schrittweite h festgelegt durch

2.7852
Pinas = % = 0.037137. (4.50)
3

Diese Grenze muss im Folgenden immer beriicksichtigt werden.

Wir fordern nun des weiteren, dass

|F(h\) — e <e=107° i=1,2,3, (4.51)

F(hA) =1+ hA+ 1(hA)* + 1(hA)® + (M),

(vergl. Definition [4.3]).

Ein Ma8 fiir die Genauigkeit fiir die Schrittweite A,q i5t | F(Rmae A1) — etmas?t] = 0.938.
Soll dieser Wert auf etwa 10~° verringert werden, so ist eine viel kleinere Schrittweite
notig. Dies fithrt nach numerischer Auswertung der linken Seite von (4.51) mit A; auf
die Wahl hy = 0.0035. Nach 44 Zeitschritten mit h; ist man bei t = 0.1540, die wie eM?
abklingenden Anteile sind um den Faktor e%!%0% —= 96361075 < ¢ reduziert und
werden bei der Schrittweitenwahl nicht mehr beriicksichtigt. Die Reduktion der beiden

anderen Anteile ist nur e%154022 =9 780 - 10~* und %7404 —=(.925.

Die néichste Zeitschrittwahl hs ergibt sich aus der Forderung (4.51) fiir Ay und fiihrt
auf hy = 0.0058. Nach weiteren 18 Zeitschritten konnen auch die wie e*?! abklingenden

Komponenten vernachléssigt werden. Es gilt

t =0.0035 - 44 + 0.0058 - 18 = 0.2584, 02¥4%2 —g891.1076, %8 — (.878.
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Die Forderung (4.51) fiir ¢ = 3 fiithrt auf den Zeitschritt hy = 0.525, denn
|F(hg)sg) — €3] = 0.994 - 107°.

Da dieser Zeitschritt nicht mit der Stabilitdtsforderung (4.50) im Einklang steht, konnten
die wie e** abklingenden Komponenten zu Instabilititen fiihren. Somit wird als letzter
Zeitschritt z. B. hy = 0.037 < h,,q, festgelegt.

Die beschriebene Strategie mit Schrittweitenwahl ist aber nur aufgrund der Kenntniss

der Eigenwerte und exakten Losungskomponenten moglich. <

Wie kénnen die vorangegangenen Uberlegungen auf allgemeinere — also insbesondere
inhomogene nichtlineare — Systeme erweitert werden? Dies soll an einem Beispiel de-

monstriert werden.

[4.16] Beispiel Die folgenden Gleichungen beschreiben ein SysgDGI, wie es typischer-

weise bei der Berechnung der chemischen Reaktion dreier Substanzen auftreten kann.

x) —0.1z1 + 100z523
X =\ 2, | = 0.1z; — 1002525 — 50023 (4.52)
A 50023 — 0.5z3

mit den Anfangsbedingungen x(0) = (4,2,0.5)7.

Um herauszufinden, mit welcher Schrittweite mit der numerischen Integration begonnen
werden soll, untersuchen wir die Linearisierung des Systems um den Anfangsvektor
x(0). Hierzu setzen wir Ax(t) = x(t) — x(0) und vernachléssigen Terme, welche qua-
dratisch in den Komponenten von Ax sind. Dies fithrt mit x(¢f) = Ax(¢) + x(0) und
x'(t) = AX/'(t) iiber

—O.l(AZL’l + 2 (0)) + 100(A{L’2 + 1’2(0))(A[L’3 + 1'3(0))
Ax' = 0.1(Azy + 21(0)) — 100(Azs + 22(0)) (Azsz + 23(0)) — 500(Axy + 25(0))?
500(AZ’2 + $2(0)>2 - 05(ALL’3 + Z’g(O))

—0.121(0) + 10025(0)2:5(0) +100Azs Az
+ | 0.121(0) — 10025(0)z3(0) — 50022(0) +100Azy Azy — 500(Axy)?
50022(0) — 0.523(0 +500(Azs)?

= AAx+ | —2099.6 100Azs Az — 500(Ax,)?2

)
1999.75 500(Az)?
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auf das linearisierte System

99.6
X' =Ax+ | —2099.6 , x(0) =0, (4.53)
1999.75
mit
—-0.1 10023(0) 100z4(0) —0.1 50 200
A= 0.1 —100x3(0) — 1000z5(0) —100x2(0) | = 0.1 —-2050 -—200
0 1000z4(0) —-0.5 0 2000 -0.5

Die Eigenwerte von A sind A3 = —0.000249, Ay = —219.064 614 und \; = —1831.535 136.

Fiir das KRKYV ergibt sich hieraus eine Stabilitatsgrenze h,,q, = % = 0.001 520.

Ein Ma8 fiir die Genauigkeit fiir diese Schrittweite ist |F(hpazi) — €'me=?| = 0.938.
Soll dieser Wert auf etwa 10~ verringert werden, so ist eine Schrittweite h = 0.000 143
notig. Wegen der Nichtlinearitit des SysgDGI muss eine Linearisierung zur Schrittwei-
tenbestimmung jeweils nach einigen Zeitschritten wiederholt werden.

Das AWP (4.52) ist analytisch nicht 1osbar. Die numerische Losung kann in Maple mit-
tels dsolve und bei einer Methode fiir steife gDGI, z. B. gear, erfolgen.

> T:=0.5; # 0.05
N:=100;
hh:=T/N;

loe6b:=dsolve({sys6,init},{fcns},numeric,method=gear,
output=array([seq(hh*i,i=0..N)])):

> ko:=eval(loe6b[1,1]);
lo:=eval(loe6b[2,1]):
nr:=rowdim(lo) ;

> lisx:=[seq([lo[i,1],10[i,2]],i=1..nr)]:
lisy:=[seq([lo[i,1],10[i,3]],i=1..nr)]:
lisz:=[seq([lo[i,1],10[i,4]1],i=1..nr)]:

> pl:=plot([lisx,lisy,lisz],color=[black,blue,red],linestyle=[1,2,3],
thickness=3,labels=[‘t‘,“‘]):
p2:=pointplot([[0,4],[0,2],[0,0.5]],symbol=circle,view=[0..T,0..5]):
p3:=textplot([[0.25,4.8, ‘x(t)‘],[0.25,0.3, ‘y(t)‘],[0.25,1.9,z(t)“1]1):
display(p1,p2,p3);

Das KRKV (method=classical [rk4]) ist nicht zu empfehlen. Probleme kénnen entste-
hen: entweder ist das Integrationsintervall zu grof}, die Schrittweite stepsize zu grob,
die Anzahl der Funktionsauswertungen maxfun zu klein eingestellt u. 4. Man muss erst

an einigen Parametern geeignet "drehen”, damit eine numerische Lésung erzeugt wird.
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Abb. 4.107: Datei nsteif71.ps, numerische Losungen z(t), y(t), z(t) zum AWP (4.52)

in [0, 7] mittels dsolve(...,numeric,method=gear,...)

Die transiente Phase der Steifheit ist ungeféhr das Anfangsintervall [0, 0.0015].

Das linearisierte AWP (4.53) konnen wir exakt 16sen. Die Losungskomponenten sind

T(t) = —504 + 505.244 834 126 340 918 ¢~ -000219236 998989403521
—1.352106 278 157 4651 ¢ 219004614 714585441
+0.107272 151 816 5464 ¢~ 153159 13004841550,

§(t) = —140.000062 962860952 611 34 ¢~ 0-000249 236998989403 52
—0.166 316 332 038 2160 ¢~ 21004014 THA8H4LE
+1.166 253 369 177 2634 ¢~ 1831535 13604841551,

Z(t) = —0.5+0.251977 047816 8695 ¢~ 0000249 236998989403 521
+1.521 896 234 259 1613 ¢~ 219004014 714585 44
—1.273 873282076 0308 ¢~ ! 931535 13604841551,

Sie erfiillen die AB auf eine Genauigkeit von O(1071%). Nach Einsetzen in die gDGI sind
die Koeffizienten vor den Termen e** von der Ordnung O(107'2).

Wir {iberpriifen, wie lange die Losung X(t) der linearisierten Version und damit die
Funktion x(¢) +x(0) als gute Approximation der Losung x(t) verwendet werden kann.
Eine tendenzielle Ubereinstimmung der jeweils rechten Bilder in den Abb. 107 und 108

ist im kleinen Intervall [0,0.001] zu erkennen. Weiter rechts sind die Unterschiede be-

trachtlich.
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Abb. 4.108: Datei nsteif72.ps, exakte Losung xs(t) = X(¢) = (2(¢), §(¢), 2(¢))T zum
AWP (4.53) in [0, 0.05] sowie transformierte Funktion xt (t) = X(¢)+x(0)

Genauso ist ein numerischer Vergleich zwischen x(t) aus der dsolve-Rechnung als sehr

gute Naherung zu x(t) und der transformierte Funktion xt(t)= X(t) + x(0) mit X(t)

aus dem linearisiertem AWP (4.53) fiir ausgewihlte Stellen moglich. Wir nehmen dazu
t; =i/10000, i =0,1,..., 15.

t (1) p'e
.0000
.0001
.0002
.0003
.0004
.0005
.0006
.0007
.0008
.0009
.0010
.0011
.0012
.0013
.0014
.0015

[eNeNeoNoNeoNoNeoNoNoNoNoNolNoNeNoNe)
SRS DD DD

(£ (1))

.000000
.011213
.024220
.038240
.052766
.067465
.082112
.096563
.110721
.124525
.137937
.150937
.163516
.175673
.187411
.198740

O O N NG N NG NI NI SO NI NI SO N O OIS

.000000
.011332
.025034
.040617
.057675
.075873
.094934
.114628
.134766
.155194
.175784
.196429
.217047
.237566
.257930
.278095

ol eoNoNoNoNeNON Il e )

x(t(i))

.000000
.807922
.646064
.507897
. 388641
.284717
.193389
.112537
.040486
.975900
.917699
.865000
.817076
. 773320
. 733225
.696362

xt (£ (1))

QOO RPRRPREREPERPEPREREPEPRLRREREREN

.000000
.808420
.649428
.517558
.408261
.317747
.242862
.180981
.129917
.087849
.0563262
.024895
.001697
.982794
.967458
.955084

e e e e Neo Ne

x(t(i))

.500000
.680835
.829649
.953751
.058430
.147601
.224221
.290559
.348386
.399100
.443818
.483444
.518714
.550236
.578514
.603969

e e e R e e Neo Ne

.500000
.680218
.825471
.941713
.033903
.106165
.161932
.204060
.234925
.256503
.270437
.278095
.280612
.278931
.273839
.265985

Bei der Zeit t ~ 0.008 hat man die Abweichungen schon in der ersten Nachkommastelle.

Generell ist es problematisch, in der transienten Phase eines steifen SysgDGI zu li-

nearisieren. <«
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5 Ubungsserien

Serie 1 - Einfithrung, Theorie und Anwendung
1. Einstiegsbeispiele
a) Verdnderungen bei grofen Populationen

Unter der Annahme, dass es eine maximale Population m gibt, die z.B. aus Griinden
des Lebensraumes, nicht iiberschritten werden kann, sei die Bestandsénderung der
Population proportional sowohl dem Bestand als auch der jeweiligen Abweichung
vom moglichen Hochststand.

Dies ergibt die DGI

y' =py(m —y), y=y(t), Anfangsbedingung (AB) y(0) = yo.
Sie wird auch als Wachstumsgleichung oder logistische Gleichung bezeichnet.
Lose das Anfangswertproblem (AWP).

Hinweis: Trennung der Variablen, Idee der Partialbruchzerlegung

b) Das Fadenpendel
Bekanntlich gilt nach Newton F' = ma.

Wie lauft die Bewegung eines Pendelkorpers unter den Vereinfachungen:
keine Beriicksichtigung des Luftwiderstandes, Masse des Fadens wird vernachléssigt,
Pendelkorper ist Massepunkt (mathematisches Pendel).
Fiir kleine Auslenkungen «(t) ergibt sich aus dem Newtonschen Grundgesetz
mg sin(a(t)) = —ml o' (t), | Fadenlinge,

die DGL 2. Ordnung

o/(t) + Jalt) = 0.
Finde die Losungsmenge der DGI.
Diskutiere die Anfangsbedingungen.
— Pendel wird aus der Lage o = 0 angestoflen mit der Geschwindigkeit vy.

— Pendel wird nach Auslenkung um einen Winkel o losgelassen.

¢) Abstédnde bei unbekannten Kurven

Gesucht sind alle Kurven mit folgenden Eigenschaften: Die Tangente an einen Kur-
venpunkt P schneide die z-Achse in T. Wie lautet die Gleichung der Kurve,
wenn der Abstand zwischen P und T gleich dem Abstand zwischen 7" und dem
Koordinatenursprung O ist fiir alle Punkte P der Kurve? Aus der Abstands-
bedingung |OT|? = |TP|* und der Tangentengleichung y — y(zo) = v/(z0)(z — x0)
am Punkt P(xg,yo) einer Kurve y = y(z) folgt die DGI

 2xy
vy = x2 —y?’
Finde die allg. Losung dieser homogenen DGI unter Nutzung der Substitution
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u =2 sowie mittels Partialbruchzerlegung.
x

d) Zweispezimodell — 6kologisches Gleichgewicht bei Populationen

Dies wird beschrieben durch das Volterrasche System von zwei DGI 1. Ordnung
t= ax(l—y), z==x(t),

y=—cy(l—x), y=y(t),
bzw. entkoppelt in der Form

i = i + acx® — cxd + cx’t — acx®,

yi = 9?4 acy® + ayy — ay®y — acy®.
Lose die DGI fiir a =2, ¢ =1 mit den AB 2(0) =1, y(0) = 3.

2. Richtungsfelder und Losungsgebiete

Gegeben sei die explizite DGI 1. Ordnung ¢’ = f(x,y).

In jedem Punkt P(z,y) eines Gebietes © € R? kann man die Steigung ¢’ durch Ein-
tragen eines kleinen Strichs fiir die Tangentenrichtung andeuten. Ein solcher Strich
heifit Linienelement oder Richtungselement (z,y,y’) der Losungskurve.

Die Gesamtheit aller Linienelemente heifit Richtungsfeld.

Kurven mit konstanter Steigung ', wo also f(x,y) =const ist, heilen Isoklinen.
Wie verlaufen die Isoklinen im Fall f(x,y) = f(x) bzw. f(z,y) = f(y)?

Eine Losungskurve ist durch die Vorgabe eines Punktes P(xg, 1) (AB) aus dem
Definitionsbereich der DGI eindeutig bestimmt.

Diskutiere die Richtungsfelder, Isoklinen und Lésungen von DGI.

a) y' =1+y . Was ist auf der Geraden y = —17

1
b) ¢y = o Was ist auf der Geraden x + y = 07
rry

2
c)y = — il 5 - In welche Losungsgebiete zerfillt die Ebene?
=y

d) v = 2% + >
e) vy = y(1l—y), logistische Gleichung. Bestimme alle stationdren Losungen y = const.

3. Orthogonale Trajektorien

Definition: Alle Kurven, die in jedem Punkt eine vorgegebene Kurvenschar
orthogonal schneiden, heiflen orthogonale Trajektorien.

Fiir die DGl ¢ = f(z,y) kann man die orthogonale Kurvenschar bestimmen, indem

man lediglich ¢y’ durch —1/y/ ersetzt. Die Vektoren (1,y') und (1,—1/9’) sind

namlich orthogonal.

Diskutiere die folgende Beispiele.

a)y =1+y, ylr)=—1+ ce”.

—1/y'=1+y, y(z) = Vc—2z.
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b) y' =y/z, y(z) = cx.
—1/y =y/z, v =—a/y, 2* +y* =c
4. Phasenkurve
Fir die Losung y = y(z) der DGL 3’ = f(z,y) ist manchmal auch eine andere
Darstellung zu empfehlen.

Das trifft zum Beispiel auf Bewegungsdifferentialgleichungen bei Abhéngigkeit von

der Zeit t zu. Formal kann man x = t setzen und erhélt das DGI-System

©=1, y=f(ty).
Die Losung (x(t),y(t)) wird Phasenkurve genannt und ihre Darstellung kann im
Phasenraum (z,y) in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ erfolgen.
Mit einer gegebenen Anfangsbedingung (y(to), x(to)) = (vo, o) 16st man das AWP.
Allgemein lautet das DGI-System

&= fi(t,z,y), y = folt,z,y).
Der eigentliche Typ von Phasenkurven entsteht bei der DGI 2. Ordnung
y' = fty.y),
wenn man diese durch die Definition = =y’ =gy in das System von zwei DGI
y=z=h(tzy),
& =i =[f(ty,x) = folt,z,y),
tiberfithrt und somit die Phasenkurve (y,z) = (y, y) erhélt.
Konstruiere fiir folgende DGI die Phasenkurven.
a)y' =1+y, y(0)= 3.
b)y"+y =0, y(0) =0, ¥(0) =1, Pendel ohne Reibung.
)y +ky +y=0, y(0) =yo, ¥'(0) =y, Pendel mit Reibung k > 0, z.B. k = 1.

Serie 2 - Theorie, Anwendung und L6sung
1. Aufstellen von DGL
a) Bestimme die DGI fiir folgende Kurvenschar y + y* = ca?, c(x —2)* +y* =c.
Losung: (z —2)y = —y' (2 — 42 + 5). Hat diese DGI noch weitere Losungen?

b) Bestimme die DGI fiir die Kurvenschar y = cx, x = 0.

2. Gesucht sind alle Kurven mit folgender Eigenschaft.

Der Schnittpunkt der Kurvennormalen n in einem Kurvenpunkt P mit der z-Achse
soll von der Abszisse von P stets den Abstand 2 haben.

a) Bestimme anhand einer Zeichnung zunéchst die zugehorige DGI.

Mogliche Losung: yy' = 2.
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b) Zeichne das Richtungsfeld und gib die Gebiete an, in denen die DGI definiert ist.

¢) Bestimme die zugehorige Kurvenschar in der Form F(y) = G(z) + C und
gib fiir die jeweiligen Gebiete y = F~'(G(z) + C) an.

d) Wie lautet die Gleichung derjenigen eindeutig bestimmten Losung, die durch
den Punkt P(2, —3) geht? Zeichne diese in das Richtungsfeld ein.

e) Bestimme die orthogonalen Trajektorien der Kurvenschar und zeichne diejenige
orthogonale Trajektorie in das Richtungsfeld ein, die durch den Punkt P(—1,1)

verlduft. Wie lautet deren Funktionsgleichung?

3. Orthogonale Trajektorien

Bestimme zu folgenden Kurvenscharen die DGI der orthogonalen Trajektorien
a) Schar der Kreise (v — c)? +y? = .
b) Geradenschar y = 3z 4+ b. Bestimme die orthogonalen Trajektorien.

c) Parabelschar y = ax?. Welche Kurven sind das?
Bestimme die orthogonalen Trajektorien zur Kurvenschar
d) y = Vr +c. Wie lautet die Losungskurve durch den Punkt P(—2,5)?
4. Losung von linearen DGI 1. Ordnung (AWP).
a)y =Xy, AeR, y(0)=1
(z) =
b) y' =2z, y(1) =
Losung: y(x)

Losung: y(z

eA:v
—1
2 =2

c)y =—2x, y(1) = -1

Losung: y(z) = —2?

d) y' = 2[zf, y(=1) = -1
Losung: y(x) = z|x|

e) y' = —200y + 2000 — (1991 + 199z)e~*, y(0) = 10
Losung: y(z) = 10(1 4+ e 2%7) — (10 + z)e™ "

f) ' = 10sign(sin(10z)) cos(10zx), y(0) =0

Losung: y(x) = |sin(10z)|

3 2

=2y S oy =1
)y —y+ 5 ()

N 1 2

Losung: y(x):_ﬁ_‘_;

Y

h)y =1+ = 1)=3
)y =1+ y(1)

Losung: y(z) = 2z +/x

by =1+2, y(1) =1
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Losung: y(z) = (1 +1n 2)

Ny =z—y, y(0)=
Losung: y(x ) =—1l+x+27"

j = — , G € R7 0) = .

)y yCO+Clx+sz2 c y(0) = 3
Losung: y(z) =1 /%) (co + c1 + cpa?) =1/ (2e2).

6(202 —1)c1/(c2q/4coca—c?) (arctan(ci /4 /4coca—c2)—arctan((c1+2c2x) /4 / 4coca—c?) )

+

5. Losung von linearen DGI 2. Ordnung.

a)y’ =Ny, NeRT, y(0)=2, y(0)=0

Losung: y(z) = e + e

b) v = xy, y(0) = co, ¥'(0) = 1, Airey’s Gleichung

sty (—(2-3%%am — 3 3¢ (2/3)) AiryAi(x)
+313(2¢;m + 3%/6¢,1(2/3)%) AiryBi(x)).

c)y'=2x+y, y(0)=0, y(0) =0

Losung: y(r) =€ —e * — 2z
d) y" =3y =Sy +1, y(0) =0, y(0) =1

Losung: y(z) = 2372 gin(v/112/2) — L3/ cos(v/11a/2) + L
e) y" = =12y — 20y, y(0) =4, y'(0) =0

—10x

Losung: y(z) =

Losung: y(z) = 5e % —e
f) y" = =12y — 20y, y(0) = 3, ¥/(0) = —1

Losung: y(z) = s

g) y” = _w2y + gf(x7y7y/)7 w € R+7 €€ R7 y(o) = Co, y/(o) =C
Losung fiir e = 0: y(z) = a sin(wz + ¢)

6. Losung von linearen DGI hoherer Ordnung mit physikalischen Anwendungen
(Schwingungs-DGI) und mit Verbindungen zur Differential- und Integralrechnung.
a) Beschreibung der Resonanz zwischen Eigenschwingung y(x) und Stoérung 3e™*.

y" + 6y + 5y =3e™ "
b) Welche Losung der DGI geniigt der Anfangsbedingungen y(0) = ¢'(0) = 07
Wie verhilt sich die Funktion y(t) fiir sehr grofe ¢?
y"(t) + 6y'(t) + 25y(t) = 3 sin(4t)
¢) Welche Losungskurve hat im Punkt P(0,0.5) einen Extremwert?
Von welcher Art ist dieses Extremum?
y' =4y +4y =0
d) Welche Losungskurve hat im Punkt P(0,1) den Neigungswinkel 150° ?
' +y +3y=0
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e) Bestimme lim y(x).

r—00

y/l/ + 12y1/ + 6y/ ‘l’ y — 26—1‘

7. Es sei gegeben die lineare DGl " + p1(2)y" + pa2(x)y = q(z) .
a) Zeige.
- Sind y; und y, partikulidre Losungen dieser DGI, so ist y3 = y; — y» eine
partikuldre Losung der zugehorigen homogenen DGI.
- Ist y; eine partikuldre Losung der DGI, so ist auch y; + y;, eine Losung fiir jedes
Yn, welches Losung der zugehdrigen homogenen DGI ist.
b) Die obige DGI habe nunmehr speziell die Form 3" + 5y’ + 6y = 622 + 10z.
Zeige.
- Als eine partikulére Losung der inhomogenen linearen DGI lésst sich ein Polynom
2. Grades angeben. Welches?

- Die zugehorige homogene DGI hat Losungen der Form y = e*

¥ mit geigneten
Werten fiir k. Bestimme diese. Wieviele linear unabhéngige Losungen lassen
sich auf diese Weise finden?

- Gib die insgesamt gefundene Lésungsmenge an.

8. Diskutiere die Losungen y(t) der parametrischen DGI (Parameteraufgaben).

a) Schwingungsgleichung ohne Einwirkung duflerer Kréfte.
y" + 2hy' + k*y =0
b) DGI der erzwungenen Schwingung y(¢) mit Einwirkung duBerer Krifte.
Untersuche y(t) fir t — oo.
y" 4+ 2py + w?y = a sin(wit), y(0) =0, ¥'(0) = w
¢) Bestimme die Losung, die im Punkt P(0, 1) eine Wendetangente mit der Steigung
—2 und fiir ¢ — oo die Asymptote y = —1 hat.
Zeige, dass diese Losung Nullstellen und Extremstellen besitzt (ggf. numerische

Berechnung).
y//// + By/// + 3y// + y/ — 106—21&

9. Betrachtung von nichtlinearen DGI.

a) Diskutiere die Losung der DGI, die ein relatives Extremum an der Stelle e hat.
Von welcher Art ist dieses Extremum?
22y —y? — a2y =0
b) Diskutiere die Losungsschar der DGL.
?y +(1—2)y=0
c) Ricatti’sche DGl 3 =z — 9% 3(0) =0, 0 <z <1.

10.Gegeben ist die nichtlineare DG1 3/ = y%23 + zv.
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a) Bestimme den Typ der DGI und transformiere sie in eine 16sbare Form.

b) Ermittle das allgemeine Integral. Hinweis: 2’ + z2z = —x3.

c) Zeige, dass alle Losungen symmetrisch zur y-Achse sind.

d) Bestimme diejenige Integralkurve, die durch den Punkt P(0, 1) geht.

e) Zeige, dass die partikulire Losung y = 1/(2 — 2 — s %) mindestens zwei Pol-
stellen hat und genau ein relatives Extremum im Punkt 0 besitzt.

Von welcher Art ist dieses?

11.Losung von nichtlinearen DGI 1. Ordnung.
a)y = —y?+ %’ y(1) =2

2

Losung: y(z) = .
2z

by =y——" y(0)=1

Losung: y(z) = v2x + 1
0) ¥ = (29 In(x) —1)2, y(1) =}

. 1
Losung: y(z) = 2(1 + In(x))
DY = Ty W00

Losung: y(z) = arctan(z)

e) y' = —200zy”, y(—1) = 5

, _ _ 1
Losung: y(z) = [ 10022
1
fly=—— peR, y(0)=0
)y R y(0)

Losung: y(z) = —1077 + /10727 + 2z
g) Ricatti’'sche DGl 3/ =1 -2 y(0)=0, 0 <z <1.

Transformiere die DGI auf eine Gleichung 2. Ordnung und 16se diese.
/ T

Hinweis: Setze y = Y Die exakte Losung ist y(z) = tanh(z) = QT.
U et +e7*

— e_x
12.Losung von nichtlinearen DGI 2. Ordnung.

Die Angabe einer exakten Losung ist i. Allg. nur in wenigen Féllen moglich.
3

a) Y = —y+ % +2 sin(2.78535 2), y(0) =0, y/(0) =0
b)y'=—-y+ey’ e€R, y(0) =1, y(0)=0
2
)y’ =="y —y" pERT y(0) =1, y(0) =0
_
1+ 22/3
d) y"+y* =0, y(0) =1, y'(0) =0

Losung fir p=5: y(x) =
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e) § =06y y(0) =1, y(0) =0, t € [0,1]
j=2y*+ty, y(0)=1, y(0)=0, t €[0,1]
f) Van der Polsche DGI
j—e(l=y*)y+y=0, y(0)=yo, 9(0) =9, t>0, >0
Der Parameter ¢ legt die Einschwingdauer fest.
Losung fir € =0: y(t) = 9o sin(t) + yo cos(t)
AB: y(0) =0, y(0) = —0.05, y(0)=2, y(0)=0
g) Rotation eines Pendels mit der Winkelgeschwindigkeit w

1
j+sin(y) — Sw?sin(2y) =0, y(0) = T, §(0) =0, w € 0,10

h) Bewegungsgleichung
—1, falls z < -1

i+ f(y) =0, y0)=2, y(0) =0, f(z)= z, falls —1<z2<1
1, falls 1<z

i) Duffingsche Bewegungsgleichungen
i+ 0.7y +y3 = 0.75 cos(t), y(0)=1y(0)=0
i+ 0.2y + y|y| = 1.5 cos(2t) + 0.5, y(0) = y(0) =0
j+y— 1y?’ = 0.8 sin(0.27wt), y(0) =y(0) =0, w = 0.92845

6
j) Bewegungsgleichung mit quadratischer Dampfung

.1 .
y+§y2+y=0, y(0) =1, 5(0)=0

k) Emden’s Bewegungsgleichungen
d
%(ﬂ 9)+t2y" =0, y(0)=1, 9(0)=0, n=2,3,5,..
1

; %(t2y)+f(y) :y+%y+f(y) =0, y(0) =1, y(0) =0, f(y) :{

k) Liouvillesche DGI

d . .
%(tQ §)+t7e? =0, y(0)=y(0)=0

1) Mathieu’s DGI fiir ein Pendel mit zeitabhéngiger Lange ()
i+ (a—2qcos(2t))y=0, y0)=1, y(0)=0
a=1.0, ¢=0.1 aufschaukelnde Schwingung
a=12, ¢g=0.1 gedampfte Schwingung

243
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Serie 3 - Einschrittverfahren

1. Gegeben sei die explizite DGI 1. Ordnung (AWP)
v = f(z,y), AB y(0), x >0, fe C*(R?).
Fiir seine Losung wenden wir das explizite Einschrittverfahren (ESV)
von Euler-Cauchy (Polygonzugverfahren, PZV) an
Ynt1 = Yn + hf(Tn,yn), n=0,1,...; z, = nh, yo = y(0).
a) Lose die DGl ¢’ = y mittels PZV fiir die beiden AB y(0) =0, y(0) = 1.
- Welches sind die Naherungswerte fiir y(1), wenn die Schrittweite i die Werte
1, 0.1, 0.01, 0.001 annimmt? Diskutiere den Fehler.
- Das Integrationsintervall sei [0,1] und A = 1/N.
Welcher Term beschreibt yx?
Welche Grenzwerte ergeben sich fiir beide AB fiir N — 00?
b) Welche Losung liefert das PZV fiir die DGl v’ = f(z), y(a) =0, x € [a,b]?
- Untersuche den Sonderfall y' = cx, y(0) =0, ¢ = const.
c) Gegeben sei das AWP 3y = ¢/y, y(0) =0, ¢ = const > 0.
- Welche Funktion liefert das PZV als Grenzwert, wenn die Schrittgrofie h — 0
strebt? Erfiillt diese Funktion die DGI?
- Angenommen, die DGL beschreibt den freien Fall eines Korpers.
Wie verhélt sich die gefundene Losung im Vergleich zur Wirklichkeit?
- Untersuche die Glattheit der rechten Seite f(z,y) = ¢\/y.
- Gegeben sei 7 > 0 und die Funktion
0, falls 0 <z <,
@) = { YAx—71)?, falls x> T
Erfiillt z(z) die DGI? Welche Auswirkung hat die Antwort auf das Problem
der Eindeutigkeit der Losung? Worin liegt die Ursache fiir diese Situation?
d) Die Bewegungsgleichung eines Korpers mit der Masse m in einer zéhen Fliissigkeit
(laminare Stromung) mit dem Stokesschen Widerstandgesetzes R(v) = Kjv
(K, Materialeigenschaften des Mediums/Geometrie des Korpers) ergibt sich aus
dem Kraftgesetz
mv = A+ G + R(v), G Erdanziehung, A Auftrieb.
Die abgeleitete Modellgleichung fiir die Geschwindigkeit v(t) sei v = c+kjv, ¢ > 0.
- Experimentiere mit dem PZV bei verschiedenen Startwerten und Schrittweiten.
-Esseivy =0, ky <0, ¢>0.
Gibt es eine Gleichgewichtsgeschwindigkeit v.,, wo sich zwischen
Erdanziehung und Widerstand ein Gleichgewicht einstellt?
e) Die Bewegungsgleichung eines Korpers mit der Masse m in einer turbulenten
Stromung (Neigung zur Wirbelbildung) mit dem Newtonschen Widerstand-
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gesetzes R(v) = Kov? (K, Materialeigenschaften /Geometrie) ergibt sich
aus dem Kraftgesetz
mio = A+ G + R(v).
Die abgeleitete Modellgleichung sei © = ¢ + kov?, ¢ > 0.
- Es sei v(0) = wvg, k2 <0, ¢>0.
Experimentiere mit dem PZV bei verschiedenen Startwerten und Schrittweiten
(auch relativ grofie). Suche experimentell die optimale Schrittweite.
Ist chaotisches Verhalten zu erkennen?

Gibt es eine Gleichgewichtsgeschwindigkeit vo,?

f) Die Bewegungsgleichung fiir den freien Fall (ohne Reibung) mit der von der Hohe

z(t) abhéngigen Erdbeschleunigung ¢(z) lautet Z = —g(z).

Nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz gilt ¢(z) = go_jg’ wobei gy = g(20)
den Wert der Erdbeschleunigung auf der Hohe zy bezeichnet.

Fiir kleine Fallhohen kann man drei Approximationen der rechten Seite der DGI
anwenden.

- go = g = 9.806ms~? Normwert, rg = 6.375 - 10m Erdradius, z, = z,

zZ= -3,
g g
-g(z)mg—2=(z—rg) =39 — 22z,
TE TE
5= _3g+29,
TE
-2 =Tg, 90 = 9,
g
o2

Die AB sind jeweils z(0) =rg+ H, 2(0) = 0, H Fallhohe.

- Welche konstante Funktion ist Losung der 2. Modellgleichung?
Finde ihre allgemeine Losung.

- Berechne die Fallzeit ¢ und Endgeschwindigkeit 2(¢z) bei einer Fallhohe H
und gegebenen AB fiir die Modellgleichungen 1, 2.

- Bestimme mittels PZV fiir H = 103, 10%, 10°m die Fallzeiten fiir alle drei Modelle
und vergleiche diese.
Werden die Unterschiede durch die Linearisierung des Modells oder durch den
Diskretisierungsfehler des PZV verursacht?

2. Lose das AWP mit dem PZV

Yn+1 = Yn + hf(xn7yn)7 n = 07 17 7N - 17 Lp = nh’v Yo = y(o)v
IN — T
h = NN 0 [z, xn] = [a, b].
Berechne den Fehler |y(zy) —yn|, N = 5,10, 20.

Woran erkennt man die Konvergenzordnung 1 des PZV?
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Vergleiche den Wert |y(zy) — yn| mit der Formel fiir die Abschidtzung des globalen
Diskretisierungsfehlers |ex| geméif

M.
le,| < (6K(mn—wo)_1)2_[§h’ n=12..,N, ¢ =0,
of
K = max a—y(x,y(:v)) ,
_ "
My = max [y"(z)] .

Werte die Giite der Abschitzung |e,|. Welche geometrische Deutung haben die
Groflen K und Ms. Welchen Einfluss hat das auf die Wahl der Schrittweite A?

o 2 - . . _ WV3AiryAi(1,z)+AiryBi(1,2)
a)y =x—y° y(0)=0, 0 <z <1, Ricatti-DGI, y(x) = V3 Aty Al T AlryBi(s)
y(1) = 0.455 544 526 081 874.
b)y =—y, y(0)=1, 0<x <5, ylx)=e%, y(5)=e>".
C) y/zx—y, y(O) = 17 0<z< ]-7 y(£) :26_w+x_17 y(l) =2e .

3. Lose das AWP mit dem PZV geméfl Aufgabe 2.
Die rechte Seite der DGI geniige einer Lipschitz-Bedingung der Form

f beschrinkt auf Q C R?,

|flzy) = F@ 9l < Kly—gl, (z,y),(2,7) € v~7.
Sei Ay = Ynt1 — Yn. Zeige, dass  |Ay,| < (14 hK)™|Aypl.
Werte die Abschéitzung, indem man fiir die DGl y' =y, y(0)=1,und /' =—y, y(0)=1,

jeweils mit der exakten rekursiven Formel Ay, = C(h)Ay, vergleicht.

Serie 4 - Explizite Einschrittverfahren

1. Die DGl ¢ =y(1 —y) ist fir 0 <z < oo zu losen.

Die exakte Losung mit der AB y(0) =y ist y(z) = #:f_l)

a) Zeichne das Richtungsfeld und bestimme alle stationdren Losungen y(x) = const.

b) Welche stationére Losung y*(z) = const, 0 < x < oo , ist asymptotisch stabil?
Begriindung.

c) Wende das PZV

Ynt1 = Yn + hyn(1 —yn), n=0,1,2 ..
mit yo > 0 und den Schrittweiten h = 0.25,0.5,1.0,2.0,2.5 an.
Fiir welche Schrittweiten h < hy konvergiert das PZV gegen die exakte Losung
y*(z) = const?
d) Welche Losungen liefert das PZV fiir h > hg?
e) Teste auf analoge Weise fiir diese DGI das klassische Runge-Kutta-Verfahren
4. Ordnung (KRKV).
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2. Gebe eine geometrische Interpretation der ESV an (Schema mit Zuwéchsen hk;).

a) Euler-Cauchy-Verfahren (PZV)

]{?0 = f(xnvyn)7
Ynt1 = Yn + hk(]

b) Collatz-Verfahren c¢) Heun-Verfahren
(modif. PZV=MPZV) (HV, verbess. PZV=VPZV)
kO = f(xnvyn)7 kO = f(xnu yn)7
h h
k= f (20 + 5o0n + 5ho) ki = £z + by + ko),
2 2
h
Yn+1 :yn+hk1 Yn+1 :yn+§(k0+k1>
d) KRKV
ko = f($n7yn)7
h h
kl - f(xn + §7yn + §k0>7
h h
k2 - f(xn + §7yn + §k1>7

ks = f(zn +h yn + hks),

h
Yn+1 = Yn + g(k’o + 2]{?1 + 2]{?2 + ]{?3)

3. Welche Integrationsformeln vom Newton-Cotes-Typ werden durch folgende ESV
verallgemeinert?
a) Collatz-Verfahren, modifiziertes PZV (1960).
b) Heun-Verfahren, verbessertes PZV (1900).
¢) (3,3)-Verfahren von Kutta (1901).
d) KRKV (1895).

4. Lose das Anfangswertproblems ¢ =z —y, y(0) =1, z € [0, 1].

a) Verwende die ESV von Euler-Cauchy, Collatz und Heun mit den Schrittweiten
h=10.2,0.1.

b) Vergleiche die Losungen miteinander sowie mit der exakten Losung
y(x) =27+ — 1.

c¢) Berechne explizit fiir alle drei Verfahren y,.1 = F(zn,yn;h, f) die Verfahrens-
funktion F'. Was stellt man beim Vergleich von Collatz-Verfahren und
Heun-Verfahren fest? Begriindung.
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5. Lose das AWP ¢/ =z —vy, y(0)=1, x € [0,1], y(z) =2+ 2 — 1,
mit dem RK-Verfahren (RKV) bei einer Schrittweite h = 0.2.
a) Gebe explizit das Verfahren in der Form y,.1 = F(x,, yn; b, ) an.
b) Um eine verniinftige (variable) Schrittweite fiir das RKV anzuwenden, ist man
durch heuristische Betrachtungen zur Schrittkennzahl x gelangt.
Diese ist definiert durch
ko — kq
k1 — ko
und sollte sich zwischen 0.1 und 0.2 bewegen.

K=2

Weise nach, dass dies durch entsprechende Wahl der Schrittweite h erreichbar ist.

Zeige dazu, dass gilt

of
~h|=|.
K By
c¢) Vervollstédndige die Tabelle der Schrittkennzahlen und vergleiche.
ka—k of
0 0.2000 0.2
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

d) Kénnen die DGl ¢’ =y und y = —y mit der gleichen Schrittweite gerechnet
werden?
e) Man untersuche analog das AWP ¢/ =ty, y(0)=1, 0 <t <2.

6. Gegeben sei die DGI

, 1

= o P Ly =0, yla) = —1077 4 VIO 20

Y

a) Finde mittels Trennung der Variablen die exakte Losung y(x) > 0.

b) Bestimme f, = 0f/0y sowie mittels der Schrittkennzahl x = h|f,| =0.1
eine Formel fiir die Schrittweite h. Wie grof3 ist die Anfangsschrittweite hy?
Hinweis: Darstellung von h = ax + (.

c) Ergénze die folgende Tabelle der Integrationsstiitzstellen und Schrittweiten.
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n Tni1 = Tp + hyp h, = ax, + 3
0 To = 0 ho = ﬂ = ...
1
2
3
4
5

d) Zeige durch vollstandige Induktion die Beziehungen
nol , nm—1

r= 85 (a1 =0T oy

i=0

e) Wieviel RK-Schritte sind (theoretisch) notwendig, umd das AWP im Intervall [0,5]
bei k = 0.1 zu 16sen?

Bestimme die Endschrittweite und die letzten Stiitzstellen.
(a+1)N =1 .

f) Was passiert mit f, , h, und N , wenn der Parameter p sehr grof} ist?

Hinweis: zy =

7. Fir die DGL ¢’ = f(x,y) betrachten wir auf Basis des PZV 4,11 = yn + hf (20, Yn)

die Verbesserung als Heun-Verfahren (Sehnentrapezregel) in verschiedenen Formen.

yn—i—l = yn‘l’g(f(xm yn)+f(In+1a gn-ﬁ-l)) = yn+g[f(xna yn)+f(In+1a yn+hf(zna yn))]

h
= gn+1 + §(f(xn+17 gn+1) - f(xna yn)) = gn+1 + A, A Korrektur

1
= Yn + hku k= §(k0 + kl)a kO = f(xnvyn)v kl = f($n+1,?jn+1),
k; Anstiege, hk; Zuwéchse

=Yn+h®(x,,yn; b, f), k=P Inkrementfunktion
= F(xp,Yn; h, f), F Verfahrensfunktion
= E(zp;h, f)y,, E Verstirkungs-, Transformations-, Stabilitdtsfunktion.

Zeige. Falls f(z,y) stetig differenzierbar ist, so geniigt die Verfahrensfunktion
F(z,u;h, f) des Heun-Verfahrens einer Lipschitz-Bedingung.

8. Notiere das KRKV komponentenweise fiir die DGI 3. Ordnung

y/// _ f(I, Y, y/’ y//)’ y(l'o) = Yo, y/(xO) - y(/)7 y//(l'o) = y(/)/

Hinweis: Transformation auf ein DGI-System 1. Ordnung.
Beispiel: y” = —1y", y(0) =1,4/(0) =3, y"(0) =1, y(z) = 3(x + 1)3? + 2 — L,
allg. Losung y(z) = +3(z + C1)%? 4+ Cox + C5 mittels Substitution z = " und

Transformation der Variablen.
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9. Gebe die RK-Formeln an fiir das DGI-System 1. Ordnung

!/

y = f(zy,2), y(@o) =y, 2 = g(z,9,2), z(w) = 2.
Nutze und vereinfache diese bei der Losung von

a) y" = f(z,y,9), y(xo) = o, ¥'(x0) = vp,
b) y" = f(z,y),  y(x0) =0, ¥'(z0) = vp.
Lose die AWP mittels RKV.
c)y' =3y +5y—-1=0, y(0)=0, y'(0)=1, z€[0,1], h=02,
das Basissystem der homogenen Gleichung ist
{e32/2 cos(v/112/2), €**/?sin(v/112/2)},
die Losung ist y(z) = 1 + e3® (—% cos (gx) + B{/11sin (g@)
d)y' =24y, y(0)=9¢(0)=0, z€[0,1], h=0.2,

die exakte Losung ist y(z) = e* —e™* — 2.

10.Fiir die Losung y(1) des AWP (Ricatti-DGI) 3y = x — 4%, y(0) =0,

() = V3 AiryAi(,z)+AiryBi@,z

Yy = V3AIryAi(z)+AiryBi(z)
des KRKV vor.

), liegen die Naherungen yy, N = 5,10, 20, 40,

N| h yn (zy =1) en(h) 62?(31}‘/)2)

5102 0.455 533 498 11 | -1.10 E-5 | 16.1
10 1 0.1 0.455 543 842 70 | -6.84 E-7 | 16.1
20 1 0.05 | 0.455 544 483 62 | -4.24 E-8 | 16.0
40 | 0.025 | 0.455 544 523 43 | -2.65 E-9 | 16.0

Exakter Wert (15 Stellen): y(1) = 0.455 544526 081 874

a) Ermittle Schétzungen des globalen Diskretisierungsfehlers ey nach dem Runge-
Prinzip und vergleiche diese mit dem wahren Fehler ey, N = 10,20, 40.

b) Verbessere die Ndherungswerte der jeweiligen Feinrechnung durch Richardson-
Extrapolation (Ergebnis: yy).

c¢) Ermittle experimentell die Konvergenzordnung der verbesserten Losungen y3.

11.Ermittle experimentell die Konvergenzordnung des 3-stufigen RKV mit dem

Parameterschema
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1 1
4 4
27 | _189 729
40 800 800
1] 24 1 60
891 33 891

12.Gegeben sei das lineare homogene DGI-System 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten
y' = Ay, A(m,m)—Matrix .
a) Gebe die allgemeine Losung in Matrixschreibweise an.

b) Wende das Euler-Cauchy-Verfahren an und notiere es in der Matrixform
Ynt1 = My,, n=0,1,2, ..., mit der Transformations- oder Verfahrensmatrix

M = M(xp, yn; h, A).
c¢) Notiere das Heun-Verfahren und das KRKV ebenfalls in Matrixform und

bestimme die Transformationsmatrizen M.

13.Gegeben ist das AWP (DGI-System 1. Ordnung).

251

Bestimme (1) und 9(1) ndherungsweise mittels ESV bis auf eine Genauigkeit

TOL = 107%.

a) Lineares DGI-System
vio= 22—y wil
Yo = w(y2+uy1), 3(0)=

(=]
~—
Il
—_ \'}_n

Losung : yp(x

b) Nichtlineares DGI-System

yi = T —Y2, yl(o) 1a

Y = —T+yyz y2(0) =
¢) Autonomes nichtlineares DGI-System, Ricatti-DGI
i = Y2 yf, y1(0) =0,
Yy = 1, y2(0) = 0.
d) Steifes lineares DGI-System

Y, = —29998y; — 39996y,, 11 (0) =1,
—1,

vy = 14998.5y; + 19997y, y2(0)

Losung : y,(z) = 7e 10000 _ 6=,

yo(z) = —3.5e7 199007 1 4 57" asymptotisch stabil.
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14.Schreibe ein Computerprogramm fiir das Euler-Cauchy-Verfahren, das ein
AWP mit einer vorgegebenen Schrittweite h 16st. Lose die AWP.

a)y' =yl —y), y(z) =y, 0< 0 <10, y(2) = 25,
mit h=0.25,0.5,1.0,2.0,25 und yo=—1,0,05,1,2 .

15.Schreibe ein Computerprogramm mit ausgewihlten (4,4)-RKV, die AWP
fiir DGI 1. Ordnung bei einer Startschrittweite h mit einer gegebenen
Genauigkeit € > 0 16sen.
Notiere dazu folgende Programmteile als Prozeduren:
— RK-Schritt von x bis x + h bei gegebenem h,

— Schrittsteuerung durch Grob- und Feinrechnung, Algorithmusskizze:

ky, - Zuwachs bei Grobrechnung in [z, 2, + hl,

ki, o+ k1, )2 - Zuwéchse bei Feinrechnung in [z, z,, + B bzw. [z, + &, 2, + ],
k2/2 + kg/2 — kn

15 ’
falls |Err| > ¢, dann Schritt ab x, mit h/2 wiederholen,

Err =

Test auf |Err| € [¢/50,¢],

falls |Err| < e, dann Schritt akzeptieren, aber bei |Err| < /50 fiir ndchsten
Schritt Verdopplung der Schrittweite,

bei Akzeptanz yn1 = yn + ki, o + Ky, o + Err.
Motiviere die Idee der Festlegung des Toleranzintervalls [e/50, €].
Teste fiir selbstgewéhlte Beispiele.

Folgende RKV mit gegebenem Parameterschema sind zu implementieren.

a) KRKV b) 3/8-Regel ¢) (4,4)-England-Formel
111 111 111
2 | 2 3| 3 2 |2
1 1 2 | 1 111
20 3 5173 1 2|1 1
110 0 1 11 -1 1 110 -1 2
11 1 1 L3 3 1 L9 2 1
6 3 3 & 8 8 8 B8 6 3 6
d) Kuntzmann-Formel e) Gill-Modifikation der RK-Formel, ¢ = 1/1/2
2 2 1 1
5 5 2 2
3 3 3 1 1
50~ 1 3| ¢—3 1-c¢
19 15 40
55 125 125 55 N e
360 360 360 360 6 3 3 6
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f) RKV mit minimalen Diskretisierungsfehler

2 14 —3v/5 1—ay
=z, y=——, (=
5 16 (043 — ag)(GOégOég - 4(0&2 + 043) + 3)
Qo = % %
I
—14astaz—(2a3—1)2 —2a —
1 1= Bip — fig Pro="010tpe—Cassl]) g, PU—20)l1oas) ;3(1 2)
_ 2a3—1 _ 1—2a _1 2(a2+a3)—3

1_/72_/73_74 2= 120c2(013—30¢2)(1—0c2) 3= 12013(013—052%(1—&3) V4= §+ 12(1—2042)(31—043)

16.Schreibe ein Computerprogramm fiir das KRKV, das AWP fiir DGI-Systeme
1. Ordnung mit einer gegebenen Genauigkeit T'OL 16st.

Notiere dazu folgende Programmteile als Prozeduren:
— RK-Schritt von z bis x 4+ h bei gegebenem h,
— Schrittsteuerung durch Grob- und Feinrechnung.

17.Lose mittels PZV bzw. KRKV das autonome DGI-System 1. Ordnung fiir t € [0, 7]

v = —u+25v, u(0)=0,

/
vo= —=2uv, v

2t

)
Losung : u(t) = 25¢(e™ — ™),
) =ce ", asymptotisch stabil.

Teste ¢=0.1,0.02,0.01 und N = 200(200)1000, h = T/N, T = 10, 20.

Das AWP sei nun erweitert durch eine moderate Nichtlinearitiat zu

v = —u+ 250 —vvu? 402, u(0) =0,
Vo= =20+ uvu? + v, v(0)=¢, ¢>0.

Teste das RKV mit den Grofien

c=0.1,0.02; N =500,700,1000; T = 6,10,
c=0.01,0.0105; N = 500,700,1000; T = 15,30
¢ = 0.0106; N =700, 1000,2000; T = 10,20,50,54,55,65

¢ = 0.0105556757; N = 700, 1000, 2000; T = 40,48, 50,55, 56,59, 60,61, 68,69, 70,94

Vergleiche die Ergebnisse mit Berechnungen durch ein Computeralgebrasystem (CAS),
z.B. Maple, MATLAB, Mathematica oder das Programm MAYA (Teil DGI).
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Serie 5 - Implizite Einschrittverfahren

1. Zeige unter entsprechenden Voraussetzungen, dass das implizite (1,1)-Euler-Verfahren
(Gear(1)-Verfahren)

Ynt1 = Yn + hf(Tni1,Yns1), n=0,1,..., yo gegeben, d.h.
Ynt1 = Yn + hk1, k= f(xn + h, Y, + hkl)a

a) konsistent mit Ordnung 1 ist,

b) konvergent mit Ordnung 1 ist.

2. Die sogenannten #-Verfahren sind parametrische ESV
Yn+1 = Yn + h[(l - e)f(fljn, yn) + ef(xn—l—lv yn-l-l)]v d.h.
Ynt1 = Y + h[(1 = 0) f(zn, yn) + Ok1],

kl = f($n+1a yn—i—l) = f(xn + h, Yn + h[(l - e)f(llfn, yn) + 9]{31]),

mit dem reellen Parameter # > 0 . Sei f € C%(R?).
Welche Konsistenzordnung besitzen diese Verfahren? Man beachte die Sonderfille
=0, 0= % (Sehnentrapezregel, Heun, HV) und 6 = 1.

Oft wird auch folgende Parameterkonstellation verwendet.

1 1 .
Yn+1 = Yn + h[if(xna yn) + if(xn-l-la yn—i-l) s d.h.

1 1 N
Yn+1 = YUn + h[§f($n>yn) + 5]{31}, kl = f(xn-i-layn-i-l) = f($n + h> Yn + hkl)

Es besitzt die Konsistenzordnung 2.

3. Zu den 6-Verfahren gehoren auch die so genannten One-leg-Verfahren
Ynt1 = Yn + hf((1 = O)xy + 0xpp1, (1 = O)yn + Oyny), 0 <0 <1

Fiir 6 = 0.5 erhélt man die Tangententrapezregel (Collatz, MPZV).

Untersuche seine Konsistenzordnung.

4. Zeige unter entsprechenden Voraussetzungen die Konsistenz und Konvergenz
mit Ordnung 2 des impliziten (1,2)-Gauf-Verfahrens (Mittelpunktsregel)

h 1 1
Yn+1 = Yn + hf (xn + §> §yn + §yn+l>> d.h.

h h
Yn+1 = Yn + hkla kl - f(xn + §>yn + 51{51)

5. Das linear-implizite Euler-Verfahren fiir autonome DGI-Systeme y' = f(y) lautet

of -
Ynsl = Ypn + D [I — hﬁ_y(yn)] fyn), n=0,1,2 ..,
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mit der Einheitsmatrix [ .

a) Unter welchen Voraussetzungen ist das Verfahren konsistent?
b) Bestimme die Stabilitatsfunktion u(H) = E(A, h), H = Ah.
Ist das Verfahren A-stabil?

c) Zeige die Konvergenz des Verfahrens.

6. Gegeben sei das AWP o' =2,/y, y(0) = yo = 0.

Die exakte Losung ist nicht eindeutig. Neben der trivialen Losung y(z) = 0

gibt es eine zweite Losung

0, falls 0 <z <,
2(z) = )
(x —7)%, falls x>

a) Welche N#herung liefert das PZV als Grenzwert, wenn die Schrittgrofe h — 0
strebt? Erfiillt diese Funktion die DGI?
b) Notiere fiir die DGI das implizite (1,1)-Euler-Verfahren

Ynt1 = Yn + h.f(xn-i-layn-i-l)a n = Oa 1> wey Yo = 0.

Kann man damit die beiden Losungen y(z) = 0 und z(z) approximieren?

Serie 6 - Mehrschrittverfahren

1. Die allgemeine einheitliche Form von r-stufigen expliziten und impliziten Mehrschritt-
verfahren (MSV) ist

Zar_jyi+1‘j - hzﬂf—jfiﬂ—j =0, ap, =1, izr—1, fi=flze,u), (6.1)
J=0 j=0
Yo, Y1, - Yr—1 gegeben.

Eine zweite etwas anschaulichere, aber spezielle Darstellung ist

Yitp = yi—q+hzbjfi—j> p Z Oa q Z 07 'l.zs:max(ra Q)> Yo, Y1, -y Ys+p-1 geg. (52)
7=0

Eine dritte besondere Form ist
G Yig1 T 1Yt A QYip1—r = WO fiva, o, B 0, 1271, Yo, ..., Yr_1 ge8. (5-3)

Daraus kann man die grundlegenden Klassen von MSV bei entsprechender Wahl

von p, q,r ableiten.
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Formel (5.2)

p>1 . explizite MSV,

p=0, by # 0 :implizite MSV,

p=1,¢=0 :expl. (r+1)-stufige Adams-Bashforth-Formeln der Ordn. r + 1,
p=0, ¢g=1 :implizite s-stufige Adams-Moulton-Formeln der Ordn. r + 1,

s = max(r, 1),
p=1,g¢=1 : explizite s-stufige Nystrom-Formeln , s = max(r + 1, 2),
p=0, ¢=2 :implizite s-stufige Milne-Simpson-Formeln, s = max(r, 2),
aus der Klasse vom Adams-Stérmer-Typ,

Formel (5.3) : Backward Differentiation Formulas (BDF), steif-stabile

Methoden von Gear.

Bei der Herleitung der Formeln (5.1), (5.2), (5.3) wird geméfl ihrem interpolativen
Charakter (Newton-Cotes-Formeln der Integration, Newton-Interpolationspolynom,
Schema der dividierten Differenzen, Vorwérts- bzw. Riickwértsdifferenzen)

oftmals die Darstellung mittels Riickwértsdifferenzen
Vifi=Vi =NV i, VOfi=fi

genommen.
Jede Summe von Funktionswerten in (5.1)-(5.3) kann in eindeutiger Weise mittels

Riickwirtsdifferenzen dargestellt werden.

Koeffizienten der expliziten Adams-Bashforth(n)-Verfahren n-ter Ordnung.

Yirr =vyi+hY bifiy, i=rr+1,., Yo,y Y gegeben.
§=0
Ordnung | Fehler- j
r n konstante K 0 1 2 3 4 )
Stufen | c¢h™ft1) K % b;
1
0 1 5 1 1
5
1 2 o 2 3 -1
2 3 ; 12 23 -16 5
251
3 4 =5 24 55 -59 37 -9
4 5 % 720 | 1901 2774 2616 1274 251
5 6 % 1440 | 4277 7923 9982 7298 2877 475
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Koeffizienten der impliziten Adams-Moulton(n)-Verfahren n-ter Ordnung.

T
Yi :yl—l_'_hzbjfl—ja 7::7’,7"4—1,..., Yo, Y1y -5 Yr—1 gegeben‘
=0
r | Stufen | Ordnung | Fehler- j
s n konstante K 0 1 2 3 4 5
chm f(nt1) K % b;
1
0 1 1 -3 1 1
1
1 1 2 —15 2 1 1
1
2 2 3 —31 12 5 8 -1
19
3 3 4 — =30 24 9 19 -5 1
4 4 5 —% 720 251 646 264 106 19
863
5 5 6 — 50450 1440 475 1427 -798 482 173 27

Koeffizienten der impliziten Milne-Simpson-Verfahren n-ter Ordnung.

Yi :yi_2+hjiobjfi_j, t=rr+1,..., Yo,Y1,.-,Yr_1 gegeben.
r | Stufen | Ordnung J
s n K 0 1 2 3 4 5 6
K x b,
0 2 1 1 2
1 2 2 1 0 2
2 2 4 3 1 4 1
4 4 5 90 29 124 24 4 -1
5 5 6 90 28 129 14 14 —6 1
6 6 7 3780 | 1139 5640 33 1328 807 264 37

Bemerke: r =0 Adams-Moulton(1) mit Schrittweite 2h,
r =1 Nystrom-Formel, explizite Mittelpunktsregel,
r = 2 klassisches Adams-Stormer-Verfahren oder Milne-Verfahren,

Simpson-Regel.



PD Dr. W. Neundorf, Numerik GDGL - AWP 258

Einige explizite Nystrom-Verfahren n-ter Ordnung.

Yier = Yic1t TR bificy, i=rr4+ 1., Yo,y1,.., Y gegeben.
=0
Ordnung J
T n K |0 1 2 3
Stufen K b,

0 2 1 ]2

2 3 3|7 -2 1

3 4 318 -5 4 -1

Koeffizienten der impliziten BDF (n)-Verfahren n-ter Ordnung.
QY1 1Y+ ogYic1—r = b fivr, t=r—=1,71 ..., Yo,Y1,.--,Yr—1 gegeben.

Ordnung J
r n 0, r r—1 r—2 r—3 r—4 r—5 r—=6
Stufen o
1 1 1 1 -1
2 2 2 3 —4 1
3 3 6 11 18 9 2
4 4 12 25 48 36 16 3
D 5 60 137 -300 300 200 ™ 12
6 6 60 147 360 450 400 225 72 10

a) Darstellung von MSV mit Riickwértsdifferenzen.

- Adams-Bashforth-Formeln

Yir1r =Yi + h Zobjfz’—j =y +h
J:

J

r
Cj A\ fz
=0

Die neuen Koeffizienten berechnen sich aus c;

1
(=1) [ (_js)ds und sind
0

j 0 1 2 3 4 5
1 5 3 251 95

¢ 1 - = o = =
2 12 8 720 288

Die jeweils néchste Formel ergibt sich einfach durch Hinzunahme eines neuen
Gliedes V7 f;. Uberpriife die Richtigkeit der angegeben Koeffizienten
¢; fiirr =0,1,2.
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- Adams-Moulton-Formeln

Vi=vic1r+hY bifici=vic1+h)> ¢ V7 f.
=0 =0

1
Die neuen Koeffizienten berechnen sich aus ¢; = (—1)7 [ (_‘?1) ds und sind
0

j 0 1 2 3 4 5
' 1 5 1 19 27

C. _— _— —_— _— _—

J 2 12 24 720 1440

Uberpriife die Richtigkeit der angegeben Koeffizienten ¢; fiirr=0,1,2.

- Milne-Simpson-Formeln

1 1 1 37
i = Yi— 2fin+=Vifi— =V, = =V’ fi— ——V°f).
"y Yiez H 0 (2fica + Vi = 5V i = 55V i = 225 VO
Uberpriife die Richtigkeit bis zur Formel 4. Ordnung.

- BDF, Gear-Formeln
1 1
;vryzﬂrl + :VT—lyi_H + o+ Vi = hfir
Uberpriife die Richtigkeit fiir r = 1,2, 3.

2. Leite die Konsistenzordnung des klassischen 3-stufigen Adams-Bashforth-Verfahrens
(1855) her.

h
Yn+1 = YUn + E(ngn - 16fn—1 + 5fn—2)7 n = 27 37 -vy Yo, Y1, Y2 gegeben'

3. Lose das AWP (Ricatti-DGI)
y =x—y% y(0)=-0.5 ze€0,1],
mittels MSV und vergleiche die Ergebnisse.
a) Klassisches Adams-Bashforth(3)-Verfahren bei einer Schrittweite h = 0.1.
Hinweis: Nutze fiir die Anlaufrechnung das KRKV.
b) Pradiktor-Korrektor-Verfahren von Milne 6. Ordn. mit Schrittweite h=0.1.

h
Yn+1 = Yn—5 + 1—0(33fn —42f0 1 + T8 0 —42f 3+ 33 fn_4),

h _
Yn+1 = Yn—3 + 4_5<14fn+1 + 64fn + 24fn—1 + 64fn—2 + 14fn—3)7

f_n-i-l = f(xn-l-hgn-i-l)? n = 57 67 -y Yo, -, Y5 gegeben'

4. Berechne die Losung des AWP ¢ =z —y, y(0) =1, z €[0,1], y(z)=2¢e"+2—1,
mittels Adams-Bashforth(n)-Verfahren mit n = 1(1)4 bei einer Schrittweite h = 0.1.

Die benétigten Startwerte sind durch eine Anlaufrechnung vorgegeben
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(3 Nachkommastellen).
T \ 0 01 02 03 04 05

Y ‘ 1 0910 0.837 0.782 0.741 0.713

5. Bestimme fiir MSV das erste und zweite erzeugende Polynom
PO =L ok ar =1 ol6) =2 B
und das charakteristische Polynom ¢(&;2) = p(§) — z0(€), z = Ah.
Deshalb wird das Verfahren (1) auch (p, 0)-MSV genannt.
a) 4-stufiges Adams-Bashforth(4)-Verfahren
Yns1 = Yn + 22 (55 fn — 59 fa1 4+ 37 fuea — 9fuz), n=3,4,....
b) 3-stufiges Adams-Moulton(4)-Verfahren

Yn+1 = Yn + %(9]0714-1 + 19fn - 5fn—1 + fn—2)7 n = 2a 37 cee e

6. Gegeben sind die linearen MSV
4-stufiges explizites Milne-Verfahren 4. Ordnung

h
Yn+1 = Yn—3 + 5(8fn - 4fTL—1 + 8f”—2)7 n = 37 47 ceny (54)

2-stufiges implizites Adams-Stormer-Verfahren 4. Ordnung (Milne-Simpson(4),
Simpson-Regel)

h
Yn+1 :yn—1+§(fn+1+4fn+fn—1>a n:1727--- . (55>

a) Bestimme die erzeugenden Polynome p(§), o(§).

b) Bestimme die Konsistenzordnungen.

c¢) Bestimme das charakteristische Polynom ¢(¢; z) und die Konsistenzordnung
des aus (5.4) und (5.5) bestehenden PC-Verfahrens von Milne.

d) Uberpriife das Wurzelkriterium.
Das erzeugende Polynom p(¢) hat keine Nullstellen { mit |£| > 1
und alle Nullstellen mit |{| = 1 sind einfach.

Sind die Verfahren konvergent?

7. Das 2-stufige implizite Adams-Stérmer-Verfahren 4. Ordnung (Milne-Simpson(4))
fir y' = f(z,y)
Yn+1 = Yn—1 + %(fn—l—l + 4fn + fn—l); n = 27 37 )

ist ein Differenzenschemaverfahren, das auf der Simpson-Regel der numerischen
Integration beruht. Es gilt
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Tn+1 Tn+1

Yn+1 — Yno1 = /y’dxz /f(fv,y(x))dx

= 2 (f(&n-1,Yn-1) + 4f (@0, yn) + f(Zni1, Yni1))

= 2(6fn + fos1 = 2fn + fn-1)

= h(2f, + %sznﬂ),

Ynt1 = Yuo1 +0(2f0 + 5V fun),
mit dem riickwértigen Differenzenoperator
V=V =V o, VO = fa
Unter der Annahme, dass V3f, .1 = V3f, = const ist, folgt aus
Ve o1 = V2w = V2,

die Beziehung
v2fn—i—1 = V2fn + Vg.fn

Somit erhélt man das explizite, aber 4-stufige Schema der Gestalt

Yn+1 = Yn—1 + h(zfn + %(v2fn + v3fn)) = Yn—1 + g(an - 5fn—1 + 4fn—2 - fn—3)

(explizites Nystrom(4)), fiir das in einer Anlaufrechnung mittels RKV die Anfangs-
werte Yo, Y1, Y2, Y3 bereitgestellt werden miissen.

Pro Schritt ist aber nur ein Funktionswert f(z,y) zu berechnen.

Die Berechnungen kann man giinstig als Tableau notieren

k T Yk i Vi Vfi  VPfi
n—3

n—2

n—1

n

n+1

Lose das AWP ¢/ =z —y, y(0) =1, x € [0,1], h = 0.1, exakte Losung
ist y(x) =2e"+ax—1,y(l) =2/e=0.735758 882..., mit folgen-

dem Ausgangstableau und vervollstindige es (Rechnung mit 4 Nachkommastellen).
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n Tn Yn In 0 v2fn ngn
0 0 1 -1

1] 0.1 0.9096 —0.8096 0.1904

2 0.2 0.8374 -0.6374 0.1722 -0.0182

31 0.3 0.7816 —0.4816 0.1558 -0.0164 0.0018
4|1 04

51 0.5

6| 0.6

71 0.7

81 0.8

91 09
10| 1.0

Uberpriife die Annahme V?2f,, = const.

8. Das Adams-Stérmer-Verfahren 4. Ordnung mit der Modifikation aus Aufgabe 7 ist
die Basis fiir folgendes Iterationsverfahren.

U = ynr + B2+ LV + TR (Nystrom(4))

yﬁfff) =Yn-1t h(?fn + %V2f,(f31>, k=0,1,..., (Milne-Simpson(4)).
Kontrolliere, wie viele Iterationen fiir jedes n auszufiihren sind, bis sich in der
angegebenen Stellenzahl die Iterierten nicht mehr dndern und ergénze die folgende
Tabelle.

n| In Yn fn Vi V2 fn V2 f

0] 0 1 -1

1101 0.909675 —0.809675 0.190325

210.2 0.837462 —0.637462 0.172213 —0.018112

3103 0.781637 —0.481637 0.155825 —0.016388 0.001724

4104 |y” 0740646
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9. Lose das AWP (lineare homogene DGI 2. Ordnung)
y'+12y' + 20y =0, y(0) = 3, ¥'(0) = -1,
Lésung y(z) = 3%,
mit dem modifizierten Verfahren von Adams-Stérmer (Nystrom(4))
Yn+1 = Yn1+h (2fn+ %(szn +V3fn)) = Yn1+ % (8fn+—=5fn1+4fn2— fa-s)).

a) Bestimme die exakte Losung des AWP mittels des Ansatzes y(z) = ce?®,
b) Uberfiihre die DGI in ein System 1. Ordnung

y, = f(.l’,y,Z), y<0>:y07

2 = g(x,y,2), 2(0)= 2.
¢) Finde die Darstellungen mit den Inkrementfunktionen ;.

Ynt1 = Yno1 +hP1(Yns Y1, Ynoos Yns),

y;“ = y;_l + hq)2 (yru Yn—1,Yn—2, Yn—3, y;u 92_17 y;—27 y;—i’))‘
d) Folgende Anfangswerte sind gegeben.

x| 0 01 0.2 0.3

Yy 0.5 04094 0.3352 0.2744
y' -1 -0.8187 -0.6703 -0.5488

Ergénze die Tabelle.

n| Tn Yn Yo =fn | Via V2fn ngn 9n Vn Vzgn V3gn
0 0 0.5 -1 2

110.1|0.4094 | —0.8187 | 0.1813 1.6375 -0.3625

210.210.3352 | -0.6703 | 0.1484 —-0.0329 1.3406 —-0.2969 0.0656

31031 0.2744 | -0.5488 | 0.1215 -0.0269 0.0060 | 1.0976 —-0.2430 0.0539 -0.0117
4104

5105

10.Pradiktor-Korrektor-Verfahren (PC, PCV, PECE) bestehen i. Allg. aus einer
expliziten Mehrschrittformel (Pridiktor) und einer nachfolgenden
impliziten Mehrschrittformel (Korrektor).
In jedem Schritt wird der Pradiktor einmal berechnet und der Korrektor ist
eine Iterationsformel, die mit dem Pradiktorwert startet und nur wenige Male
ausgefiihrt wird (oft geniigt hier eine Iteration).
Modifizierte PC-Verfahren sind solche, wo jeweils noch nach der Formel ein sogenann-
ter Modifikator “nachgeschaltet” ist. Beim ersten Schritt entfillt der erste Modi-
fikator, weil es dort die Groflie yﬁLO) noch nicht gibt.



PD Dr. W. Neundorf, Numerik GDGL - AWP 264

Im iterativen Korrektor wird auf der rechten Seite zunéchst f(z,41, g,(fﬂl) benutzt

und in den ev. weiteren Iterationen dann f(z,41, y,(le), k> 0.

a) Diskutiere die nachfolgenden modifizierten PC-Verfahren 4. Ordnung.

Aus welchen Priadiktor- und Korrektor-Formeln sind sie zusammengesetzt?
. _ 114 (5
- Milne, Err = —gh o),

v = Yuis+ 2h(2fy — foo1+2fu_s), Milne-Pradiktor,
y‘ﬁfﬁl = y,(gl + %(yn — yT(LO)), 1. Modifikator (Evaluation),

Ynrr — 0D =y (@, 0L + Afu + far), k=0,1,.., K, Korrektor,

?]&21 = y,(fi;rl) + %(ygﬁl — yr(ﬁirl)), 2. Modifikator (Evaluation).
- _ 11445
- Hamming, Err = —yh o),

yr(zo—i)-l = Yn-3+ %h (2fn - fn—l + 2fn—2)7

_(0 0 0
y1(1_|)r1 = y1(1_|)r1 + %(yn - yr(z ))>

k+1 k

o1 — 4 = 19y, =y o) + B (f(@as, 4) + 2f0 — fur), k=0,1,.., K,
(1 K+1 0 K+1
yr(z—i)-l = yr(z—i-l )+ %(yﬁll - y£z+1 ))-

- Adams-Bashforth-Moulton,

ygﬁl = Yp+ ih (55fn - 59fn—1 + 37.fn—2 - 9fn—3)7

(0 0 0
yr(z—i)-l = yﬁL—l)—l + g_?(l)(yn - yﬁL ))7
W = Lh(9 W) +19f, =5 k=0,1,.., K
Yn+1 < Ypta = Un + 2% ( f(xn+17yn+1) + fn fn—l + fn—2)7 — YUy by ey Iy
1 K+1 0 K+1
yiz-i)-l = yr(z—i-l "+ %(yfz—i)-l - yr(z—i-l ))-
- Hermite, Err = 3-h* f6),

U0 = Yt SR (= fu 3 ) + SR (ITY + Ty,

(0 0 0
yiz-i)-l = yr(z—i)-l + %(yn - yT(L ))7

k+1 k k

Yn+1 <_yf(z++1) = yn+%h(f($n+l>y£z£1)+fn)+%h2 (_( r(szl)”“‘yg% k’ZO,l,...,K,
_(1 K+1 0 K+1
Ik = Yot~ 56Wnin — Yas ):

Dieses Verfahren braucht noch die zweite Ableitung

y”: dfc(ii’y) :fx+fyy/:fx+fyfv

die fiir die gegebene DGI moglichst einfach zu berechnen sein sollte.
Fiir das nachfolgende AWP ist

<0, falls 0 <y <m/2,

2t
an(y) =0, falls y=m/2, Periode ist ,

fv = 1+ tan?(y)

>0, falls 7/2 <y <,
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2 tan(y)
(1 + tan?(y))?
b) Lose mit den PC-Verfahren mit der Schrittweite h = 0.1 das AWP
1
Yy = T tn’(y)’ y(0) =0, = €[0,20], Losung y(x) = arctan(x).
Fiithre nur eine Korrektoriteration aus.

Il <K =1 y'=-

Die Anfangswerte, berechnet mittels RKV(4,4) mit minimalen Diskretisierungs-
fehler, sind

0 0.1 0.2 0.3 0.4

X

Y ‘ 0 0.099668674 0.197395591 0.291456 812 0.380506 356

11.Bestimme fiir das BDF(2)-Verfahren

Yn+1 = %yn - %yn—l + %h.fn-l—l
die erzeugenden Polynome p(§), o(§) und die Konsistenzordnung.

Ist das Verfahren konvergent?

Hinweis: Wurzelkriterium.

12.Die iterative Losung des impliziten Adams-Stormer-Verfahren 4. Ordnung
(Milne-Simpson(4)) erfolgt gemé&s

k k—1 k—1 k—1 0
yﬁﬁl = UYn-1 T %(féﬂ ) +4fn + fn—1)7 k=0,1,.., fr(L+1 )= f(xn-l-layr(z—i-l ))7 yiz-i)-l

gegeben.

Untersuche, unter welcher Bedingung an h das Verfahren konvergiert.

Vergleiche das Ergebnis mit der Forderung aus der Schrittkennzahl des RK-Verfahrens
k=h|f,]=0.1..0.2.

Hinweis: Schétze die Differenz |y£f:r11) — ygfm unter Anwendung der Lipschitz-

Bedingung ab und nutze die Kontraktionseigenschaft.

13.Eine vierte Moglichkeit der Notation von impliziten MSV ist die Form

Yn+1 = AjYnt1—; +h > bjf(%ﬂ—ja yn+1—j>7 n>r—1, yo,y1,....,Yr—1 gegeben,
=1 =0
bzw.
Yn+1 = thf($n+1> yn-i—l) + Z(a'jyn-i-l—j + hbjfn—i—l—j)' (56)
j=1

Die Bestimmung von vy, erfolgt iterativ bei gegebenen y,(fll

k+1 k k
ynin) = hbof (i1, ysy) + C = g(ysy), k=10,1,....
a) Gebe die Fixpunktgleichung an, die dieser Iteration zugrunde liegt.

b) Untersuche die Konvergenzbedingung fiir das allgemeine Iterationsverfahren
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(Fixpunktiteration, Picard-Verfahren).
Hinweis: Priife |¢'(y)| < 1.

c¢) Formuliere das Verfahren als Nullstellengleichung F(y) =0 und wende darauf
das Newton-Verfahren an.
Es ist bekannt, dass das Newton-Verfahren bei hinreichend guter Startnédherung
quadratisch konvergiert.
Uberpriife hier seine Konvergenzbedingung. Inwieweit hat die Wahl der
Schrittweite darauf Einfluss?

d) Teste die Ergebnisse mit dem AWP
2
y =2y y(1) =2, Losung y(z) = =.
x T

14.Kann im Wurzelkriterium auch |§;| < 1 fiir alle ¢ gelten, falls das lineare MSV
konsistent ist?

Begriindung.

15.Schreibe eine Funktion oder Prozedur fiir das klassische Adams-Bashforth(3)-
Verfahren.

16.Ermittle die Koeffizienten «;,3; der Adams-Bashforth(k)-Verfahren fiir £ = 1(1)10.
Hinweis: Nutze ein CAS.

Serie 7 - Stabilitat

1. Sind folgende DGI bzw. DGI-Systeme steif?
Man wihle geeignete AB sowie Parameter und lose das AWP.
a) ¥’ + 2000y +10% =0, 0<xz <1,

Losung y(z) = (1 + cox)e 10007,

b) y" + 100001y’ + 10°y = sin(z), 0<w <1,

—100000 =z __ 100001 COS(:L’) + 99999

.. . —x _1YUUUL —TIIIT
Losung y(z) = c1e™™ + cqe 20000000002 20000000002

sin(x)

c) Z +100.1z + 1000z = 22, x = x(t), —100 <t < 100.
Lésung der homogenen DGI 2o (t) = et (1001-3v/66889)/20 ) o—t (1001+3V/66889)/20

— 016_11'25563830 t + 026—88.84436170t

d) &4 100.12 + 1000z = —2?, z=z(t), -1 <t < 1.
Losung der homogenen DGI xhom(t) _ Cle—t(1001—3\/66889)/20+C2e—t(1001+3\/66889)/20
e) & —100.12 + 1000z = 3, x = z(t), —100 <t < 100.

Losung (t) = t(1001+3V/G6889) /20 |_ ) o1(1001-3V/G6889)/20

2408409003 2706003 3003 42 1 43
+500000000000000 + 50000000000t + IOOOOOOOt + 1000t




PD Dr. W. Neundorf, Numerik GDGL - AWP 267

1 1
f)y’:<w2 1>y, w > 0.

Losung (t) = et 4 cyell-wit

= e(l+w)t C26(1—&;)t)

g)y’=< )

Losung g (t) = e7%2% [¢; sin(t 1/39999/200) + ¢5 cos(t v/39999/200)]
ya(1) = 1/200 €/290 (¢, (v/39999 cos(t +/39999/200) —sin (¢ v/39999,/200))
—¢5(+/39999 sin(t v/39999/200) + cos(t /39999,/200))]

by = ( N )y §(0) =0, 12(0) = 1.

100

Losung y1(t) = 200/4/39999 e=/200 sin(¢ 1/39999/200) = 1.0000125 e~0-0%5t 5in(0.9999875 t)
yo(t) = e71/290 [cos(t /39999/200) — 1/+/39999 sin (¢ v/39999/200)]
— 70005 [065(0.9999875 ¢) — 0.005000062501 sin(0.9999875¢)]

1
i)y’=< (1) k).y, k> 0.

Losung y1(t) = ¢p el CRIVEE=D/2 4 () ot (h=VE2=4)/2

ya(t) = &1 (—hvVRE = 4)/2 ! RV 24 o) (L JFT = 1) /2 e (R VD)2
Fallunterscheidung k <2, k=2, k> 2

2. Bestimme mittels der Test-DGIl ¢’ = Ay, A € C, die Stabilitéatsfunktion
u(H) = E(A, h) und den Stabilitdtsbereich E(H) = {H = Ah € C: |[E(\ h)| < 1}
folgender Verfahren.
a) Euler-Cauchy-Verfahren (Rechteckregel links, PZV),
b) Heun-Verfahren (Sehnentrapezregel, HV, VPZV),
c¢) Collatz-Verfahren (Tangententrapezregel, MPZV),
d) (3,3)-Verfahren von Kutta,
e) KRKV.

Folgere daraus, dass das charakteristische Polynom des (r, p)-RK-Verfahrens
(r Stufenzahl, p Ordnung) die Form hat

Q&GH)=E—u(H)=¢— (14 H's;), &; eindeutig bestimmte Konstanten.
i=1

Vergleiche ihre Bereiche absoluter Stabilitét.
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3. Fiir das AWP ' = —\y, y(x9) = 30, A > 0, kann man im n-ten Schritt
folgendes PC-Verfahren definieren.

gn—i—l = Yn + hf(!ll’n, yn) - (1 - )‘h)yn (PZV)’
g =+ 0.5 (T, Yn) + F(@nsr 0D 4% = Gnrr, k= 0,1, ..(HV).

Fiir £ = 0 erhalten wir die Verstarkungsfunktion (Stabilitatsfunktion)
(Ah)?

2 )
aus der sich die Stabilitdtsbedingung |Ah| < 2 ergibt.

Ey=E\h)=1— M+

a) Wird durch weitere Iterationen der Korrekturformel diese Stabilitatsforderung
abgeschwicht?
Hinweis: Untersuche dazu die Verstarkungsfunktion
1— % _ 2(_%)1@4—3
1+ 2

b) Was ist zur Konvergenz des Iterationsverfahrens zu sagen?

Ek(Z) = Ek()\, h) = , &= Ah.

4. Bestimme die Stabilitatsfunktion u(H) = E(A, h) und -bereich E(H)
a) der impliziten (1,2)-Gauf-Formel

h h
Ynt1 = Yn + hkla kl = f(xn + 57% + §k1>7

b) der impliziten (2,4)-Gau-Formel

h
Yn+1 = Yn + _(kl + k2)7

2
3—-3 1 3—-2v3
kl - f <xn+T>yn+h<Zkl + 12 k2))>
3+3 3+2v3, 1

5. Die Losung das AWP (lineare homogene DGI 2. Ordnung)
y"+12y +20y =0, y(0) =4, y'(0) =0,
ist y(r) = —e !9 + 5e7%*, asymptotisch stabil, und es gilt lim y(x) = 0.

r—00

a) Uberfithre die DGI in ein System 1. Ordnung

/

7 = g(r,y,2), 2(0)

y, = f(x7yvz)7 y(o) = Yo,
20-
b) Notiere das PZV mit Schrittweite h komponentenweise sowie in Matrixdarstellung
Yns1 = MYn, Yn = (Un, 2o)T mit der Transformationsmatrix M.

c) Zeige, dass das PZV genau dann stabil ist, wenn gilt h < 0.2 .
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Hinweis: Fiir die angenommene diskrete Losung der Form u,, = cp™ heifit
Stabilitit [p| < 1.
d) Berechne die Eigenwerte A der Matrix M und leite daraus die Stabilitdt ab.
e) Rechne einige Schritte des PZV mit h = 1/6.
Wie ist die Stabilitdtsbedingung zu verdndern, um beim PZV Oszillationen in der

Losung zu vermeiden?

6. Gegeben ist das lineare AWP

yl = —Y1 — 2492> U1 (0) = 2a
y2 = —259% yQ(O) = 1a
yg = 125y2 — 150’3/3, yg(O) =0

a) Bestimme die exakte Losung.
b) Transformiere die Aufgabe auf das entkoppelte DGI-System
2:’7; = )\iZi, Z,(O) = Zi0, 1= 1, 2,3

c¢) Ermittle eine Schrittweitenschranke hoy > 0 fiir das PZV und fiir das KRKV, so
dass bei allen Schrittweiten h < hy das jeweilige Verfahren absolut stabil ist.

7. Die sogenannten 6-Verfahren sind parametrische ESV der Form

Yn+1 = Yn + h[(l - H)f(xm yn) + ef(xn—l-lu yn—l—l)] , 0>0,

oder als One-leg-Verfahren

Ynt1 = Yo + D (1= 0)an + 0zni, (1= O)yn + Oynia) , 0<0 <1,
Sei f € C*(R?).
a) Bestimme die Stabilitatsfunktion u(H) = E(\, h) der Verfahren.

b) Das Verfahren heifit A-stabil (unbeschrinkt absolut stabil), falls
E(H)DC ={zRe(z) <0} bzw. E(H) enthilt einen “gentigend“ grofien
unbeschrankten Teil von C~.
Fiir welche Werte 6 sind die Verfahren A-stabil?

8. Das linear-implizite Euler-Verfahren fiir DGI-Systeme lautet

of -
Yn+1 = YUn + h |i[ - ha_y(xnuyn)] f(xnvyn) , N= 07 1727 ceey

mit der Einheitsmatrix I .
Bestimme die Stabilitatsfunktion wu(H) = E(A,h). Ist das Verfahren A-stabil?
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9. Man betrachte das DGI-System ¢’ = f(z,y) = Ay geméif

yi = Y2, yl(o):0>
1

yé = Y- my% y2(0) =L

a) Man berechne die beiden Eigenwerte der Matrix A = (0f/0y), die allgemeine
Losung und diskutiere die Steifheit des DGI-Systems.

b) Lose das AWP fiir x € [0, 1].

¢) Berechne mit dem PZV und h = 0.1,0.05,0.02,0.01 eine Ndherung,.
Welche Stabilitatsbedingung muss eingehalten werden?

d) Wende das A-stabile implizite Euler-Verfahren an, indem das entstehende
Gleichungssystem nach den Unbekannten (yi 41, Yy2n+1) aufgelost wird.

e) Vergleiche die Ergebnisse.

10.Bestimme fiir die beiden impliziten MSV

4 1 2
n = ZYn — T Yn— _hn P
Yn+1 Yn ~ 3V 1+3f+1

h
Yn+1 = Yn—-1 + g(fn—l—l + 4fn + fn—l)a

a) das charakteristische Polynom Q(&; H),
b) den Stabilitdtsbereich £.
c) Welche Stabilitéitseigenschaft besitzen diese Verfahren?

11.Fiir die Test-DG1 ¢ = —Ay, y(xo) = yo, A > 0, untersuche man das implizite
MSV von Milne-Simpson

\h
Yn+1 = Yn—1 — ?(yn-l—l + 4yn + yn—l) bzw.

(14 2)ynt1 +42yn + (2 — D)yp—1 =0, z= Ah/3,

auf seine Stabilitét.
Benutze dazu die Ansatzfunktion v, = cp™ fiir die Differenzengleichung mit der

Forderung |p| < 1.
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