limenauer Beitrage zur Wirtschaftsinformatik

Herausgegeben von U. Bankhofer, V. Nissen
D. Stelzer und S. StralRburger

Dieter W. Joenssen, Jurgen Vogel

Zur Gute von Signifikanztests auf
mehrdimensionale Normalverteiltheit

Arbeitsbericht Nr. 2010-02, November 2010

Technische Universitat lImenau
Fakultat fur Wirtschaftswissenschaften
Institut fur Wirtschaftsinformatik



Autor: Dieter W. Joenssen, Jiirgen Vogel

Titel: Zur Giite von Signifikanztests auf mehrdimensionale Normalverteiltheit

[lmenauer Beitrdge zur Wirtschaftsinformatik Nr. 2, Technische Universitit [lmenau, 2010
ISSN 1861-9223

ISBN 978-3-938940-30-3

urn:nbn:de:gbv:ilm1-2010200316

© 2010 Institut fur Wirtschaftsinformatik, TU limenau

Anschrift: Technische Universitdt llmenau, Fakultdt fir Wirtschaftswissenschaften,
Institut fir Wirtschaftsinformatik, PF 100565, D-98684 limenau.
http://www.tu-ilmenau.de/wid/forschung/ilmenauer-beitraege-zur-
wirtschaftsinformatik/




Zur Gite von Signifikanztests auf mehrdimensionale Normalverteiltheit ~ Dieter W. Joenssen, Jiirgen Vogel

Gliederung
ADDIIAUNGSVETZEICHNIS ......iiiiiiiiiieiieciie ettt e taeesaeeseessaeensaens 111
I EINfURIUNG ..ot ettt ettt esae s e e 1
2 MEEROAIK . ..ttt 2
2.1 AUSZEWANILE TESES ..veieiiiieiiieeiie ettt ettt e e e e e snreeeseseeeenseeennns 2
2.2 VOIZERENSWEISE .....vieiiieiiieiie ettt ettt et e et et eenaeessaesaaeenneeennas 3
2.3 Erzeugung normalverteilter Stichproben .............cccccoeviiiiiiiiiiiinie e, 4
2.4 Erzeugung nicht normalverteilter Stichproben ...........c.ccoocvveviiiiiiiiiicieieie e 5
T 5 01 0) 1 LT PSPPSRI 8
4 SchlusSfOIZErUNGEN. .......ccuiiiiiiiiiiiiiiii e 13
LIteraturVerZEIChIIS ... ettt ettt ettt st e 14



Zur Gite von Signifikanztests auf mehrdimensionale Normalverteiltheit ~ Dieter W. Joenssen, Jiirgen Vogel

Abbildungsverzeichnis

Abbildung 1 Dichte: Verteilung mit SPIitZen...........ccveviieiieiieiiiieieeie e 6
Abbildung 3 Dichte: Verteilung mit SPItZen..........cccveviieiiierieiiiieieeie e 6
Abbildung 4 Hohenlienien: Verteilung mit SPitZen ..........ccoveeiiieiiiiiiinieiieeeeceeee e 6
Abbildung 5 Geschétzte Giite des Shapiro-Wilk-Test .........ccceeveviieiiiieeiiiieeiieeie e 8
Abbildung 6 Geschitzte Giite des Shapiro-Francia-Test ...........ccoovieeviieniiiiiienieiieeiieee, 8

Abbildung 7 Geschitzte Irrtumswahrscheinlichkeit des Kurtosis-Test von Kankainen,

Taskinen UNA OJa ......oooiiieiiieeiie et s e e sreeesnseeens 9
Abbildung 8 Geschitzte Giite des Schiefe-Test von Kankainen, Taskinen und Oja ............ 9

Abbildung 9 Geschitzte Irrtumswahrscheinlichkeit des Mardia-Kurtosis-Test aus dem

Paket QRIMIID ..o e 10
Abbildung 10 Geschitzte Giite des Mardia-Kurtosis-Test aus dem Paket QuantPsyc ....... 10
Abbildung 11 Geschitzte Giite des Doornik-Hansen-Omnibustest ............cccoeceeverieneenen. 10

Abbildung 12 Geschitzte Irrtumswahrscheinlichkeit des Doornik-Hansen-Omnibustest

angepasst gemal Lobato und Velasco .......cccoevvvieviiieriieiiiieciee e 10

Abbildung 13 Geschitzte Giite der verallgemeinerten Shapiro-Wilk-Test gemif3

Villasenor, José und Estrada...........ccc.oooooiiiiiiiiiiiiiiiiee e 11

Abbildung 14 Geschitzte Irrtumswahrscheinlichkeit des ,,Multivariate Shapiro-Wilk-

Abbildung 16 Geschitzte Gilite des Energy-Statistic-Test ........cccovvvierieeiiienieiiieieeieeieens 12

Abbildung 17 Geschitzte Giite fiir den auf die quadrierten Mahalanobisdistanzen

angewandten Kolmogorov-Smirnov-Test (f-Verteiltheit) ..........cccoevevveerenennen. 12

— iii —



Zur Gite von Signifikanztests auf mehrdimensionale Normalverteiltheit ~ Dieter W. Joenssen, Jiirgen Vogel

Zusammenfassung: Die meisten multivariaten statistischen Analyseverfahren erfordern
mehrdimensional normalverteilte Beobachtungen. Zur Priifung, ob eine Stichprobe aus ei-
ner normalverteilten Grundgesamtheit stammen konnte, sind zahlreiche Signifikanztests
entwickelt worden. Diese Tests weisen nicht immer die gleiche Sensitivitdt hinsichtlich
Abweichungen von der Normalverteilung auf, daher ist die Auswahl des geeigneten Test-
verfahrens wichtig. Diese Arbeit untersucht simulativ die Giite der in dem Statistikpaket R
implementierten Signifikanztests auf mehrdimensionale Normalverteiltheit und stellt sie
der einfachen Variante, jede eindimensionale Beobachtungsreihe einzeln auf
Normalverteiltheit zu priifen, gegeniiber. Die Untersuchungen zweidimensionaler Vertei-
lungen zu einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5 % ergeben, dass fast ein Drittel der in R
implementierten Tests die geforderte Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler erster Art iiber-
schreiten. Die anderen Tests sind mdchtiger als die einfache Variante, zum Teil sogar bei
Verteilungen mit nicht normalen eindimensionalen Randverteilungen. Zwar erweist sich
kein Test in allen Belangen als der beste, jedoch ist der ,, Energy-Statistic-Test* stets eine
gute Wahl, insbesondere bei grofien Stichprobenumfciingen.

Abstract: Most multivariate statistical analysis procedures require data to be multivariate
normaly distributed. Many tests have been developed to verify if a sample could indeed
have come from a normaly distributed population. These tests do not all have the same
sensitivity for detecting departures from normality, and thus a choice of test is of central
importance. The following study investigates through simulated data the power of those
tests for multivariate normality implemented in the statistic software R and pits them
against the naive variant of testing each marginal distribution for normality. The results of
testing two dimensional data at a level of significance a=5% show that almost a third of
those tests implemented in R do not have a type I error below this. Other tests outper-
formed the naive variant in terms of power even when the marginals were not normaly dis-
tributed. Even though no test was consistently better than all alternatives with every alten-
ative distribution, the ,, Energy-Statistic-Test* always showed relativly good power across
all tested sample sizes.

Schliisselworte: multivariate Normalverteilung, Anpassungstests, Giite
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1 Einfiihrung

Die meisten multivariaten statistischen Verfahren fiir stetige Variablen setzen mehrdimensio-
nal normalverteilte Variablen voraus. Sicherlich sind viele Abweichungen von der Normalitit
in hoheren Dimensionen auch durch entsprechende univariate Verfahren zu erkennen, jedoch
besteht ein Bedarf, die multivariate Natur der Daten auszunutzen, um eine grof3ere Sensitivitit
fiir Abweichungen zu erlangen. Die hohere Sensitivitdt ist auch erforderlich, da durch die ver-
bundene Betrachtung von Daten die ,,Datendichte pro Grundeinheit der jeweiligen Dimensi-
on (vom eindimensionalen Intervall bis hin zum multidimensionalen Hyperwtirfel) exponenti-

ell abnimmt. Dieses auch als ,,Flucht in die Dimensionen* bezeichnete Problem ist der prima-
re Grund, warum die klassischen Verfahren, wie der y”-Anpassungstest, keine Anwendung

in hoheren Dimensionen finden. Ferner gibt es auch Abweichungen von der Normalitét in ho-
heren Dimensionen, die sich nicht in den Randverteilungen widerspiegeln oder gar in einer

vergleichbaren Form im Eindimensionalen existieren (vgl. Kowalski, 1973).

Wihrend jedoch professionelle Statistiksoftware in der Regel grafische und numerische Mog-
lichkeiten zum Testen auf univariate Normalverteiltheit bietet, sind multivariate Verfahren so
gut wie nicht implementiert. In der Statistiksoftware R werden dagegen zahlreiche
Signifikanztests auf mehrdimensionale Normalverteiltheit angeboten, auf die mittlerweile

auch durch andere Statistiksoftware iiber eine Integration von R zugegriffen werden kann.

Ziel der Untersuchungen ist es, auf simulativem Wege die Giite der in R implementierten
Signifikanztests auf multivariate Normalverteiltheit zu ermitteln. Insbesondere wird auf die
Frage eingegangen, inwiefern die verfiigbaren multivariaten Tests einen Vorteil gegeniiber
der Anwendung einfacher univariater Signifikanztests auf jeder Komponente der Beobach-

tungen einzeln bieten.
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2 Methodik

Ausgewihlt fiir die Uberpriifung ihrer Giite wurden 15 fiir R in der Version 2.10.1 bereitge-
stellte Tests auf mehrdimensionale Normalverteiltheit, die sich ohne Neuprogrammierung au-
tomatisiert priifen lieBen. Die Ergebnisse wurden mit denen verglichen, die der Shapiro-Wilk-
(Shapiro, Wilk, 1965) und der Shapiro-Francia-Tests (Shapiro, Francia, 1972) bei Anwen-
dung allein auf die eindimensionalen Randverteilungen lieferten. Diese beiden Tests zéhlen
bekanntermaBBen zu den michtigsten Normalverteilungstests im univariaten Fall (vgl.
Shapiro, Wilk, Chen 1968; Shapiro, Francia, 1972). Die Einzelirrtumswahrscheinlichkeiten
fir jede Randverteilung wurden hier als gleich gro3 angenommen und mit Hilfe der
Bonferroni-Ungleichung bestimmt. Zur Vereinfachung wurde die Studie auf den Fall zweidi-
mensionaler Beobachtungen beschrinkt und ausschlieBlich das Signifikanzniveau o= 0,05

benutzt.

2.1  Ausgewdhlte Tests
Die ausgewdhlten Tests konnen wie folgt klassifiziert werden:

e Methoden mittels Randverteilungspriifung
Die eindimensionalen Randverteilungen wurden einzeln mit univariaten Tests zum
Signifikanzniveau /2 auf Normalverteiltheit gepriift. Dabei wurde ausgenutzt, dass
eine mehrdimensionale Normalverteilung auch in ihren Randverteilungen normal sein

muss.

e Methoden mittels Schiefe und Exzess
Es wurden 6 R-Funktionen untersucht, die eine direkte Bewertung der Normalitdt mit-
tels MaBen fiir Schiefe und Exzess vornehmen. In diese Klasse von Tests fallen unter
anderem der Kurtosis- und der Schiefe-Test von Kankainen, Taskinen und Oja (2007).
Auch der Doornik-Hansen-Omnibustest (1994), welcher auf den quadrierten Summen
von Schiefe und Exzess jeder einzelnen Randverteilung basiert, sowie eine Anpassung
dessen durch Lobato und Velasco (2004), der eine schwache Abhéngigkeit der Be-
obachtungen erlaubt, passen in diese Klasse. Weitere Tests in dieser Kategorie waren
jeweils zwei Implementierungen des Mardia-Schiefe- und des Mardia-Kurtosis-Tests

(Mardia, 1970; Mardia, 1974).

e Erweiterungen der Shapiro-Wilk-Statistik

Als einziger Vertreter von Tests, die auf einer Erweiterung der Shapiro-Wilk-Statistik
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basieren, wurde die Verallgemeinerung des Shapiro-Wilk-Tests nach Villasenor, José
und Estrada (2009) untersucht. Dieser Test basiert auf einer Priifgrofe, die nach einer
Transformation der Daten durch Mittelung der Shapiro-Wilk-Statistiken aller Rand-
verteilungen gebildet wird. AuBBerdem wurde der Vollstandigkeit halber der ,,Multiva-
riate Shapiro-Wilk-Test“ und der ,Multivariate Shapiro-Francia-Test (Domanski,

1998) in die Untersuchungen mit einbezogen.

e Methoden der Datendimensionsreduktion
Der Energy-Statistic-Test basiert auf dem Vergleich zwischen der hypothetischen und
tatsdchlichen Verteilung der euklidischen Distanzen (vgl. Székely, Rizzo, 2005). Auch

betrachtet wurde eine Implementierung, bei der die Verteilung der quadrierten Maha-
lanobisdistanzen mit dem Kolmogorov-Smirnov-Test sowohl auf y”- als auch auf j-

Verteiltheit gepriift werden kann.

2.2 Vorgehensweise

Das Anliegen der Arbeit ist es, die Giite der ausgewdhlten Tests durch ihre Anwendung auf
viele simulierte Stichproben abzuschétzen. Die Giite oder Macht eines Tests ist die Wahr-
scheinlichkeit, die Nullhypothese abzulehnen, wenn sie tatsidchlich falsch ist. Da die Nullhy-
pothese ,,Die Merkmale sind normalverteilt. auf mannigfaltige Weise falsch sein kann, ist die
Giite immer mit Bezug auf das gewihlte Signifikanzniveau, den Stichprobenumfang und die
Art der Abweichung, sprich der vorhandenen Alternativverteilung der Merkmale, zu sehen.
Deshalb wurden 5 verschiedene zweidimensionale Verteilungen zur Bestimmung der Giite
ausgewdhlt, die von der Normalverteilung zum Teil erheblich abweichen. Das Hauptaugen-
merk lag dabei auf 3 Verteilungen, deren Randverteilungen normalverteilt sind, deren ge-
meinsame Verteilung jedoch nicht normalverteilt ist, um zu bestimmen ob die multivariaten
Testverfahren gegeniiber den univariaten Testverfahren einen Vorteil bieten. Diese Alterna-
tivverteilungen sowie die Erzeugung von Stichproben mit einer solchen Verteilung werden im

Abschnitt 2.4 beschrieben.

Zur Giiteuntersuchung gehort auch eine Abschitzung der Wahrscheinlichkeit fiir die Fehlent-
scheidung, dass die Nullhypothese abgelehnt wird, obwohl sie wahr ist. Fiir die Wahrschein-
lichkeit dieses so genannten Fehlers 1. Art ist mit dem Signifikanzniveau o eine obere Gren-
ze vorgegeben. Ein wichtiges Qualitdtskriterium besteht also darin, dass die relative Haufig-

keit des Auftretens eines Fehlers 1. Art das vorgegebene o nicht tiberschreitet. Andererseits
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sollte diese Fehlerwahrscheinlichkeit auch nicht wesentlich kleiner als & sein, weil ansonsten

womoglich Macht verschenkt wird.

Zu jeder ausgewihlten Verteilung wurden jeweils 1000 zweidimensionale Zufallsvektoren
generiert. Diese Vektoren wurden mit den Stichprobenumfiangen »n = 15, 20, 25, 30, 35, 40,
50, 75, 100, 125, 150, 175, 250, 500 und 1000 von jedem Test zum Signifikanzniveau
a =0,05 gepriift. Als Abschitzung fiir die Giite und die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1.

Art diente dann die relative Haufigkeit der Verwerfungen der Nullhypothese. Zur Erzeugung
von Stichproben einer bestimmten Verteilung werden zunichst gleichméBig verteilten Pseu-
dozufallszahlen benétigt. Zu deren Erzeugung wurde in dieser Studie das Mersenne-Twister-
Genarator (Matsumoto, Nishimura, 1998) gewihlt. Beim Fehler 1. Art wurden zusétzlich auch
die Verfahren Wichmann-Hill (1982), Marsaglia-Multicarry (Marsaglia, 1997), Super-Duper
(Marsaglia, Ananthanarayanan, Paul, 1973) und Knuth-TAOCP-2002 (Knuth, 2002) herange-
zogen, um eine Abhingigkeit des Analyseergebnisses vom Zufallszahlengenerator auszu-
schlieBen. Die Ergebnisse waren konsistent mit denen unter Verwendung des Mersenne-
Twister, so dass auf diese Differenzierung nicht weiter eingegangen wird. Ferner ist anzumer-
ken, dass zur Bestimmung der kritischen Schranken bei dem Energy-Statistic-Test wegen des
ansonsten zu hohen Rechenaufwands die Anzahl der Bootstrap-replicates auf 199 begrenzt

wurde.

2.3 Erzeugung normalverteilter Stichproben

Um die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art abzuschdtzen, wurden zweidimensional nor-
malverteilte Pseudozufallszahlen mittels des ,,Multinormal-Cholesky-Algorithmus® (vgl.
Hormann, Leydold, Derflinger, 2004, S. 250) mit den Korrelationskoeffizienten p = -0,99; -
0,66; 0; 0,25; 0,5 und 0,75 generiert, jeweils einmal mit konstanten einheitlichen Varianzen
o} =0o; =1 und einmal mit unterschiedlichen Varianzen o und o, zufillig aus dem Be-
reich zwischen 0 und 1. Die Dichte dieser Verteilung ist

2
pO,0, 0,

o} pO,0,
27y/det(X) 2

f(x)= ;exp(—lx-y1 -x") mit der Kovarianzmatrix ZZ(
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2.4  Erzeugung nicht normalverteilter Stichproben

Um die Wahrscheinlichkeit des Nichtbegehens eines Fehlers 2. Art bei einer bestimmten Al-
ternativverteilung, abzuschitzen, miissen Stichproben gerade dieser Alternativverteilungen

generiert werden. Folgend werden die 5 verwendeten Alternativverteilungen dargestellt.
Quaderverteilung
Die Verteilung, mit gleichméaBiger Verteilung der Variaten auf 0 bis 1, hat die Dichte

1 fiirx, ye(0,1),
0 sonst. '

S (xy)= {
Halbkugelverteilung
Die Verteilung hat die Dichte
PP—x"—y" firP’>x>+)’
f(x,p) = B
sonst,

mit dem Radius P =</6/47x . Die Erzeugung von Zufallszahlen mit dieser Verteilung ist nicht
trivial und wird unter anderem von Johnson (1987, S. 125-127) thematisiert.
Verteilung mit den Spitzen

Erster Vertereter der zweidimensionalen Verteilungen, die normalverteilte Randverteilungen
haben, jedoch keine gemeinsame Normalverteilung besitzen, stammt von Feller (1971, S.

121). Die Dichte entspricht

Le—O,S(XeryZ) +Lx3y3 fiir X, ye [_171]9
2 2re
fen=1y7
o 0@ sonst.
2r

Die Verteilungsglocke hat hier im 1. und 3. Quadranten jeweils eine spitze Aus-, im 2. und 4.

Quadranten dagegen jeweils eine spitze Einbuchtung (vgl. Abbildung 1).
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Abbildung 1: Dichte: Verteilung mit Spitzen

Sternformige Verteilung

Ebenfalls bei Feller (1971) findet man die Dichte

2 2 2 2
exp X 2,01xy2+y exp X 2p2xy2+y
1 20-p7) 20-p7)
f(xay)_4_ 2 2
d \/1_/01 \/l_pz

Sie ist das arithmetische Mittel zweier Normalverteilungsdichten mit unterschiedlichen Korre-
lationskoeffizienten p; und p,. Sie beschreibt eine glockenférmige Flache mit sternformigen
Hohenlinien (Abbildungen 2 und 3). Auch diese Verteilung ist zweidimensional nicht normal
und hat normalverteilte Randverteilungen. Zur Giiteanalyse wurden Zufallsvektoren geméf
dieser Verteilung mit den Werten p; = 0,75 und p, = -0,75 erzeugt. Hier, wie auch in dem an-
deren Feller-Beispiel, wurden die Pseudo-Zufalls-Stichproben mit Hilfe der ,,Multivariate Na-

tive Ratio-of-Uniforms Method* realisiert (vgl. Hormann et. al. 2004).
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Abbildung 2: Dichte: Verteilung mit Spitzen Abbildung 3: Hohenlienien: Verteilung mit Spitzen
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Verteilung mit leeren Quadranten korreliert

Als letzte nicht normale Verteilung wurde ein Beispiel von Stoyanov (1987) gewéhlt. Diese
Verteilung mit dem Erwartungswert auf dem Koordinatenursprung kann in dem 2. und 4.
Quadranten keine Werte annehmen. Sie weist von den 3 Alternativverteilungen mit normalen
Randverteilungen die deutlichste Abweichung von der Normalverteilung auf. Die Dichte die-

ser Verteilung lautet

. 2 2 . 2 2
exp( O,S(x1 2pzxy+y )j-lrexp[ 0,5()61 2,02xy+y )j
—P -P ’
f(x,y)= fiir xy > 0,
27\1-p?

0 sonst.

Zu dieser Verteilung sind Beobachtungsvektoren mit den Korrelationskoeffizienten p = 0;
0,33; 0,50; 0,75 und 0,90 erzeugt worden. Zur Generierung der Stichproben wurden lediglich

bei normalverteilten Stichproben entsprechende Vorzeichenwechsel vorgenommen.
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3 Ergebnisse

Es zeigte sich zunidchst, dass die Varianzen der eindimensionalen Randverteilungen keinen
erheblichen Einfluss auf die Untersuchungsergebnisse haben, so dass hier bei den normalver-
teilten Beobachtungen nicht zwischen gleich und unterschiedlich groen Varianzen in den
Réandern unterschieden werden braucht. Die Verteilung mit den Spitzen wurde von keinem
Test als nicht normal erkannt, sie wird deshalb in der Diskussion iiber die Giite der Tests kei-
ne Rolle spielen. Auf die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art wird nur eingegangen, wenn

er nicht eingehalten wurde.

Methoden mittels Randverteilungspriifung

Der Shapiro-Wilk-Test (R-Paket: stats, Funktion: shapiro.test) (Shapiro, Wilk, 1965) und der
Shapiro-Francia-Test (R-Paket: nortest, Funktion: sf.test) (Shapiro, Francia, 1972), die nur fiir
das Priifen auf univariate Normalverteilung geeignet sind, wurden jeweils mit dem
Signifikanzniveau /2 einzeln auf die beiden eindimensionalen Beobachtungsreihen ange-
wandt und die Nullhypothese genau dann abgelehnt, wenn der Test wenigstens eine der bei-
den Randverteilungen als nicht normal erkannte. Bei diesem Vorgehen erwies sich der Shapi-
ro-Wilk- dem Shapiro-Francia-Test als {iberlegen. Beide Tests hielten das vorgegebene
Signifikanzniveau « ein. Fiir hoch korrelierte Merkmale biifit diese Vorgehensweise jedoch
wegen der verwendeten Bonferroni-Ungleichung deutlich an Signifikanz ein. Bei der Giite
liegen die beiden Tests im Vergleich mit den anderen im unteren Mittelfeld, sofern die Rand-
verteilungen nicht normalverteilt sind. Verteilungen mit normalen Réndern werden erwar-

tungsgemal nicht erkannt (vgl. Abbildungen 4 und 5).
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Verteilung p=0,00 p=033 p=0,50 p=0,75 p=0,90 Verteilung p=0,00 p=0,33 p=0,50 p=0,75 p=0,90
Abbildung 4: Geschitzte Giite des Shapiro-Wilk-Test Abbildung 5: Geschitzte Giite des Shapiro-Francia-

Test
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Methoden mittels Schiefe und Exzess

Nicht geeignet zum Priifen auf Vorliegen von multivariater Normalverteilung ist der Kurtosis-
Test (R-Paket: ICS, Funktion: mvnorm.kur.test) und nur bedingt geeignet ist der Schiefe-Test
(R-Paket: ICS, Funktion: mvnorm.skew.test) nach Kankainen, Taskinen und Oja (2007). Der
Kurtosis-Test weist einen Fehler 1. Art auf, der stark von der Korrelation der Merkmale ab-
hiangt (Abbildung 6). Er verwirft filschlicherweise die Nullhypothese in bis zu 80 % der Fil-
le. Lediglich bei einer Standardnormalverteilung mit einheitlichen Varianzen werden die vor-
gegebenen 5 % durchgingig eingehalten. Der Schiefe-Test kommt bei den verwendeten Al-
ternativverteilungen selbst bei groflen Stichprobenumfiangen nicht iiber 30 % Giite hinaus,

vgl. Abbildung 7.
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Verteilung p=0,00 =033 p=0,50 p=0,75 p=0,90
Abbildung 6: Geschitzte Irrtumswahrscheinlichkeit des  Abbildung 7: Geschitzte Giite des Schiefe-Test von
Kurtosis-Test von Kankainen, Taskinen und Oja Kankainen, Taskinen und Oja

Auch nicht geeignet zum Testen auf Vorliegen einer multivariaten Normalverteilung ist der
Mardia-Kurtosis-Test (Mardia, 1970; Mardia, 1974) aus dem R-Paket QRMIib (Funkti-
on: MardiaTest). Er ist offenbar falsch implementiert, da er mitunter mehr als doppelt so oft
die Nullhypothese filschlicherweise verwirft, als er diirfte (Abbildung 8). Der Mardia-
Kurtosis-Test (Mardia, 1970; Mardia, 1974) aus dem Paket QuantPsyc (Funktion: mult.norm)
halt die Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art dagegen ein. Tatsdchlich ist er einer der besten Tests
dieser Studie. Die Halbkugelverteilung erkannte er am hédufigsten als nicht normal, vgl. Ab-
bildung 9. Ab einem Stichprobenumfang von 25 kam dieser Test bei jeder verwendeten Al-
ternativverteilung auf iiber 50 % Macht. Die Mardia-Schiefe-Tests (Mardia, 1970; Mardia,

1974) aus den beiden Paketen weisen die gleichen Schwichen auf wie der von Kankainen,
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Taskinen und Oja (2007), was sicher dem Umstand geschuldet ist, dass alle verwendeten Ver-

teilungen gar nicht oder nur unwesentlich schief sind.

O n=250
O n= 50
B n= 25

relative Haufigkeit der Ablehnung
von Normalverteiltheit

0.0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

bivariate Normalverteilung mit Korrelationen:
p=-0,99 p=-0,66 p=-033 p=0,00 p=025 p=0,50 p=0,75

Abbildung 8: Geschitzte Irrtumswahrscheinlichkeit des
Mardia-Kurtosis-Test aus dem Paket QRMlib
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Abbildung 9: Geschitzte Giite des Mardia-Kurtosis-
Test aus dem Paket QuantPsyc

Der Doornik-Hansen-Omnibustest (1994) (R-Paket: normwn.test, Funktion: normality.test1)

iiberzeugt mit relativ guter Macht bei allen Alternativverteilungen bis auf der sternférmigen.

Hier erzielt der Test keine Giite, die besser ist als das vorgegebene Signifikanzniveau, vgl.

Abbildung 10. Die Anpassung des Tests nach Lobato und Velasco (2004) verbessert die Situ-

ation in diesem Falle auch nicht. Bei dieser angepassten Version (R-Paket: normwn.test,

Funktion: normality.test2) wird das vorgegebene Signifikanzniveau bei kleinen Stichproben

(n<50) nicht eingehalten, und bei groeren Stichproben ist die Giite meist etwas schlechter

als die der unangepassten Version, vgl. Abbildung 11.
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Abbildung 10: Geschitzte Giite des Doornik-Hansen-
Omnibustest

Verteilung
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bivariate Normalverteilung mit Korrelationen:
p=-0,99 p=-0,66 p=-033 p=0,00 p=025 p=0,50 p=0,75

Abbildung 11: Geschitzte Irrtumswahrscheinlichkeit
des Doornik-Hansen-Omnibustest angepasst gemél
Lobato und Velasco
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Erweiterungen der Shapiro-Wilk-Statistik

Die Verallgemeinerung des Shapiro-Wilk-Test gemél Villasenor, José und Estrada (2009) (R-
Paket: mvShapiroTest, Funktion: mvShapiro.Test) ist beziiglich der Giite mit dem Doornik-
Hansen-Omnibustest vergleichbar. Er ist bei fast allen Alternativverteilungen einer der méich-
tigsten Tests im Vergleich, bei der Quaderverteilung sogar der michtigste. Ausnahme ist auch
hier die sternformigen Verteilung, bei der die Ablehnungswahrscheinlichkeit nur das vorge-

gebene Signifikanzniveau erreicht. Dies verdeutlicht Abbildung 12.
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Abbildung 12: Geschitzte Giite der verallgemeinerten
Shapiro-Wilk-Test gemdB Villasenor, José und Estrada

Der ,,Multivariate Shapiro-Wilk-Test (Domanski, 1998) (R-Paket: mvnormtest, Funkti-
on: mshapiro.test) und der ,,Multivariate Shapiro-Francia-Test* (Domanski, 1998) (R-Paket:
mvsf, Funktion: mvsf) sind beide v6llig ungeeignet zum Testen auf das Vorliegen von mehr-
dimensionaler Normalverteilung. Bei beiden Tests liegt die relative Haufigkeit des Fehlers 1.
Art weit iiber dem gewéhlten Signifikanzniveau, und das fiir jeden Stichprobenumfang (Ab-
bildung 13). Die Shapiro-Francia-Variante ist dabei noch deutlich schlechter als die Shapiro-
Wilk-Variante (Abbildung 14).
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Abbildung 13: Geschitzte Irrtumswahrscheinlichkeit
des ,,Multivariate Shapiro-Wilk-Test*

Methoden der Datendimensionsreduktion
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Abbildung 14: Geschitzte Irrtumswahrscheinlichkeit
des ,,Multivariate Shapiro-Francia-Test*

Der Energy-Statistic-Test (Székely, Rizzo, 2005) (R-Paket: energy, Funktion: mvnorm.etest)

hebt sich hervor, weil er auf jede Alternativverteilung reagiert. Fiir geringe Stichprobenum-

finge ist er bei den Verteilungen mit leeren Quadranten und bei der sternférmigen Verteilung

durchgiingig besser als alle anderen Tests, aber auch bei den anderen Verteilungen gehort er

mit zu den méchtigsten Vertretern wie Abbildung 15 verdeutlicht.
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Abbildung 15: Geschitzte Giite des Energy-Statistic-
Test
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Abbildung 16: Geschitzte Giite fiir den auf die qua-

drierten Mahalanobisdistanzen angewandten

Kolmogorov-Smirnov-Test (f-Verteiltheit)

Verteilung

Fiir den auf die quadrierten Mahalanobisdistanzen angewandten Kolmogorov-Smirnov-Test

(R-Paket: QRMIib, Funktion: jointnormalTest) spricht, dass er bei jeder Verteilung eine Giite

hat, die groBer ist als das vorgegebene Signifikanzniveau (Abbildung 16). Aber er ist bei kei-

ner Verteilung der beste. Es macht so gut wie keinen Unterschied, ob die quadrierten Mahala-

nobisdistanzen auf y*- oder S-Verteiltheit gepriift werden. Keine Methode ist durchgingig

oder bedeutend besser als die andere.
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4 Schlussfolgerungen

In dieser Studie wurden 15 Anpassungstests auf multivariate Normalverteilung, alles frei ver-
fiigbaren R-Funktionen, auf ihre Giite gepriift. Dabei zeigte sich, dass es keinen Test gibt, der
in jeder Situation allen anderen {iberlegen ist. 4 Tests, ndmlich der Energy-Statistic-Test aus
dem Paket ,energy’, der Mardia-Kurtosis-Test aus dem Paket ,QuantPsyc’ und die beiden Va-
rianten des auf die quadrierten Mahalanobisdistanzen angewandten Kolmogorov-Smirnov-
Tests aus dem Paket ,QRMIib’, lehnten bei jeder verwendeten Alternativverteilung und fiir
alle betrachteten Stichprobenumfinge die falsche Nullhypothese mit mindestens 50 % Wahr-
scheinlichkeit ab. Insgesamt gesehen zeigte sich der Energy-Statistic-Test als bester Test bei
der vorliegenden Auswahl. Er gehort bei jeder Verteilung und bei jedem Stichprobenumfang

zu den michtigsten Tests.

4 der untersuchten Tests sind nicht zu empfehlen. Der ,,Multivariate Shapiro-Wilk-Test* aus
dem Paket ,mvnormtest’, der ,,Multivariate-Shapiro-Francia-Test* aus dem Paket ,mvsf” und
der Kurtosis-Test nach Kankainen-Taskinen-Oja aus dem Paket ,ICS’ halten das vorgegebene
Signifikanzniveau nicht ein, der Mardia-Kurtosis-Test aus dem R-Paket QRMIib ist wahr-

scheinlich falsch programmiert.

SchlieBlich ist anzumerken, dass die alleinige Verwendung univariaten Tests auf die Randver-
teilungen nicht ausreicht ist, um auf multivariate Normalverteiltheit zu testen. Die Haufigkeit
der Ablehnung bei nicht normalen Verteilungen mit normalen Randverteilungen warnicht ho-
her als das gewdhlte Signifikanzniveau. Auch bei der Quader- und der Halbkugelverteilung

stellte diese Vorgehensweise kein gutes Testverfahren dar.



Zur Gite von Signifikanztests auf mehrdimensionale Normalverteiltheit ~ Dieter W. Joenssen, Jiirgen Vogel

Literaturverzeichnis

D'Agostino, R. B. und Stephens, M. A. (1986): Goodness-of-fit techniques. New Y ork:
Marcel Dekker.

Doornik, J. A. and Hansen, H. (1994): An Omnibus Test for Univariate and Multivariate
Normality. Working Paper, Nuffield College.

Domanski C. (1998): Wlasnosci testu wielowymiarowej normalnosci Shapiro-Wilka i
jego zastosowanie. Cracow University of Economics Rector's Lectures, 37.

Feller, W. (1971): An Introduction to Probability Theory and Its Applications, Volume 2.
New York: John Wily & Sons.

Hormann, W., Leydold, J. and Derflinger, G. (2004): Automatic Nonuniform Random
variate Generation. Berlin: Springer.

Johnson, M. E. (1987): Multivariate Statistical Simulation. New York: John Wiley &

Sons.

Kankainen, A., Taskinen, S. and Oja, H. (2007): Tests of multinormality based on loca-
tion vectors and scatter matrices. Statistical Methods and Applications, 16, S. 357-

379.
Knuth, D. E. (2002): The Art of Computer Programming. Volume 2, third edition.
Kowalski, C. J. (1973): Non-Normal Bivariate Distributions with Normal Marginals. The

American Statistician, 27, S. 103-106.

Lobato, 1. and Velasco, C. (2004): A Simple Test of Normality of Time Series. Economet-
ric Theory, 20, S. 671-689.

Mardia, K. V. (1970): Measures of multivariate skewness and kurtosis with applications.
Biometrika, 57, S. 519-530.

Mardia, K. V. (1974): Applications of some measures of multivariate skewness and

kurtosis in testing normality and robustness studies. Sankhya, Ser B, 36, S. 115-128

Marsaglia, G. (1997): A random number generator for C. [online Dokument] URL:
http://mathforum.org/kb/thread.jspa?messagelD=1607565 [15.10.2010].

— 14—



Zur Gite von Signifikanztests auf mehrdimensionale Normalverteiltheit ~ Dieter W. Joenssen, Jiirgen Vogel

Marsaglia, G., Ananthanarayanan, K. and Paul, N.J. (1973): How to use the McGill
Random Number Package ‘Super-Duper’. Montreal: School of Computer Science,

McGill University.

Matsumoto, M. and Nishimura, T. (1998): Mersenne Twister: A 623-dimensionally
equidistributed uniform pseudo-random number generator, ACM Transactions on

Modeling and Computer Simulation, 8, pp. 3-30.

Shapiro, S. S. and Francia, R. S. (1972): Approximate analysis of variance test for

normality. Journal of the American Statistical Association, 67, pp. 215-216.

Shapiro, S. S. and Wilk, M. B. (1965): An analysis variance test for normality (complete
samples). Biometrika, 52, pp. 591-611.

Shapiro, S. S., Wilk, M. B. and Chen, H. J. (1968): A comparative study of various tests
for normality. Journal of the American Statistical Association, 70, pp. 1343-1372.

Stoyanov, J. M. (1987): Counterexamples in Probability. New York: John Wiley & Sons.

Székely, G. J. and Rizzo, M. L. (2005): 4 New Test for Multivariate Normality. Journal
of Multivariate Analysis, 93, pp. 58-80.

Villasenor A., José A. and Estrada, E. G. (2009): 4 Generalization of Shapiro-Wilk's
Test for Multivariate Normality. Communications in Statistics - Theory and Methods,

38, pp. 1870-1883.
Wichmann, B. A. and Hill, I. D. (1982): Algorithm AS 183: An Efficient and Portable

Pseudo-random Number Generator. Journal of the Royal Statistical Society: Series C-

Applied Statistics, 31, pp.188-190




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /FlateEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV <>
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /DEU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


