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Kurzzusammenfassung

Polarisationshologramme sind optische Elemente, deren Wirkung auf der Beeinflus-
sung des Polarisationszustandes elektromagnetischer Wellen beruht. Eine Möglich-
keit der Herstellung von Polarisationshologrammen besteht darin, mit Hilfe kurz-
welligen, linear polarisierten Lichts (Wellenlänge kleiner 550 nm) Anisotropie in
Azobenzen-Polymeren zu erzeugen. Die erzeugte Anisotropie ist nach der Belich-
tung makroskopisch als Doppelbrechung beobachtbar. Durch hochaufgelöste räum-
liche Variation dieser Doppelbrechung lassen sich Polarisationshologramme herstel-
len. Die vorliegende Arbeit beschreibt Verfahren der Berechnung und Herstellung
von Polarisationshologrammen in Azobenzen-Polymeren. Zur Herstellung der Holo-
gramme werden zwei experimentelle Methoden beschrieben und gegenübergestellt.

Bei der Belichtung von Polarisationshologrammen wurden zwei unterschiedliche
Ansätze verfolgt. Einerseits wurde ein Belichter entwickelt, der darauf basiert, dass
die Polarisationseigenschaften des Azobenzen-Polymers mit Hilfe eines fokussierten
Laserstrahls Punkt für Punkt manipuliert werden. Mit dieser Belichtungsmethode
wird eine laterale Auflösung von 1,2 µm erzielt. Es werden Hologramme erzeugt,
die für zirkular polarisierte Strahlung wie reine Phasenhologramme wirken. Die-
se weisen Beugungseffizienzen von rund 80 % für die erste Beugungsordnung auf.
Daneben wird erstmals eine Möglichkeit gezeigt, wie mit einem Polarisationsholo-
gramm zwei unterschiedliche Beugungsbilder erzeugt werden können, die mit Hilfe
von Standardpolarisationoptiken abwechselnd ausgeblendet werden können.

Andererseits wird eine Möglichkeit demonstriert, die die Belichtung von Polarisa-
tionshologrammen mit Hilfe eines Spatial Light Modulator (SLM) ermöglicht. Der
SLM wird dazu mit Hilfe eines Mikroskopobjektivs verkleinert auf eine Polymer-
Schicht abgebildet. Mit dieser Methode wird eine laterale Auflösung von 1,6 µm
erreicht. Bei der Herstellung von Polarisationshologrammen mit dieser Anordnung
werden Beugungseffizienzen von 35 % in die erste Beugungsordnung erzielt bzw. 82
%, sofern höhere Beugungsordnungen mitberücksichtigt werden. Daneben werden
erstmals Hologramme hergestellt, die in einer einzelnen optischen Schicht Betrag
und Phase des gebeugten Strahls unabhängig voneinander manipulieren. Als Bei-
spielanwendung derartiger Hologramme werden verschiedene Vortex-Strahlen gene-
riert.



Abstract

Polarization holograms are optical elements whose function is based on the mani-
pulation of the polarization state of electromagnetic waves. One way to fabricate
polarization holograms is the induction of anisotropy in azobenzene polymers. This
anisotropy can be induced by exposing the azobenzene polymer to linearly pola-
rized light of short wavelengths (below 550 nm). The resulting anisotropy can be
observed macroscopically as birefringence. By spatially high-resolved variation of
this birefringence polarization holograms can be fabricated. The present thesis deals
with techniques for calculation and fabrication of polarization holograms in azo-
benzene polymer layers. Two experimental methods for fabrication are derived and
compared with each other.

For the fabrication of polarization holograms two different approaches are adop-
ted. On the one hand a setup based on exposing the Polymer to a focused laser beam
is developed. The laser manipulates the polymer’s polarization properties point by
point. A lateral resolution of 1.2 µm is demonstrated. Holograms are generated that
exhibit the function of pure phase holograms for circularly polarized light. Diffraction
efficiencies close to 80 % in the first diffraction order are demonstrated. Furthermo-
re, the first experimental realization of polarization holograms is demonstrated that
generate two different diffraction patterns that can be selected by the polarization
state of the read beam.

On the other hand an experimental setup is presented which allows for the fabri-
cation of polarization holograms using a spatial light modulator (SLM). To this end
the SLM is imaged into the polymer layer by means of a microscope objective. A
lateral resolution of 1,6 µm is demonstrated. This method allows for the fabrication
of polarization holograms with diffraction efficiencies of 35 % in the first and 82 %, if
higher diffraction orders are also taken into account. Furthermore, for the first time
holograms are demonstrated that control the amplitude and phase of a diffracted
beam in a single layer. As an example application two holograms generating different
vortex beams are fabricated and demonstrated experimentally.
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Kapitel 1

Einleitung und Motivation

Ausgangspunkt für die Entwicklung der Holografie war eine Idee des ungarischen
Erfinders Dennis Gabor [1]. Er entwickelte den Gedanken, mit hochauflösendem
Fotofilm das Interferenzbild aufzunehmen, das entsteht, wenn eine Welle, die an
einem physischen Objekt gebeugt wurde (Objektwelle), mit einer unbeeinflussten
Welle (Referenzwelle) überlagert wird. Bei Gabor dient der Teil der Welle, der am
Objekt vorbei unbeeinflusst auf die fotosensitive Schicht gelangt, als Referenzwelle.
Nach Entwicklung des Fotofilms kann dieser wiederum mit einer unbeeinflussten
Welle beleuchtet werden. Die dabei entstehende gebeugte Welle entspricht wieder
der Objektwelle. Ziel seiner Überlegungen war es dabei nicht, die Aufnahme drei-
dimensionaler Objekte zu ermöglichen, sondern in erster Linie die Steigerung des
Auflösungsvermögens in der Elektronenstrahlmikroskopie. Für seine Methode zur
Erzeugung von Hologrammen ist stets ein physisches Objekt nötig, das als Streuer
wirkt und dessen Beugungsbild aufgenommen werden muss.

Die Idee synthetischer oder computergenerierter Hologramme hat ihren Ursprung
in der Herstellung computergenerierter Filter in der Radartechnik [2, 3]. Brown
und Lohmann entwickelten 1966 den Gedanken computergenerierter Hologramme
[4]. Ihr Ziel war dabei zunächst die zweidimensionale Filterung optischer Signale
zur schnellen Informationsverarbeitung. Die dafür verwendeten Hologramme wa-
ren nicht durch interferometrische Aufnahme eines Beugungsbildes an einem physi-
schen Objekt gegeben, sondern durch Computer-basierte Berechnung eines idealen
Beugungsbildes. Dieses ideale Interferogramm wurde in Form einer binären Mas-
ke aus hellen und dunklen Punkten umgesetzt und in die Fourierebene eines opti-
schen Systems gesetzt. Solche Hologramme, die die Helligkeit eines durchgehenden
Lichtstrahls manipulieren, werden als Amplitudenhologramme bezeichnet. Da zur
Herstellung computergenerierter Hologramme die Manipulation von Amplitude und
Phase des durchgehenden Strahls nötig ist, verwendeten Brown und Lohmann den
Ansatz der Detour-Hologramme. Ihre Hologramme setzten sich aus kleinen Apertu-
ren zusammen. Durch die Größe der Aperturen kann die Amplitude einer durchge-
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KAPITEL 1. EINLEITUNG UND MOTIVATION 2

henden Welle definiert werden. Eine leichte Verschiebung einer Apertur entspricht
einer Phasenverschiebung der gebeugten Welle. Die Herstellung und Berechnung von
Amplitudenhologrammen wurde anschließend in immer neuen Variationen weiter-
entwickelt und spielt bis in die heutige Zeit eine Rolle in der computergenerierten
Holografie [5, 6].

Wenig später wurde die Möglichkeit der Erzeugung von Phasenhologrammen
entwickelt. Lesem et al. entwickelten den Gedanken Wellen dadurch zu beeinflus-
sen, dass sie an verschiedenen Orten unterschiedliche Phasenverzögerungen einführ-
ten [7]. Derartige Hologramme nannten sie Kinoform. Kirk und Jones beschrieben
1971 die Berechnung und Herstellung von reinen Phasenhologrammen [8] in einem
Fotoresist, mit denen es möglich ist, ähnlich wie bei den Amplitudenhologrammen
von Brown und Lohmann, Amplitude und Phase einer Trägerstruktur zu kontrol-
lieren. Mit der Entwicklung der integrierten Schaltkreise in der Mikroelektronik er-
gaben sich auch für die Herstellung von computergenerierten Hologrammen immer
bessere Möglichkeiten. Gallagher et al. [9] demonstrierten z.B. 1977 computergene-
rierte Phasenhologramme auf einem Siliziumwafer. Dazu beschichteten sie einen Si-
liziumwafer mit einer Siliziumdioxidschicht und einem Fotolack. Mit einer Lithogra-
phiemaske beleuchteten sie den Fotolack strukturiert und entwickelten anschließend
den Lack chemisch. Durch das nun mögliche strukturierte Wegätzen der Glasschicht
war es möglich binäre Phasenhologramme herzustellen: Wo die Glasschicht noch
vorhanden war, wird eine eingestrahlte Welle beim doppelten Durchgang durch die
Schicht um λ/2 verzögert gegenüber den Bereichen ohne Glas. Neben der Weiter-
entwicklung der binären Phasenhologramme [10,11] wurden auch Möglichkeiten zur
Herstellung von Phasenhologrammen aufgezeigt, die mehrere Stufen der Phasenver-
zögerung zulassen. Häufig verwendete Verfahren sind die Folgenden [12]:

• Mehrstufige Herstellungsprozesse, bei denen sukzessive die verschiedenen Pha-
senstufen in mehreren Ätzschritten eingebracht werden, z. B. [13–17]

• Prozesse basierend auf Graustufenbelichtung, z. B. [18–24]

• Prozesse basierend auf Punkt-für-Punkt Strukturierung (Direktschreiben), z. B.
[25–28]

Neben Phasen- und Amplitudenhologrammen wurde eine weitere Klasse von
Hologrammen etabliert, nämlich die der Polarisationshologramme. Ihre Wirkung
beruht auf der Beeinflussung des Polarisationszustandes. Die ersten computerge-
nerierten Polarisationshologramme wurden 1976 von Nakajima et al. theoretisch
beschrieben [29] und anschließend 1977 experimentell gezeigt [30]. Eine detaillier-
te Beschreibung der Eigenschaften von Polarisationshologrammen sowie eine erste
experimentelle Demonstration von Polarisationshologrammen durch holografische
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Belichtung folgten 1984 durch Nikolova und Todorov [31]. Der Polarisationszustand
wird dadurch beeinflusst, dass die strukturierte Schicht eines Hologramms optische
Anisotropie aufweist. Das heißt, dass Lichtwellen verschiedener Schwingungsebenen
unterschiedliche Absorptionen oder Brechzahlen in der Schicht „sehen“. Die Ani-
sotropie kann dadurch entstehen, dass die Schicht aus einem anisotropen Medium
besteht [32–42] oder dadurch, dass Strukturen in die Schicht eingebracht werden,
die kleiner als die Wellenlänge des Lichts sind, mit dem sie später beleuchtet wer-
den [43–51].

Eines der Hauptanwendungsgebiete computergenerierter Hologramme und dif-
fraktiver Optiken im Allgemeinen liegt in der Laserstrahlformung [52–56]. Durch
Hologramme und diffraktive Komponenten können Strahlformen und Intensitätspro-
file erzeugt werden, die mit refraktiven Komponenten schwer oder gar nicht erzeugt
werden können [17,48,57,58]. Aufgrund der Tatsache, dass mit Hilfe von computer-
generierten Hologrammen definierte dreidimensionale Wellenfelder und damit Inten-
sitätsverteilungen erzeugt werden können, stellen computergenerierte Hologramme
einen der vielversprechendsten Ansätze zur Herstellung von 3D-Displays dar [59–62].
Ein weiteres Anwendungsfeld computergenerierter Hologramme und diffraktiver Op-
tiken liegt im Bereich der Abbildungsoptik und deren Prüfung [63–67]. Neben der
kompakten Bauform und dem geringen Gewichts bieten sie insbesondere in Kom-
bination mit refraktiven Optiken die Möglichkeit qualitativ hochwertige Objektive
und Abbildungssysteme in kompakter Form zu realisieren.

Die verschiedenen Ansätze zur Herstellung computergenerierter Hologramme
weisen spezifische Vor- und Nachteile auf. Beim Direktschreiben wird ein fokussier-
ter Strahl (Elektronen- oder Laserstrahl) relativ zur strukturierenden Oberfläche be-
wegt. Durch Variation der Strahlintensität wird die Oberfläche Punkt für Punkt ma-
nipuliert. Die Manipulation kann darauf basieren, dass eine lichtempfindliche Schicht
(Foto-Resist) in ihren Eigenschaften geändert wird, oder dass durch den Energie-
eintrag durch den Laser Material von der Oberfläche abgetragen wird (Ablation).
Direktschreibprozesse zeichnen sich durch hohe Flexibilität aus. Da dort jeder Punkt
des computergenerierten Hologramms einzeln manipuliert wird, können die Eigen-
schaften jedes hergestellten Hologramms ohne Mehraufwand innerhalb der techno-
logischen Grenzen variiert werden. Dadurch kann jedes hergestellte Hologramm an
die individuelle Aufgabe angepasst werden. Direktschreibprozesse leiden meist un-
ter dem Nachteil relativ geringer Prozessgeschwindigkeiten. Ein Schreibstrahl muss
dafür scannend über die zu strukturierende Fläche bewegt werden. Neben der Zeit
für die Strukturierung jedes abgescannten Punkts nimmt der Scanvorgang eine ge-
wisse Zeit in Anspruch. Im Falle des Direktschreibens über Laserablation kommt
dazu, dass die Prozesse, die zur Erzeugung einer Struktur verwendet werden, relativ
schwer zu kontrollieren sind. Der Ablationsprozess ist anfällig für Fehlstellen in der
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zu bearbeitenden Schicht wie etwa Mikrorisse, die als wahrscheinliche Bruchstellen
bei der Ablation in Erscheinung treten. Darüber hinaus ergibt sich in der Regel
ein relativ großer apparativer Aufwand, da recht hohe Laserleistungen nötig sind,
um Ablation durchzuführen. Im Falle des Direktschreibens in Foto-Resist, das eine
Alternative zur Ablation darstellt, besteht ein anderer Nachteil. Entweder ist nach
dem Schreibprozess ein weiterer Prozessschritt nötig (Ätzen, Entwickeln) oder das
optische Element ist mechanisch und chemisch recht instabil.

Für maskenlithographische Prozesse wird eine Maske mit Hilfe eines abbildenden
Systems auf eine fotoempfindliche Schicht abgebildet. Nach chemischer Entwicklung
der belichteten Schicht kann die Schicht selbst und das darunter liegende Material
durch chemische oder physikalische Prozesse strukturiert werden. Prozesse basierend
auf Maskenlithographie sind vor allem für diffraktive Optiken und Hologramme in
hohen Stückzahlen vorteilhaft. Nachdem eine Lithographiemaske hergestellt wurde,
kann diese zur Herstellung vieler Hologramme genutzt werden. Die Belichtung jedes
Hologramms verläuft dabei schneller als bei Direktschreibprozessen, da alle Punkte
des Hologramms gleichzeitig belichtet werden. Ein Scanvorgang ist nicht nötig. Pro-
zesse basierend auf Maskenlithographie haben den Nachteil, dass die Masken sehr
teuer in der Herstellung sind. Für Phasenhologramme mit mehreren Phasenstufen
sind entweder mehrere Masken nötig oder es muss auf Analogbelichtungsmethoden
zurückgegriffen werden. Im Falle mehrerer Masken wird die Herstellung von opti-
schen Komponenten erst rentabel, wenn sehr große Stückzahlen hergestellt werden.
Im Falle der Analogbelichtungen müssen die Umgebungsbedingungen genau gere-
gelt werden um gute Ergebnisse zu erzielen. Im Bereich der Forschung gibt es auch
Ansätze für maskenlose Lithographie [23, 68, 69], die vielversprechende Perspekti-
ven für die Herstellung computergenerierter Hologramme bieten. Allen erwähnten
lithografischen Verfahren ist aber gemeinsam, dass eine chemische Prozessierung der
belichteten Probe benötigt wird. Dies bedeutet stets einen weiteren Prozessschritt
und damit Mehrkosten in der Herstellung. Des Weiteren ist allen nasschemisch herge-
stellten Hologrammen und diffraktiven Komponenten gemeinsam, dass das Ergebnis
erst nach der nasschemischen Prozessierung zu erkennen ist. Eine Anpassung von
z.B. Belichtungsparametern ist bei der Maskenbelichtung nur dadurch möglich, dass
der gesamte Prozess wiederholt wird.

Konventionelle Hologramme beeinflussen entweder die Amplitude oder die Pha-
se einer Lichtwelle. Sollen sowohl Amplitude als auch Phase beeinflusst werden, so
kann das durch die Herstellung von zwei getrennten Hologrammen realisiert werden,
die dann entweder sehr nahe bei einander platziert werden [70] oder so, dass eines
der beiden Hologramme in der Fourierebene des anderen liegt [71, 72]. Die weitaus
gebräuchlichere Methode ist allerdings die Verwendung reiner Phasen- oder Ampli-
tudenhologramme, die unter Verwendung einer sehr feinen Carrier-Struktur (z.B.
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Subaperturen oder Gitter) und anschließender optischer Filterung (z.B. durch ein
Objektiv) Amplitude und Phase einstellen können [4,6,8,73–76]. Es existiert bisher
keine Methode zur Erzeugung von Hologrammen, die in einer einzelnen Schicht so-
wohl Phase als auch Amplitude beeinflussen und direkt für Freistrahlanwendungen
verwendet und noch dazu in einem Fabrikationsschritt hergestellt werden können

Die möglichen Anwendungsgebiete solcher Hologramme sind weit gestreut. In
aktuellen Forschungsfeldern wie der Erzeugung von beugungsinvarianten Strahlen
(Airy-Strahlen) [57, 58, 74], optischen Fallen zur Mikromanipulation [57, 77] oder 3-
dimensionaler Display-Technologie [62] könnten derartige Hologramme Verwendung
finden. Durch die unabhängige Beeinflussung von Amplitude und Phase ergeben sich
zusätzliche Freiheitsgrade beim Hologrammdesign, die zur Verbesserung der Qualität
der erzeugten Strahlen und Beugungsbilder, zur Reduktion von Speckles und zur
Bewerkstelligung neuartiger Funktionen genutzt werden können. Als Beispiele dafür
kann die Erzeugung von Airy-Strahlen und Laserstrahlen genannt werden, die einen
Drehimpuls tragen, dessen Stärke definiert eingestellt werden kann (siehe Abschnitt
4.2.2.2).

Ziel der Arbeit ist die Entwicklung von Verfahren, mit denen individualisier-
bare computergenerierte Hologramme und diffraktiv-optische Komponenten herge-
stellt werden können. Die Hologramme sollen die Möglichkeit bieten, sowohl Pha-
se als auch Amplitude des gebeugten Feldes einzustellen. Aufgrund von Vorarbei-
ten [32–34, 38, 40, 41] ist bekannt, dass durch interferometrische Belichtung Holo-
gramme in Azobenzen-basierten Polymeren hergestellt werden können. Daher wer-
den Azobenzen-basierte Polymere als Material für die Herstellung von computerge-
nerierten Hologrammen in dieser Arbeit ausgewählt.

Die interferometrische Belichtung gilt als anfällig gegenüber Störeinflüssen wie
zum Beispiel mechanischen Schwingungen. Deshalb werden zwei andere Ansätze zur
Herstellung der Hologramme verwendet: Zum einen ein Verfahren, das als Laser-
Direktschreiben bezeichnet werden kann (siehe Abschnitt 3.2.2.1), und zum anderen
eine Methode, die in die Kategorie der maskenlosen Lithographie fällt und auf der
Anwendung eines Spatial Light Modulators (SLM) beruht (siehe Abschnitt 3.2.2.2).
Das Direktschreiben bringt den Nachteil aller Direktschreibprozesse mit sich, näm-
lich die tendenziell hohe Prozesszeit. Der Vorteil liegt aber in der Flexibilität dieses
Herstellungsprozesses, da der beschriebene Bereich, also die Hologrammgröße, und
auch die Strukturgröße leicht variiert werden können.

Für das Herstellen der Hologramme mittels SLM spricht der hohe Grad an Par-
allelisierung, da etwa 2 Millionen Hologrammpunkte gleichzeitig geschrieben werden
können. Die größte Herausforderung des Verfahrens liegt aber an der gleichen Stel-
le. Will man nämlich die Zahl der Hologrammpunkte erhöhen, muss entweder ein
größerer SLM verwendet werden oder der Belichtungsprozess muss nach einer Ände-
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rung der Position des belichteten Hologramms wiederholt werden, was relativ hohen
apparativen und regelungstechnischen Aufwand bedeutet. Dennoch bringen beide
Verfahren das Potential mit, um die Herstellung individualisierter oder in kleinen
bis mittleren Stückzahlen benötigter computergenerierter Hologramme zu vereinfa-
chen.

Im Rahmen dieser Arbeit werden also Möglichkeiten aufgezeigt, wie die Herstel-
lung von computergenerierten Hologrammen und diffraktiven Optiken in Azobenzen-
Polymeren realisiert werden kann. Dazu werden zunächst die Grundlagen der Po-
larisationholografie in Kapitel 2 behandelt, also die Beschreibung der Polarisation
von Licht und die skalare Beugungstheorie. Danach werden in Kapitel 3 Metho-
den des Designs, zur Herstellung der Hologramme sowie zu deren Charakterisierung
beschrieben. Im folgenden Kapitel werden die Ergebnisse des Designs und der Be-
lichtung von Hologrammen gezeigt. Schließlich werden in Kapitel 5 die Ergebnisse
der Arbeit zusammengefasst.



Kapitel 2

Grundlagen von Polarisation und
Beugung

In diesem Kapitel wird ein Überblick über die Grundlagen der Polarisationsholo-
grafie gegeben. Dazu werden zunächst die beiden gebräuchlichen Methoden zur Be-
schreibung der Polarisation von Licht dargestellt. Anschließend werden die Grund-
lagen der skalaren Beugungstheorie erläutert, die als Modell der Lichtausbreitung
für die Holografie von entscheidender Bedeutung ist.

2.1 Beschreibung der Polarisation von Licht mit-
tels Jones-Vektoren

2.1.1 Jones-Vektoren

Um Effekte im Zusammenhang mit der Polarisation von Licht zu beschreiben, ist
es sinnvoll das Wellenmodell der elektromagnetischen Strahlung zu verwenden. Das
elektrische und magnetische Feld der Welle sind stets miteinander gekoppelt, so
dass die mathematische Beschreibung der Welle auf das elektrische Feld beschränkt
werden kann. In einem Punkt ~r = (x, y, z)T kann der elektrische Feldvektor ~E zu
einem Zeitpunkt t beschrieben werden durch (vgl. Abbildung 2.1):

~E(~r, t) = ~E0(~r) · sin(ω · t− ~k · ~r + φ0) (2.1)

Dabei beschreibt ω die Kreisfrequenz der Welle, ~k ist der Wellenvektor. Sein Betrag∣∣∣~k∣∣∣ = k = 2π/λ wird als Wellenzahl bezeichnet mit der Lichtwellenlänge λ. φ0 be-
schreibt die Phasenlage der Welle. Gleichung (2.1) beschreibt die Feldverteilung für
eine allgemeine monochromatische elektromagnetische Welle, d.h. alle drei Kompo-
nenten des elektrischen Feldes ~E können verschieden von Null sein. Zur Beschreibung
der Polarisation eignet sich der Jonesformalismus. Dieser beschränkt sich auf den

7
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Abbildung 2.1: Veranschaulichung der verwendeten Größen

Fall ebener Wellen, die in Richtung bzw. unter einem kleinen Winkel gegenüber der
z-Achse propagieren, also auf den paraxialen Fall [78]. Unter dieser Bedingung wird
die z-Komponente des elektrischen Feldes in jedem Punkt vernachlässigbar und wird
als 0 angenommen, so dass die Betrachtung auf die x- und y-Komponente des Feldes
beschränkt werden kann:

~E(~r, t) =
 Ex(~r, t)
Ey(~r, t)

 =
 Ex(~r)
Ey(~r)

 · sin(ω · t− ~k · ~r + φ0) (2.2)

Der Sinus-Term auf der rechten Seite von Gleichung (2.2) beschreibt die periodische
Modulation des elektrischen Feldes in Raum und Zeit. Der Vektor (Ex(~r), Ey(~r))T

definiert die Amplitude und die Orientierung der Schwingung in jedem Punkt und
damit die Polarisation der Welle. Der Jones-Vektor einer elektromagnetischen Welle
wird daher durch die Amplituden der x- und y-Komponente unter Vernachlässigung
der periodischen Anteile angegeben:

~Ejones =
 Ex(~r)
Ey(~r)

 =
 Ex,0(~r)
Ey,0(~r) · eiφ(~r)

 (2.3)

Die Variable φ beschreibt dabei die Phasenlage der x- gegenüber der y-Komponente.
Die Phasenlage der x-Komponente wurde ohne Beschränkung der Allgemeinheit auf
0 gesetzt. Ex und Ey sind komplexe Amplituden in x- und y-Richtung, während
Ex,0 und Ey,0 reell sind. Typischerweise wird für die Beschreibung von Polarisati-
onszuständen von vollständig polarisiertem Licht mit Hilfe von Jones-Vektoren der
Betrag des Jones-Vektors ~Ejones auf 1 normiert. In Tabelle 2.1 ist eine Übersicht über
Polarisationszustände in Jones-Notation aufgeführt. Es sei an dieser Stelle darauf
hingewiesen, dass Jones-Vektoren nur vollständig polarisierte Wellen beschreiben.
Unpolarisierte Wellen werden vom Jones-Formalismus nicht abgedeckt.
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Polarisation φ Ex,0/Ey,0 Jones-Vektor

linear n · π beliebig z.B.
(

1
0

)

links-zirkular (lzp) π/2 1 1
2

√
2
(

1
i

)

rechts-zirkular (rzp) -π/2 1 1
2

√
2
(

1
−i

)

elliptisch beliebig beliebig z.B. 1
2

√
2
(

1
eiπ/4

)

Tabelle 2.1: Übersicht Polarisationszustände

2.1.2 Jones-Matrizen

Der Jones-Formalismus bietet eine Möglichkeit, die Wirkung polarisationsoptischer
Schichten und Bauteile auf elektromagnetische Wellen zu beschreiben, sofern die-
se monochromatisch und vollständig polarisiert sind. Dazu wird einem optischen
Bauteil eine Transformationsmatrix (Jones-Matrix) zugeordnet, die als 2x2-Matrix
angegeben wird. Da im Folgenden ausschließlich optische Komponenten mit linearer
Doppelbrechung von Bedeutung sind, bei denen die Hauptachsen der Doppelbre-
chung senkrecht zueinander stehen, wird die Betrachtung auf diese Elemente be-
schränkt. Fallen die Hauptachsen eines solchen optischen Elements mit den Koordi-
natenachsen in x- und y-Richtung zusammen (Achslage), kann jenes durch folgende
Jones-Matrix beschrieben werden:

T0 =
 eax · e−i δ2 0

0 eay · ei δ2

 (2.4)

Dabei beschreiben die Größen ax und ay die Absorption des Bauteils für die x- und
y-Komponente einer elektromagnetischen Welle. Die Variable δ steht für die Pha-
senverzögerung, die das optische Bauteil der y-Komponente einer Welle gegenüber
deren x-Komponente aufprägt. Optische Elemente und Schichten, die eine solche
Phasenverzögerung zwischen den Komponenten hervorrufen, heißen doppelbrechend.
Sie weisen für elektromagnetische Wellen, die parallel zur x-Achse schwingen, eine
andere Brechzahl auf als für solche, die parallel zur y-Achse schwingen. Der Unter-
schied ∆n zwischen den beiden Brechzahlen und die Dicke d des doppelbrechenden
Materials definieren diese Phasenverzögerung für eine gegebene Wellenlänge λ:

δ = 2π
λ
d∆n (2.5)

Durch Multiplikation mit einer Rotationsmatrix um die z-Achse kann die Jones-
Matrix eines allgemeinen linearen Polarisationselements, das um den Winkel ρ aus
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der Achslage gedreht wurde, angegeben werden [31,78,79]:

T = D−1
ρ × T0 ×Dρ =

=
 A cos2(ρ) +B sin2(ρ) (A−B)(sin(ρ) cos(ρ))

(A−B)(sin(ρ) cos(ρ)) A sin2(ρ) +B cos2(ρ)

 (2.6)

mit :

A = eax · e−i
δ
2 ;

B = eay · ei
δ
2 ;

Die Matrizen Dρ und D−1
ρ bezeichnen dabei Drehmatrizen, die das Koordinatensys-

tem um eine Winkel ρ bzw. −ρ drehen:

Dρ =
 cos(ρ) − sin(ρ)

sin(ρ) cos(ρ)


D−1
ρ =

 cos(ρ) sin(ρ)
− sin(ρ) cos(ρ)

 (2.7)

Da Jones-Vektoren nur vollständig polarisiertes Licht beschreiben, können Depola-
risationseffekte durch Jones-Matrizen nicht behandelt werden. Für diese Fälle muss
auf Stokes-Vektoren und Müller-Matrizen zurückgegriffen werden (siehe Abschnitt
2.2).

Häufig verwendete polarisationsoptische Komponenten sind Linearpolarisatoren,
λ/2-Plättchen und λ/4-Plättchen. Die zugehörigen Jones-Matrizen sind in Tabelle
2.2 aufgeführt. Die Beeinflussung des Polarisationszustandes einer elektromagne-

Komponente A B Jones-Matrix

λ/4-Plättchen 1 i
(

cos2(ρ) + i sin2(ρ) (1− i) cos(ρ) sin(ρ)
(1− i) cos(ρ) sin(ρ) sin2(ρ) + i cos2(ρ)

)

λ/2-Plättchen 1 -1
(

cos2(ρ)− sin2(ρ) 2 cos(ρ) sin(ρ)
2 cos(ρ) sin(ρ) sin2(ρ)− cos2(ρ)

)

Linearpolarisator 1 0
(

cos2(ρ) cos(ρ) sin(ρ)
cos(ρ) sin(ρ) sin2(ρ)

)

Tabelle 2.2: Jones-Matrizen häufig verwendeter Polarisationskomponenten
(ρ: Drehlage der Hauptachsen der Komponente)

tischen Welle durch ein polarisationsoptisches Element kann durch eine Matrix-
multiplikation der Jones-Matrix T und dem Jones-Vektor der einfallenden Welle
~E berechnet werden. Im Folgenden wird die Wirkung für diese Arbeit wichtiger
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polarisationsoptischer Komponenten näher behandelt.

2.1.3 Zirkular polarisierte Welle und allgemeine Verzöge-
rungsplatte

Verzögerungsplättchen können typischerweise als absorptionsarm angenommen wer-
den, d.h. ax und ay sind etwa 0. Die Verzögerungsplatte soll nun mit links-zirkular
polarisiertem (lzp) Licht bestrahlt werden. Die Behandlung rechts-zirkular polari-
sierten (rzp) Lichts erfolgt analog. Der Polarisationszustand des Lichts nach Durch-
laufen des Verzögerungsplättchens kann beschrieben werden durch eine Matrixmul-
tiplikation:

Eout =
 cos2(ρ)− eiδ sin2(ρ)

(
1− eiδ

)
cos(ρ) sin(ρ)(

1− eiδ
)

cos(ρ) sin(ρ) sin2(ρ)− eiδ cos2(ρ)

 · 1
2
√

2
 1
i

 (2.8)

Ausmultiplizieren und algebraische sowie trigonometrische Umformung liefert [80]:

Eout = 1
2
√

2 cos (δ/2)
 1
i

+ 1
2
√

2 sin (δ/2) · ei(2ρ+π/2)

 1
−i

 (2.9)

Auf der rechten Seite von (2.9) steht die Jonesschreibweise der Superposition zweier
Wellen unterschiedlicher Polarisation, nämlich einer links- und einer rechts-zirkular
polarisierten. Die Phasenverzögerung δ durch die Doppelbrechung definiert dabei
das Verhältnis der Amplituden der beiden Polarisationen zueinander. Der lzp An-
teil, also der Anteil, der die gleiche Polarisation hat wie die einfallende Welle, ist
proportional zu cos(δ/2), während der rzp Anteil proportional zu sin(δ/2) ist. Das
heißt, die Beträge der beiden Anteile können über die Stärke δ der Doppelbrechung
eingestellt werden. Der rzp Anteil des transmittierten Feldes weist zudem eine Pha-
senverschiebung auf, die proportional zu 2ρ ist [81]. Der lzp Anteil zeigt kein entspre-
chendes Verhalten. D. h. der Teil der transmittierten Strahlung, der orthogonal zur
eingehenden Strahlung polarisiert ist, wird durch Drehung des Verzögerungsplätt-
chens phasenverschoben. Die Phase des Anteils, der die gleiche Polarisation wie der
eingehende Strahl hat, ist dagegen unabhängig von der Drehlage des Plättchens.
Die Möglichkeit, durch die Drehung eines Verzögerungsplättchens einer Welle eine
Phasenverzögerung aufzuprägen, wurde erstmal 1956 von S. Pancharatnam aufge-
zeigt [82].
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2.1.4 Erweiterung auf allgemeine, vollständig polarisierte
Strahlung und allgemeine Verzögerungsplatte

Jede vollständig polarisierte Welle lässt sich als Überlagerung aus links- und rechts-
zirkularer Polarisation darstellen, da rzp und lzp Wellen orthogonal zu einander sind
(Skalarprodukt = 0). Der allgemeine Jones-Vektor nach Gleichung 2.3 kann damit
zerlegt werden in: Ex(~r)

Ey(~r)

 =
 Ex,0(~r)
Ey,0(~r) · eiφ(~r)

 = a1 · ~J1 + a2 · ~J2 (2.10)

Dabei wurden folgende Abkürzungen für die Einheitsvektoren J1 und J2 der zirkular-
polarisierten Basis sowie deren Vorfaktoren a1 und a2 eingeführt:

~J1 = 1
2
√

2
 1
i

 ;

~J2 = 1
2
√

2
 1
−i

 ;

a1 = 1
2
√

2
(
Ex,0(~r)− i · Ey,0(~r)eiφ(~r)

)
; (2.11)

a2 = 1
2
√

2
(
Ex,0(~r) + i · Ey,0(~r)eiφ(~r)

)
;

Die Wirkung eines allgemeinen Verzögerers auf eine normierte lzp Welle wurde in
Abschnitt 2.1.3 behandelt. Die Wirkung auf den lzp Anteil der allgemeinen vollstän-
dig polarisierten Welle ist damit durch die Multiplikation von a1 mit dem Ergebnis
aus 2.9 gegeben. Analog lässt sich auch die Wirkung des Verzögerers auf den rzp
Anteil angeben:

Eout,2 = a2 ·
[
~J2 cos

(
δ

2

)
+ ~J1 sin

(
δ

2

)
· e−i(2ρ+π

2 )
]

(2.12)

Die Superposition der beiden elektrischen Felder, die beim Durchgang des lzp-Anteils
und des rzp-Anteils durch den allgemeinen Verzögerer jeweils resultieren, liefert das
gesamte Feld nach Durchgang durch den Verzögerer:

Eout,allg = a1 ·
[
~J1 cos

(
δ

2

)
+ ~J2 sin

(
δ

2

)
· ei(2ρ+π

2 )
]

+

+ a2 ·
[
~J2 cos

(
δ

2

)
+ ~J1 sin

(
δ

2

)
· e−i(2ρ+π

2 )
]

(2.13)
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Dies lässt sich schreiben als:

Eout,allg = cos
(
δ

2

)
·
[
a1 ~J1 + a2 ~J2

]
+

+ a1 ~J2 sin
(
δ

2

)
· ei(2ρ+π

2 )+ (2.14)

+ a2 ~J1 sin
(
δ

2

)
· e−i(2ρ+π

2 )

Das resultierende Feld besteht also im Allgemeinen aus drei unterschiedlich polari-
sierten Komponenten. Der Summand in Zeile 1 von Gleichung (2.14) hat die gleiche
Polarisation wie die einfallende Welle, vgl. Gleichung (2.10). Sein Betrag ist pro-
portional zu cos(δ/2), während seine Phasenlage unabhängig von den Eigenschaften
des allgemeinen Verzögerers ist. Die Beträge der beiden weiteren Summanden sind
dagegen proportional zu sin(δ/2). Sie besitzen rechts- bzw. linkszirkulare Polarisati-
on. Ihre Phasenlage wird gegeben durch die Drehlage des allgemeinen Verzögerers.
Dabei ist die Phase des rzp Anteils proportional zu 2ρ, während die Phase des lzp
Anteils durch −2ρ gegeben wird.

Im Vorgriff auf die im Abschnitt 2.3 erläuterte Anwendung von doppelbrechenden
Strukturen als Polarisationshologramme kann Gleichung (2.14) damit in Analogie
zur klassischen Holografie (siehe z. B. [83]) als die Überlagerung von +1., -1. und
0. Beugungsordnung interpretiert werden. Der erste Summand entspricht einer 0.
Beugungsordnung, da die Phasenlage dieses Anteils unabhängig vom Polarisations-
hologramm ist. Die beiden weiteren Anteile können aufgrund der entgegengesetzten
Vorzeichen der Phasenwerte im Exponenten als +1. und -1. Beugungsordnung in-
terpretiert werden.

2.1.5 Zirkular polarisierte Wellen und Halbwellen-Plättchen

Ein Spezialfall der obigen Überlegungen, der in der Polarisationsholografie eine
hervorgehobene Rolle spielt, ist die Beleuchtung eines λ/2-Plättchens mit zirkular-
polarisiertem Licht. Führt man δ = π ein, so wird in Gleichung (2.9) cos(δ/2) zu
Null, während sin(δ/2) zu Eins wird. Es ergibt sich also:

Eout = 1
2
√

2
 1
−i

 ei·(2ρ+π
2 ) (2.15)

Unter den gegebenen Bedingungen verschwindet der lzp Anteil der transmittierten
Welle. Die gesamte eingestrahlte Welle wird in eine Welle orthogonaler Polarisation
transformiert. Die Phasenlage der entstehenden Welle wird durch den Drehwinkel ρ
der λ/2-Platte festgelegt.
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Eine anschauliche Erklärung für das Verhalten elektromagnetischer Wellen beim
Durchgang durch polarisationsoptische Bauteile und Schichten ist mit Hilfe von
Vektordiagrammen möglich. In Abbildung 2.2 sind solche Vektordiagramme für ver-
schiedene Zeitpunkte während der Schwingung eines elektrischen Feldes in einem
Beobachtungspunkt dargestellt [84]. Da die Annahme getroffen wurde, dass die z-
Komponente des elektrischen Feldes vernachlässigbar ist, kann die Betrachtung auf
die x-y-Ebene beschränkt werden. Die einfallende lzp Welle wird dabei durch einen
Vektor dargestellt, der um die z-Achse gegen den Uhrzeigersinn rotiert. Die Dop-
pelbrechung des polarisationsoptischen Bauteils wird üblicherweise durch eine Ellip-
se dargestellt. Die kurze Halbachse der Ellipse symbolisiert dabei die sog. schnelle
Achse der Doppelbrechung. D.h. linear polarisierte Wellen, in deren Schwingungs-
ebene diese Achse liegt, sehen die kleinste Brechzahl im optischen Bauteil. In Ab-

Abbildung 2.2: Vektordiagramme zur Veranschaulichung der Wirkung einer λ/2-
Platte auf eine lzp-Welle. Obere Zeile: λ/2-Platte unter 0◦-Drehwinkel. Untere Zeile:
λ/2-Platte unter 45◦-Drehwinkel.

bildung 2.2 ist in der oberen Zeile die Wirkung einer λ/2-Platte, deren schnelle
Achse mit der x-Achse des Koordinatensystems zusammenfällt, auf eine lzp Welle
dargestellt. Das elektrische Feld der einfallenden Welle ist als grüner gestrichelter
Vektor abgebildet. Für die vier dargestellten Zeitpunkte (von links nach rechts)
t = 0, t = T/16, t = T/8 und t = 3T/16 rotiert der einfallende Vektor um je π/8
im Gegenuhrzeigersinn. T=1/f steht dabei für die Schwingungsperiode der Welle.
Die Wirkung des λ/2-Plättchens entspricht in dieser Darstellung einer Spiegelung
des elektrischen Feldes an der schnellen Achse der Doppelbrechung. D.h. das E-Feld
der resultierenden Welle, symbolisiert durch den roten Vektor, nach Durchlaufen des
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λ/2-Plättchens liegt zu jedem Zeitpunkt achsensymmetrisch zum E-Feld der einlau-
fenden Welle. Die schnelle Achse des λ/2-Plättchens legt dabei die Symmetrieachse
fest. Dies hat zur Folge, dass das resultierende Feld ebenfalls eine zirkular-polarisierte
Welle beschreibt, der Rotationssinn sich aber umgekehrt hat: Die resultierende Welle
ist rechts-zirkular polarisiert.

In der unteren Zeile von Abbildung 2.2 ist die Wirkung einer um ρ = 45◦ ge-
drehten λ/2-Platte auf eine wiederum lzp Welle dargestellt. Auch hier wird zu jedem
Zeitpunkt der E-Feld-Vektor der einfallenden Welle an der schnellen Achse des λ/2-
Plättchens gespiegelt. Dies hat wiederum zur Folge, dass die resultierende Welle
rechts-zirkular polarisiert ist. Im Vergleich zum resultierenden Feld im vorher be-
schriebenen Fall (obere Zeile) ist das E-Feld aber stets um einen Winkel von 2 ρ
= 90◦ gedreht. Der resultierende E-Feld-Vektor der unteren Zeile läuft dem Vektor
der oberen Zeile also stets um 2ρ hinterher. Dies entspricht einer Phasenverschie-
bung von 2ρ, die durch die Drehung des λ/2-Plättchens entstanden ist, und erklärt
anschaulich das Ergebnis aus Gleichung (2.15).

2.2 Beschreibung der Polarisation von Licht mit-
tels Stokes-Vektoren und Müller-Matrizen

2.2.1 Stokes-Vektoren

Eine weitere gebräuchliche Form zur mathematischen Behandlung des Polarisati-
onszustandes elektromagnetischer Strahlung basiert auf den sogenannten Stokes-
Vektoren. Stokes-Vektoren sind Vektoren bestehend aus vier Komponenten. Jede der
vier Komponenten kann als Differenz oder Summe direkt aus Intensitätsmessungen
bestimmt werden [85]. Im Folgenden wird der Übergang von der Beschreibung der
Polarisation mit Jones-Vektoren zur Beschreibung mit Stokes-Vektoren beschrieben.

Ausgangspunkt der Überlegungen dazu ist die Tatsache, dass die Kurve, auf
der sich die Spitze des elektrischen Feld-Vektors einer monochromatischen ebenen
Welle in einer x-y-Ebene bewegt, im Allgemeinen eine Ellipse beschreibt [78]. Lineare
und zirkulare Polarisation können als Sonderfälle in dieser Betrachtung angesehen
werden. Die Gleichung dieser Ellipse kann aus Gleichung (2.2) angegeben werden
zu:

〈E2
x (~r, t)〉
E2
x,0 (~r) +

〈
E2
y (~r, t)

〉
E2
y,0 (~r) − 2〈Ex (~r, t)〉

Ex,0 (~r)
〈Ey (~r, t)〉
Ey,0 (~r) cos θ = sin2(θ) (2.16)

Dabei steht θ für die Drehlage der Polarisationsellipse. 〈X(t)〉 bedeutet das zeitliche
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Mittel einer Größe X(t):

〈X(t)〉 = lim
t→∞

 t∫
0

X(t) dt
 (2.17)

Die zeitlichen Mittelwerte der periodischen Funktionen in (2.16) können analytisch
bestimmt werden als:

〈
E2
x (~r, t)

〉
= 1

2E
2
x,0 (~r) (2.18)〈

E2
y (~r, t)

〉
= 1

2E
2
y,0 (~r) (2.19)

〈Ex(~r, t) · Ey(~r, t)〉 = cos(θ) (2.20)

Nach einer Erweiterung mit 4E2
x,0E

2
y,0 und Umformung erhält man:

(E2
x,0 + E2

y,0)2 − (E2
x,0 − E2

y,0)2 − (2Ex,0Ey,0 cos(θ))2 = (2Ex,0Ey,0 sin(θ))2 (2.21)

Die Beträge der Summanden aus Gleichung (2.21) werden als Stokes-Parameter S0

bis S3 bezeichnet:

S0 = E2
x,0 + E2

y,0 (2.22)

S1 = E2
x,0 − E2

y,0 (2.23)

S2 = 2Ex,0Ey,0 cos(θ) (2.24)

S3 = 2Ex,0Ey,0 sin(θ) (2.25)

Die Stokes-Parameter können direkt als Summe und Differenzen von Intensitätsmes-
sungen bestimmt werden und lassen sich messtechnisch somit häufig leichter erfassen
als die Jones-Parameter. Für vollständig polarisierte Strahlung gilt, dass die Glei-

linear in x linear in y linear unter 45◦ links-zirkular rechts-zirkular
1
1
0
0




1
−1
0
0




1
0
1
0




1
0
0
−1




1
0
0
1


Tabelle 2.3: Stokes-Vektoren wichtiger Polarisationszustände

chung S2
1 + S2

2 + S2
3 = S2

0 erfüllt ist. Im Gegensatz zu den Jones-Parametern lassen
sich auch partiell polarisierte Wellen beschreiben. Es gilt dann im allgemeinen Fall:

S2
1 + S2

2 + S2
3 ≤ S2

0 (2.26)

Eine Auflistung häufig auftretender Polarisationszustände in Stokes-Darstellung ist
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in Tabelle 2.3 zu finden.

2.2.2 Müller-Matrizen

Zur Beschreibung der Interaktion von (u. U. partiell) polarisierten Wellen mit po-
larisationsoptisch wirksamen Schichten und Bauteilen können Müller-Matrizen ver-
wendet werden. In ähnlicher Weise wie bei der Beschreibung mittels Jones-Vektoren
und -Matrizen (Abschnitte 2.1.1 und 2.1.2) wird das polarisationsoptische Bauteil
durch eine Matrix dargestellt. Die Wirkung des Bauteils auf eine einfallende Welle
kann durch eine Matrix-Vektor-Multiplikation berechnet werden. Müller-Matrizen
sind 4x4-Matrizen. Da die Stokes-Parameter auch partiell polarisierte Strahlung be-
schreiben können, ergibt sich die Möglichkeit, auch Depolarisationseffekte zu model-
lieren.

Zur Beschreibung von Polarisationshologrammen wird typischerweise der Jones-
Formalismus und nicht der Stokes-Formalismus verwendet. Jedoch lässt sich die
Beschreibung messtechnischer Aufbauten zur Bestimmung von Polarisationszustän-
den und der polarisationsoptischen Funktion von Bauteilen und Schichten durch die
Verwendung des Stokes-Formalismus häufig vereinfachen, da die einzelnen Stokes-
Parameter direkt durch Intensitätsmessungen bestimmt werden können. Unter Ver-
nachlässigung von Depolarisationseffekten ist eine Umrechnung der Jones- in Müller-
Matrizen und umgekehrt möglich. Die Müller-Matrix des allgemeinen linearen Re-
tarders nach Gleichung (2.6) ergibt sich zu [85]:

M =


1 0 0 0
0 cos2( δ2) + cos(4ρ) sin2( δ2) sin2( δ2) sin(4ρ) − sin(δ) sin(2ρ)
0 sin2( δ2) sin(4ρ) cos2( δ2)− cos(4ρ) sin2( δ2) cos(2ρ) sin(δ)
0 sin(δ) sin(2ρ) − cos(2ρ) sin(δ) cos(δ)


(2.27)

2.3 Beschreibung der Beugung
elektromagnetischer Strahlung

2.3.1 Skalare Beugungstheorie im Zusammenhang mit Po-
larisationholografie

Die Basis für computergenerierte Hologramme ist die Nachbildung der Lichtausbrei-
tung im Computer. Dazu ist es nötig, die tatsächliche Lichtausbreitung möglichst
so vereinfacht zu repräsentieren, dass die Berechnung in überschaubarer Zeit von ei-
nem Computer durchgeführt, das Verhalten der Lichtwellen aber hinreichend genau
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simuliert wird. Ein bewährtes Grundgerüst stellt dabei die skalare Beugungstheo-
rie dar [78, 86]. Dabei erscheint die Verbindung zwischen skalarer Beugungstheorie
und Polarisationholografie zunächst widersprüchlich. Die Voraussetzung der skalaren
Beugungstheorie ist schließlich die Annahme, dass die Polarisation einer Lichtwel-
le vernachlässigt wird, während die Wirkung von Polarisationshologrammen gerade
in der Beeinflussung der Polarisation besteht. Gelöst wird dieser Widerspruch da-
durch, dass die skalare Beugungstheorie nur im Volumen außerhalb des Polarisati-
onshologramms angewendet wird. Unter der Bedingung, dass das Volumen außerhalb
des Polarisationshologramms isotrop ist, können orthogonal zueinander polarisier-
te Komponenten einer Welle getrennt voneinander als skalare Größen betrachtet
werden. Ein Polarisationshologramm, das üblicherweise als räumlich veränderliches
Verzögerungsplättchen behandelt wird [31,46,51,79], zerlegt eine beliebig polarisier-
te Welle gemäß Gleichung (2.14) in links- und rechts-zirkular polarisierte Anteile.
Jede dieser Komponenten kann als skalare Größe behandelt werden, so dass die
skalare Beugungstheorie angewendet werden kann.

2.3.2 Skalare Beugung in Fresnel- und Fraunhofernäherung

Ausgangspunkt der skalaren Beugungstheorie ist das Huygens-Fresnel’sche Prin-
zip [87–89]. Es besagt, dass jeder Punkt im Raum, der von einer Welle erfasst wird
als Ausgangspunkt einer neuen kugelförmigen Welle betrachtet werden kann. Bei
Vernachlässigung der zeitabhängigen Anteile der Kugelwelle ähnlich wie bereits im
Abschnitt 2.1.1 erläutert, aber unter Berücksichtigung der räumlich periodischen An-
teile, wird die komplexe Amplitude u(~r) einer solchen Kugelwelle angegeben durch:

u (~r) = u0 (~r0) eiφ(~r0)

|~r − ~r0|
eik|~r−~r0| (2.28)

Die Größe ~r0 ist der Vektor, der zum Ausgangspunkt der neuen Kugelwelle zeigt
(Abb. 2.3). u0 steht dabei für den (reellwertigen) Betrag der skalaren Welle, die von
diesem Punkt ausgeht, φ bezeichnet deren Phasenlage. Das Produkt u0 (~r0) eiφ(~r0)

wird häufig als komplexe Amplitude im Punkt ~r0 bezeichnet. Die Größe k = 2π/λ
ist wiederum die Wellenzahl der einlaufenden Welle.

Ziel der Betrachtung der skalaren Beugung ist es nun ausgehend von einer be-
kannten komplexen Amplitudenverteilung in einer Ebene z = z0 die komplexe Am-
plitudenverteilung in einer dazu parallelen Ebene z = z′ zu bestimmen. Jedes Flä-
chenelement dA um den Punkt ~r0 = (x0, y0, z0) in der Ebene z = z0 liefert zur
komplexen Amplitude in einem Punkt ~r′ = (x′, y′, z′) den Beitrag:

du(x′, y′, x0, y) =
u0(x0, y0)eiφ(x0,y0)∣∣∣~r′ − ~r0

∣∣∣ eik|~r′−~r0|
 ik cos(α)dA (2.29)
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Abbildung 2.3: Veranschaulichung der Koordinaten zur Betrachtung der skalaren
Beugung

Der Winkel α ist dabei der Winkel zwischen der z-Achse und dem Vektor ~r′ − ~r0.
Er wird auch als Richtungscosinus bezeichnet. Da die Flächennormale der Elemen-
tarwelle ausgehend vom Punkt ~r0 und die Ebene z = z′ den Winkel α einschließen,
verteilt sich die Energie der Elementarwelle auf eine größere Fläche. Die dadurch be-
dingte Reduktion des Betrags der komplexen Amplitude pro Fläche ist proportional
zu cosα.

Auf den Punkt ~r′ = (x′, y′, z′) trifft nicht nur diese eine Elementarwelle, sondern
unendlich viele Elementarwellen aus der Ebene z = z0. Diese überlagern sich dort
zur Gesamtamplitude. Durch Superposition, d.h. Integration aller Elementarwellen
kann die Gesamtamplitude u′(~r′) = u′(x′, y′) angegeben werden:

u′(x′, y′) =
∞∫
−∞

∞∫
−∞

du(x′, y′, x0, y0) dx0dy0

=
∞∫
−∞

∞∫
−∞

u0(x0, y0)eiφ(x0,y0)∣∣∣~r′ − ~r0

∣∣∣ eik|~r′−~r0|
 ik cos(α)dx0dy0 (2.30)

=
∞∫
−∞

∞∫
−∞

u0(x0, y0)eiφ(x0,y0) eik
√

(x′−x0)2+(y′−y0)2+(z′−z0)2√
(x′ − x0)2 + (y′ − y0)2 + (z′ − z0)2

ik cos(α)dx0dy0

Gleichung (2.30) ist eine Form des Kirchhoff´schen Beugungsintegrals in kartesi-
schen Koordinaten. Die Integration kann auf einen endlichen Bereich der Ebene
z = z0 begrenzt werden, wenn nur in diesem Bereich die komplexe Amplitude der
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einlaufenden Welle Beiträge zur Gesamtamplitude in (x′, y′, z′) liefert. Dann gilt:

u′(x′, y′) =
ym∫
−ym

xm∫
−xm

u0(x0, y0)eiφ(x0,y0)

eik
√

(x′−x0)2+(y′−y0)2+(z′−z0)2√
(x′ − x0)2 + (y′ − y0)2 + (z′ − z0)2

ik cos(α)dx0dy0 (2.31)

Eine geschlossene Integration des Kirchhoff’schen Beugungsintegrals in allgemei-
ner Form ist nicht möglich. Aus diesem Grund werden häufig Näherungen des In-
tegranden eingeführt. Dazu werden die verwendeten Wurzelausdrücke in eine Reihe
entwickelt:

√
(x′ − x0)2 + (y′ − y0)2 + (z′ − z0)2 =

= (z′ − z0)

√√√√(x′ − x0)2 + (y′ − y0)2

(z′ − z0)2 + 1 ≈ (2.32)

= (z′ − z0)(1 + (x′ − x0)2 + (y′ − y0)2

2(z′ − z0)2 + ...)

Um die Reihenentwicklung nach wenigen Gliedern abbrechen zu können, ist es nötig
sich auf den sogenannten paraxialen Fall zu beschränken. Paraxial heißt, dass die
Annahme getroffen wird, dass die Lichtausbreitung nur in einem engen Bereich um
die z-Achse des Koordinatensystems betrachtet wird und der Abstand (z′ − z0)
groß ist im Vergleich zu den lateralen Ausdehnungen des Wellenfeldes in x- und
y-Richtung. Nach Goodman [86] ist die Bedingung für Gültigkeit der folgenden
paraxialen Näherungen erfüllt, wenn gilt:

(z′ − z0)3 >
π
(√

x2
m + y2

m

√
x′2m + y′2m

)4

4λ (2.33)

Dabei stehen xm und ym für die maximale Ausdehnung des Bereichs in der Ebene,
von der die Elementarwellen ausgehen, in x- und y-Richtung. x′m und y′m beschreiben
die Dimensionen des Bereichs der Beobachtungsebene z = z′, in dem die Überlage-
rung der Elementarwellen betrachtet wird. Für reale Beugungsprobleme, in denen
die komplexen Amplitudenverteilungen in der x-y- Ebene langsam im Vergleich zur
Wellenlänge variieren, können die folgenden paraxialen Näherungen auch für kleinere
Abstände z′ − z0 verwendet werden.

Sind die Bedingungen des paraxialen Bereichs erfüllt, können die Wurzelaus-
drücke aus (2.31) durch die Reihenentwicklung nach (2.32) ersetzt werden, die dann
nach wenigen Summanden abgebrochen werden kann. Da der Integrand unter den ge-
gebenen Bedingungen nur langsam mit dem Wurzelausdruck im Nenner des Bruchs
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im Integral in Gleichung (2.31) variiert, kann dort die Reihenentwicklung nach dem
ersten Glied abgebrochen werden:

√
(x′ − x0)2 + (y′ − y0)2 + (z′ − z0)2 ≈ z′ − z0 (2.34)

Die komplexe Exponential-Funktion durchläuft ihren gesamten Wertebereich schon
dann, wenn x und y so groß sind wie die Wellenlänge des Lichts, also noch sehr klein.
Da aber auch größere x- und y-Werte zugelassen werden sollen, muss eine genauere
Abschätzung getroffen werden. Daher wird dort die Reihenentwicklung erst nach
dem zweiten Summanden abgebrochen:

√
(x′ − x0)2 + (y′ − y0)2 + (z′ − z0)2 ≈

≈ (z′ − z0)(1 + (x′ − x0)2 + (y′ − y0)2

2(z′ − z0)2 ) (2.35)

Unter der Annahme, dass z2 >> x2 + y2 gilt, wird dazu der Winkel α klein. Der
cos(α) kann damit näherungsweise als 1 angenommen werden.

Setzt man diese Näherungen in Gleichung (2.31) ein, so ergibt sich die Fresnelnä-
herung des Kirchhoff’schen Beugungsintegrals:

u′(x′, y′) ≈ ikeik(z′−z0)

z′ − z0

ym∫
−ym

xm∫
−xm

u0(x0, y0)eiφ(x0,y0)e
ik

(x′−x0)2+(y′−y0)2

2(z′−z0) dx0dy0 (2.36)

Anschaulich betrachtet ist die Fresnelnäherung des Kirchhoff’schen Beugungsinte-
grals darin zu sehen, dass die kugelförmigen Elementarwellen durch parabelförmige
Wellen approximiert werden. Diese Näherung spielt für die Berechnung der Beugung
für mittlere Abstände z′−z0 eine wichtige Rolle. Das Integral nach Gleichung (2.36)
wird auch als Fresneltransformation der komplexen Amplitude u(x0, y0)eiφ(x0,y0) be-
zeichnet.

Befindet sich die Beobachtungsebene z = z′ noch weiter von der Ausgangsebene
der Elementarwellen entfernt, so kann das obige Integral durch weitere Näherung
noch vereinfacht werden. Dazu wird der Exponent im Integral zunächst ausmulti-
pliziert:

u′(x′, y′) ≈ ikeik(z′−z0)

z′ − z0

ym∫
−ym

xm∫
−xm

u0(x0, y0)eiφ(x0,y0)e
ik

(x′2−2x′x0+x2
0)+(y′2−2y′y0+y2

0)
2(z′−z0) dx0dy0

= ikeik(z′−z0)

z′ − z0
e
ik x
′2+y′2

2(z′−z0)

ym∫
−ym

xm∫
−xm

u0(x0, y0)eiφ(x0,y0)e
ik

x2
0+y2

0
2(z′−z0) e

ik
x′x0+y′y0

(z′−z0) dx0dy0

(2.37)



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN VON POLARISATION UND BEUGUNG 22

Nimmt man nun an, dass der Abstand z′ − z0 sehr viel größer ist als der Radius
des Bereichs der Ebene z = 0, in dem die Amplituden u nennenswerte Beiträge
zur Gesamtamplitude liefern, so kann auch die Reihenentwicklung der Wurzel im
Exponentialterm des Integranden nach dem ersten Glied abgebrochen werden. Es
folgt:

e
ik[x2

0+y2
0]

2(z′−z0) ≈ 1 = konst. (2.38)

Streng genommen ist diese Näherung erst erfüllt, wenn (z′ − z0) unendlich groß ist.
Dadurch nimmt Gleichung (2.37) die Form einer Fouriertransformation der komple-
xen Amplitude, die in der Ebene z = 0 vorliegt, an:

u′(x′, y′) ≈ ikeik(z′−z0)

z′ − z0
e
ik x
′2+y′2

2(z′−z0)

ym∫
−ym

xm∫
xm

u0(x0, y0)eiφ(x0,y0)e
ik
x′x0+y′y0

(z′−z0) dx0dy0 =

= ikeik(z′−z0)

z′ − z0
e
ik x
′2+y′2

2(z′−z0) F
[
u0(x0, y0)eiφ(x0,y0)

]
(2.39)

F [] steht dabei für die Fouriertransformation. Für sehr große - eigentlich unend-
lich große - Entfernungen zwischen Beobachtungsebene und der Ebene, aus der die
Elementarwellen hervorgehen, kann die Amplitudenverteilung also durch eine Fou-
riertransformation angenähert werden. Die großen Abstände können experimentell
häufig dadurch erzielt werden, dass eine Linse so platziert wird, dass die Ebene
z = z0 zusammenfällt mit deren objektseitiger Brennebene, so dass die Ebene z = z0

nach Unendlich abgebildet wird und damit sehr weit entfernt von einer bildseitigen
Beobachtungsebenen z = z′ erscheint.

Die Näherungen nach Fresnel und Fraunhofer bilden einen Ansatz zur Verein-
fachung des Kirchhoff’schen Beugungsintegrals nach Gleichung (2.31). Ein anderer
Ansatz besteht darin das Beugungsintegral als die Faltung aus zwei komplexwertigen
Funktionen aufzufassen. Dazu wird wiederum der Richtungscosinus cosα vernach-
lässigt:

u′(x′, y′) ≈
ym∫
−ym

xm∫
−xm

u0(x0, y0)eiφ(x0,y0) eik
√

(x′−x0)2+(y′−y0)2+(z′−z0)2√
(x′ − x0)2 + (y′ − y0)2 + (z′ − z0)2

ikdx0dy0

(2.40)
Diese Gleichung stellt ein Integral über das Produkt zweier Funktionen dar, nämlich
der komplexen Amplitude u(x0, y0)eiφ(x0,y0) in der Ebene z=0 und der Funktion:

hz′−z0(x0, y0, x
′, y′) = eik

√
(x′−x0)2+(y′−y0)2+(z′−z0)2√

(x′ − x0)2 + (y′ − y0)2 + (z′ − z0)2
(2.41)

Dadurch, dass die Funktion h eigentlich eine Funktion der Abstände (x′ − x0) und
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(y′ − y0) ist und über alle x0, y0 integriert wird, kann das genannte Integral als
Faltung interpretiert werden:

u′(x′, y′) =
[
u0(x0, y0)eiφ(x0,y0)

]
⊗ hz′−z0(x0, y0) (2.42)

Der Operator ⊗ bezeichnet die Faltungsoperation. Die Faltung lässt sich effizient im
Fourier-Raum berechnen (siehe auch Abschnitt 2.3.4). Mit Hilfe des Faltungstheo-
rems geht diese über in ein Produkt im Fourierraum [86]

u′(x′, y′) =
[
u0(x0, y0)eiφ(x0,y0)

]
⊗ hz′−z0(x0, y0) =

= F−1
[
F
[
u(x0, y0)eiφ(x0,y0)

]
· F [hz′−z0(x0, y0)]

]
(2.43)

Die Fouriertransformation wird dabei durch F, die inverse Fouriertransformation
durch F−1 ausgedrückt. Die Fouriertransformierte der Funktion h kann geschlossen
berechnet werden, sofern wiederum die Fresnelnäherungen angenommen werden. Sie
wird als Impulsantwort des freien Raumes bezeichnet:

F [hz′−z0(x0, y0)] = e
ik

2(z′−z0)

√
ξ2+η2

= H(ξ, η) (2.44)

Die Größen ξ und η bezeichnen die Koordinaten im Fourierraum. Sie entsprechen
Raumfrequenzen in x- und y-Richtung. Zusammengefasst ergibt sich als Formulie-
rung der skalaren Beugung in Faltungsschreibweise:

u′(x′, y′) = F−1
[
F
[
u(x0, y0)eiφ(x0,y0)

]
· e

ik
2 (z′−z0)

√
ξ2+η2

]
(2.45)

Die Lichtausbreitung im freien Raum (und in isotropen Medien) kann also als li-
neares System betrachtet werden, dessen Impulsantwort durch die Funktion H(ξ, η)
gegeben ist. Diese ist eine reine Phasenfunktion im Fourierraum. D.h. jeder Ortsfre-
quenz der komplexen Amplitude in der Ebene z = 0 wird eine Phasenverschiebung
im Fourierraum zugeordnet. Diese Phasenverzögerung sorgt dafür, dass die einzel-
nen Ortsfrequenzen relativ zueinander verschoben werden und so zu einem neuen
Signal u′(x′, y′) gemischt werden.

2.3.3 Übergang zur diskreten Abtastung von Wellenfeldern

Die skalare Beugungstheorie findet ihre Anwendung häufig bei der Computer basier-
ten Simulation der Lichtausbreitung. Dazu ist es nötig, skalare Wellenfelder nicht
in kontinuierlichen, sondern in diskreten Koordinaten zu behandeln. In diesem Ab-
schnitt sollen zunächst Distributionen und Funktionen eingeführt werden, die zur
Beschreibung von Wellenfeldern benötigt werden. Anschließend werden die Einflüsse
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der diskreten Abtastung von Wellenfeldern auf die berechneten und entstehenden
Wellenfelder behandelt

2.3.3.1 Distributionen und Funktionen zur Betrachtung diskret abge-
tasteter Wellenfelder

Dieser Abschnitt soll einen kurzen Überblick über Funktionen und Distributionen
geben, die für die Beschreibung diskret abgetasteter Funktionen in kontinuierlichen
Koordinaten in der weiteren Arbeit eine Rolle spielen werden [86]. Eine grundlegende
Distribution für den Übergang von der kontinuierlichen zur diskreten Beschreibung
ist die Dirac’sche δ-Distribution (auch Dirac-Funktion oder Dirac-Puls). Außer für
x = 0 weist sie für alle Werte x den Wert 0 auf. Per Definition ist das Integral der
δ-Distribution über alle x gleich 1:

∞∫
−∞

δ(x)dx = 1 (2.46)

Die so definierte Distribution besteht aus einer einzelnen unendlich hohen Spitze an
der Stelle x = 0 und weist sonst überall den Wert 0 auf. Eine häufig verwendete
Distribution ist die unendlich lange Abfolge von Dirac-Pulsen mit dem Abstand Eins
zwischen benachbarten Pulsen. Sie wird abgekürzt als Kamm- oder comb-Funktion:

comb(x) =
∞∑

n=−∞
δ(x− n) (2.47)

Zur Beschreibung stückweise konstanter Funktionen wird häufig die Rechteck-
funktion verwendet. Ihr Funktionswert ist nur in einer Umgebung um den Koordi-
natenursprung verschieden von Null und innerhalb dieser Umgebung konstant Eins:

rect(x) =


1 für |x| < 1/2
1/2 für |x| = 1/2
0 sonst

(2.48)

Daneben soll noch die Sinc-Funktion eingeführt werden. Sie beschreibt eine si-
nusförmige Modulation, die mit größeren Abständen vom Koordinatenursprung ab-
klingt:

sinc(x) = sin(πx)
πx

(2.49)

In 2.4 sind in tabellarischer Form die Fourier-Transformierten der wichtigsten in
dieser Arbeit verwendeten Funktionen angegeben.
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Funktion Transformierte
δ(ax) 1

|a|
comb(ax) 1

|a|comb(ξ/a)
rect(ax) 1

|a|sinc(ξ/a)

Tabelle 2.4: Fourier-Transformierte wichtiger Funktionen

2.3.3.2 Effekte der diskreten Abtastung von Wellenfeldern

Sowohl bei der Berechnung computergenerierter Hologramme (CGH), also der Syn-
these von Lichtwellenfeldern, als auch bei der Anwendung der Holografie für die
Messtechnik, also der Analyse von Wellenfeldern, wird die komplexe Amplitude in
der Regel in einer Ebene z = konstant durch ein Stützstellenraster abgetastet.
Für die Berechnung der skalaren Beugung wird dabei eine Verteilung der komple-
xen Amplitude verwendet, deren Werte nicht an jedem Ort bekannt sind, sondern
nur in Punkten, die einen bestimmten endlichen Abstand zueinander haben. Die
Anordnung der Punkte (Stützstellen) ist in der Regel ein Raster mit konstanten
Abständen in x- bzw. y-Richtung. Dieses Stützstellenraster der Abtastung ist bei
CGHs durch das Pixelraster des Hologramms gegeben. Das heißt, in endlichen late-
ralen Abständen werden dem Hologramm für die Berechnung der Beugung komplexe
Transmissionsfunktionen (bei Polarisationshologrammen also Jonesmatrizen) zuge-
ordnet. Im Falle der holografischen Messtechnik wird das Stützstellenraster durch
das Pixelraster des aufnehmenden Sensors, z.B. einer CCD- oder CMOS-Kamera
gegeben.

Im Weiteren wird die Betrachtung auf die für diese Arbeit wichtigere Behandlung
der Beugung an einem CGH beschränkt. Die Behandlung der computer basierten
holografischen Messtechnik kann völlig analog dazu erfolgen [89]. In beiden Fäl-
len wird eine kontinuierliche komplexe Amplitudenverteilung in einer Ebene für die
Berechnung nur diskret abgetastet.

Ist eine kontinuierliche komplexe Amplitudenverteilung uc(x, y) = u0(x, y)eiφ(x,y)

(z.B. eindimensionaler Fall nach Abbildung 2.4 (a) ) nur in diskreten Punkten einer
Ebene bekannt, die in einem Raster mit Abstand ∆x in x-Richtung und ∆y in
y-Richtung angeordnet sind, so kann das dadurch ausgedrückt werden, dass die
kontinuierliche Funktion mit einer zweidimensionalen Kammfunktion multipliziert
wird [86] (Abbildung 2.4 (b)):

uk(x, y) = comb
(
x

∆x

)
comb

(
y

∆y

)
· uc(x, y) (2.50)

Die Kammfunktion comb(x/∆x) ist definiert als eine unendliche Summe von
Dirac-Pulsen mit Abstand ∆x (vgl. (2.47)). Analog zum Nyquist-Kriterium der ein-



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN VON POLARISATION UND BEUGUNG 26

Abbildung 2.4: Veranschaulichung der Effekte der Abtastung einer Amplitudenfunk-
tion in einer Dimension. Linke Spalte: Betrag der komplexen Amplitude im Orts-
raum. Rechte Spalte: Betrag der komplexen Amplitude im Fourierraum.
Zeile a): kontinuierliche Amplitudenverteilung;
Zeile b): Abtastung durch Kammfunktion
Zeile c): Abtastung durch Faltung mit Rechteck-Funktion
Zeile d): Begrenzung im Ortsraum durch rechteckförmige Fensterfunktion

dimensionalen Signaltheorie folgt aus der Abtastung der kontinuierlichen Funktion
uc(x, y), dass diese bandbegrenzt sein muss, um noch ausreichend abgetastet zu wer-
den. Zerlegt man die kontinuierliche Funktion uc mithilfe der Fouriertransformation
in ihre Ortsfrequenzanteile (Spektrum), heißt das, dass sie sich nur aus Frequenzen
zusammensetzen darf, die kleiner als eine maximale Ortsfrequenz sind. Die höchste
noch zulässige Ortsfrequenz, die im Spektrum der Funktion uc in x- bzw. y-Richtung
vorkommen darf, ist gemäß dem Nyquist-Kriterium:

ξmax = 1
2∆x

ηmax = 1
2∆y (2.51)

Höhere Ortsfrequenzen können durch das Stützstellenraster nicht abgetastet werden.
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Für ein CGH, das in x-Richtung eine Pixelgröße von ∆x bzw. in y-Richtung
∆y aufweist und mit Licht der Wellenlänge λ beleuchtet wird, bedeutet diese Be-
schränkung der möglichen noch abtastbaren Ortsfrequenzen eine Begrenzung der
erzielbaren Beugungswinkel:

αx,max = λ

2∆x ; αy,max = λ

2∆y (2.52)

Die Abtastung durch eine Kammfunktion führt dazu, dass auch ihre Fouriertransfor-
mierte eine Kammfunktion ergibt (siehe 2.4. Die Multiplikation im Ortsraum geht
über in eine Faltung im Fourierraum:

F
[
uc(x, y)comb

(
x

∆x

)
comb

(
y

∆y

)]
=

(∆x∆ycomb(ξ∆x)comb(η∆y))⊗ F [uc(x, y)] (2.53)

D.h. das Spektrum der abgetasteten komplexen Amplitude nach (2.50) ist peri-
odisch mit einer Periode von 1/∆x bzw. 1/∆y. Die Abstände der Dirac-Pulse der
Kamm-Funktion im Fourierraum sind doppelt so groß wie die Grenzfrequenz, die
das Nyquist-Kriterium fordert. Die Faltung dieser Kammfunktion mit dem Spek-
trum der kontinuierlichen, bandbegrenzten Funktion uc führt dazu, dass um jede
Spitze der Kammfunktion das Spektrum von uc aufgespannt wird (siehe auch 2.4
b). Die diskrete Abtastung im Ortsraum führt zu einer periodischen Fortsetzung
des bandbegrenzten Spektrums von uc im Fourierraum. Für das Beugungsbild eines
CGHs heißt das, dass das Beugungsbild sich periodisch wiederholt. Das Beugungs-
bild, das im Winkelbereich von −αmax/2 bis +αmax/2 auftaucht, wird auch im Win-
kelbereich von −αmax/2 bis +3αmax/2 und so weiter erscheinen. Die periodischen
Fortsetzungen des Spektrums werden als Beugungsordnungen bezeichnet.

Bisher wurde die Abtastung der komplexen Amplitudenverteilung durch einen
Dirac-Kamm in zwei Dimensionen ausgedrückt. Das heißt, alle Energie ist konzen-
triert auf unendlich schmale Dirac-Pulse und die Fläche unter diesen Dirac-Pulsen ist
proportional zum Betrag der lokalen komplexen Amplitude. In der Fläche zwischen
den Dirac-Pulsen wurde die Amplitude bisher als Null angenommen. Ein realisti-
scheres Modell eines CGH verteilt die komplexe Amplitude, die bisher in den Dirac-
Pulsen konzentriert war, gleichmäßig auf deren Umgebung. Diese Umverteilung kann
dadurch ausgedrückt werden, dass um jeden Dirac-Puls eine Rechteckfunktion ein-
geführt wird (Abbildung 2.4 (c)). Die Fläche unter einem solchen Rechteck spiegelt
dann den Betrag der lokalen Amplitude wieder:

ur(x, y) =
[
uc(x, y)comb

(
x

∆x

)
comb

(
y

∆y

)]
⊗ [rect (∆x) rect (∆y)] (2.54)
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Die Rechteckfunktion wird als normiert angenommen derart, dass die Fläche unter
jedem Rechteck den Wert eins hat. Betrachtet man wiederum das Fourierspektrum
der nun durch Rechteckfunktionen abgetasteten Funktion, so ist zu beachten, dass
der Faltungsoperator im Ortsraum einer Multiplikation im Fourierraum entspricht.
Das hat zur Folge, dass das vorher beschriebene periodische Spektrum mit der Fou-
riertransformierten der Rechteckfunktion multipliziert werden muss (Abb. 2.4 (c)).
Diese ist gegeben durch die Sinc-Funktion. Das Spektrum wird nun also eingehüllt
durch eine Sinc-Funktion, die im Koordinatenursprung den Wert 1, bei der Nyquist-
Frequenz noch den Wert 1/2 und bei der doppelten Nyquistfrequenz den Wert 0
hat. Für das Beugungsbild, das ein CGH generiert, heißt das, dass die Teile des
Beugungsbildes, die unter größeren Beugungswinkeln entstehen, gemäß der Sinc-
Funktion dunkler erscheinen wird.

Eine weitere Annahme muss getroffen werden, um eine physikalisch realisierbare
komplexe Amplitudenverteilung zu beschreiben. Die Verteilungen, die bisher be-
schrieben wurden, wurden als unendlich ausgedehnt in der x-y-Ebene angenommen.
Tatsächlich werden sie aber nur innerhalb eines gewissen Bereichs um die z-Achse
gegeben sein. Dieser Tatsache wird durch die Einführung einer Fensterfunktion in
Form einer Rechteckfunktion Rechnung getragen (Abb. 2.4 d):

ua(x, y) =rect (wx) rect (wy) ·

·
[(
uc(x, y)comb

(
x

∆x

)
comb

(
y

∆y

))
⊗ (rect (∆x) rect (∆y))

]
(2.55)

Das bedeutet, dass die Kammfunktion im Ortsraum nun nicht mehr unendlich aus-
gedehnt ist, sondern nur noch aus einer endlichen Anzahl von Dirac-Pulsen besteht.
Die Anzahl der Dirac-Pulse ist N = wx/(∆x) in x-Richtung und M = wy/(∆y) in
y-Richtung. Da das Orts-Bandbreite-Produkt bei der Fouriertransformation erhal-
ten bleibt [86], wird das Spektrum der Kammfunktion im Ortsraum nur an NxM
Punkten verschieden von Null sein. Die Multiplikation mit der Fensterfunktion geht
im Fourierraum wiederum über in eine Faltung. Um jeden Puls der Kammfunktion
im Fourierraum wird also das Spektrum der Fensterfunktion, wiederum eine sinc-
Funktion, aufgespannt. Der Kamm wird dadurch in x- und y-Richtung unscharf. Je
breiter das Fenster ist umso schmaler sind die einzelnen sinc-Funktionen und desto
näher liegen diese neben einander. Für die Anwendung in der Computer generierten
Holografie sind häufig auch nicht-rechteckförmige Fensterfunktionen von Bedeutung.
Die Beleuchtung eines CGHs mit einem gaußförmigen Laserstrahl kann z.B. durch
die Multiplikation von Gleichung (2.55) mit dem Gauß-Profil nachgebildet werden.
Das Spektrum wird dann mit dem Spektrum des Gauß-Profils verschliffen, das wie-
derum ein Gaußprofil darstellt.
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2.3.4 Skalare Beugung in diskreten Koordinaten

Im vorangegangen Abschnitt sind die Einflüsse der diskreten Abtastung von Wel-
lenfeldern in der skalaren Beugungstheorie erläutert worden. Berücksichtigt man
die dort beschriebenen Limitierungen, die sich durch die eingeschränkte Abtastung
ergeben, ist es möglich, die skalare Beugung in diskreten Koordinaten zu formulie-
ren. Dazu gehen die Koordinaten x und y in diskreten Koordinaten n∆x und m∆y
über. Das Integral zur Beschreibung der skalaren Beugung in Fresnelnäherung nach
Gleichung (2.36) geht über in eine Summe, so dass die komplexe Amplitude in der
Stützstelle m′, n′ berechnet werden kann als [89]:

u′(m′, n′) =ike
ik(z′−z0)

z′ − z0
e
iπλ(z′−z0)

(
n′2

N2∆x2 + m′2
M2∆y2

)
·

M∑
m=0

N∑
n=0

u(m,n)eiφ(m,n)e
i kπ
2(z′−z0) (n2∆x2+m2∆y2)

e2π(nn
′

N
+mm′

M
) (2.56)

Die Doppelsumme kann vereinfacht werden, indem die diskrete Fouriertransforma-
tion verwendet wird. Da die diskrete Fouriertransformation in der Regel durch eine
fast fourier transform (FFT) implementiert wird, wird diese Abkürzung hier einge-
führt:

u′(m′, n′) =ike
ik(z′−z0)

z′ − z0
e
iπλ(z′−z0)

(
n′2

N2∆x2 + m′2
M2∆y2

)
·

FFT
[
u(m,n)eiφ(m,n)e

i kπ
2(z′−z0) (n2∆x2+m2∆y2)

]
(2.57)

Das Ergebnis ist eine diskrete Darstellung des gebeugten Feldes, das sich in einer
Ebene z = z′ ergibt und als diskrete Fresnel-Transformation bezeichnet wird. Nach
den geometrischen Überlegungen zur Bestimmung des maximalen Beugungswinkels
nach Gleichung (2.52) können die geometrischen Dimensionen des Bereichs, in den
sich die komplexe Amplitudenverteilung nach der Fresnel-Transformation ausdehnt,
angegeben werden als:

x′max = λ(z′ − z0)
∆x und y′max = λ(z′ − z0)

∆y (2.58)

Durch Division des gesamten abgetasteten Bereichs der Verteilung nach der Fresnel-
Transformation durch die Anzahl der Stützstellen können wegen der Erhaltung des
Orts-Bandbreite-Produkts die geometrischen Abstände ∆x′ und ∆y′ benachbarter
Stützstellen in x- und y-Richtung in dieser Ebene angegeben werden:

∆x′ = λ(z′ − z0)
N∆x und ∆y′ = λ(z′ − z0)

M∆y (2.59)
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Auch die Beschreibung der skalaren Beugung mit Hilfe einer Faltung nach Glei-
chung (2.45) kann in eine diskrete Schreibweise überführt werden:

u′(m′, n′) = FFT−1
[
FFT

[
u(m,n)eiφ(m,n)

]
· eπλ(z′−z0)(ξ2+η2)

]
(2.60)

Dabei sind ξ und η die Koordinaten im Frequenzraum. An der Stützstelle mf , nf
im diskret abgetasteten Fourierraum, haben sie den Wert:

ξ = λnf
∆x ·N und η = λmf

∆y ·M (2.61)

Damit kann die diskrete Impulsantwort des freien Raums angegeben werden als:

Hz′−z0(mf , nf ) = e
πλ(z′−z0)

(
(
λnf

∆x·N )2+(
λmf
∆y·M )2

)
(2.62)

Durch die Hin- und Rücktransformation bleibt der Abstand der Stützstellen in der
propagierten Amplitudenverteilung der gleiche wie in der Ebenen z = z0 [83, 89].

Für sehr große Abstände (z′− z0)→∞ kann auch die Fraunhofer-Näherung des
Fresnel-Kirchhoff’schen Beugungsintegrals verwendet werden. Die Fouriertransfor-
mation aus Gleichung 2.39 geht dazu in eine diskrete Fouriertransformation über:

u′(mf , nf ) = FFT
[
u(m,n)eiφ(m,n)

]
(2.63)

Die Fouriertransformation liefert das diskrete Frequenzspektrum der komplexen Am-
plitudenverteilung u(m,n)eiφ(m,n). Anschaulich heißt dies, dass die komplexe Am-
plitudenverteilung zerlegt wird in Sinusgitter. Jedes dieser Sinusgitter liefert einen
diskreten Punkt im Spektrum. Exakt punktförmig wird dieses Spektrum erst für
unendlich große Entfernungen (z′ − z0). Berücksichtigt man noch, dass jedes der
Sinusgitter Beugung unter einem anderen Winkel erzeugt, wird klar, dass der Ab-
stand zwischen den Stützstellen nur noch im Sinne von Beugungswinkeln und nicht
mehr im Sinne von geometrischen Abständen angegeben werden kann. Die Ortsfre-
quenz, die an einer Stützstelle (nf ,mf ) im Fourierraum zu liegen kommt, ist damit
wiederum nach Gleichung (2.61) gegeben.



Kapitel 3

Polarisationshologramme

In diesem Kapitel werden die verwendeten Methoden zur Berechnung und Herstel-
lung von Polarisationshologrammen, sowie zu deren Charakterisierung erläutert.

3.1 Designmethoden

Das Ziel des Designs von Hologrammen besteht in der Regel darin ein Hologramm
zu finden, das eine bekannte komplexe Amplitudenverteilung in der Ebene des Ho-
logramms derart transformiert, dass in einer oder mehreren anderen Ebene eine
Intensitätsverteilung erzielt wird, die möglichst nahe an eine gewünschte Intensi-
tätsverteilung herankommt. Für das Design von Hologrammen gibt es eine Reihe
von Ansätzen. Die in der Literatur am häufigsten beschriebene Klasse von Desi-
gnmethoden ist die des iterativen Fresnel- oder Fourier-Transformation Algorith-
mus (IFTA) [56,90–93]. Auch im Rahmen dieser Arbeit kommt diese Methode zum
Einsatz. Eine weitere Klasse von Methoden beruht auf geometrischen Überlegungen
und findet insbesondere bei der Strahlformung kohärenter Strahlung ihr Einsatzge-
biet [94–96]. Diese beiden Klassen von Designverfahren werden in diesem Abschnitt
erläutert.

3.1.1 Iteratives Design diffraktiver optischer Elemente

Die Klasse der iterativen Fourier- oder Fresnel-Transformation Algorithmen (IFTA)
geht zurück auf eine Veröffentlichung von Gerchberg und Saxton [97]. Gelegentlich
werden Sie daher auch als Gerchberg-Saxton-Algorithmen bezeichnet. Der IFTA
stellt wegen seiner Robustheit und Einfachheit die Standardmethode zum Design
diffraktiver Optiken dar und wurde in zahlreichen Versionen implementiert und
präsentiert [56, 90–93, 98]. In Abbildung 3.1 ist ein Flussdiagramm für den Ab-
lauf der IFTA-Methode dargestellt. Allgemein wird während eines Iterationsschritts
die Lichtausbreitung unter Verwendung der Methoden aus Abschnitt 2.3.4 von der

31
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Ebene des CGH in eine Ebene numerisch berechnet, in der eine gewünschte In-
tensitätsverteilung oder komplex Amplitudenverteilung erzeugt werden soll. Die so
berechnete Amplitudenverteilung entspricht im Allgemeinen nicht der gewünschten
Verteilung und wird daher an diese angepasst. Die angepasste Verteilung wird dann
in die Ebene des CGH zurückpropagiert, d.h. die inverse der Lichtausbreitung von
CGH- in die Ebene der Wunschverteilung wird numerisch berechnet. In der Ebene
des CGH werden wiederum Randbedingungen eingeführt wie etwa die Amplituden-
verteilung der ankommendenWelle sowie die Vorgabe, dass das zu berechnende CGH
z. B. nur auf die Phase der einfallenden Amplitudenverteilung (Phasenhologramm)
oder nur auf deren Betrag (Amplitudenhologramm) wirken soll. Dies beendet einen
Iterationszyklus, so dass der nächste Iterationszyklus beginnen kann.

Abbildung 3.1: Allgemeines Flussdiagramm beim CGH-Design mittels IFTA

Eine konkrete Umsetzung der Methode im Rahmen dieser Arbeit wird nun er-
läutert werden. Die (z.B. gemessene) komplexe Amplitudenverteilung uC,−0(x, y),
die unmittelbar vor der Hologrammebene vorliegt, dient als Eingangsgröße für die
Berechnung. Ein Startwert für das CGH muss im ersten Schritt vorgegeben werden.
Als Startwerte eignen sich zufällige CGHs oder Schätzungen für CGHs, die z. B.
aus geometrischen Überlegungen entstehen können (siehe z. B. Abschnitt 3.1.2). Im
ersten Schritt der Berechnung wird die Wirkung des momentanen CGH auf die vor-
gegebene komplexe Amplitudenverteilung berechnet. Das CGH, das im allgemeinen
Fall als eine zweidimensionale komplexwertige Transmissionsfunktion T (x, y) gege-
ben ist, wird dazu mit der komplexen Amplitudenverteilung multipliziert, um die
Amplitudenverteilung unmittelbar nach Durchgang durch das CGH zu berechnen:

uC,+0(x, y) = T (x, y) · uC,−0(x, y) (3.1)

Die Transmissionsfunktion muss für das Design von Polarisationshologrammen nicht
als Jones-Matrix dargestellt werden, sondern kann als skalare zweidimensionale Ver-
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teilung gegeben werden wie in Abschnitt 2.3.1 beschrieben. Das zu berechnende
Hologramm soll als reines Phasenhologramm wirken:

T (x, y) = eiφ(x,y) (3.2)

Die Ausbreitung der Amplitudenverteilung uC,+0(x, y) kann nun mit Hilfe der Me-
thoden der skalaren Beugungstheorie simuliert werden. Damit lässt sich unter an-
derem die Amplitudenverteilung in einer Beobachtungsebene z = z′ berechnen, in
der eine gewünschte Intensitätsverteilung erzielt werden soll:

uB(x′, y′) = P[uC,+0(x, y)] (3.3)

Der Operator P steht dabei für einen Propagationsoperator, der die Lichtausbrei-
tung von der CGH- in die Beobachtungsebene nachbildet, also entweder die Fresnel-
transfomation nach Gleichung (2.57) oder die Fouriertransformation nach Gleichung
(2.63). In der Beobachtungsebene wird die nun berechnete Amplitudenverteilung et-
was verändert und zwar derart, dass sie der gewünschten Verteilung usoll(x′, y′) etwas
ähnlicher wird. Typischerweise wird nur eine Wunsch-Intensitätsverteilung vorgege-
ben, so dass der Betrag von usoll als deren Wurzel gegeben ist. Die Phase von usoll
ist dann ein freier Parameter, der während der Iteration berechnet werden kann. Die
angepasste Amplitudenverteilung ergibt sich dann als:

uB,v(x′, y′) = [(1− κ′) |uB(x′, y′)|+ κ′|usoll(x′, y′)|] e
i arctan =(uB(x′,y′))

<(uB(x′,y′)) (3.4)

=() und <() beschreiben dabei den Imaginär- bzw. Realteil einer komplexen Zahl.
Das heißt die Phase der berechneten Amplitudenverteilung bleibt erhalten, während
deren Betrag etwas verändert wird. Der Wert κ′ ist dabei ein Anpassungsfaktor, der
während des Designs schrittweise von 0 erhöht wird, bis er schließlich nahe bei eins
liegt.

Die im vorigen Schritt leicht veränderte komplexe Amplitudenverteilung wird
mit Hilfe des inversen Propagationsoperators P−1, also erneut einer Fourier- oder
Fresneltransformation, in die CGH-Ebene zurückpropagiert:

uC,+0(x, y) = P−1[uB,v(x′, y′)] (3.5)

Im Allgemeinen erfüllt die Rücktransformierte uC,+0(x, y) die vorgegebenen Rand-
bedingungen nicht. In der CGH-Ebene muss daher dafür gesorgt werden, dass die
vorgegebenen Randbedingungen eingehalten werden. Typischerweise ist eine solche
Randbedingung dadurch gegeben, dass die komplexe Transmissionsfunktion T (x, y)
des CGH eine reine Phasenfunktion sein soll. Das heißt, dass der Betrag der kom-
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plexen Amplitudenverteilung unmittelbar nach Durchgang durch das CGH genau
so groß sein soll, wie unmittelbar davor:

uC,+0,v(x, y) = |uC,−0(x, y)| ei
[

arctan
=(uC,+0(x,y))
<(uC,+0(x,y))−arctan

=(uC,−0(x,y))
<(uC,−0(x,y))

]
(3.6)

Damit ist ein Iterationszyklus beendet, so dass der nächste Iterationszyklus mit
Gleichung (3.3) begonnen werden kann. Die Iteration wird solange wiederholt, bis
ein Abbruchkriterium erreicht wird. Dieses kann gegeben sein durch die Güte der
sich ergebenden Amplitudenverteilung in der Beobachtungsebene (Beugungseffizi-
enz, Homogenität) oder durch die maximale Anzahl der Iterationsschritte.

Das Ergebnis der Iteration ist die pixelweise Beschreibung der Phasenverteilung
φ(x, y) eines Phasenhologramms, das die gewünschte optische Funktion erfüllt:

φ(x, y) = arctan =(uC,+0(x, y))
<(uC,+0(x, y)) − arctan =(uC,−0(x, y))

<(uC,−0(x, y)) (3.7)

Für die Anwendung des berechneten Phasenhologramms in einem Polarisationsho-
logramm werden die Drehlagen ρ(x, y) der Doppelbrechung aus der berechneten
Phasenverteilung gemäß Gleichung 2.15 berechnet zu:

ρ(x, y) = 1
2φ(x, y) (3.8)

Alternativ dazu kann die berechnete Transmissionsfunktion T (x, y) = exp(iφ(x, y))
zur Herstellung eines Detour-Hologramms verwendet werden [4]. Detour-Hologramme
beruhen auf der Nutzung von Träger-Strukturen, die so verändert werden, dass
sie die gewünschte komplexe Transmissionsfunktion nachbilden. Das typische Bei-
spiel für solche Träger-Strukturen sind Amplitudengitter (siehe Abbildung 3.2).
Beleuchtet man ein regelmäßiges Gitter der Periode p mit einer ebenen monochro-
matischen Welle der Wellenlänge λ, so erzeugt dieses Gitter unter einem Winkel
α im Fernfeld (Fraunhofer-Näherung) eine 1.Beugungsordnung, die als heller Punkt
erscheint. Zwei Wellenfronten, die das Gitter an benachbarten hellen Bereichen (Ab-
stand p) passiert haben, weisen folgenden Gangunterschied ∆L0 (Abbildung 3.2 b)):

∆L0 = p sinα (3.9)

Diese Wellenpakete überlagern sich dann konstruktiv zur ersten Beugungsordnung,
wenn gilt:

∆L0 = λ (3.10)

Für die Anwendung in Detour-Hologrammen wird ein Gitter zerlegt in Subgitter,
die als Zellen bezeichnet werden und die laterale Ausdehnung n · p aufweisen mit
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Abbildung 3.2: Illustration eines Detour-Hologramms am Beispiel eines binären Git-
ters als Trägerstruktur. (a) x-y-Ansicht eines binären Gitters. (b) y-z-Ansicht des
binären Gitters und geometrische Größen zur ersten Beugungsordnung. (c) Vier
Subgitter eines Detour-Hologramms in x-y-Ansicht. (d) y-z-Ansicht des Detour-
Hologramms nach (c) und geometrische Größen zur Überlagerung der ersten Beu-
gungsordnungen zweier Subgitter

üblicherweise ganzzahligen n. Die Phasenlage der Subgitter kann verschoben werden,
so dass sich die Subgitter in ihren Zellen verschieben. Ist die Lage eines Subgitters
um ∆p verschoben, so ergibt sich ein Gangunterschied ∆L gegenüber den Wellen,
die aus einem Gitter ohne Verschiebung stammen (vgl. Abbildung 3.2 d):

∆L = ∆L0(1 + ∆p
p

) (3.11)

Auch das verschobene Subgitter erzeugt eine erste Beugungsordnung unter dem
Winkel α. Jedoch ist die Phasenlage φ dieser ersten Beugungsordnung gegenüber
der ersten Beugungsordnung der nicht verschobenen Gitter gegeben durch:

φ = 2π∆p
p

(3.12)

Aus den Phasenlagen φ(x, y), die das Ergebnis des IFTA-Algorithmus sind, können
die Verschiebungen der einzelnen Subgitter berechnet werden:

∆p(x, y) = p
φ(x, y)

2π (3.13)
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Auf diese Art kann durch die Verschiebung von Subgittern ein Detour-Phasen-
Hologramm erzeugt werden. Das Ergebnis ist eine zweidimensionale Anordnung von
Subgittern, in denen durch die Verschiebung der Subgitter die Phaseninformation
des berechneten Phasenhologramms repräsentiert ist.

3.1.2 Quasi-geometrisches Design diffraktiver optischer Ele-
mente

Neben den iterativen Methoden für das Design diffraktiver optischer Elemente ist
eine weitere Klasse von Designmethoden insbesondere für die Strahlformung von ho-
her Relevanz, die auf geometrisch-optischen Überlegungen beruht. Bryngdahl zeigte,
dass mit Hilfe von Hologrammen allgemeine geometrische Transformationen reali-
sierbar sind [94,95]. Sein Ansatz beruht darauf, die Energie einer einfallenden Welle
durch lokale Gitter oder lokale Linsenstücke so umzuverteilen, dass in einer paralle-
len Ebene die gewünschte Intensitätsverteilung entsteht. Bedingung dafür ist, dass
die Wunschverteilung durch eine affine Abbildung der komplexen Amplitudenvertei-
lung in der CGH-Ebene darstellbar ist. Eine affine Abbildung ist eine Koordinaten-
transformation, die durch eine Matrixmultiplikation der ursprünglichen Koordina-
ten und eine zusätzliche Translation ausgedrückt werden kann [99]. Die dafür nötige
Koordinatentransformation gibt Bryngdahl analytisch vor [94,95].

Eine neue, an die Erfordernisse der Laserstrahlformung angepasste Methode, mit
deren Hilfe solche geometrische Transformationen gefunden werden können, wurde
im Rahmen der Arbeiten am Fraunhofer IPM entwickelt. Dieser Methode wurde der
Name Puzzle-Algorithmus (PA) gegeben [84]. Sie wird im Folgenden erläutert. Vor-
aussetzung für die Anwendbarkeit der Methode ist, dass sowohl die komplexe Am-
plitudenverteilung in der CGH-Ebene als auch die Wunsch-Intensitätsverteilung in
der Beobachtungsebene als eindimensionale Funktionen dargestellt werden können.
Das heißt, dass sie entweder rotationssymmetrische oder separierbare Verteilungen
sein müssen. Rotationssymmetrisch ist eine Verteilung u(x, y) dann, wenn sie in
Polarkoordinaten als reine Funktion der radialen Koordinate r, also u(r) angegeben
werden kann. Separierbar ist eine Verteilung dann, wenn zwei Funktionen ux(x) und
uy(y) gefunden werden können, so dass u(x, y) = ux(x) · uy(y) gilt. In beiden Fällen
kann das Design auf ein eindimensionales Problem zurückgeführt werden.

Im Folgenden wird das Design eines rotationssymmetrischen CGH beschrieben.
Der Übergang zum Design separierbarer CGH wird anschließend dargestellt. Es
wird angenommen, dass das CGH in der Ebene z = 0 liegt. Zunächst wird aus
der Amplitudenverteilung in der CGH-Ebene durch Bildung des Betragsquadrats
die Eingangsintensitätsverteilung I(r) berechnet. Sowohl diese als auch die Wunsch-
Intensitätsverteilung I(r′) werden danach quantisiert. Zum einen heißt das, dass sie
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in diskreten Koordinaten angegeben werden, also in Form von pixelierten Vertei-
lungen. Zum Anderen bedeutet dies, dass in jedem Pixel diskrete Intensitätsstufen
vorliegen müssen und nicht-diskrete Verteilungen angenähert beschrieben werden.
In Abbildung 3.3 ist dies im Beispiel für die Umformung eines Gauß-Strahls in eine
ringförmige Intensitätsverteilung dargestellt. Durch die Quantisierung sind I(r) und

Abbildung 3.3: Illustration des Puzzle-Algorithmus. (a) Schnitt durch die quan-
tisierte Eingangsintensitätsverteilung. (b) Schnitt durch die quantisierte Wunsch-
Intensitätsverteilung [84].

I(r′) in jedem Pixel durch eine ganzzahlige Anzahl von Intensitätsportionen darge-
stellt, die als Lichtelemente abgekürzt werden und jeweils einer bestimmten Lichtin-
tensität ∆I entsprechen. Diese Lichtelemente sind in 3.3 als nummerierte Quadra-
te dargestellt. Die Anzahl der Lichtelemente in der Eingangsintensitätsverteilung
muss genau gleich der Anzahl der Lichtelemente der Wunsch-Intensitätsverteilung
sein, was durch geeignete Quantisierung realisiert werden kann. Für typische Auf-
gabenstellungen des Hologrammdesigns wird die Anzahl der Lichtelemente in der
Größenordnung von 106 gewählt bei in der Regel rund 103 diskreten Pixeln der
eindimensionalen Beschreibung der Intensitätsverteilung.

Beginnend vom Koordinatenursprung wird jedem ∆I der Eingangsverteilung ein
∆I der Wunschverteilung zugeordnet. In Abbildung 3.3 heißt das, dass das Lichtele-
ment mit der Nummer 1 in der Eingangsverteilung durch das zu berechnende CGH
so abgelenkt werden soll, dass es im Lichtelement Nummer 1 der Wunschverteilung
zu liegen kommt, usw. Dadurch wird jedem Lichtelement, das von einem Pixel mit
der radialen Koordinate n∆r in der Eingangsverteilung stammt, eine Zielkoordi-
nate n′∆r′ zugeordnet. Jedem Lichtelement kann damit eine laterale Verschiebung
n′∆r′ − n∆r zugeordnet werden. Durch Mittelwertbildung der Verschiebungen al-
ler Lichtelemente, die aus dem n-ten Pixel der Eingangsverteilung stammen, kann
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jedem Pixel n eine mittlere laterale Verschiebung vn zugeordnet werden:

vn = 1
Nn

∑
Nn

n′∆r′ − n∆r (3.14)

Dabei bedeutet Nn die Anzahl der Lichtelemente, die aus dem n-ten Pixel der Ein-
gangsverteilung stammen. Für den nächsten Schritt wird das zu berechnende CGH

Abbildung 3.4: Geometrische Beschreibung des Puzzle-Algorithmus. (a) Strahlenop-
tische Beschreibung eines CGH, das ein Gauß- in ein Ringprofil transformiert. (b)
Detailansicht zu (a). Die roten Linien symbolisieren dabei die Wellenfronten, die
dem Strahl aus dem n-ten Pixel entsprechen [84].

geometrisch-optisch zunächst als eine refraktive asphärische Linse betrachtet, deren
Form in diskreten Koordinaten angegeben ist. Der Strahlengang, den eine solche
Linse erzeugen würde, ist in Abbildung 3.4 a) symbolisch dargestellt. Der Neigungs-
winkel α(n∆r), den ein Strahl aus dem n-ten Pixel des CGH aufweisen soll, ist
gegeben durch (siehe Abbildung 3.4 b):

tan(α(n∆r)) = vn
z′

(3.15)

Der Übergang vom strahlen- zurück zum wellenoptischen Modell wird durch die
Tatsache ermöglicht, dass die Wellenfronten einer lokalen ebenen Welle immer senk-
recht zur Ausbreitungsrichtung, also senkrecht zum entsprechenden Strahl verlaufen.
Damit ein CGH einen Strahl um den Winkel α(n∆r) neigt, müssen die Wellenfron-
ten der entsprechenden lokalen Welle um den gleichen Winkel geneigt werden. Der
Gangunterschied ∆L zwischen zwei benachbarten Pixeln im CGH ergibt sich damit
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zu:
∆L = ∆r sin(α) (3.16)

In paraxialer Näherung, also für den Fall, dass α klein ist, kann angenommen werden,
dass tan(α) ≈ sin(α) gilt. Die Phasendifferenz ∆φn zwischen zwei benachbarten
Punkten des CGH kann damit berechnet werden als:

∆φn = 2πvn
λz′

∆r (3.17)

Durch Aufsummieren der lokalen Phasenänderungen ∆φ kann die Phasenverzöge-
rung in allen Pixeln des CGH berechnet werden:

φ(n∆r) =
n∑

m=0
∆φm (3.18)

Durch eine Koordinaten-Transformation in kartesische Koordinaten kann die kom-
plexe Transmissionsfunktion des CGH angegeben werden:

T (x, y) = eiφ(x,y) (3.19)

Die Drehlagen ρ(x, y) der Doppelbrechung des entsprechenden Polarisationsholo-
gramms ergeben sich nach Gleichung 3.8.

Beim Design separierbarer CGH wird nacheinander die beschriebene Methode
eindimensional in x- bzw. y-Richtung durchgeführt. Die abschließende Koordinaten-
transformation im rotationssymmetrischen Fall wird ersetzt durch die Multiplikation
der sich ergebenden eindimensionalen Transmissionsfunktionen T (nx) = eiφ(nx) und
T (my) = eiφ(my).

3.2 Herstellung von Polarisationshologrammen in
Azobenzen-Polymeren

In diesem Abschnitt werden die Herstellungsmethoden zur Erzeugung von Polarisa-
tionshologrammen in Azobenzen erläutert. Nach einer kurzen Darstellung der Mo-
dellvorstellung, die der Erzeugung von Doppelbrechung in Azobenzen-Polymeren
zu Grunde liegt, werden die experimentellen Aufbauten zur Herstellung von Polari-
sationshologrammen in Azobenzen dargestellt. Schließlich werden die verwendeten
Methoden zur Charakterisierung der erzeugten Hologramme erläutert.
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3.2.1 Foto-induzierte Doppelbrechung in Azobenzen

Azobenzen basierte Polymersysteme werden in der Literatur schon seit längerer
Zeit beschrieben [100–105]. Die Eignung von Azobenzen zur Herstellung von Pola-
risationshologrammen ist bekannt [78]. Azobenzen besitzt die Möglichkeit der Cis-
Trans-Isomerie. Es weist zwei mögliche Erscheinungsformen auf, die sich dadurch
unterscheiden, dass angehängte Molekülgruppen entweder auf der gleichen Seite der
Referenzebene des Moleküls liegen (cis) oder auf entgegengesetzten Seiten (trans)
(Abbildung 3.5). Im Fall von Azobenzen sind die anhängenden Molekülgruppen
Benzolringe. Der trans-Zustand ist dabei der stabile Zustand des Moleküls, der bei
Raumtemperatur vorliegt. Der cis-Zustand ist ein angeregter Zustand, der einem
höheren Energieniveau des Moleküls entspricht. Azobenzen weist zudem ein Über-

Abbildung 3.5: Trans-Cis-Isomerie von Azobenzen [106]

gangsdipolmoment für die Anregung durch visuelles und ultraviolettes Licht auf.
Durch Lichteinstrahlung kann dem Molekül also Energie zugeführt werden, so dass
es vom trans- in den cis-Zustand angeregt wird [107]. Der cis-Zustand ist nicht
dauerhaft stabil, so dass das Molekül spontan in den Grundzustand, also den trans-
Zustand zurückfällt. Die räumliche Lage des gesamten Moleküls nach dem Durch-
laufen eines solchen Isomerie-Zyklus ist aber nicht zwangsläufig dieselbe wie vor dem
Zyklus. Wird ein Molekül also sehr oft an- und abgeregt, so besteht die Möglichkeit,
dass das Molekül zufällig immer wieder leicht gedreht wird.

Das Übergangsdipolmoment ist eine vektorielle Größe [78] und parallel zur Re-
ferenzebene des Azobenzenmolekül. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Molekül ein
Photon absorbiert, ist proportional zum Quadrat des Skalarprodukts aus dem Über-
gangsdipolmoment und elektrischer Feldstärke des eingestrahlten Lichts. Die Wahr-
scheinlichkeit der Anregung ist dann am größten, wenn das E-Feld der einfallenden
Lichtwelle parallel zur Referenzebene des Moleküls liegt, und wird Null, wenn beide
senkrecht zueinander stehen. Im Fall linear polarisierter Bestrahlung hat das zur
Folge, dass Moleküle, die nicht vollständig senkrecht zur Polarisationsrichtung der
Bestrahlung liegen, immer wieder zum Isomerie-Zyklus angeregt werden. Je größer
der Winkel zwischen E-Feld und der Referenzebene eines Moleküls ist, desto un-
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wahrscheinlicher wird eine erneute Anregung dieses Moleküls. Dadurch kann ein
Ordnungszustand erzeugt werden, bei dem nach hinreichend langer und intensiver
Beleuchtung ein großer Teil der Azobenzen-Moleküle senkrecht zur Polarisationsrich-
tung der Bestrahlung ausgerichtet ist. Bemerkenswert ist dabei, dass die Anregung
der Moleküle eine gewisse Quantenenergie der einzelnen Photonen voraussetzt. Das
heißt, der Orientierungsprozess findet nur bei Bestrahlung unterhalb einer bestimm-
tenWellenlänge statt. Diese Wellenlänge liegt bei etwa 550 nm [104]. Bei Bestrahlung
durch Licht längerer Wellenlängen findet die Anregung und damit auch der Orientie-
rungsprozess nicht statt. Jedoch propagieren elektromagnetische Wellen, die parallel
zur Referenzebene der Moleküle polarisiert sind, langsamer als solche, die senkrecht
zu dieser polarisiert sind. Durch die Orientierung der Moleküle kann also makrosko-
pisch beobachtbare Doppelbrechung durch ein Molekülsystem erzeugt werden. Zur
Stabilisierung der Orientierung und zur Verstärkung der Doppelbrechung werden
Azobenzene typischerweise in Polymersysteme eingebunden. Das Azobenzen kann
dabei kovalent an ein Polymer angebunden werden [100, 101, 103–105] oder in eine
Polymermatrix eingebettet werden [102].

Abbildung 3.6: REM-Bild eines Aluminium-Spiegels, der mit Fotopolymer beschich-
tet wurde

Die Strukturformel des in dieser Arbeit verwendeten Azobenzen-Molekül ist
Poly-methacrylicacid-2-4-[4-(4-Dimethylamino-phenylazo)-phenylcarbamoyl]-phenoxy-
ethyl-ester. Alle in dieser Arbeit verwendeten Polymerschichten sind auf Alumini-
umspiegel durch spin-coating aufgebracht. Die durch die Belichtung entstehenden
Hologramme wirken also alle in Reflektion. Die Schichtdicken der Polymersubstrate
betragen stets ca. 2 µm. Zur Bestimmung der Schichtdicken wurde ein Rasterelek-
tronenmikroskop (REM) genutzt. Ein REM-Bild, das die Schichtfolge aus Silizium-
Substrat, Aluminium-Beschichtung und Fotopolymer zeigt, ist in Abbildung 3.6 zu
sehen.
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3.2.2 Belichtung von Fotopolymeren

3.2.2.1 Sequentielle Einzelpunktbelichtung mittels elektro-optischemMo-
dulator

Wie im vorhergehenden Abschnitt beschrieben, kann durch linear polarisierte kurz-
wellige Strahlung Doppelbrechung in azobenzenhaltigen Polymeren induziert wer-
den. Für die Anwendung dieses Prozesses zur Herstellung von Polarisationsholo-
grammen ist es nötig, dass die Doppelbrechung in einer Polymerschicht zweidimen-
sional mit lateralen Auflösungen im µm-Bereich variiert wird. Ein Laboraufbau,
mit dessen Hilfe die hochaufgelöste Erzeugung von Doppelbrechung in Azobenzen-
Polymeren durchgeführt werden kann, ist in Abbildung 3.7 skizziert [84, 108]. Der

Abbildung 3.7: Skizze des Laboraufbaus zur Einzelpunktbelichtung von Polarisati-
onshologrammen mit konstanter Stärke, aber einstellbarer Drehlage der Doppelbre-
chung

Strahl eines Dioden-gepumpten frequenzverdoppelten Nd:YAG-Lasers wird mit Hil-
fe einer Linse in einen polarisationserhaltenden Lichtwellenleiter eingekoppelt. Nach
Austritt aus der Faser wird der Strahl kollimiert und durch einen elektrooptischen
Modulator [109] geführt. Die Kombination aus Faser, Kollimationslinse und elektro-
optischem Modulator ist eine Sonderanfertigung der Firma Boston Applied Techno-
logies Inc. Der elektrooptische Modulator ermöglicht es, durch Anlegen einer Span-
nung die Drehlage der linearen Polarisation des Laserstrahls einzustellen.

Der Strahldurchmesser nach Austritt aus dem elektrooptischen Modulator be-
trägt etwa 0,5 mm. Durch ein afokales zweilinsiges System (Brennweiten 10 mm und
100 mm) wird der Strahl aufgeweitet, um die Öffnung einer asphärischen Fokussier-
linse (New focus, f = 6,2 mm, NA=0,4) vollständig auszuleuchten. Der Laserstrahl
wird als Gauß-Strahl angenommen. Anhand der numerischen Apertur des Objektivs,
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Abbildung 3.8: Geometrische Größen des fokussierten Laserstrahls

und der Wellenlänge des verwendeten Lichts kann die beugungsbegrenzte Größe des
Brennflecks DFokus (siehe Abbildung 3.8) des Lasers angegeben werden [110]:

DFokus = 4λ
π tan[arcsin(NA)] (3.20)

Die beugungsbegrenzte Größe des Fokuspunktes ergibt sich damit zu etwa 1,6 µm.
Die Rayleigh-Länge des fokussierten Lasers, die die Koordinate zRayleigh definiert,
an der der Laserdurchmesser um den Faktor

√
2 größer ist als im Brennpunkt der

Linse (siehe Abbildung 3.8), kann anhand der gegebenen Größen bestimmt werden
als [110] :

zRayleigh = πD2
Fokus

4λ (3.21)

Die Rayleigh-Länge des fokussierten Laserstrahls beträgt im beschriebenen Aufbau
etwa 3,7 µm. In der Brennebene der Linse wird das Polymer-Substrat eingebracht.
Die Gesamtintensität des Laserstrahls nach der Fokussierlinse beträgt etwa 1 mW.
Die Linse ist mittels einer Mikrometerschraube axial verschiebbar, um die Fokus-
lage des Laserstrahls verschieben zu können. Das Substrat befindet sich auf einer
Anordnung aus zwei gekreuzten Präzisionslineartischen der Firma Etel (Sonderan-
fertigung).

Während der Belichtung wird das zu belichtende Substrat innerhalb der Brenne-
bene verfahren. Die Belichtung findet dabei nur statt, wenn das Substrat kontinuier-
lich in positiver x-Richtung bewegt wird. Während der schnelleren Fahrt in negativer
x-Richtung wird der Laser ausgeschaltet. Für den Belichtungsvorgang wird der La-
ser in konstanten Zeitintervallen, typischerweise 4 ms, für ca. 1 ms eingeschaltet.
Synchron dazu wird die Spannung, die am elektrooptischen Modulator anliegt, so
eingestellt, dass die gewünschte Drehlage der linearen Polarisation des Laserstrahls
vorliegt. Dieser Vorgang wird für jeden Punkt einer Zeile des zu schreibenden Po-
larisationshologramms wiederholt. Nach jeder Zeile wird der zweite Motor, der für
die Bewegung in y-Richtung zuständig ist, um eine feste Schrittweite bewegt. Der
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Abbildung 3.9: Foto des Aufbaus zur Einzelpunktbelichtung von Polarisationsholo-
grammen in Azobenzen

Abstand der Belichtungspunkte in x-Richtung wird über die Verfahrgeschwindigkeit
des Motors für die x-Richtung eingestellt. In y-Richtung ergibt sich der Abstand
über die Schrittweite des zweiten Motors. Ein Foto des realisierten Belichters ist in
Abbildung 3.9 zu sehen.

Mit dem beschriebenen Aufbau ist die Möglichkeit gegeben die Orientierung
ρ (vgl. Gleichung 2.6) der Doppelbrechung im Polymersubstrat Punkt für Punkt
einzustellen. Da der Laser nur an oder ausgeschaltet wird und damit die Belich-
tungsmenge in jedem Punkt gleich groß ist, ist die Stärke der Doppelbrechung δ

konstant.
Durch eine leichte Modifikation des Aufbaus, ist es möglich sowohl die Drehlage ρ

als auch die Stärke δ der Doppelbrechung in einem azobenzenhaltigen Polymer einzu-
stellen [80,111]. Eine Skizze des modifizierten Laboraufbaus ist in Abbildung 3.10 zu
sehen. Die erste Änderung besteht im Einbringen eines Folien-Zirkularpolarisators,
d.h. einer Folie, die aus einer linear polarisierenden Schicht und einem λ/4-Plättchen
besteht. In Kombination mit dem elektrooptischen Modulator kann so die Intensität
des Schreiblaserstrahls und damit in jedem Hologrammpixel die Stärke δ der Dop-
pelbrechung im Fotopolymer eingestellt werden. Ein zusätzlicher Polarisator, der
mittels eines Rotationsschrittmotors gedreht werden kann, definiert die Drehlage
der Polarisation des Schreiblaserstrahls. Er bestimmt also die Drehlage ρ der Dop-
pelbrechung, die im Polymer erzeugt wird. Das Einbringen der zusätzlichen Kompo-
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Abbildung 3.10: Skizze des modifizierten Laboraufbaus zur Einzelpunktbelichtung
von Polarisationshologrammen mit einstellbarer Drehlage und Stärke der Doppel-
brechung. Die Modifikationen gegenüber Abbildung 3.7 sind eingekreist.

nenten führt dazu, dass die Laserleistung nach der Fokussierlinse auf maximal 250
mW herabgesetzt wird.

Auch in dieser Anordnung wird das Substrat kontinuierlich in der Brennebe-
ne der Fokussierlinse verfahren. Dabei bleibt die Drehlage des auf dem Drehmotor
platzierten Linearpolarisators zunächst konstant und die gesamte zu beschreibende
Fläche wird einmal abgefahren. Durch Änderung der Spannung am elektrooptischen
Modulator wird in jedem Pixel die Intensität des Schreibstrahls und damit die Stärke
der Doppelbrechung im Fotopolymer eingestellt. Nach Abfahren des gesamten Holo-
gramms wird der Linearpolarisator gedreht und erneut die gesamte Hologrammfläche
abgefahren. Pro zulässiger Drehlage muss also einmal die gesamte Hologrammfläche
abgefahren werden.

3.2.2.2 Parallele flächenhafte Belichtung mittels Spatial Light Modula-
tor (SLM)

Davis et al. zeigten im Jahr 2000 experimentell, dass Phasen-SLMs auf Flüssigkristall-
Basis zur pixelweisen Manipulation des Polarisationszustandes einer Lichtwelle ver-
wendet werden können [112]. Phasen-SLMs sind optische Bauteile bestehend aus
elektrisch schaltbaren Pixeln, die für eine lineare Polarisation, z.B. in Richtung der
y-Achse, eine Phasenverzögerung δSLM erzeugen können, während orthogonal da-
zu polarisierte Strahlung nicht beeinflusst wird. Jeder Pixel des SLM kann damit
als spannungsabhängiger Retarder betrachtet werden. Die Jones-Matrix eines SLM-
Pixels ist damit die eines allgemeinen Retarders in Achslage nach Gleichung (2.4):



KAPITEL 3. POLARISATIONSHOLOGRAMME 46

TSLM =
 1 0

0 eiδSLM

 (3.22)

Um die weitere Behandlung zu vereinfachen, wird gegenüber Gleichung (2.4) der
Nullpunkt der Phasenlage um δ/2 ohne Beschränkung der Allgemeinheit verscho-
ben. Die Absorption des Phasen-SLM wird als konstant über die Fläche des SLM
angenommen und daher in Gleichung (3.22) nicht berücksichtigt. Die Anordnung zur

Abbildung 3.11: Konfiguration zur Nutzung eines Phasen-SLM zur Polarisationsdre-
hung (QWP: Viertelwellenplättchen)

Nutzung des SLM als Polarisationsmodulator wurde gegenüber der Anordnung von
Davis et al. [112] geändert (siehe Abbildung 3.11). Statt mit zirkular polarisiertem
Licht wird der SLM mit linear polarisiertem Licht beleuchtet, dessen Polarisations-
achse unter 45◦ gegenüber der x-Achse gedreht ist:

Ebel,in = 1√
2

 1
1

 (3.23)

Nach Durchgang des Lichts durch den SLM durchläuft dieses außerdem eine Viertel-
wellenplatte, deren schnelle Achse um 45 ◦ aus der x-Achse des Koordinatensystems
gedreht ist. Die Jones-Matrix dieser Viertelwellenplatte kann angegeben werden als:

TQWP,45 = 1
2

 1 + i −1 + i

−1 + i 1 + i

 (3.24)

Durch Matrixmultiplikation der Jones-Matrix der Viertelwellenplatte, der Jones-
Matrix des SLM-Pixels und des Jones-Vektors der beleuchtenden Lichtwelle ergibt
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sich der Jones-Vektor der Welle nach Durchlaufen der Anordnung:

Ebel,out = TQWP,45 × TSLM × Ebel,in =

= 1
4
√

2
 1 + i− eiδSLM + ieiδSLM

−1 + i+ eiδSLM + ieiδSLM

 (3.25)

Der Operator × steht dabei für die Matrixmultiplikation. Die Phasenlagen der x-
Komponente φx und der y-Komponente φy des resultierenden Jones-Vektors können
nach trigonometrischer Umformung angegeben werden:

φx = arctan
(
−1 + sin(δSLM)− cos(δSLM)
−1 + cos(δSLM) + sin(δSLM)

)

φy = arctan
(

1 + sin(δSLM) + cos(δSLM)
−1− sin(δSLM) + cos(δSLM)

)
(3.26)

Bildet man die Differenz der Argumente der beiden arctan-Funktionen, ergibt sich:

−1 + sin(δSLM)− cos(δSLM)
−1 + cos(δSLM) + sin(δSLM) −

1 + sin(δSLM) + cos(δSLM)
−1− sin(δSLM) + cos(δSLM) =

= 2 sin(δSLM) cos(δSLM)
(−1 + cos(δSLM) + sin(δSLM))(−1− sin(δSLM) + cos(δSLM))−

− 2 sin(δSLM) cos(δSLM)
(−1 + cos(δSLM) + sin(δSLM))(−1− sin(δSLM) + cos(δSLM)) =

=0 (3.27)

Es gilt also:
φx = φy (3.28)

Die Phasengleichheit der beiden Komponenten des resultierenden Jones-Vektors
bedeutet, dass die resultierende Welle stets linear polarisiert ist, unabhängig von
der Phasenverzögerung δSLM , die durch den SLM induziert wird. Um die Drehla-
ge θSLM des Jones-Vektors Ebel,out gegenüber der x-Achse des Koordinatensystems
zu bestimmen, müssen zunächst die Beträge der Komponenten dieses Jonesvektors
Ebel,x,0, Ebel,y,0 bestimmt werden (siehe auch Abbildung 3.12):

Ebel,x,0 = 1
2
√

1− sin(δSLM)

Ebel,y,0 = 1
2
√

1 + sin(δSLM) (3.29)

Der Drehwinkel θSLM ergibt sich damit zu:

θSLM = arctan

√

1− sin(δSLM)√
1 + sin(δSLM)

 (3.30)
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Abbildung 3.12: Elektrisches Feld nach Durchgang der Belichtungsanordnung mit
SLM

Durch folgende Substitutionen kann das Ergebnis weiter vereinfacht werden:

sin(x) = − cos(x+ π/2)

tan(x/2) =
√

(1− cos(x))/1 + cos(x) (3.31)

Es ergibt sich:
θSLM = δSLM

2 + π

4 (3.32)

In der Zusammenfassung heißt das, dass zum einen eine Lichtwelle nach Durchlaufen
der beschriebenen Anordnung stets linear polarisiert ist und zum anderen die Drehl-
age dieser linearen Polarisation über die einstellbare Phasenverzögerung δSLM jedes
Pixels des SLM definiert werden kann. Durch pixelweise Veränderung der Phasen-
verzögerung δSLM kann ein pixeliertes Polarisationsmuster erzeugt werden, in dem in
allen Pixeln lineare Polarisation vorliegt, deren Drehlagen durch den SLM definiert
eingestellt werden kann.

Basierend auf diesen Vorüberlegungen wurde ein pixelierter Belichter zur Herstel-
lung von Polarisationshologrammen in Azobenzen aufgebaut [113]. Eine Skizze des
umgesetzten Belichters ist in Abbildung 3.13 dargestellt. Ein frequenzverdoppelter
Nd:YAG-Laser (Laser1, λ=532 nm, 16 mW Leistung) dient als Schreiblichtquelle.
Die Spiegel S1, S2 und S3 dienen zur Justage des Laserstrahls. Mit Hilfe der Linsen
L1 (Brennweite -20 mm) und L2 (Brennweite 150 mm) wird der Strahl aufgewei-
tet, so dass sein Durchmesser etwa doppelt so groß wird wie der der Feldblende
FB. Die Linsen L3 (Brennweite 25 mm) und L4 (Brennweite 80 mm) dienen der
weiteren Aufweitung des Laserstrahls sowie der Abbildung der Feldblende in die
Ebene des SLM. Der Linearpolarisator LP1 sorgt dafür, dass der SLM gemäß den
Vorüberlegungen mit linear polarisiertem Licht (Winkel 45◦) beleuchtet wird. Der
nicht-polarisierende Strahlteilerwürfel (NPST ) sorgt für die Strahlumlenkung ohne
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Abbildung 3.13: Laboraufbau zur Belichtung von Polarisationshologrammen mit Hil-
fe eines Phasen-SLM)

signifikante Änderung der Polarisation. Nach Reflektion am Phasen-SLM (Firma
Holo-Eye, Typ HEO1080P, Auflösung 1920 x 1080 Pixel, 8 µm Pixelgröße) durch-
läuft der Strahl eine Mikroskop-Tubus-Linse (TL, Firma Zeiss, Brennweite 164,5
mm) und trifft dann auf die Viertelwellenplatte gemäß der Vorbetrachtungen. Ein
Mikroskop-Objektiv (Firma Zeiss, Epiplan-Neofluar 10x, NA = 0.3) bildet den SLM
schließlich in die Ebene des Foto-Polymers P ab. Mit Hilfe der Kamera C1 kann
überprüft werden, ob der SLM scharf in die Ebene des Polymer abgebildet wird.
Der Linearpolarisator dient dabei dazu das Licht, das direkt vom Laser (Laser1)
kommt ohne den Weg über den SLM und das Polymer zu durchlaufen, auszublen-
den.

Der Klappspiegel KL kann optional in den Strahlengang gebracht werden. Mit
Hilfe der Linse L5 (Brennweite 80 mm) wird der SLM in diesem Fall nicht auf das
Polymer, sondern ca. um den Faktor 2 verkleinert auf die CMOS-Kamera C2 (Om-
nivision Supercam, 1280 x 960 Pixel, 6 µm Pixel-Pitch) abgebildet. Der zusätzliche
drehbare Linearpolarisator LP3 ermöglicht die Kontrolle der Polarisationseigenschaf-
ten des SLM.

Der Laser (Laser2, λ = 670 nm, Leistung einstellbar bis ca. 10 mW) ist so
positioniert, dass er den Bereich des Fotopolymers kollimiert beleuchtet, in den der
SLM abgebildet wird. Die Fotodiode (PD) eines optischen Leistungsmessgeräts (HP
8152A) ist so platziert, dass das in die erste Beugungsordnung gebeugte Licht des
Lasers (Laser2) gerade dann auf sie fällt, wenn im Polymer ein Gitter der Periode
16 Pixel eingeschrieben wird. Mit Hilfe des Lasers (Laser2) und des Leistungsmess-
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Abbildung 3.14: Foto des Aufbaus zur Belichtung von Polarisationshologrammen
mit Hilfe eines SLM

geräts kann somit der Schreibvorgang überwacht werden, wenn ein Gitter mit einer
Periode von 16 Pixeln geschrieben wird, um die Dynamik des Schreibprozesses zu
evaluieren. Das Leistungsmessgerät verfügt über einen analogen Ausgang, dessen
Ausgabespannung mittels einer Digital-Analog-Wandler-Karte einem PC zugeführt
werden kann. Ein Foto des realisierten Aufbaus zur Belichtung von Polarisationsho-
logrammen mit Hilfe eines SLM ist in Abbildung 3.14 dargestellt.

3.3 Experimentelle Charakterisierung von Polari-
sationshologrammen

3.3.1 Polarisationsmikroskop mit drehbarem Verzögerungs-
plättchen

Eine Möglichkeit der Charakterisierung von Polarisationshologrammen besteht in
der Verwendung eines Polarisationsmikroskops, das durch das Einbringen eines dreh-
baren Retarder-Plättchens modifiziert wird [111]. Die Skizze einer Umsetzung ist in
Abbildung 3.15 dargestellt. Als Beleuchtungsquelle dient eine rote LED (Wellenlänge
650 nm). Der Beleuchtungsstrahlengang folgt der klassischen Köhler’schen Beleuch-
tungsanordnung mit zusätzlicher Tubuslinse. Eine Kondensorlinse (KL) bildet in
Kombination mit der beleuchtungsseitigen Tubuslinse (TL1) die LED in die Aper-
turebene des Mikroskopobjektivs (MO, Zeiss Epiplan-Neofluar 10x, NA 0,3 ) ab.
Eine Feldblende (FB) wird von der Tubuslinse nach unendlich, und anschließend
vom Mikroobjektiv in die Ebene des zu untersuchenden Polarisationshologramms
(P ) abgebildet. Mit einer Kamera (C) und einer zweiten Tubuslinse (TL2, Zeiss,
Brennweite 164,5 mm) wird schließlich das scharfe Bild des Polarisationshologramms
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Abbildung 3.15: Mikroskopaufbau zur Bestimmung der Doppelbrechung in einem
Polarisationshologramm)

aufgenommen. Da als Strahlteiler ein polarisierender Strahlteilerwürfel (PST ) ver-
wendet wird, entspricht der Aufbau zunächst einem Polarisationsmikroskop in Auf-
licht. Die Modifikation besteht im Einbringen einer Halbwellenplatte (HWP ) oder
Viertelwellenplatte (QWP ). Die jeweilige Retarderplatte wird auf einem Drehmotor
(Firma Owis) montiert. Für verschiedene Drehlagen des jeweiligen Retarders werden
Bilder des Polarisationshologramms aufgenommen. Die aufgenommene Intensität in
jedem Pixel ist dabei eine Funktion der Drehlage ρ und der Stärke δ der Doppelbre-
chung im entsprechenden Punkt des Polarisationshologramms sowie der Drehlage
des Retarderplättchens.

Um die Abhängigkeit der aufgenommen Intensität I in einem Kamera-Pixel von
der Drehlage ρR und der Phasenverzögerung δR des Retarderplättchens, sowie von
der Stärke δ und der Drehlage ρ der Doppelbrechung im entsprechenden Punkt des
zu untersuchenden Polarisationshologramms zu bestimmen, eignet sich der Stokes-
Formalismus. Ausgangspunkt der Betrachtung ist der Beleuchtungsstrahlengang be-
ginnend bei der LED. Nach Durchgang des Lichts durch den polarisierenden Strahl-
teiler liegt linear polarisiertes Licht vor, z.B. in x-Richtung:

Spol =


1
1
0
0

 (3.33)

Sowohl die Müller-MatrixMR des Verzögerungsplättchens als auch die Müller-Matrix
M eines beliebigen Punktes des Polarisationshologramms werden beschrieben durch
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die Müller-Matrix des allgemeinen Retarders nach Gleichung (2.27). Wenn das Licht
die Anordnung aus Verzögerungsplättchen, Polarisationshologramm und nochmals
das Verzögerungsplättchen durchlaufen hat, wird vom polarisierenden Strahlteiler
nur der Teil des Lichts auf die Kamera gelenkt, der in y-Richtung polarisiert ist. Der
Strahlteiler wirkt also wie ein Linearpolarisator in y-Richtung:

MPST = 1
2


1 −1 0 0
−1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (3.34)

Der Stokes-Vektor, der die Polarisation des Lichts nach Durchgang Sk der gesam-
ten Anordnung beschreibt, ergibt sich durch Multiplikation der Müller-Matrizen
der einzelnen Komponenten mit dem Stokes-Vektor des Polarisationszustandes vor
Durchlaufen der Anordnung:

Sk = MPST ×MR ×M ×MR × Spol (3.35)

Das erste Element des resultierenden Stokes-Vektors definiert die Intensität, die in
einem Kamera-Pixel gemessen wird [85].

Die beiden Fälle, dass als Verzögerungsplättchen ein Halbwellenplättchen oder
ein Viertelwellenplättchen verwendet wird, werden nun getrennt behandelt. Im Falle
des Halbwellenplättchens ergibt sich die gemessene Intensität als:

Ik,HWP = 1
4(1− cos(δ))(1− cos(8ρR + 4ρ)) (3.36)

Aus Gleichung (3.36) wird deutlich, dass sich die Intensität in einem Kamera-Pixel
bei Drehung der Halbwellenplatte mit dem Kosinus des achtfachen Drehwinkels ρR
der Halbwellenplatte ändert. Die Phasenlage der kosinusförmigen Modulation ist
gegeben durch die vierfache Drehlage ρ der Doppelbrechung im Punkt des Polari-
sationshologramms, der in den Kamera-Pixel abgebildet wird. In Abbildung 3.16 a)
ist die Intensität, die ein Kamera-Pixel aufnimmt, als Funktion der Drehlage des
Halbwellenplättchens für vier unterschiedliche Drehlagen ρ (ρ = 1π/8, ρ = 2π/8,
ρ = 3π/8,ρ = 4π/8) der Doppelbrechung im entsprechenden Punkt des Polarisati-
onshologramms dargestellt. Der Betrag δ der Doppelbrechung wurde in allen vier
Fällen als 5π/6 gewählt. Die Phasenverschiebung der Intensitätsverläufe ist als Ver-
schiebung der sinus-förmigen Modulation zu erkennen. Wegen des Faktors vier sind
die Intensitätsverläufe, die sich bei ρ und ρ + nπ/2 (mit n als ganzer Zahl) erge-
ben, nicht unterscheidbar, so dass die Bestimmung der Drehlage nur Modulo π/2
angegeben werden kann.
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Die Amplitude der Modulation hängt vom Kosinus der Stärke δ der Doppelbre-
chung im entsprechenden Punkt des Polarisationshologramms ab und wird maximal,
wenn δ gleich π bzw. π + n · (2π) ist (Abbildung 3.16 b).

Abbildung 3.16: Simulierte Intensitätsverläufe nach Gleichung (3.36) eines Kamera-
Pixels im modifizierten Polarisationsmikroskop mit Halbwellenplatte (ρR: Drehlage
der Halbwellenplatte); a) Intensitätsverläufe für verschiedene Drehlagen ρ der Dop-
pelbrechung im zu untersuchenden Punkt eines Polarisationshologramms; b) Inten-
sitätsverläufe für verschiedene Stärken δ der Doppelbrechung

Für die Bestimmung der Doppelbrechungseigenschaften eines Polarisationsholo-
gramms werden eine Anzahl von Bildern von diesem aufgenommen und dabei die
Halbwellenplatte des modifizierten Polarisationsmikroskops jeweils um einen Win-
kel ∆ρR gedreht. Dadurch wird jedem Kamera-Pixel und damit jedem Punkt des
Polarisationshologramms eine Reihe von gemessenen Intensitätswerten zugeordnet,
die Gleichung (3.36) unterliegen. Durch eine eindimensionale Fouriertransformation
dieser Messwerte eines Pixels wird diese Messreihe in ihre diskreten Frequenzanteile
bezüglich der Drehung des Rotationswinkels ρR des Halbwellenplättchens zerlegt.
Der Anteil dieses Frequenzspektrums, der der Frequenz 8ρR entspricht, charakte-
risiert die Doppelbrechung des Polarisationshologramms im entsprechenden Punkt.
Sein Phasenwinkel entspricht dem vierfachen Drehwinkel ρ der Doppelbrechung. Die-
se kann dadurch (modulo π/2) bestimmt werden. Die Stärke der Doppelbrechung
kann über die Amplitude des entsprechenden Anteils des Frequenzspektrums be-
stimmt werden. Dabei ist nicht unterscheidbar, ob eine geringere Modulation durch
geringere Doppelbrechung im Polarisationshologramm, durch Absorption des Ho-
logramms oder durch eine Helligkeitsänderung der Beleuchtung zu Stande kommt.
Die Stärke der Doppelbrechung kann auf diese Art also nur unter Verwendung ei-
ner Reihe von Annahmen bestimmt werden. Für die Bestimmung der Stärke δ der
Doppelbrechung von Polarisationshologrammen ist das modifizierte Polarisations-
mikroskop mit Halbwellenplatte also nur bedingt geeignet, so dass der beschriebene
Aufbau nur zur Bestimmung der Drehlagen der Doppelbrechung in den zu charak-
terisierenden Polarisationshologrammen verwendet wird.

Eine Abschätzung der zu erwartenden Genauigkeit bei der Charakterisierung
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von Polarisationshologrammen mit Hilfe des beschriebenen modifizierten Polarisa-
tionsmikroskops mit Halbwellenplatte wurde mit Hilfe numerischer Simulationen
durchgeführt. Eine geschlossene Abschätzung der Fehler ist nicht möglich, da der
Übergang von Gleichung 3.35 nach Gleichung 3.36 nur unter der Annahme einer
idealen Halbwellenplatte im Mikroskop möglich ist und Gleichung 3.35 nicht nach
der gesuchten Drehlage ρ der Doppelbrechung aufgelöst werden kann. Für die nume-

Abbildung 3.17: Numerische Abschätzung der zu erwartenden Messgenauigkeit für
die Drehlage ρ der Doppelbrechung im modifizierten Polarisationsmikroskop mit
Halbwellenplatte
a) Gemessene Drehlage als Funktion der realen Drehlage
b) Differenz zwischen gemessener und realer Drehlage.

rische Simulation wird angenommen, dass die Drehlage ρR des Halbwellenplättchens
gemäß der Spezifikationen des verwendeten Schrittmotors auf 1 Bogenminute genau
bekannt ist. Darüber hinaus wird der Fehler der verwendeten Halbwellenplatte mit
λ/500 angegeben. Die Ungenauigkeit der Wellenlänge wird mit etwa 5 % (entspr.
30 nm) angenommen. Der Weiteren wird angenommen, dass die verwendete 8-bit-
Kamera nur 6 rauschfreie Bits liefert. In der Simulation werden alle genannten Grö-
ßen innerhalb der gegebenen Grenzen zufällig variiert. Für verschiedene vorgegebe-
ne Werte der Drehlage und Stärke der Doppelbrechung im Polarisationshologramm
wurden anschließend die zu erwartenden Intensitätsverläufe berechnet und anhand
dieser nach der beschriebenen Methode die Messwerte für die Drehlage ρ bestimmt.
Dieser Vorgang wurde insgesamt 18000-mal wiederholt. Die Ergebnisse der Simula-
tion sind in Abbildung 3.17 grafisch dargestellt. Abbildung 3.17 a) zeigt die in der
Simulation gemessenen Werte der Drehlagen als Funktion der vorgegebenen Drehl-
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agen. in Abbildung 3.17 sind die Messfehler in der Simulation dargestellt. Es ergibt
sich eine zu erwartende Messgenauigkeit der Drehlagen ρ von etwa 0,0014 π.

Statt der Halbwellenplatte kann wie bereits erwähnt auch eine Viertelwellen-
platte als Modifikation in ein Polarisationsmikroskop eingebracht werden. Nach den
beschriebenen Überlegungen kann auch hier das Intensitätssignal in einem Kamera-
Pixel mit Hilfe der Müller-Matrizen berechnet werden:

Sk = MPST ×MR ×M ×MR × Spol (3.37)

Sowohl das Polarisationshologramm als auch die Viertelwellenplatte werden durch
die Müller-Matrix eines allgemeinen Retarders dargestellt, wobei die Phasenverzöge-
rung des Viertelwellenplättchens π/2 beträgt. Die Intensität, die ein Kamera-Pixel
registriert, kann damit als Funktion der Drehlage und Stärke der Doppelbrechung
im abgebildeten Punkt des Polarisationshologramms sowie der Drehlage des Vier-
telwellenplättchens angegeben werden:

Ik,HWP = 1
16((cos(δ)− 1) cos(8ρr − 4ρ)+

+ 4 sin(δ) sin(6ρR − 2ρ)+

+ (2 cos(δ)− 2) sin(4ρ) sin(4ρR) + ((2 cos(δ)− 2) cos(4ρ)−

− 6 cos(δ)) cos(4ρR) + 4 sin(δ) cos(2ρ+ 2ρR)−

− 2 sin(ρR)4 + 12 cos(ρR)2 sin(ρR)2−

− 2 cos(ρR)4 + cos(δ) cos(4ρ)− sin(ρ)4+

+ 6 cos(ρ)2 sin(ρ)2 − cos(ρ)4 + 2 cos(δ) + 6) (3.38)

Das Ergebnis zeigt, dass die Intensität in einem Kamera-Pixel nicht nur kosinus-
förmig mit dem 8-fachen Drehwinkel des zusätzlichen Retarders moduliert wird,
sondern auch kosinusförmig von anderen Vielfachen des Drehwinkels abhängt. Die
verschiedenen Anteile der Modulation sind je nach Betrag und Orientierung der Dop-
pelbrechung im entsprechenden Punkt des Polarisationshologramms unterschiedlich
stark gewichtet. Typische Intensitätsverläufe bei Drehung des Viertelwellenplätt-
chens sind in Abbildung 3.18 für verschiedene Doppelbrechungseigenschaften des
Polarisationshologramms dargestellt. Abbildung 3.18 a) zeigt die Intensitätsmodu-
lation in einem Kamera-Pixel für verschiedene Drehlagen ρ (ρ = π/8, ρ = π/4, ρ =
3π/8, ρ = π/2) und konstanter Stärke δ = 5π/6 der Doppelbrechung im beobach-
teten Punkt des Polarisationshologramms. In Abbildung 3.18 b) sind Intensitäts-
verläufe für verschiedene Doppelbrechungsstärken δ (δ = 5π/8, δ = 3π/4, δ =
7π/8, δ = π) bei konstanter Drehlage ρ = π/8 dargestellt.

In beiden Diagrammen wird deutlich, dass die Überlagerung der verschiedenen
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Abbildung 3.18: Simulierte Intensitätsverläufe nach Gleichung (3.36) eines Kamera-
Pixels im modifizierten Polarisationsmikroskop mit Viertelwellenplatte (ρR: Drehla-
ge der Viertelwellenplatte); a) Intensitätsverläufe für verschiedene Drehlagen ρ der
Doppelbrechung im zu untersuchenden Punkt eines Polarisationshologramms; b)
Intensitätsverläufe für verschiedene Stärken δ der Doppelbrechung

kosinusförmigen Modulationen zu komplexen Intensitätsmodulationen führt. Daher
werden zur Auswertung der aufgenommenen Intensitätswerte in jedem Messpunkt
(Kamera-Pixel) Methoden der nichtlinearen Regressionsrechnung eingesetzt [114].
Dabei werden durch Variation der angenommenen Werte für ρ und δ die Abwei-
chungen zwischen der theoretischen Modulation der Intensität als Funktion von ρR
nach Gleichung (3.38) und der gemessenen Modulation in jedem Kamera-Pixel mi-
nimiert und so die Werte für ρ und δ bestimmt. Es kann gezeigt werden, dass die
Intensitätsmodulation für δ und 2π ± δ identisch sind. Ebenso ergeben sich für ρ
und π/2 + ρ identische Intensitäten. Unter Nutzung von a-priori-Wissen können
diese Unsicherheiten ausgeschlossen werden. Die Unsicherheit von δ ist für die im
Rahmen dieser Arbeit erstellten Polarisationshologramme von geringer Bedeutung,
da die Werte für δ, die größer sind als π, aufgrund der gegebenen Dicken der Po-
lymerschichten und der erzielbaren Doppelbrechung ausgeschlossen werden können.
Negative δ-Werte, die sich bei der Berechnung ergeben können, müssen daher als
positive δ-Werte mit demselben Betrag interpretiert werden. Diese Unsicherheit bei
der Messung der Drehlagen ρ kann unter Verwendung von a-priori-Wissen in der
Regel ausgeschlossen werden. Insbesondere bei der Vermessung von Teststrukturen
zur Kalibration der Schreibsysteme sind die ungefähren Bereiche, in denen sich ρ

bewegen muss, schon vorher bekannt, bzw. können mit einfachen Mitteln (Polarisa-
tionsmikroskop ohne Modifikation) abgeschätzt werden.

Auch für diese Messanordnung wurde mit Hilfe numerischer Simulationen eine
Abschätzung der zu erwartenden Messfehler durchgeführt. Die Positioniergenauig-
keit der drehbaren Viertelwellenplatte, die Fertigungstoleranz dieser, das Bildrau-
schen bedingt durch die Kamera sowie die Unsicherheit der Beleuchtungswellenlän-
ge wurden gegenüber der numerischen Simulation nach Abbildung 3.17 beibehalten.
Die Ergebnisse der Simulation sind in Abbildung 3.19 grafisch dargestellt. Abbildung
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Abbildung 3.19: Numerische Abschätzung der zu erwartenden Messgenauigkeit für
die Drehlage ρ und Stärke δ der Doppelbrechung im modifizierten Polarisationsmi-
kroskop mit Viertelwellenplatte
a) Gemessene Stärke δ als Funktion der realen Stärke
b) Gemessene Drehlage ρ als Funktion der realen Drehlage.

3.19 a) stellt die durch Regressionsrechnung bestimmte Stärke δ der Doppelbrechung
als Funktion der vorgegebenen Stärke dar. Die Standardabweichung der Messwerte
von den Vorgabewerten liegt bei etwa π/12. In Abbildung 3.19 b) ist die gemessene
Drehlage ρ der Doppelbrechung als Funktion der vorgegebenen Drehlage dargestellt.
Die Standardabweichung zwischen den Mess- und den Vorgabewerten liegt bei etwa
Π/40.

Unter der Annahme, dass die Abbildung durch das Mikroskopobjektiv beugungs-
begrenzt ist, ergibt sich die Auflösungsgrenze nach der Abbe’schen Mikroskoptheorie
zu etwa 1,1 µm. Für die einzelnen Intensitätsaufnahmen in den beiden beschriebe-
nen Aufbauten kann dieser Wert auch erreicht werden (siehe Abbildung 3.20 a) links
oben). In der Praxis zeigt sich, dass die erzielbare Auflösung für das beschriebene
Gesamtverfahren die theoretisch vorhergesagten Werte nicht erreicht. Der Grund
dafür liegt in der Drehung des jeweiligen Retarderplättchens zwischen den Aufnah-
men. Die stets vorhandene leichte Verkippung des Retarders führt dazu, dass bei
der Drehung des Retarders zwischen den Aufnahmen die Bilder lateral im Bereich
weniger µm verschoben werden (siehe Abbildung 3.20 c) und d)). Zwei nacheinander
aufgenommene Bilder des Polarisationshologramms sind nicht exakt deckungsgleich,
so dass die gemessene Intensitätsmodulation nicht ausschließlich durch die Drehung
des Retarders zustande kommt, sondern durch die scheinbare Verschiebung des Pola-
risationshologramms beeinflusst wird. Dieser Effekt kann zwar durch nachträgliches
Ausrichten der Bilder mit Hilfe von Bildbearbeitungssoftware (ImageJ) anhand mar-
kanter Punkte (z.B. Eckpunkte des Hologramms oder spezieller Justiermarken wie
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Abbildung 3.20: Mikroskopbilder von Polarisationsstrukturen aufgenommen mit
dem modifizierten Polarisationsmikroskop nach Abbildung 3.15.
a) Aufnahme mit ρR = 0◦; die Strukturgrößen in den drei quadratischen Feldern
entsprechen 1,1 µm, 2,2 µm bzw. 4,4 µm.
b) Aufnahme der gleichen Struktur mit ρR = 30◦.
c) Vergrößerung des markierten Ausschnitts aus a).
d) Vergrößerung des markierten Ausschnitts aus b). Erkennbar ist eine scheinbare
Verschiebung des Bildes um ca. 1,2 µm in Folge der Rotation des Verzögerungsplätt-
chens.

etwa in Abbildung 3.20 a) und b)) reduziert werden. Eine vollständige Kompensation
des Effekts gelingt jedoch nicht.

3.3.2 Polarisationsmessung mit Methoden der digitalen Ho-
lografie

Eine weitere Methode zur Charakterisierung von Polarisationshologrammen liegt in
der Anwendung digitalholografischer Methoden. Mit Hilfe der digitalen Holografie
ist es möglich Betrag und Phase einer gebeugten Welle ortsaufgelöst zu bestim-
men [89], was in der Literatur zur Topografiemessung in der 3D-Messtechnik ge-
nutzt wird [115–117]. Bei geeigneter Beleuchtung können aus dem Betrag und der
Phase der gebeugten Welle auch Rückschlüsse auf die Stärke und Orientierung der
Doppelbrechung eines Polarisationshologramms gezogen werden [118,119].

Ein Aufbau zur linsenlosen Mehrwellenlängenholografie, der auch zur Charakte-
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risierung von Polarisationshologrammen verwendet werden kann, ist in Abbildung
3.21 zu sehen. Der Strahl eines Faser-gekoppelten, schaltbaren Zwei-Wellenlängen-

Abbildung 3.21: Aufbau zur Charakterisierung von Polarisationshologrammen mit
linsenloser digitaler Holografie)

Lasers (Sonderanfertigung Dipl. Phys. Danilo Skoczowski/ Dr. rer. nat. Axel Heuer,
Institut für Physik und Astronomie Lehrstuhl Photonik, Universität Potsdam; λ1 =
543,589 nm, λ2 = 543,609 nm, Leistung je Wellenlänge ca. 6 mW nach der Faser)
wird mit einem Faser-Kollimator(FK, Newport, Brennweite 11 mm) kollimiert. Der
Strahl wird mit Hilfe eines polarisierenden Strahlteilers (PST ) aufgeteilt in Objekt-
und Referenzstrahl. Das Teilungsverhältnis kann durch Drehung des Halbwellen-
plättchens (HWP ) eingestellt werden. Der Objekt-Strahl beleuchtet das zu prüfende
Polarisationshologramm durch eine Viertelwellenplatte (QWP ). Das Polarisations-
hologramm wird also zirkular polarisiert beleuchtet. Das Licht, das vom Polarisati-
onshologramm gebeugt wird, durchläuft erneut das Viertelwellenplättchen, und wird
vom nicht-polarisierenden Strahlteiler (NPST ) durch einen Linearpolarisator (LP )
auf eine CCD-Kamera (C, AVT Dolphin, 1392 x 1040 Pixel, 6,45 µm Pixel-Pitch)
gelenkt. Die Durchlassrichtung des Linearpolarisators wird derart gewählt, dass nur
der Anteil des gebeugten Lichts auf die Kamera gelangt, der orthogonal zur Be-
leuchtungspolarisation ist. D. h. bei lzp-Beleuchtung des Polarisationshologramms
gelangt nur der Teil des Lichts auf die Kamera, der nach Beugung am Hologramm rzp
ist. Nach Gleichung (2.9) ist das der Anteil des Lichts, dessen Amplitude und Phase
durch das Polarisationshologramm eingestellt werden können. Der Referenzstrahl
gelangt zunächst auf einen Umlenkspiegel, der auf einem Piezoaktor angebracht ist
(PA, PI P-820), so dass er axial verschoben werden kann. Mit Hilfe von zwei Linsen
(L1, Brennweite 10 mm, L2, Brennweite 60 mm) wird der Strahl aufgeweitet, so dass
sein Durchmesser so groß ist wie die Diagonale des Kamera-Chips und dieser voll-
ständig ausgeleuchtet wird. Die folgenden Linsen L3 und L4 dienen der Abbildung
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des Referenzobjekts RO, das in den Strahlengang eingeschwenkt werden kann, auf
den CCD-Chip. Diese Komponenten sind nur für die Selbstkalibration des Aufbaus
im Mehrwellenlängenbetrieb von Bedeutung [117]. Da zur Charakterisierung der Po-
larisationshologramme nur eine Wellenlänge benötigt wird, wird das Referenzobjekt
hier nicht genutzt.

Der CCD-Chip nimmt das Intensitätsbild der Interferenz aus Objekt- und Refe-
renzstrahl auf. Mit Hilfe des Piezoaktors PA kann die relative Phasenlage zwischen
der Referenz- und der Objektwelle geändert werden. Nacheinander werden drei Bil-
der mit geänderter relativer Phasenlage zwischen den beiden Wellen aufgenommen.
Die Phasenlage zwischen den beiden Wellen in den drei aufgenommenen Bildern
kann aus der Änderung der Interferenzmuster von Bild zu Bild mit einem Verfahren
nach Cai et al. [120] bestimmt werden. Die aufgenommenen Intensitäten in einem
Kamera-Pixel (m’,n’) werden mit I1(m′, n′), I2(m′, n′) und I3(m′, n′) bezeichnet. Die
Mittelwerte der Intensitätsänderungen zwischen den Bildern werden mit p1, p2 und
p3 bezeichnet:

p1 = 1
N ′ ·M ′

∑
N ′M ′

|I2(m′, n′)− I1(m′, n′)|

p2 = 1
N ′ ·M ′

∑
N ′M ′

|I3(m′, n′)− I1(m′, n′)| (3.39)

p3 = 1
N ′ ·M ′

∑
N ′M ′

|I3(m′, n′)− I2(m′, n′)|

Dabei sind N ′ und M ′ die Pixelzahlen der CCD-Kamera in x- und y-Richtung. Die
Phasenverschiebungen, die durch den Piezoaktor zwischen den einzelnen Kamera-
bildern erzeugt wurden, ergeben sich zu:

φ1 = 2 arcsin(p1/c)

φ2 = 2 arcsin(p2/c) (3.40)

mit : c = 2p1p2p3

√
2(p2

1p
2
2 + p2

1p
2
3 + p2

2p
2
3)− p4

1 + p4
2 + p4

3

Nimmt man an, dass die Referenzwelle eben ist und ihr Betrag über die gesamte
Fläche des Kamera-Chips konstant, kann die komplexe Amplitudenverteilung in der
Ebene des Kamera-Chips bestimmt werden:

u′k(m′, n′) = eiφ1/2

sin[(φ1 + φ2)/2](I1(m′, n′)− I3(m′, n′))−

− ei(φ1+φ2)/2

sin(φ1/2) (I1(m′, n′)− I2(m′, n′)) (3.41)

Aus der komplexen Amplitudenverteilung in der Kamera-Ebene kann in jeder Ebene
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vor dem Kamera-Chip, die parallel zu diesem liegt, die dortige komplexe Amplitu-
denverteilung mit Hilfe von Gleichung (2.57) oder (2.60) berechnet werden. Ist der
Abstand z zwischen Kamera und Polarisationshologramm bekannt, kann auf diese
Art auch der Betrag und die Phase der Welle unmittelbar nach Reflektion am Polari-
sationshologramm berechnet werden, z.B. mittels Faltungsmethode nach Gleichung
(2.60):

u(m,n) = F−1 [F [u′k(m′, n′) ·H−z(mf , nf )]]

= u0(m,n) ∗ eiφ(m,n) (3.42)

Dabei steht H−z(mf , nf ) für die diskrete Impulsantwort des freien Raumes für einen
Propagationsabstand −z nach Gleichung (2.62). Die Drehlage ρ der Doppelbrechung
kann direkt aus den berechneten Phasenwerten in jedem der Rekonstruktionspunkte
bestimmt werden:

ρ(m,n) = 1
2φ(m,n) (3.43)

Die Bestimmung der Stärke δ der Doppelbrechung ist nicht ohne Weiteres möglich.
Denkbar wären dafür verschiedene Möglichkeiten wie etwa die Vermessung eines
unbelichteten Polymersubstrats oder eines Spiegels als Referenzobjekt. Da die Größe
δ jedoch in einem Polarisationshologramm mit dem Ziel variiert wird, den Betrag
des rzp Anteils der reflektierten Welle zu steuern, ist es für praktische Messungen
in der Regel ausreichend direkt diesen Betrag, also u0(m,n) zu bestimmen.

Durch den Abstand zwischen Kamera und Polarisationshologramm wird im be-
schriebenen Aufbau die laterale Auflösung bei der Rekonstruktion der komplexen
Amplitudenverteilung gegeben. Aus Gleichung (2.59) folgt, dass eine Struktur gera-
de dann noch aufgelöst werden kann, wenn sie mindestens die Dimensionen ∆x und
∆y hat, für die gilt:

∆x ≥ λ|z|
N ′∆xCCD

∆y ≥ λ|z|
M ′∆yCCD

(3.44)

Die Größen ∆xCCD und ∆yCCD bezeichnen dabei die Pixelmittenabstände des Kamera-
Chips. Aus Gleichung (3.44) wird deutlich, dass durch Verkleinerung des Abstands
zwischen Kamera und Polarisationshologramm die Auflösung des Systems verbessert
werden kann. In der experimentell umgesetzten Variante des Aufbaus nach Abbil-
dung 3.21 ist dieser Abstand aus geometrischen Gründen nach unten limitiert. Die
untere Grenze für z liegt bei etwa 140 mm. Die erreichbare laterale Auflösung des
Aufbaus liegt daher bei etwa 13,5 µm. Die Größe eines Polarisationshologramms,
das noch vollständig vermessen werden kann, ergibt sich damit zu etwa 14 mm.



Kapitel 4

Resultate

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse dargestellt, die im Rahmen der Forschungs-
arbeiten an Polarisationshologrammen erzielt wurden. Dabei werden die Resultate,
die im Bereich des Designs von Strahlformern mit dem neuen Puzzle-Algorithmus
erzielt wurden, ebenso aufgeführt wie die Ergebnisse bei der Herstellung von com-
putergenerierten Polarisationshologrammen.

4.1 Ergebnisse des Designs mit dem
Puzzle-Algorithmus

In diesem Abschnitt werden die Möglichkeiten, aber auch die Grenzen des Puzzle-
Algorithmus betrachtet. Die Betrachtung der Grenzen schließt dabei die Grenzen
der pseudo-geometrischen Designansätze nach Bryngdahl [95] mit ein.

4.1.1 Beispiele für die Hologramm-Berechnung mittels Puzzle-
Algorithmus und IFTA

Zur Überprüfung der Anwendbarkeit der entwickelten Design-Methode werden für
ausgewählte Design-Probleme Strahlformer berechnet. Die Wirkung der Strahlfor-
mer wird anschließend in numerischen Simulationen nachgebildet und die so berech-
neten Intensitätsverteilungen mit den Wunschverteilungen verglichen. Ebenso wie
die Wunschverteilungen als diskret abgetastete, zweidimensionale Verteilungen vor-
gegeben werden, liefern auch die Simulationen diskret abgetastete zweidimensionale
Verteilungen in der Beobachtungsebene. Die Indices der Stützstellen der diskreten
Verteilungen werden mit m’ in x-Richtung bzw. n’ in y-Richtung bezeichnet. Ein
Maß für die Qualität der simulierten Intensitätsverteilungen ist die Beugungseffizi-
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enz ηB. Sie wird berechnet als:

ηB =

∑
m′
soll

∑
n′
soll

Isim(m′, n′)∑
m′

∑
n′
Isim(m′, n′) (4.1)

Isim steht dabei für die Intensitätsverteilung, die bei der Simulation berechnet wird,
m′soll und n′soll sind die Indices der Stützstellen der Intensitätsverteilung, an denen
die Wunschverteilung einen gewissen Schwellwert, der als 10% der maximalen In-
tensität gewählt wurde, überschreitet. Die Beugungseffizienz ist also das Verhältnis
der Summen aller Intensitätswerte an Punkten, an denen mindestens eine gewisse
Intensität erzielt werden soll, und der Summe der Intensitäten über alle Stützstellen
der simulierten Intensitätsverteilung. Die Beugungseffizienz ist ein Maß dafür, wel-
cher Anteil des einfallenden Lichts für die gewünschte Intensitätsverteilung genutzt
wird.

Abweichungen innerhalb der gewünschten Intensitätsverteilungen werden auf die-
se Art nicht erfasst. Um Intensitätsverteilungen bezüglich ihrer Ähnlichkeit mit der
Wunschverteilung zu charakterisieren, kann der Standardfehler zwischen erzielter
Intensitätsverteilung Isim und angestrebter Intensitätsverteilung Isoll verwendet wer-
den:

ε = 1
Imax

√√√√∑
m′

∑
n′

(Isim(m′, n′)− Isoll(m′, n′))2

N ′ ·M ′ (4.2)

Insbesondere zur Beschreibung der Qualität von Strahlformern zur Erzeugung homo-
gener Verteilungen werden die Summationsgrenzen häufig auf die Bereiche reduziert,
in denen homogene Intensität erzielt werden soll [121]. Der Standardfehler stellt dort
ein Maß für die erzielte Homogenität der Intensitätsverteilung dar.

Das Designproblem mit der wahrscheinlich höchsten technischen Relevanz und
gleichzeitig hohen Ansprüchen an Design und Herstellung ist die Formung eines
Gauß- in einen Flattop-Strahl. Gauß-Strahlen sind das einfachste wellenoptische
Modell für Laser-Strahlen. Dennoch beschreibt dieses Modell die Intensitätsvertei-
lungen von Strahlen sehr vieler realer Laser für eine große Anzahl von Anwendungen
hinreichend genau. Für die Berechnung der folgenden CGHs und die anschließende
Simulation deren Funktion wird die Intensitätsverteilung des Gauß-Strahls analy-
tisch berechnet als:

I(r) = e−
r2

2σ2 (4.3)

Die so definierte Intensitätsverteilung ist derart normiert, dass ihr Maximum 1 be-
trägt. Üblicherweise wird als Durchmesser eines Gauß-Strahls der Durchmesser des
Kreises angeben, in dem die Intensität des Gauß-Strahls über dem Wert 1/e2 liegt.
Dieser Durchmesser entspricht dem Doppelten von σ. Ein Beispiel für eine solche
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Gauß-Verteilung ist in Abbildung 4.1 a) zu sehen. Ein Querschnitt durch diese Ver-
teilung ist in Abbildung 4.1 c) dargestellt. Die im Beispiel dargestellte Intensitäts-
verteilung hat einen Durchmesser von 1,8 mm.

Abbildung 4.1: Beispiel für die Strahlformung einer Gauß- zu einer Flattop-
Verteilung.
a) Falschfarb-Darstellung der Intensitätsverteilung eines Gaußstrahls mit Durchmes-
ser (1/e2) von 1,8 mm.
b) Falschfarb-Darstellung einer Fermi-Dirac-Verteilung mit Durchmesser 2R0 = 4
mm und β = 50.
c) Querschnitt durch die Gauß-Verteilung aus a).
d) Querschnitt durch die Fermi-Dirac-Verteilung nach b).
e) Strahlformendes Hologramm zur Formung des Gauß-Strahls in die gegebene
Fermi-Dirac-Intensitätsverteilung.
f) Berechnete Intensitätsverteilung, die mit dem Strahlformer nach e) erzielt wird.
g) Querschnitt durch f).

Ein idealer Flattop-Strahl zeichnet sich dadurch aus, dass innerhalb eines be-
stimmten Bereichs einer Beobachtungsebene eine konstant hohe Intensität vorliegt,
während die Intensität außerhalb dieses Bereichs Null sein soll. In der Realität treten
am Übergang zwischen hoher und niedriger Intensität Beugungseffekte auf, die das
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gewünschte Strahlprofil vor und hinter der Beobachtungsebene des Designs stören.
Daher werden Flattop-Profile häufig durch Funktionen angenähert, die diesen Über-
gang weniger abrupt realisieren [122]. Eine für diesen Zweck gut geeignete Funktion
stellt die Fermi-Dirac-Funktion dar. Sie definiert eine Intensitätsverteilung als:

Isoll(r′) = 1
1 + eβ(r′/R0−1) (4.4)

R0 definiert den Radius des Flattop-Profils, während β einen Parameter zur Beein-
flussung der Steilheit des Übergangs von hoher zu niedriger Intensität darstellte. In
4.1 b) ist als Beispiel eine Fermi-Dirac-Intensitätsverteilung mit R0 = 2 mm und β
= 50 dargestellt. Ein Profilschnitt durch diese Intensitätsverteilung ist in 4.1 d) zu
sehen.

Mit Hilfe des in Abschnitt 3.1.2 beschriebenen Algorithmus kann ein computerge-
neriertes Hologramm berechnet werden, das als Strahlformer fungiert und die Inten-
sitätsverteilung des Gauß-Strahls in eine Fermi-Dirac-Verteilung, also eine Flattop-
Verteilung umwandelt. Der Abstand zwischen Hologramm und der Ebene, in der
die gewünschte Intensitätsverteilung erzeugt werden soll, wird mit 100 mm gewählt.
Die Pixel-Größe des Hologramms wird als 1,2 µm angenommen und die Wellenlänge
des Laserstrahls sei 670 nm. Das strahlformende Hologramm, das unter diesen Be-
dingungen berechnet wurde, ist in Abbildung 4.1 e) dargestellt. Die Farben Schwarz
und Weiß stehen für ρ = 0 bzw. ρ = π. Die übrigen Werte für ρ werden als Grau-
stufen dargestellt. Zur Simulation der Funktion des berechneten Hologramms wird
die Fresneltransformation in diskreten Koordinaten nach Gleichung (2.57) verwen-
det. Abbildung 4.1 f) zeigt einen Ausschnitt der simulierten Intensitätsverteilung
in der Ebene, für die das Hologramm berechnet wurde, also 100 mm hinter dem
Hologramm. Ein Schnitt durch diese Intensitätsverteilung ist in Abbildung 4.1 g) zu
sehen. Das gewünschte Flattop-Profil ist deutlich zu erkennen. Die Beugungseffizienz
des Hologramms beträgt in der Simulation 99,92 %. Der Standardfehler zwischen
simulierter und gewünschter Intensitätsverteilung liegt bei 2,04 %.

In Abbildung 4.2 sind weitere Beispiele für simulierte Intensitätsverteilungen
zu sehen, die durch Hologramme erzeugt werden, die mittels Puzzle-Algorithmus
berechnet wurden. Beispiel a) zeigt die Formung eines Gauß-Strahls zu einer Inten-
sitätsverteilung mit linear zum Rand hin abfallender Intensität (Durchmesser 5,5
mm). Beispiel b) zeigt ein Rechteck mit homogener Intensität (Kantenlängen 2 mm
x 3 mm). Beispiel c) zeigt eine Ringverteilung mit einem Innendurchmesser von 2
mm und einem Außendurchmesser von 4,3 mm. In den Abbildungen darunter (d bis
f) sind jeweils Profilschnitte durch die jeweiligen Intensitätsverteilungen dargestellt.
In allen drei Beispielen ist die Beugungseffizienz größer als 99 % (Kreis mit linea-
rem Abfall: 99,7 %, Rechteck: 99,6 %, Ring: 99,2 %) und der Standardfehler zur
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gewünschten Verteilung <8 % (Kreis mit linearem Abfall: 1,0 %, Rechteck: 2,6 %,
Ring: 7.2 %).

Abbildung 4.2: Simulation von Hologrammen, die nach dem Puzzle-Algorithmus
berechnet wurden, zur Erzeugung verschiedener Intensitätsverteilungen.
a) Intensitätsverteilung mit linearem Abfall zum Rand.
b) Rechteck-Verteilung.
c) Ring-Verteilung.
d) Profil von a).
e) Profil von b).
f) Profil von c).

Um die Qualität der erzielten Intensitätsverteilungen beurteilen zu können, kann
der Vergleich zu Intensitätsverteilungen herangezogen werden, die durch Hologram-
me erzeugt werden, die mit Hilfe des IFTA-Algorithmus berechnet wurden. Beispiele,
die diesen Vergleich ermöglichen, sind in Abbildung 4.3 zu sehen. Für je drei Fermi-
Dirac-Verteilungen mit unterschiedlichen Radien (R0 = 2 mm, 12 mm und 26 mm)
wurden strahlformende Hologramme sowohl mit Hilfe des Puzzle-Algorithmus als
auch des IFTA berechnet. Als Pixelgröße wurde jeweils 1,2 µm, für die Wellenlänge
des zu formenden Laserstrahls mit Gauß-Intensitätsprofil nach Abbildung 4.1 a) 670
nm und als Pixelanzahl 2500 x 2500 gewählt. Der Abstand zwischen Hologramm und
Beobachtungsebene wurde als 100 mm angenommen.

Die Intensitätsverteilungen, die die berechneten Hologramme erzeugen, wurden
durch die diskrete Fresneltransformation nach Gleichung (2.57) berechnet. Die be-
rechneten Intensitätsverteilungen, die durch Hologramme aus dem Design nach dem
Puzzle-Algorithmus erzeugt werden, sind in den Abbildungen 4.3 a), b) und c) dar-
gestellt. Die Kantenlänge des dargestellten Ausschnitts in den drei Bildern beträgt
jeweils 55,8 mm. Nach Gleichung (2.58) ist dies der Bereich, in den das einfallen-
de Licht durch die Hologramme gelenkt werden kann. Der Rand des Ausschnitts



Ergebnisse des Designs mit dem Puzzle-Algorithmus 67

Abbildung 4.3: Vergleich der Design-Ergebnisse nach dem Puzzle-Algorithmus und
IFTA für zusammenhängende Flattop-Profile.
a) bis c) Simulierte Intensitätsverteilungen für Hologramme nach dem Puzzle-
Algorithmus zur Erzeugung von Fermi-Dirac-Profilen mit R0 = 2 mm, 12 mm bzw.
26 mm.
d) bis f) Profile durch die simulierten Intensitäten aus a) bis c)
g) bis i) Simulierte Intensitätsverteilungen für Hologramme nach dem IFTA für
Fermi-Dirac-Profile mit R0 = 2mm, 12 mm bzw. 26 mm.
j) bis l) Profile durch die simulierten Intensitäten aus g) bis i).

entspricht der Beugungsbegrenzung der Hologramme. Profilschnitte durch die je-
weiligen berechneten Intensitätsverteilungen sind in den Abbildungen 4.3 d), e) und
f) zu sehen. Das angestrebte Flattop-Profil ist in allen drei Fällen erkennbar. Die
Beugungseffizienzen der jeweiligen Strahlformer betragen 99,92 %, 99,97 % bzw.
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99,99 %. Die Standardfehler zwischen den simulierten Intensitätsverteilungen und
den gewünschten Verteilungen liegen bei 2,04 %, 1,15 % bzw. 1,33 %.

Zum Vergleich wurden Hologramme mit dem IFTA berechnet, die die gleichen
Wunschverteilungen erzeugen sollen. Die Intensitätsverteilung des Laserstrahls als
Eingangsverteilung, Wellenlänge, Pixelgröße und -anzahl sowie Abstand zwischen
Hologramm- und Beobachtungsebene wurden beibehalten. Die Zahl der Iterationen
im Design-Algorithmus wurde jeweils auf 90 gesetzt. Anschließend wurde die Funk-
tion der berechneten Hologramme simuliert. Die simulierten Intensitätsverteilungen
sind in den Abbildungen 4.3 g), h) und i) für die drei verschieden großen Fermi-
Dirac-Verteilungen dargestellt (R0 = 2 mm, 12 mm bzw. 26 mm). Jeweils darunter
sind in den Abbildungen 4.3 j), k) und l die Profilschnitte durch die entsprechenden
Intensitätsverteilungen zu sehen. Die Charakteristik des Flattop-Profils ist in allen
drei Bildern erkennbar insofern, als dass die Bereiche hoher und niedriger gewünsch-
ter Intensität erkennbar sind. Die Beugungseffizienz der berechneten Strahlformer
liegt bei 95,28 %, 95,26 % bzw. 99,73 %. Die hellen Bereiche sind überlagert von
statistisch verteiltem Rauschen. Die Standardfehler der simulierten gegenüber den
angestrebten Intensitätsverteilungen liegen bei 23,33 %, 23,59 % bzw. 20,28 %.

In den Abbildungen 4.4 und 4.5 sind Ergebnisse der Simulation von Hologram-
men zur Erzeugung von Intensitätsverteilungen dargestellt, die aus mehreren räum-
lich getrennten Flattops bestehen. Jedes der einzelnen Flattop-Areale ist 2 mm x
20 mm groß. In den abgebildeten Beispielen bestehen die angestrebten Intensitäts-
verteilungen aus 1, 2, 6 bzw. 10 räumlich von einander getrennten Flattop-Arealen.
Die Areale sind in x-Richtung gleichmäßig innerhalb eines Ausschnitts von 40 mm
verteilt. Die Pixelgröße (1,2 µm), Pixelanzahl (2500 x 2500) des Hologramms, der
Abstand zwischen Hologramm und Beobachtungsebene (100 mm) sowie der ein-
fallende Laserstrahl (λ = 670 nm, Gauß mit Durchmesser von 1,8 mm) wurden
gegenüber den vorhergehenden Beispielen beibehalten.

Abbildung 4.4 zeigt Ergebnisse des Designs mit dem Puzzle-Algorithmus. Die
gewünschten separaten hellen Bereiche sind in allen vier Beispielen sowohl im Inten-
sitätsbild als auch im darunter dargestellten Profilschnitt erkennbar. Die Beugungs-
effizienz in den 4 simulierten Hologrammen liegt bei 99,95 % für ein Flattop, 97,77 %
für zwei Flattops, 92,78 % für 6 Flattops und 89,11 % für 10 Flattops. Der Standard-
fehler der simulierten gegenüber der angestrebten Intensitätsverteilung liegt jeweils
bei 2,6 % (1 Flattop), 15,4 % (2 Flattops), 25,6 % (6 Flattops) und 28,5 % (10
Flattops).

Zur Erzeugung der gleichen Intensitätsverteilungen wurden anschließend Holo-
gramme mit Hilfe des IFTA berechnet und deren Funktion simuliert. Abbildung 4.5
zeigt die Ergebnisse der Simulation. Auch hier sind die separaten Flattop-Areale
sowohl in den Intensitätsbildern als auch in den Profilschnitten durch diese zu er-



Ergebnisse des Designs mit dem Puzzle-Algorithmus 69

Abbildung 4.4: Simulation von Hologrammen zur Erzeugung von mehreren Flattop-
Arealen. Hologramme wurden mit dem Puzzle-Algorithmus berechnet.
a) bis d) Simulierte Intensitätsverteilungen für 1, 2, 6 und 10 separate Flattop-
Areale.
e) bis h) Profile durch die simulierten Intensitäten aus a) bis d)

kennen. Die Beugungseffizienz der einzelnen Hologramme liegt bei 91,65 % für ein
Flattop, 88,36 % für zwei Flattops, 88,37 % für 6 Flattops und 89,74 % für 10
Flattops. Der Standardfehler der simulierten gegenüber der angestrebten Intensi-
tätsverteilung liegt jeweils bei 20,3 % (1 Flattop), 18,2 % (2 Flattops), 18,9 % (6
Flattops) und 19,9 % (10 Flattops). Eine Übersicht der Designergebnisse wird in
Tabelle 4.1 gegeben.

Abbildung 4.5: Simulation von Hologrammen zur Erzeugung von mehreren Flattop-
Arealen. Hologramme wurden mit dem IFTA berechnet.
a) bis d) Simulierte Intensitätsverteilungen für 1, 2, 6 und 10 separate Flattop-
Areale.
e) bis h) Profile durch die simulierten Intensitäten aus a) bis d)

Neben den in Abbildung 4.4 bzw. 4.5 dargestellten Fällen wurden noch weitere
Hologramme zur Erzeugung von Verteilungen mit unterschiedlicher Anzahl separa-
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Flattop-Profil Abb.
PA

Abb.
IFTA

ηB,PA ηB,PA εPA εIFTA

rund, D=4 mm 4.3 a) 4.3 g) 99,92 % 95,28 % 2,04 % 23,33 %

rund, D=24 mm 4.3 b) 4.3 h) 99,97 % 95,26 % 1,15 % 23,59 %

rund, D=52 mm 4.3 c) 4.3 i) 99,99 % 99,73 % 1,33 % 20,28 %

1 Rechteck 4.4 a) 4.5 a) 99,95 % 91,65 % 2,6 % 20,30 %

2 Rechtecke 4.4 b) 4.5 b) 97,77 % 88,36 % 15,4 % 18,19 %

5 Rechtecke 4.4 c) 4.5 c) 94,00 % 88,34 % 25,6 % 18,93 %

10 Rechtecke 4.4 d) 4.5 d) 89,11 % 89,74 % 28,5 % 19,94 %

Tabelle 4.1: Übersicht der Ergebnisse des Designs mit dem Puzzle-Algorithmus und
IFTA für verschiedene Flattop-Profile; dabei steht ηB für die Beugungseffizienz, ε
für den Standardfehler der berechneten CGH in der Simulation

ter Flattops mit beiden Methoden berechnet und simuliert. In Abbildung 4.6 sind
die berechneten Beugungseffizienzen und Standardfehler in Form von Diagrammen
gegenüber gestellt. In Abbildung 4.6 a) ist zu erkennen, dass die Beugungseffizienz
von Hologrammen, die mit dem Puzzle-Algorithmus berechnet wurden, mit steigen-
der Anzahl separater heller Bereiche in den Wunschverteilungen (Abszisse) sinkt,
während sie beim Design mit dem IFTA nahezu unverändert bleibt. Aber erst bei
10 räumlich getrennten hellen Bereichen ist die Beugungseffizienz der Hologramme
nach dem Puzzle-Algorithmus niedriger als die der Hologramme, die mit dem IFTA
berechnet wurden. Abbildung 4.6 b) zeigt, dass der Standardfehler der simulierten
Verteilungen, die durch Hologramme nach dem Puzzle-Algorithmus erzeugt werden,
mit steigender Anzahl der separaten Flattops größer wird, die Homogenität also
abnimmt. Bei der Berechnung der Hologramme nach dem IFTA bleibt der Stan-
dardfehler in etwa konstant. Bei 1-2 separaten Flattops liegt der Standardfehler der
Intensitätsverteilungen der berechneten Hologramme nach dem Puzzle-Algorithmus
unterhalb dem der Hologramme nach dem IFTA. Ab einer Anzahl von 3 separaten
Flattops ist der Standardfehler in den simulierten Intensitätsverteilungen nach dem
IFTA niedriger als der Standardfehler derjenigen, die mit dem Puzzle-Algorithmus
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Abbildung 4.6: Vergleich von Beugungseffizienz und Standardfehler der simulierten
Intensitätsverteilung von Hologrammen, die nach dem Puzzle-Algorithmus(PA) und
dem iterativen Fresnel-Transformationsalgorithmus(IFTA) berechnet wurden. Als
Wunschverteilungen wurden Verteilungen angenommen, die aus mehreren Flattops
bestehen (siehe Abbildungen 4.4 und 4.5).
a) Beugungseffizienz der Hologramme in Abhängigkeit von der Anzahl separater
Flattop-Areale
b) Standardfehler der Hologramme in Abhängigkeit von der Anzahl separater
Flattop-Areale

berechnet wurden.

4.1.2 Diskussion der Ergebnisse des Designs von Hologram-
men mit Hilfe des Puzzle-Algorithmus

Die Simulationsergebnisse aus dem vorangegangenen Abschnitt zeigen einerseits
die Anwendbarkeit des Puzzle-Algorithmus zur Berechnung von Hologrammen zur
Strahlformung. Insbesondere die Ergebnisse, die in den Abbildungen 4.1, 4.2 und 4.3
dargestellt sind, weisen positive Eigenschaften auf: Die Beugungseffizienz liegt in die-
sen Beispielen durchgehend über 99 %. Die Standardfehler der erzielten gegenüber
den angestrebten Intensitätsverteilungen bewegen sich durchgehend im einstelligen
Prozentbereich, bis auf ein Beispiel sogar unter 3 %. Im Vergleich zu den Hologram-
men, die für die gleichen Strahlformungsprobleme mit Hilfe des IFTA berechnet
wurden, schneiden sie in beiden Bereichen besser ab. Für die dort dargestellten De-
signprobleme erweist sich die entwickelte Designmethode als vorteilhaft gegenüber
der etablierten Methode des IFTA.

Auf der anderen Seite zeigen die Ergebnisse aus den Abbildungen 4.4, 4.5 und
4.6 auch Begrenzungen des Designs mit der Methode des Puzzle-Algorithmus. Dort
ist erkennbar, dass mit wachsender Anzahl von Bereichen, in denen hohe Intensität
erzielt werden soll, diese aber räumlich voneinander getrennt sind, die Qualität der
Hologramme nach dem Puzzle-Algorithmus abnimmt im Vergleich zu denen nach
dem IFTA. Zwar werden auch dort noch vergleichbare Beugungseffizienzen erzielt,
der Standardfehler der simulierten gegenüber der gewünschten Intensitätsverteilung
nimmt aber stetig zu. Bezüglich des Standardfehlers werden durch das Design nach
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dem IFTA im gewählten Beispiel bereits bei 3 separaten Flattop-Arealen bessere
Werte erzielt. Im Allgemeinen nimmt der Vorteil des Puzzle-Algorithmus gegenüber
dem IFTA bei zunehmender Anzahl separater Bereiche mit hoher Intensität ab. Die
separaten Bereiche hoher Intensität werden unter diesen Bedingungen bei CGHs, die
mit dem Puzzle-Algorithmus berechnet wurden, stets von einem charakteristischen
Streifenmuster überlagert, dessen Periode mit steigender Anzahl separater Bereiche
stetig zunimmt.

Diese Beobachtung kann mit Hilfe der Überlegungen zur Auswirkung der Abtas-
tung von Wellenfeldern in Abschnitt 2.3.3 erklärt werden. Dazu muss zunächst das
Modell betrachtet werden, das der Berechnung von CGHs mit Hilfe geometrisch-
optischer Methoden zu Grunde liegt. Für ein derartiges Design wird zunächst ei-
ne kontinuierliche Phasenfunktion berechnet, die der einer asphärischen Linse ent-
spricht. Die beobachteten Streifenmuster lassen sich durch die Verletzung der Be-
dingungen für die Anwendbarkeit der strahlenoptischen Beschreibung anschaulich
erklären. In den Fällen, in denen die Wunschverteilung aus mehreren räumlich von-
einander getrennten hellen Bereichen besteht, ergeben sich bei der strahlenoptischen
Betrachtung schon in kurzen Abständen hinter der Linse dunkle, scharf begrenzte
Bereiche, die nicht mehr von den Strahlen erfasst werden (siehe Abbildung 4.7). Die
Streifenmuster in den wellenoptischen Simulationen sind daher durch Beugungsef-
fekte an den Kanten der nach strahlenoptischen Betrachtungen dunklen Bereichen
erklärbar, so dass dort die Bedingungen für die Anwendbarkeit rein strahlenopti-
scher Betrachtung nicht mehr zulässig sind [87]. In der CGH-Ebene liegen solche
Verletzungen der Voraussetzungen für die strahlenoptische Beschreibung der Licht-
ausbreitung immer dort vor, wo die Phasenfunktion nicht differenzierbar ist.

Abbildung 4.7: Zur Erklärung von Beugungseffekten beim strahlenoptischen De-
sign von CGHs zur Erzeugung von Intensitätsverteilungen mit mehreren räumlich
getrennten hellen Bereichen.

Mit Hilfe von Gleichung (2.55) lassen sich diese Effekte genauer beschreiben. Dort
wird eine kontinuierliche komplexe Amplitudenfunktion uc(x, y) durch abschnitts-
weise konstante Bereiche, also eine Treppenfunktion angenähert, die innerhalb einer
Fensterfunktion definiert ist. Die dadurch gegebene komplexe Amplitudenverteilung
beschreibt das Wellenfeld unmittelbar nach Durchgang durch das strahlformende
Hologramm. In den Fällen, in denen die gewünschte Intensitätsverteilung nicht aus
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einem zusammenhängenden hellen Bereich besteht, sondern aus mehreren räumlich
mindestens in einer Dimension von einander getrennten Bereichen, ist die komplexe
Amplitudenverteilung uc(x, y) nicht mehr an jedem Ort differenzierbar. Abseits der
nicht-differenzierbaren Bereiche von uc(x, y) bleibt die Gültigkeit der Strahlenoptik
erhalten. Die Funktion uc(x, y) und damit das entsprechende strahlformende Holo-
gramm kann damit in Bereiche (Subhologramme) zerlegt werden, in denen die dem
Hologramm entsprechende refraktive Freiformlinse rein strahlenoptisch gut model-
liert werden kann. Dieser Tatsache kann im Falle separierbarer Designprobleme in
Anlehnung an Gleichung (2.55) dadurch Rechnung getragen werden, dass die kom-
plexe Amplitudenverteilung unmittelbar hinter dem Hologramm durch eine Summe
räumlich aneinander grenzender rechteckiger Fensterfunktionen (rect-Funktionen)
beschrieben wird:

ua(x, y) =
∑
i

rect (wx,i) rect (wy,i) ·

·
[(
uc(x, y)comb

(
x

∆x

)
comb

(
y

∆y

))
⊗ (rect (∆x) rect (∆y))

]
(4.5)

Dabei beschreiben wx,i und wy,i die Abmessungen des i-ten Subhologramms in der
Hologrammebene, in denen die erzeugte komplexe Amplitudenfunktion uc(x, y) je-
weils differenzierbar ist (siehe Abbildung 4.7). Im rotationssymmetrischen Fall ent-
sprechen die differenzierbaren Bereiche der komplexen Amplitudenverteilungen ring-
förmigen Bereichen. Alle Überlegungen gelten dort analog. Aufgrund der Linearität
von Fourier- und Fresneltransformation wird auch die komplexe Amplitudenvertei-
lung in einer Beobachtungsebene hinter dem Hologramm durch die Summe der kom-
plexen Amplitudenverteilungen der Fensterfunktionen beschrieben. Jeder Bereich
des Hologramms, der durch eine der Fensterfunktionen begrenzt wird, hat die Funk-
tion einen der separaten hellen Bereiche zu beleuchten, zum Beispiel nach Abbildung
4.4 eines der Flattop-Areale, und kann als eigenes strahlformendes Hologramm (Sub-
hologramm) betrachtet werden. Die Größe wx,i bzw. wy,i des Subhologramms defi-
niert die Breite der sinc-Funktion nach Gleichung 2.49 mit dem die einzelnen Punkte
der abgetasteten Transformierten gefaltet werden. Je kleiner das jeweilige Subholo-
gramm, umso breiter wird diese sinc-Funktion. Diese sinc-Funktionen überlagern
die komplexen Amplituden, die in den diskreten Abtastpunkten der Transformier-
ten der idealen kontinuierlichen Phasenfunktionen der Subhologramme vorliegen,
und sorgen für die streifenförmige Intensitätsmodulation in den hellen Bereichen
der simulierten Verteilungen wie z. B. in Abbildung 4.4 sowie Beugungsmuster in
den strahlenoptisch dunklen Bereichen. Je größer die Anzahl der separaten hellen
Bereiche in der gewünschten Intensitätsverteilung wird, desto kleiner werden die
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einzelnen Subhologramme und desto stärker treten die überlagernden Streifen in
den Vordergrund. Dieser Effekt ist allen Designmethoden gemeinsam, die auf dem
pseudo-geometrischen Ansatz nach Bryngdahl [95] beruhen, da dort stets die be-
schriebenen Effekte auftreten. Im Falle eines einzelnen zusammenhängenden hellen
Bereichs liefert der Puzzle-Algorithmus in der Simulation stets Ergebnisse mit hohen
Beugungseffizienzen und hoher Homogenität.

4.2 Ergebnisse der Hologrammbelichtung

Dieser Abschnitt stellt experimentelle Ergebnisse bei der Belichtung von Polarisa-
tionshologrammen zusammen. Sowohl für die Belichtung von Hologrammen durch
Einzelpunktbelichtung als auch durch flächenhafte Belichtung mit einem SLM wer-
den die Möglichkeiten und Grenzen der Hologrammherstellung dargestellt.

4.2.1 Sequentielle Einzelpunktbelichtung mittels
elektrooptischem Modulator

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse bei der Belichtung von Polarisations-
hologrammen mit dem Einzelpunktbelichter dargestellt, der in Abschnitt 3.2.2.1
beschrieben wurde. Neben den Auflösungsgrenzen des Schreibers werden Beispiele
für im Rahmen dieser Arbeit erzeugte Hologramme gezeigt.

4.2.1.1 Charakterisierung des Einzelpunktbelichters zur Erzeugung von
Polarisationshologrammen zur Manipulation der Phase

Für die Herstellung von Polarisationshologrammen durch Einzelpunktbelichtung ist
es zunächst nötig, die Möglichkeiten und Grenzen des Belichters nach Abbildung
3.7 zu bestimmen. Eine wichtige Kenngröße bei der Herstellung der Hologramme
ist die erzielbare laterale Auflösung. Unter der Annahme einer beugungsbegrenzten
Fokussierung durch die Fokussierlinse (siehe Abbildung 3.7), die eine numerische
Apertur von 0.4 aufweist, ist der erzielbare Fokusdurchmesser bei einer Laserwellen-
länge von 532 nm etwa 1,6 µm groß. Die mit diesem Laserspot erzielbare Struktur-
größe in einem Azobenzen-Polymer wurde experimentell untersucht. Dazu wurden
Teststrukturen mit verschiedenen Pixelgrößen belichtet. Ein Bild einer solchen Test-
struktur, das mit einem Standardpolarisationsmikroskop aufgenommen wurde, ist
in Abbildung 4.8 zu sehen. Neben einem Schachbrettmuster, sind vertikale und ho-
rizontale Linien im Polymer eingeschrieben worden. Die Linien auf der rechten Seite
des Test-Charts sind 1 Pixel breit (im Beispiel 1,25 µm). Die Linien in der Bild-
mitte sind 2 Pixel breit. Die Bereiche des Polarisationshologramms, die unter dem
Polarisationsmikroskop dunkel erscheinen, wurden so belichtet, dass die Drehlage
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ρ der Doppelbrechung 0◦ entspricht. In den hellen Bereichen beträgt die Drehlage
ρ = 45◦. Die Belichtungszeit (1 ms) und Belichtungsintensität (ca. 1 mW) sind wäh-
rend der gesamten Belichtung konstant. Dieses Testchart wurde mit verschiedenen

Abbildung 4.8: Mikroskopbild einer Teststruktur zur Bestimmung der Auflösungs-
grenze. Die kleinsten Strukturen entsprechen 1,25 µm.

Pixelgrößen fünfmal nacheinander belichtet. Der Abstand benachbarter Belichtungs-
punkte in den fünf verschiedenen Testcharts wurde dafür als 1,0 µm, 1,2 µm, 1,4
µm, 1,6 µm bzw. 1,8 µm gewählt. Die erzeugten Strukturen wurden anschließend mit
einem Standardpolarisationsmikroskop untersucht. Ausschnitte der so aufgenomme-
nen Mikroskopbilder, die die jeweils kleinsten Strukturen des Testcharts zeigen, sind
in Abbildung 4.9 a) zu sehen. Die feinen Strukturen sind in allen Bildern noch er-
kennbar. Als objektives Kriterium dafür, dass eine Struktur noch aufgelöst wird,
kann der Kontrast verwendet werden, der sich zwischen den dunklen und hellen
Bereichen einer Teststruktur ergibt. Der Kontrast ist gegeben durch:

K = Imax − Imin
Imax + Imin

(4.6)

Für alle fünf dargestellten Teststrukturen wurde der Kontrast berechnet. Die Ergeb-
nisse sind in 4.9 b) zu sehen. Solange die Strukturgröße 1,2 µm nicht unterschreitet
bleibt der Kontrast in den Aufnahmen der Teststrukturen nahezu konstant. Erst
bei einer Strukturgröße von 1,0 µm fällt der Kontrast merklich ab. Strukturen mit
lateralen Dimensionen von 1,0 µm stellen mit einem Kontrast von knapp über 0,5
die untere Grenze der erzielbaren Auflösung dar. Als noch sicher und fast ohne
Kontrastverlust auflösbare Strukturgröße kann 1,2 µm gelten. Für die Herstellung
von Polarisationshologrammen in Azobenzen mit dem Einzelpunktbelichter werden
im Weiteren daher stets Strukturen verwendet, die größer oder gleich 1,2 µm sind.
Die Auflösungsgrenze des Belichters ist damit kleiner als die minimale erzielbare
Laserspotgröße durch das Mikroobjektiv.

Für den Nachweis, dass der Einzelpunktbelichter die Drehlagen ρ der Doppel-
brechung in den erzeugten Polarisationshologrammen in der gewünschten Art und
Weise einstellt, wurde eine weitere Teststruktur belichtet und diese mit dem mo-
difizierten Polarisationsmikroskop mit drehbarer Halbwellenplatte gemäß Abschnitt
3.3.1 ausgewertet. Die dafür verwendete Teststruktur besteht aus Quadraten von je
10x10 Pixeln. In jedem dieser Quadrate soll ein bestimmter Wert der Drehlage ρ
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Abbildung 4.9: Bestimmung der Auflösungsgrenze des Einzelpunktbelichters.
a) Mikroskopbilder von Teststrukturen mit Pixelgrößen von 1,0 µm, 1,2 µm, 1,4 µm,
1,6 µm und 1,8 µm.
b) Kontrast zwischen hellen und dunklen Bereichen der Mikroskopbilder aus a) in
Abhängigkeit von der Pixelgröße.

der Doppelbrechung erzeugt werden. Von Quadrat zu Quadrat wird ρ um 1/256π
erhöht. Es ergeben sich also 256 Quadrate mit unterschiedlichen ρ. Der gesamte
Wertebereich für ρ von 0 bis π wird innerhalb der Teststruktur durchlaufen. Intensi-
tätsbilder der erzeugten Teststruktur, die mit dem modifizierten Polarisationsmikro-
skop aufgenommen wurden, sind in Abbildung 4.10 a)-c) zu sehen. Die Drehlage der
im Polarisationsmikroskop eingebauten Halbwellenplatte beträgt für die Aufnahme
der drei Bilder 0◦, 22,5◦ bzw. 45◦. Um den Effekt der Intensitätsmodulation durch
die Drehung der Halbwellenplatte weiter zu verdeutlichen sind in Abbildung 4.10
d) die gemessenen Intensitäten für zwei ausgewählte Kamerapixel als Funktion der
Drehlage der Halbwellenplatte dargestellt. Die nach Gleichung (3.36) zu erwartende
kosinusförmige Modulation ist zu erkennen. Da in den beiden Kamera-Pixeln Punkte
der Teststruktur abgebildet werden, die verschiedene Drehlagen der Doppelbrechung
aufweisen, sind die beiden Intensitätsverläufe phasenverschoben. Die Phasenlagen
der Intensitätsverläufe werden für alle Kamera-Pixel berechnet und sind in Abbil-
dung 4.10 e) als Grauwerte dargestellt. Der Anstieg der Phasenlagen von links oben
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Abbildung 4.10: Auswertung einer Teststruktur zur Vermessung der Drehlagen der
Doppelbrechung.
a), b) und c) sind Einzelbilder, die mit einem modifizierten Polarisationsmikroskop
bei Drehlagen von 0◦, 22,5◦ und 45◦ des eingebauten Halbwellenplättchens aufge-
nommen wurden.
d) Intensitätsmodulation in zwei ausgewählten Kamera-Pixeln, die in a), b) und c)
mit einem roten bzw. einem blauen Kreis markiert sind.
e) Phase der Intensitätsmodulation. Diese entspricht dem Vierfachen der Drehlage
ρ der Doppelbrechung in der Teststruktur.
f) und g) Schnitte durch e) entlang der gepunkteten Linien.

nach rechts unten ist erkennbar. In 4.10 f) sind zwei Profilschnitte durch die Pha-
senverteilung nach Abbildung 4.10 e) entlang der gepunkteten Linien dargestellt. Es
ist erkennbar, dass innerhalb einer Zeile des Testbildes etwa 8 unterscheidbare Stu-
fen der Phasenlagen der Modulation gemessen werden können. Im gesamten Testbild
lassen sich damit etwa 128 Stufen auflösen. Nach Gleichung (3.36) ist die Phasenlage
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der Intensitätsmodulation proportional zu 4ρ, so dass aus dem dargestellten Phasen-
bild nach Division durch 4 die Drehlage ρ der Doppelbrechung in allen Punkten der
Teststruktur abgelesen werden kann. Wegen der Periodizität des Kosinus sind, wie
bereits erwähnt, die gemessenen Phasenlagen der Intensitätsmodulation, die sich für
einen Drehwinkel ρ und einen um n · π/2 größeren Drehwinkel ergeben, identisch.
Dies ist in Abbildung 4.10 e) daran zu erkennen, dass der komplette Wertebereich
innerhalb der Teststruktur zweimal vollständig durchlaufen wird.

Zusammenfassend kann als Ergebnis der Untersuchungen an der Teststruktur
nach Abbildung 4.10 festgehalten werden, dass die Drehlagen ρ der Doppelbrechung
mit dem Einzelpunktbelichter in etwa 128 Winkelstufen bei der Belichtung aufgelöst
werden. Die laterale Auflösungsgrenze ist nach den Ergebnissen nach Abbildung 4.9
zu 1,2 µm bestimmt worden.

4.2.1.2 Experimentell realisierte Laserstrahlformer

Basierend auf den Messergebnissen der Testbelichtungen wurden verschiedene Pola-
risationshologramme erzeugt, die zur Strahlformung von Laserstrahlung eingesetzt
werden können. Als Strahlquelle, deren Strahl geformt werden soll, dient ein faserge-
koppelter Diodenlaser (Firma Schäfter-Kirchhoff, 670 nm, variable Ausgangsleistung
bis ca. 10 mW). Mit Hilfe eines Viertelwellenplättchens wird die an sich linear pola-
risierte Strahlung des Lasers in zirkular polarisierte umgewandelt. Das Strahlprofil
nach Kollimation dieses Lasers wurde mit einer CCD-Kamera (AVT-Marlin) aufge-
nommen. Das aufgenommene Kamera-Bild ist in Abbildung 4.11 a) zu sehen. Um

Abbildung 4.11: Zu formender Laserstrahl.
a) Kamerabild.
b) Gauß-Verteilung, die an die Intensitätsverteilung nach a) gefittet wurde.

den Einfluss von Störungen bei der Aufnahme zu minimieren, wird das Intensitäts-
profil für das Design der computergenerierten Hologramme als Gaußprofil angenom-
men. Dazu wurde eine Gaußverteilung an die aufgenommene Intensitätsverteilung
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mit Hilfe des Nelder-Mead-Algorithmus angepasst [114]. Diese ist in Abbildung 4.11
b) dargestellt. Der Laserstrahl wird nach der Kollimation als ebene Welle angenom-
men. Fehler der Kollimationslinse werden vernachlässigt.

Als ein Beispiel für eine gewünschte Intensitätsverteilung wurde eine radial-
symmetrische Verteilung, nämlich das Ringprofil nach Abbildung 4.12 a) gewählt
[84]. Der Innendurchmesser des Rings beträgt 4 mm. Der Abstand zwischen CGH
und der Ebene, in der die Wunschverteilung auftauchen soll (Beobachtungsebene),
wird auf 100 mm gesetzt. Dies ermöglicht eine leichte Zugänglichkeit der experi-
mentell erzielten Intensitätsverteilung und die Aufnahme dieser mit einer Kamera.
Die Pixelgröße des zu erzeugenden strahlformenden Hologramms wurde gemäß der

Abbildung 4.12: a) Gewünschte Intensitätsverteilung. b) Mit dem Puzzle-
Algorithmus berechneter Strahlformer (Schwarz bedeutet ρ = 0; Weiß steht für
ρ = π)

Voruntersuchungen aus dem vorangegangen Abschnitt als 1,2 µm gewählt. Die An-
zahl der Pixel des CGHs wurde auf 2500 x 2500 gesetzt, so dass der Strahlformer
etwas größer ist als der Durchmesser des kollimierten Lasers. Dadurch werden stö-
rende Beugungseffekte am Rand des Strahlformers vermieden. Mit Hilfe des Puzzle-
Algorithmus (siehe Abschnitt 3.1.2) wurde ein Strahlformer berechnet, der die ge-
wünschte Intensitätsverteilung erzeugt. Der berechnete radialsymmetrische Strahl-
former ist in Abbildung 4.12 b) dargestellt. Um die Wirkung des Strahlformers auf
den Laserstrahl zu simulieren wurde die Faltungsmethode gemäß Gleichung (2.60)
genutzt. Da dort die Pixelgröße erhalten bleibt, die Wunschverteilung im Beispiel
aber ca. um den Faktor 5/3 größer ist als die Eingangsverteilung (Laserquerschnitt),
wurde für die Simulation die Abtastung in der Ebene des computergenerierten Holo-
gramms um den Faktor 2 reduziert und die so entstehenden Verteilungen mit Nullen
aufgefüllt. Die Simulation wird also mit einer Abtastung von 2,4 µm auf einem Ras-
ter von 2500 x 2500 Stützstellen durchgeführt. Da sowohl die Intensitätsverteilung
des Lasers als auch die Verteilung der Drehwinkel ρ im Polarisationshologramm lang-
sam in x- und y-Richtung variieren, kann davon ausgegangen werden, dass durch die
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Reduktion der Abtastung die Qualität der Simulation nicht beeinflusst wird. Das

Abbildung 4.13: Vergleich von simulierter und beobachteter Intensitätsverteilung
des strahlformenden Hologramms nach 4.12 [84].
a) Simulierte Intensitätsverteilung.
b) Gemessene Intensitätsverteilung.
c) Radiale Intensitätsverteilung der Simulation nach a).
d) Radiale Intensitätsverteilung der Messung nach b).

Ergebnis der Simulation ist in Abbildung 4.13 a) zu sehen. Die Übereinstimmung
mit der Wunschverteilung nach Abbildung 4.12 a) ist erkennbar. Die Beugungseffi-
zienz des Strahlformers liegt in der Simulation bei 99,7 %. In 4.13 c) ist ein radialer
Schnitt durch die simulierte Intensität dargestellt, d.h. die Intensitätsverteilung als
Funktion der radialen Koordinate r. Auch dort wird deutlich, dass die gesamte In-
tensität des Lasers umgelenkt wird in die ringförmige Wunschverteilung.

In Abbildung 4.13 b) ist die Intensitätsverteilung zu sehen, die ein entsprechend
dem Designergebnis aus Abbildung 4.12 b) hergestelltes Polarisationshologramm er-
zeugt. Die Intensitätsverteilung wurde mit einer CCD-Kamera (AVT Marlin) aufge-
nommen. Die ringförmige Intensitätsverteilung entsprechend der Wunschverteilung
ist deutlich erkennbar. Die Beugungseffizienz wurde abgeschätzt durch die Summe
der Intensitätswerte auf dem Ring dividiert durch die Gesamtsumme der Intensi-
täten auf dem Kamera-Chip. Es ergibt sich eine Beugungseffizienz von ca. 79 %.
Ein radialer Schnitt durch die aufgenommene Intensitätsverteilung ist in 4.13 d) zu
sehen. Auch in der Darstellung der radialen Verteilung der Intensität ist deutlich
erkennbar, dass der Hauptteil der Laserstrahlung in den gewünschten Ring gelenkt
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wird. In der Mitte des Rings ist eine Beugungsfigur zu erkennen, die nicht Teil der
Wunschverteilung ist.

In Abbildung 4.14 sind die Ergebnisse zur Herstellung eines Hologramms darge-
stellt, das ein rechteckiges homogen ausgeleuchtetes Beugungsbild erzeugen soll [84].
Abbildung 4.14 a) zeigt die gewünschte Intensitätsverteilung, eine Fermi-Dirac-
Verteilung. Die Kantenlängen des auszuleuchtenden Rechtecks betragen 2 mm x
3 mm. Ein Schnitt durch die dargestellte Wunschverteilung ist in Abbildung 4.14
d) zu sehen. Die dargestellte Intensitätsverteilung soll 150 mm hinter dem Holo-

Abbildung 4.14: Vergleich von gewünschter, simulierter und beobachteter Intensi-
tätsverteilung, die ein Hologramm zur Erzeugung eines homogen ausgeleuchteten
Rechtecks liefert [84].
a) Gewünschte Intensitätsverteilung.
b) Simulierte Intensitätsverteilung.
c) Gemessene Intensitätsverteilung.
d) Schnitt durch die gewünschte Verteilung nach a).
e) Schnitt durch die simulierte Verteilung nach b).
f) Schnitt durch die gemessene Verteilung nach c).

gramm vorliegen. Als Strahlquelle dient der Diodenlaser mit einer Wellenlänge von
670 nm, dessen Strahlquerschnitt in Abbildung 4.11 dargestellt ist. Als Pixelgröße
für das Hologramm wurde 1,5 µm gewählt. Um für die experimentelle Umsetzung
das Beugungsbild von dem in 4.13 b) zu erkennenden störenden Ringsystem räum-
lich zu trennen, wurde die gewünschte Intensitätsverteilung für das Design um 5
mm in x-Richtung verschoben. Das strahlformende Hologramm wurde mit Hilfe des
Puzzle-Algorithmus berechnet. Abbildung 4.14 b) zeigt das Ergebnis der Simulation
des berechneten Strahlformers. Die Simulation wurde mit Hilfe der Faltungsme-
thode nach Gleichung 2.60 durchgeführt. Die gewünschte Rechteckverteilung ist im
Simulationsergebnis deutlich erkennbar. Der Standardfehler im hellen Bereich der
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simulierten Intensitätsverteilung liegt bei 2,6 %. Der berechnete Strahlformer wur-
de anschließend mit Hilfe des Einzelpunktbelichters hergestellt. Abbildung 4.14 c)
zeigt die Intensitätsverteilung, die das hergestellte Hologramm erzeugt. Die ange-
strebte Rechteckverteilung ist erkennbar. Der Standardfehler der aufgenommenen
Intensitätsverteilung in den hellen Bereichen liegt bei etwa 14 %.

4.2.1.3 Ergebnisse der Einzelpunktbelichtung von Polarisationshologram-
men zur Manipulation von Amplitude und Phase

Durch die in Abschnitt 3.2.2.1 beschriebene Modifikation des Einzelpunktbelichters
ergibt sich die Möglichkeit neben der Drehlage ρ der Doppelbrechung auch deren
Stärke δ in einem Fotopolymer punktweise einzustellen. Eine Skizze des dafür ver-
wendeten Laboraufbaus ist in Abbildung 3.10 zu sehen. Dabei wird der elektroopti-
sche Modulator zusammen mit dem Zirkularpolarisator als variabler Intensitätsab-
schwächer für die Belichtung genutzt. Durch die Drehung der Polarisation des Strahls
mit Hilfe des elektrooptischen Modulators und durch den nachfolgenden Zirkular-
polarisator wird die Schreibintensität punktweise variiert und dadurch die Stärke δ
der Doppelbrechung im Polymer eingestellt. Der nachgeschaltete Linearpolarisator,
der über einen Motor drehbar ist, definiert die Drehlage der linearen Polarisation
bei der Belichtung. Durch die Drehung des motorisierten Linearpolarisators wird die
Drehlage ρ der Doppelbrechung eingestellt.

Um die Möglichkeit dieser Manipulation von ρ und δ experimentell zu verifi-
zieren, wurde ein Testmuster belichtet. Das Testmuster besteht aus rechteckigen
Feldern. Jedes Feld besteht aus 30 x 12 einzelnen Belichtungspunkten. Der Mit-
tenabstand dieser Pixel wurde als 1,6 µm gewählt. Innerhalb eines Feldes wurden
sowohl die Drehlage des Linearpolarisators im Belichter als auch die Drehlage der
Polarisation nach Durchgang durch den elektrooptischen Modulator konstant ge-
wählt, so dass auch die Belichtungsintensität innerhalb eines Feldes konstant ist.
Die beiden Parameter Drehlage des Linearpolarisators und Drehlage der Polarisati-
on nach Durchgang durch den elektrooptischen Modulator wurden von Feld zu Feld
variiert. Für die Belichtung benachbarter Felder in y-Richtung wurde die Drehlage
des motorisierten Linearpolarisators in vier gleichgroßen Schritten von 0 bis π/2
gedreht, während die Drehlage der Polarisation nach Durchgang durch den elektro-
optischen Modulator und damit die Schreibintensität in y-Richtung nicht geändert
wurde. In x-Richtung wurde die Drehlage der Polarisation am elektrooptischen Mo-
dulator in 4 Schritten von 0 bis π/2 geändert, so dass die Belichtungsintensität in
den linken Feldern der Teststruktur maximal ist und nach rechts abnimmt. In der
Teststruktur soll der Effekt erzielt werden, dass sich die Drehlage ρ der Doppelbre-
chung im belichteten Polymer nur in y-Richtung ändert, während die Stärke δ der
Doppelbrechung nur in x-Richtung variiert.
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Abbildung 4.15: Mikroskopbilder eines Testmusters zur Belichtung von Polarisati-
onshologrammen mit variablem ρ und δ. Aufnahmen zeigen das gleiche Testmuster
bei unterschiedlicher Drehlage des drehbaren Viertelwellenplättchens im Mikroskop
nach Abbildung 3.15.
a) Aufnahme bei Drehlage des Viertelwellenplättchens von 15 ◦.
b) Aufnahme bei Drehlage des Viertelwellenplättchens von 45 ◦.
c) Aufnahme bei Drehlage des Viertelwellenplättchens von 75 ◦.

Die belichtete Teststruktur wurde mit Hilfe des modifizierten Polarisationsmi-
kroskops mit drehbarer Viertelwellenplatte nach Abbildung 3.15 vermessen. Dazu
wurde eine Sequenz von Bildern des Testmusters mit unterschiedlichen Drehlagen
der Viertelwellenplatte aufgenommen. Die Viertelwellenplatte wurde zwischen den
Bildern in 5◦-Schritten von 0◦ bis 90◦ gedreht. Insgesamt wurden so 18 Bilder des
Testmusters aufgenommen. Drei der aufgenommenen Mikroskop-Bilder des Test-
musters sind in Abbildung 4.15 zu sehen. In den drei ausgewählten Bildern beträgt
der Drehwinkel der Viertelwellenplatte 15◦, 45◦ bzw. 75◦. Die dargestellten Mikro-
skopbilder verdeutlichen die Intensitätsmodulation infolge der Drehung des Viertel-
wellenplättchens.

Anhand der Intensitätsmodulation wurden gemäß den Überlegungen und Me-
thoden aus Abschnitt 3.3.1 die Drehlage ρ und Stärke δ der Doppelbrechung im be-
lichteten Polymer in allen Punkten bestimmt. Dazu wird, wie beschrieben, das mit
Hilfe von Müllermatrizen hergeleitete Modell des optischen Systems, das aus dem
Mikroskop und der Teststruktur besteht, nach Gleichung (3.38) an die gemessenen
Intensitätsverläufe in den einzelnen Kamera-Pixeln durch Regressionsrechnung ange-
passt. Das Ergebnis dieser Berechnungen sind ρ- und δ-Werte für jeden Kamerapixel.
Die berechneten zweidimensionalen ρ- und δ-Verteilungen wurden anschließend mit
einem 3x3-Median-Filter geglättet um den Einfluss von Störungen auf die Messung
zu reduzieren. Die Ergebnisse der Berechnungen sind in Abbildung 4.16 dargestellt.
Abbildung 4.16 a) zeigt die berechneten Werte für ρ. Abbildung 4.16 d) zeigt die
berechnete Verteilung von δ im selben Testmuster. Neben den beiden Bildern sind
jeweils Schnitte in x- und y-Richtung durch die jeweiligen Verteilungen zu sehen.

In Abbildung 4.16 a) und den zugehörigen Schnitten b) und c) ist erkennbar,
dass ρ in x-Richtung nahezu konstant ist. Die Mittelwerte der gemessenen ρ-Werte
in den Feldern, durch die die horizontale gestrichelte Linie verläuft, liegen bei 0,57
rad, 0,5 rad, 0,45 rad und 0,40 rad. In y-Richtung ist eine stärkere Variation der
ρ-Werte erkennbar. Die Mittelwerte der gemessenen ρ-Werte in den Feldern, durch
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Abbildung 4.16: Auswertung eines Testmusters zur simultanen Manipulation von
Drehlage ρ und Stärke δ der Doppelbrechung [80].
a) Gemessenes Drehlagen ρ der Doppelbrechung.
b) Vertikaler Schnitt durch die gemessene Drehlagenverteilung aus a) entlang der
vertikalen gestrichelten Linie.
c) Horizontaler Schnitt durch die gemessene Drehlagenverteilung aus a) entlang der
horizontalen gestrichelten Linie.
d) Gemessene Stärken δ der Doppelbrechung.
e) Vertikaler Schnitt durch die gemessene Verteilung von δ aus c) entlang der verti-
kalen gestrichelten Linie.
f) Horizontaler Schnitt durch die gemessene Verteilung von δ aus c) entlang der
horizontalen gestrichelten Linie.

die der vertikale Schnitt verläuft, liegen bei 0,85 rad, 0,54 rad 0,17 rad und -0,14
rad. Innerhalb der einzelnen Felder ist nur eine geringe Variation von ρ zu sehen.
Innerhalb eines Feldes variieren die gemessenen Werte für ρ maximal um ca. ± 0,05
rad vom Mittelwert.

In Abbildung 4.16 d) ist die gemessene Verteilung der Stärken δ der Doppelbre-
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chung im hergestellten Testmuster zu sehen. Die Abbildungen 4.16 e) und f) zeigen
einen horizontalen bzw. vertikalen Schnitt durch die gemessene Verteilung von δ.
Die berechneten Werte für δ variieren in x-Richtung stark. In den Feldern, durch die
die horizontale gestrichelte Linie in Abbildung d) verläuft, betragen die Mittelwerte
für δ 1,64 rad, 0,91 rad, 0,58 rad und 0,34 rad. Die Variation der gemessenen δ-Werte
zwischen den Feldern in y-Richtung ist deutlich geringer. Die Mittelwerte von δ in
den Feldern, durch die die vertikale gestrichelte Linie in Bild d) verläuft, betragen
0,81 rad, 0,90 rad, 0,91 rad und 0,85 rad.

Abbildung 4.16 verdeutlicht, dass mit der beschriebenen Methode eine unabhän-
gige Beeinflussung von ρ und δ erzielt wurde: Der Drehwinkel ρ der Doppelbrechung
nimmt wie gewünscht in y-Richtung in Folge der unterschiedlichen Drehlagen des
Linearpolarisators im Belichtungsaufbau ab, während die Stärke δ der Doppelbre-
chung in x-Richtung in Folge der unterschiedlichen Bestrahlungsintensitäten bei der
Belichtung abnimmt.

Die anhand des Test-Musters bestimmten Werte für ρ und δ dienen als Grund-
lage zur Berechnung und Belichtung von Polarisationshologrammen mit definierten
ρ- und δ-Werten in jedem Hologrammpixel. Gemäß Gleichung (2.9) können sol-
che Hologramme genutzt werden um aus einem monochromatischen lzp Strahl zwei
Strahlen zu erzeugen, von denen einer lzp und der zweite rzp ist. Wie in Abschnitt
2.1.3 dargestellt wirkt das Polarisationshologramm auf den lzp-Anteil wie ein reines
Amplitudenhologramm, dessen Transmissionsfunktion in jedem Pixel proportional
zu cos δ ist. Auf den rzp Anteil wirkt das Hologramm als komplexwertiges Holo-
gramm, dessen Transmissionsfunktion den Betrag sin δ aufweist und das dem Strahl
eine Phasenverzögerung proportional zu 2ρ in jedem Pixel aufprägt.

Zur Verdeutlichung wurde ein Hologramm berechnet, das zwei unterschiedliche
Beugungsbilder für den lzp- und rzp-Anteil generiert. Die beiden Beugungsbilder
sollen im Fernfeld entstehen, so dass zwei Fourierhologramme berechnet werden.
Die Pixelzahl des Polarisationshologramms wird auf 500 x 500 gesetzt. Die Pixel-
größe wird als 1,6 µm gewählt. Als gewünschte Fernfeldverteilungen dienen die in
Abbildung 4.17 a) und b) dargestellten Punkt-Raster. Abbildung 4.17 a) zeigt die
Verteilung, die der lzp Anteil des transmittierten Strahls im Fernfeld erzeugen soll.
Abbildung 4.17 c) zeigt eine Detailansicht des gewünschten Punktmusters. Die Ver-
teilung wurde als punktsymmetrisch bezüglich des Mittelpunkts des gewünschten
Beugungsbildes gewählt, da Amplitudenhologramme stets nur punktsymmetrische
Beugungsbilder erzeugen können.

Das zu berechnende Amplitudenhologramm soll als Detour-Hologramm gemäß
der Beschreibung aus Abschnitt 3.1.1 realisiert werden. Als Trägerstruktur wird ein
sinusförmiges Amplitudengitter der Periode vier Pixel gewählt. Die 500 x 500 Pixel
des Polarisationshologramms werden in 125 x 125 Subgitter zerlegt. Mit Hilfe der
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Abbildung 4.17: Wunschverteilungen und berechnete Hologramme für ein Polarisa-
tionshologramm mit variablen Werten von ρ und δ [80].
a) Wunschverteilung für den lzp Anteil (Amplitudenhologramm).
b) Wunschverteilung für den rzp Anteil (Phasenhologramm).
c) Detailansicht des markierten Bereichs in a)
d) Detailansicht des markierten Bereichs in b)
e) Graustufendarstellung der berechneten Verteilung für δ. Die Einheit des Kalibra-
tionsbalkens ist Radiant
f) Graustufendarstellung der berechneten Werte für ρ. Die Einheit des Kalibrations-
balkens ist Radiant

IFTA-Methode (siehe Abschnitt 3.1.1) werden die Phasenlagen der Subgitter, d. h.
deren Verschiebungen berechnet. Dadurch ergibt sich in allen 500 x 500 Pixeln des
Hologramms eine Amplitude des transmittierten Strahls, aus der je der gewünschte
Wert für δ berechnet werden kann. Die sich ergebende Verteilung der Stärken δ der
Doppelbrechung im zu erzeugenden Polarisationshologramm ist in Abbildung 4.17
e) zu sehen. Die Werte für δ wurden quantisiert, so dass nur vier Stufen von δ im
herzustellenden Hologramm zu realisieren sind.

Abbildung 4.17 b) zeigt die Verteilung, die der rzp Anteil des transmittierten
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Strahls generieren soll. Abbildung 4.17 d) zeigt wiederum eine Detailansicht des
gewünschten Punktmusters. Da die Werte für δ in jedem Hologrammpixel nach
der Berechnung des beschriebenen Detour-Hologramms zur Formung des lzp-Strahls
feststehen, bleiben als freie Parameter für das Design die Werte für die Drehlage ρ.
Mit Hilfe der IFTA-Methode werden diese berechnet. Das Ergebnis der Berechnung
ist in Abbildung 4.17 f) dargestellt. Die Drehlagen ρ wurden ebenfalls auf vier Stufen
quantisiert, um den Herstellungsprozess zu beschleunigen.

Mit Hilfe des modifizierten Einzelpunktbelichters nach Abbildung 3.10 wurde
ein Polarisationshologramm mit den berechneten Werten von ρ und δ hergestellt.
Das hergestellte Polarisationshologramm wurde anschließend mit einem leicht kon-
vergenten lzp Laserstrahl (Wellenlänge 670 nm) beleuchtet, dessen Strahltaille etwa
800 mm hinter der verwendeten Strahlaufweitungsoptik liegt. Das Beugungsbild
wurde auf eine weiße Mattscheibe projiziert. Die Mattscheibe wurde mit Hilfe einer
Digitalkamera abfotografiert. Zwischen Hologramm und Mattscheibe wurden eine
Viertelwellenplatte und ein Linearpolarisator platziert um wahlweise den links oder
recht zirkular polarisierten Teil auszublenden. Die aufgenommenen Beugungsbilder
sind in Abbildung 4.18 dargestellt. Abbildung 4.18 a) zeigt den lzp Anteil des ge-

Abbildung 4.18: Abfotografierte Beugungsbilder, die von einem einzelnen Polarisa-
tionshologramm erzeugt werden.
a) Links-zirkular polarisierter Anteil des gebeugten Strahls (Amplitudenhologramm)
b) Rechts-zirkular polarisierter Anteil des gebeugten Strahls (Phasenhologramm)
c) Überlagerung beider Anteile

beugten Strahls. Das Beugungsbild stimmt mit der Wunschverteilung aus 4.17 a)
überein. Abbildung 4.18 b) zeigt das Beugungsbild des rzp Anteils entsprechend
der Wunschverteilung aus 4.18 b). Abbildung 4.18 c) zeigt die Überlagerung der
Beugungsbilder des rzp und lzp Anteils. Die aufgenommenen Bilder zeigen die Mög-
lichkeit, in einem Hologramm zwei unterschiedliche Beugungsbilder in einem einzel-
nen Polarisationshologramm zu speichern. Die beiden Beugungsbilder können durch
Standardpolarisationsoptik von einander getrennt werden.
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4.2.1.4 Diskussion der Ergebnisse der Belichtung mit dem Einzelpunkt-
belichter

In den vorangegangenen Abschnitten wurden experimentelle Ergebnisse zur Herstel-
lung von Polarisationshologrammen durch Einzelpunktbelichtung in Fotopolymer
dargestellt. Dabei wurden zwei verschiedene Ansätze verfolgt. Zum einen wurden
Polarisationshologramme erzeugt, bei denen nur die Drehlage der Hauptachsen der
Doppelbrechung im Fotopolymer variiert wurde, während die Stärke der Doppelbre-
chung konstant gehalten wurde. Diese Art von Polarisationshologrammen entspricht
nach den Überlegungen aus Abschnitt 2.1.5 reinen Phasenhologrammen für zirkular
polarisiertes Licht. Sie eignen sich daher für die Herstellung von diffraktiven Lin-
sen und Strahlformern mit dem Ziel hoher Beugungseffizienz. Zum anderen wurde
der Ansatz verfolgt, den Einzelpunktbelichter zur Herstellung von Polarisationsho-
logrammen zu verwenden, bei denen sowohl die Drehlage als auch die Stärke der
Doppelbrechung durch den Schreibvorgang punktweise variiert werden können. Für
zirkular polarisiertes Licht können solche Hologramme nach den Betrachtungen aus
den Abschnitten 2.1.3 und 2.1.4 entweder für die Erzeugung zweier unterschiedli-
cher, über die Polarisation auswählbarer Beugungsbilder verwendet werden oder zur
Manipulation von Betrag und Phase einer zirkular polarisierten Wellenfront.

Zur Herstellung der beiden Arten von Polarisationshologrammen werden zwei
geringfügig unterschiedliche Varianten eines Belichters verwendet. Die beiden Vari-
anten unterscheiden sich nur durch zwei zusätzliche Polarisationskomponenten im
Fall der Belichtung von Polarisationshologrammen mit variabler Drehlage ρ und
Stärke δ der Doppelbrechung im belichteten Polymer. Die Bestimmung der Auflö-
sungsgrenzen des Belichters wurde in Abschnitt 4.2.1.1 beschrieben (siehe Abbildung
4.9). Es wurde gezeigt, dass mit dem entwickelten Belichter Strukturen mit lateralen
Abmessungen bis ca. 1 µm herstellbar sind. Der begrenzende Faktor bei der Her-
stellung sehr feiner Strukturen durch Belichtungsmethoden ist typischerweise die
Beugung. Die beugungsbegrenzte Größe des Laserfokus wurde unter Berücksichti-
gung von Belichtungswellenlänge und numerischer Apertur der fokussierenden Linse
zu etwa 1,6 µm berechnet (siehe Abschnitt 3.2.2.1, Gleichung (3.20)).

Damit ergibt sich, dass die noch auflösbare Strukturgröße um etwa 37 % klei-
ner ist als die beugungsbegrenzt erreichbare Laserspotgröße. Die Tatsache, die die-
sen Umstand ermöglicht, ist die Wiederbeschreibbarkeit des Fotopolymers. Dadurch
wird es möglich, bei der Einzelpunktbelichtung den Abstand der Schreibpunkte klei-
ner zu wählen als den Durchmesser des Laserpots. Dieses Prinzip ist in Abbildung
4.19 dargestellt. Dort sind sechs zeitlich nacheinander belichtete Punkte symbolisch
durch schraffierte Kreise dargestellt. Bei der Belichtung des Punkts 1 wird eine
bestimmte Orientierung der Doppelbrechung in dem Bereich des Fotopolymers in-
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Abbildung 4.19: Prinzipdarstellung der Einzelpunktbelichtung mit Überlappung der
einzelnen Laserspots. Die unterschiedlich schraffierten nummerierten Kreise stellen
Bereiche dar, die zeitlich nacheinander mit einem fokussierten Laser belichtet wur-
den.

duziert, der während der Belichtungszeit vom Laser beleuchtet wird. Danach wird
der Laser ausgeschaltet, das Polymer bewegt und der Laser erneut eingeschaltet.
Erneut wird ein Bereich des Polymers dabei belichtet, so dass innerhalb des vom
Laser beleuchteten Bereichs wiederum Doppelbrechung gemäß der nun vorliegenden
Polarisation des Schreiblasers induziert wird. Aufgrund der Wiederbeschreibbarkeit
des Polymers spielt es dabei nahezu keine Rolle, ob im nun belichteten Bereich
bereits Doppelbrechung vorliegt. Das heißt, dass auch im Überlappungsbereich der
beiden Belichtungspunkte 1 und 2 in Abbildung 4.19 Doppelbrechung orthogonal zur
Polarisation des Schreiblasers, die während der Belichtung des Punktes 2 vorliegt,
erzeugt wird. Der Überlappungsbereich wird so überschrieben. Wird der Überlap-
pungsbereich zwischen zwei benachbarten Punkten sehr groß, so werden Bereiche
des ersten belichteten Punktes mit relativ wenig Licht beleuchtet, die auf Grund
der hohen Intensität im Zentrum des Laserstrahls (Gauß-Strahl) bei der zweiten
Belichtung mit hoher Doppelbrechung behaftet sind. Der Orientierungsprozess der
Moleküle im Polymer ist umso stärker, je mehr Licht ins Polymer eingestrahlt wurde.
Das führt dazu, dass der Überlappungsbereich nicht mehr vollständig überschrieben
wird. Dieser Effekt hat zur Folge, dass bei größer werdenden Überlappungsbereichen
und damit kleineren Strukturgrößen der Kontrast zwischen benachbarten Punkten
abnimmt. Dadurch werden die erzielbaren Strukturgrößen nach unten begrenzt.

Als eine Möglichkeit zur weiteren Steigerung der lateralen Auflösung wäre die
Auswahl eines anderen Objektivs mit höherer numerischer Apertur denkbar. Durch
die Steigerung der NA wird zwar der Durchmesser des Laserstrahls in der Brenne-
bene der Linse verringert. Dem steht entgegen, dass durch die größere NA aber auch
die Rayleigh-Länge verringert wird, so dass die Schärfentiefe des Laserfokus kleiner
wird. In der gewählten Konfiguration beträgt die Rayleigh-Länge etwa 3,7 µm, so
dass diese größer ist als die Schichtdicke der verwendeten Polymersubstrate (ca. 2
µm). Im Grenzfall wäre die Rayleigh-Länge etwa so groß wie die Schichtdicke des
Polymers. Dies wäre nach den Gleichungen (3.20) und (3.21) bei einer NA von etwa
0,58 der Fall. Die beugungsbegrenzte Größe des Laserspots im Fokus wäre etwa 1,2
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µm. Dadurch, dass die Rayleigh-Länge in der gewählten Anordnung größer ist als die
Schichtdicke des Polymer, werden die Anforderungen an die axiale Positionierung
der Probe reduziert, was für eine höhere Stabilität des Belichtungsprozesses sorgt.
Die Empfindlichkeit gegen Schwingungen, Unebenheit der Probe und Verschiebung
der Fokussierlinse wird dadurch reduziert. Daher wurde bei der Auslegung des Be-
lichters eine größere Spotgröße zu Gunsten einer geringeren Störungsempfindlichkeit
des Aufbaus in Kauf genommen.

Anhand der Daten, die in Abbildung 4.10 dargestellt sind, wurde gezeigt, dass
mit dem beschriebenen Einzelpunktbelichter etwa 128 Winkelstufen der Drehlage ρ
der Doppelbrechung mit Hilfe des verwendeten elektrooptischen Modulators im Po-
lymer eingeschrieben werden können. Nach Gleichung (2.15) sind diese Winkelstufen
bei einer Beleuchtung der belichteten Struktur mit zirkular polarisiertem Licht äqui-
valent zu Stufen eines quantisierten Phasenhologramms. Die maximal erreichbare
Beugungseffizienz, die mit einem Phasenhologramm mit 128 Stufen erzielt werden
kann, ergibt sich zu sinc2(1/128) = 99, 99% [123]. Eine weitere Steigerung der An-
zahl auflösbarer Winkelstufen bringt unter Berücksichtigung dieser Tatsache keine
merkliche Verbesserung der Qualität der herstellbaren Polarisationshologramme.

Basierend auf den Ergebnissen der Charakterisierung des Einzelpunktbelichters
wurden zunächst Polarisationshologramme hergestellt, die nur auf der Variation der
Drehlage ρ der Doppelbrechung in den einzelnen Hologrammpixeln beruhen. Ziel
war es dabei, strahlformende diffraktive Elemente mit möglichst hoher Beugungs-
effizienz herzustellen. Bei der Anwendung derartiger Polarisationshologramme als
Strahlformer konnte experimentell eine Beugungseffizienz von rund 80 % am Bei-
spiel eines Ring-Strahlformers aus Abbildung 4.13 erzielt werden. Lediglich 20 % der
gesamten Strahlung nach Durchgang durch die Polymerschicht wurden nicht in die
gewünschte Ringform gebeugt.

Die Effizienzen aus der Simulation nach Abbildung 4.13 und unter Berücksichti-
gung der theoretisch erzielbaren Beugungseffizienz [123], die jeweils über 99 % liegen,
konnten jedoch nicht erreicht werden. Die fehlenden rund 20 % der Beugungseffizienz
tragen größtenteils zu einer störenden Beugungsfigur in der Mitte des Rings bei. Die-
se Beugungsfigur entspricht der Überlagerung der 0. und -1. Beugungsordnung des
Polarisationshologramms. Gemäß Gleichung (2.14) entsteht eine 0. Beugungsord-
nung dann, wenn die Stärke δ der Doppelbrechung nicht exakt π entspricht. Dabei
ist zu bedenken, dass die Belichtung der einzelnen Hologrammpunkte mit Hilfe eines
fokussierten Gaußstrahls durchgeführt wurde. Dies hat zur Folge, dass in der Mitte
eines Hologrammpixels während des Schreibens mehr Licht eingestrahlt wird als an
den Rändern der Pixel. Damit ist zu erwarten, dass die erzeugte Doppelbrechung
in jedem Pixel zum Pixelrand hin abnimmt. Experimentell konnte diese Erklärung
nicht bestätigt werden. Angesichts der Pixelgröße von ca. 1,2 µm in den hergestell-
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ten Polarisationshologrammen wäre eine Polarisationsmessung mit einer lateralen
Auflösung von wenigen 100 nm nötig um den Effekt nachweisen zu können. Die
genannten Spezifikationen könnten etwa mit einem optischen Nahfeldmikroskop er-
zielt werden [124]. Ein derartiges Verfahren stand während dieser Arbeit nicht zur
Verfügung.

Dazu kommt bei der Beleuchtung des Polarisationshologramms die Reflektion an
der Grenzschicht zwischen Luft und dem Polymer. Gemäß der Fresnel’schen Glei-
chungen (siehe z.B. [87]) wird an dieser Grenzschicht ca. 11 % des eingestrahlten
Lichts reflektiert unter der Annahme, dass die Brechzahl der Luft 1 ist und die mitt-
lere Brechzahl des Polymers etwa 2 beträgt. Dieser reflektierte Anteil trägt zu der
Beugungsfigur in der Mitte des Rings bei. Denkbar wäre eine Unterdrückung dieser
Reflektion an dieser Grenzschicht durch Beschichtung des Polymers mit einer Anti-
reflektionsschicht. Eine experimentelle Umsetzung einer Antireflektionsbeschichtung
des verwendeten Fotopolymers ist nicht bekannt. Aus Gründen, wie etwa der nicht
bekannten Löslichkeit des Fotopolymers in Lösungsmitteln für die Herstellung einer
Antireflexbeschichtung, besteht in dieser Richtung noch Entwicklungsbedarf, um ei-
ne Antireflexbeschichtung von Polarisationshologrammen in Azobenzen realisieren
zu können.

Das Auftreten einer -1. Beugungsordnung ist nach Gleichung (2.14) dadurch be-
dingt, dass die Beleuchtung des Polarisationshologramms nicht exakt zirkular polari-
siert erfolgt. Die Verwendung verschiedener Anordnungen zur Herstellung zirkular-
polarisierter Strahlung ergab keine Verbesserung der erzielten Beugungseffizienz.
Verwendet wurden Viertelwellenplatten auf Polymer- (Linos) und Kristallbasis (Ed-
mund Optics), sowie Zirkularpolarisatoren aus Polymeren (Edmund Optics). Die
Tatsache, dass die Beugungseffizienz durch die Verwendung verschiedener Viertel-
wellenplättchen nicht gesteigert werden konnte, kann als Indiz dafür gelten, dass
die -1. Beugungsordnung eine untergeordnete Rolle für die Beugungsverluste der
hergestellten Polarisationshologramme spielt.

Anhand eines weiteren Hologramms wurde schließlich eine Möglichkeit aufge-
zeigt, wie mit Hilfe eines Einzelpunktbelichtungsverfahrens Polarisationshologram-
me hergestellt werden können, in denen sowohl die Drehlage als auch die Stärke der
Doppelbrechung in jedem Hologrammpixel eingestellt werden können. Die Belich-
tung einer Teststruktur und die anschließende Vermessung der erzeugten Struktur
zeigten, dass die definierte Einstellung der beiden Größen unabhängig voneinander
möglich ist. Es konnte gezeigt werden, dass mit dem beschriebenen Verfahren min-
destens 4 diskrete Stufen von Drehlage und Stärke der Doppelbrechung eingestellt
werden können.

Gemäß Goodman [86] wird die erzielbare Beugungseffizienz eines quantisierten
Phasenhologramms durch die Anzahl der verwendeten Phasenstufen begrenzt. Den
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Phasenstufen entsprechen bei Polarisationshologrammen die Stufen der Drehlagen
der Doppelbrechung. Im hier beschriebenen Fall heißt das, dass die maximale Beu-
gungseffizienz der so hergestellten Polarisationshologramme nach oben begrenzt wird
durch sinc2(1/4) ≈ 0.81. Eine höhere Anzahl von Quantisierungsstufen der Drehl-
agen ρ der Doppelbrechung ist mit dem beschriebenen Ansatz möglich, da diese
durch die Positionierung des Linearpolarisators durch den Drehmotor gegeben ist.
Kritisch zu sehen ist dabei allerdings der Zuwachs der Prozesszeit. Denn für jede
zusätzliche Quantisierungsstufe wird die gesamte Fläche des erzeugten Polarisations-
hologramms abgescannt. Die Anzahl 4 der Quantisierungsstufen stellt einen Kom-
promiss zwischen geringer Schreibzeit und Qualität der hergestellten Hologramme
dar.

Die Zahl der Quantisierungsstufen der Stärke δ der Doppelbrechung ist dage-
gen vor allem begrenzt durch die Stabilität des Lasers und des elektrooptischen
Modulators. Die Ergebnisse aus der Belichtung von Teststrukturen nach Abbildung
4.10 deuten darauf hin, dass die Polarisationsdrehung durch den elektrooptischen
Modulator gut reproduzierbar ist. Schwankungen in der Laserleistung z. B. infolge
von Temperaturänderungen ändern den Betrag der induzierten Doppelbrechung im
Polymer. Durch das Ein- und Ausschalten des Lasers während des Schreibvorgangs
können solche Änderungen der Lasertemperatur hervorgerufen werden, so dass die
Laserleistung nach jedem Einschalten Schwankungen unterliegt. Ansätze zur Erhö-
hung der Auflösung der erzielbaren Werte von δ sind Temperaturstabilisierung und
Verwendung externer Modulatoren, z. B. akustooptische Modulatoren, so dass ein
cw-Betrieb des Schreiblasers möglich wird.

Die Ergebnisse der Belichtung eines Polarisationshologramms, das für lzp und
rzp Beobachtung unterschiedliche Beugungsbilder generiert, zeigen, dass pixelwei-
se unterschiedliche Werte von ρ und δ in Fotopolymeren definiert eingeschrieben
werden können. Die jeweiligen Beugungsbilder können durch polarisationsoptische
Komponenten wechselweise fast vollständig ausgeblendet werden(Auslöschung cir-
ca 1:100), was darauf hindeutet, dass die Größen ρ und δ weitgehend unabhängig
voneinander eingestellt werden können.

4.2.2 Parallele flächenhafte Belichtung mittels Spatial Light
Modulator (SLM)

Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit den Ergebnissen der Belichtung von Polarisa-
tionshologrammen durch Abbildung eines Spatial Light Modulators (SLM). Einer
Charakterisierung des Belichters folgen Beispiele für Ergebnisse der Belichtung von
Hologrammen.
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4.2.2.1 Charakterisierung des Belichters

Für die Charakterisierung des Schreibaufbaus nach Abbildung 3.13 wurde in einem
ersten Schritt geklärt, inwieweit die Anordnung aus SLM und Viertelwellenplätt-
chen die Drehung der linearen Polarisation des Schreiblasers gewährleisten kann.
Dazu wurde der SLM über den in Abbildung 3.13 (Abschnitt 3.2.2.2) dargestellten
Klappspiegel KL und einen Linearpolarisator LP3, der als Analysator der Polari-
sation dient, auf eine Kamera abgebildet. Auf dem SLM wurde das Bild aus Ab-
bildung 4.20 angezeigt. Das Bild zeigt eine periodische Graustufenverteilung, bei
der der Grauwert linear mit x wächst und eine Periode von 256 Pixeln aufweist.
Jede Graustufe des Bildes soll einer bestimmten Drehlage der linearen Polarisati-
on des Schreibstrahls entsprechen. Der gesamte Wertebereich der Graustufen von
0 (Schwarz) bis 255 (Weiß) soll einer Drehung der linearen Polarisation von 0◦ bis
180◦ entsprechen. Der Nullpunkt der Drehlagen der linearen Polarisation ist nicht
von Bedeutung. Zusätzlich wurden drei Kreise mit einer vertikalen Linie als Mar-
kierungen für die Grauwerte 0, 128 und 255 innerhalb einer Periode des Bildes
eingebracht. Der Analysator LP3 vor der Kamera wurde in 10◦-Schritten von 0◦ bis

Abbildung 4.20: Testmuster, das auf dem SLM angezeigt wird, um die Drehung der
Schreibpolarisation des SLM zu verifizieren

170◦ gedreht. Nach jeder 10◦-Drehung wurde jeweils ein Bild aufgenommen. Drei
der insgesamt 18 so entstandenen Bilder sind in Abbildung 4.21 a), c) und e) zu
sehen. Die Drehlage des Analysators LP3 betrug bei Aufnahme der drei Bilder 0◦,
60◦ bzw. 120◦. Bereiche, in denen die Polarisation des Schreibstrahls senkrecht zur
Durchlassrichtung des Analysators steht, erscheinen in den Bildern schwarz. Berei-
che, in denen die Polarisation des Schreibstrahls parallel zur Durchlassrichtung des
Analysators steht, erscheinen weiß. Die angestrebte linear in x-Richtung ansteigende
Polarisationsdrehung spiegelt sich in einer sinusförmigen Modulation der Helligkeit
wider (siehe Diagramme b), d) und f)in Abbildung 4.21). Erkennbar ist, dass eine
Drehung des Analysators zu einer Verschiebung des Streifenmusters führt. Die Feld-
blende FB des Belichters wurde für die Messung soweit zugezogen, dass der obere
und untere Rand des SLM gerade noch beleuchtet werden. Das Bild der Feldblende
ist in Abbildung 4.21 als begrenzender Rand zu erkennen.
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Abbildung 4.21: Aufgenommenes Bild des SLM während der Anzeige der Struktur
aus Abbildung 4.20. Zwischen den drei Bildern wurde jeweils der Analysator LP3 ge-
dreht. Die Drehlagen des Analysators bei Aufnahme der drei Bilder betrug 0◦ (a), 60◦
(c) und 120◦ (e). Die Diagramme (b), (d) und (f) zeigen jeweils horizontale Schnitte
durch die Intensitätsverteilungen aus den jeweils daneben abgebildeten Aufnahmen
(Abszisse: Pixelkoordinaten der Kamera; Ordinate: Grauwert des Kamerapixels)

Anschließend wurde für jeden Kamerapixel der Drehwinkel des Analysators be-
stimmt, bei dem die niedrigste Helligkeit aufgenommen wurde. Dadurch kann die
Drehlage der Polarisation des Schreiblasers pixelweise bestimmt werden. Das Ergeb-
nis dieser Bestimmung ist in Abbildung 4.22 zu sehen.

Abbildung 4.22: Bestimmung der Drehlagen der Polarisation des Schreiblasers.
a) Grauwertdarstellung der gemessenen Drehlagen (Grauwert 0 entspricht 0◦, Grau-
wert 180◦ entspricht 180◦)
b) Schnitt durch die gemessene Verteilung der Drehlagen. Zur Erzeugung des Dia-
gramms wurde Bild a) zunächst mit einem 3x3-Medianfilter geglättet.
c) Betrag der Abweichung der gemessenen von den gewünschten Drehlagen
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Abbildung 4.22 a) zeigt für jeden Pixel den Drehwinkel des Analysators LP3, für
den die Helligkeit im jeweiligen Pixel minimal wird. Die Übereinstimmung mit der
Vorgabe aus Abbildung 4.20 ist erkennbar. Abbildung 4.22 b) zeigt einen horizonta-
len Schnitt durch die gemessene Verteilung der Drehlagen. Die gemessene Drehlage
wächst linear mit der x-Koordinate des Kamerabildes und durchläuft den gesamten
Wertebereich von 0◦ bis 170◦.

Anhand der kreisförmigen Marken im belichteten Bild kann der Abbildungs-
maßstab bei der Abbildung des SLM auf die Kamera C2 bestimmt werden. Damit
kann die Verteilung der Drehlagen berechnet werden, die sich bei idealer Polarisa-
tionsdrehung durch den SLM ergeben würde. Dazu wird die angestrebte Verteilung
nach Abbildung 4.20 skaliert, so dass ihre Periodizität mit der der aufgenomme-
nen Verteilung übereinstimmt. Mit Hilfe dieser skalierten Idealverteilung kann die
Abweichung der gemessenen von den gewünschten Drehlagen der Schreibpolarisati-
on punktweise bestimmt werden. Abbildung 4.22 c) zeigt eine Falschfarbdarstellung
der so bestimmten Abweichungen. Der nicht beleuchtete Rand wurde manuell ausge-
schnitten. Die Standardabweichung der gemessenen von den gewünschten Drehlagen
wurde zu etwa 7,8◦ bestimmt.

Um die laterale Auflösungsgrenze des SLM-Belichters zu bestimmen, wurde eine
weitere Teststruktur auf dem SLM angezeigt und dieser auf ein Polymersubstrat ab-
gebildet. Die Teststruktur setzt sich aus horizontalen und vertikalen Linienmustern
zusammen. Die einzelnen Linienmuster weisen Strukturgrößen von eins, zwei bzw.
drei SLM-Pixeln auf. Das belichtete Polymer wurde anschließend mit einem Pola-
risationsmikroskop (50x-Objektiv, NA 0,85) aufgenommen. Das Ergebnisbild ist in
Abbildung 4.23 zu sehen. Zu erkennen ist, dass Strukturen, die zwei oder mehr SLM-

Abbildung 4.23: Mikroskopbild einer Teststruktur, die mit dem SLM-Belichter in
eine Polymerschicht belichtet wurde. Die Linienmuster weisen Strukturgrößen von
0,79 µm (1 SLM-Pixel), 1,58 µm (2 SLM-Pixel) bzw. 2,37 µm (3 SLM-Pixel)auf.

Pixeln entsprechen, bei der Belichtung aufgelöst werden. Strukturgrößen, die einem
einzelnen SLM-Pixel entsprechen, werden nicht aufgelöst. Die geometrische Größe
der einzelnen Strukturen kann anhand des aufgenommen Bildes bestimmt werden,
nachdem der Abbildungsmaßstab des verwendeten Polarisationsmikroskop mit Hilfe
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eines USAF-Testchart (Chrom auf Glas, Edmund Optics) bestimmt wurde. Es ergibt
sich, dass das Bild eines SLM-Pixels in der Ebene des zu belichtenden Fotopolymers
etwa 0,79 µm entspricht. Die geometrische Größe der noch auflösbaren Strukturen
beträgt also 1,58 µm. Dies kann als Auflösungsgrenze des SLM-Belichters angesehen
werden.

Zur Charakterisierung der zeitlichen Dynamik des Belichtungsvorgangs mit Hilfe
des SLM-Belichters wurden ein zweiter Laser L2 (λ = 670 nm), der das Fotopolymer
während des Schreibvorgangs schräg beleuchtet, und eine Fotodiode PD vorgese-
hen (siehe Abbildung 3.13). Beim Schreiben eines Gitters der Periode 16 Pixel (ca.

Abbildung 4.24: Anzeige-Bild für SLM-Belichter zur Herstellung eines Polarisations-
gitters mit einer Periode von 12,6 µm (16 Pixel).
a) Graustufenbild für SLM-Anzeige
b) Detailansicht von a)

12,6 µm, siehe Abbildung 4.24) wird ein Teil des Lichts des Lasers L2 in eine erste
Beugungsordnung gebeugt. Die Fotodiode ist derart positioniert, dass diese erste
Beugungsordnung auf sie fällt. Die von der Fotodiode, die Teil eines optischen Leis-
tungsmessgeräts ist, gemessene Leistung wird während der Belichtung eines solchen
Gitters mit Hilfe eines PC aufgezeichnet. Die aufgezeichneten Ergebnisse einer sol-
chen Messung sind in 4.25 dargestellt. Für die dargestellte Messreihe wurde alle 500

Abbildung 4.25: Gemessene Intensität der 1. Beugungsordnung während der Belich-
tung eines Polarisationsgitters als Funktion der Zeit (Abszisse: Zeit in Sekunden,
Ordinate: Intensität normiert, so dass gemessenes Maximum 1 wird.)

ms die Intensität der ersten Beugungsordnung bestimmt. Während der ersten rund
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300 Sekunden wächst die gemessene Intensität der ersten Beugungsordnung nahe-
zu linear mit der Zeit an. Die Kennlinie verläuft danach flacher, bis die gemessene
Intensität nach ca. 800 Sekunden nicht mehr weiter ansteigt.

Im vorangegangen Beispiel wurde mittels des SLM ein Polarisationsmuster auf
das Polymer projiziert, das während der Belichtung konstant blieb. Der SLM gibt
daneben die Möglichkeit, das auf die zu belichtende Polymerschicht projizierte Pola-
risationsmuster zeitlich zu variieren. In den folgenden Beispielen wurden die Möglich-
keiten untersucht, die sich daraus ergeben, dass die angezeigten Polarisationsmuster
während der Belichtung variiert werden [113]. Dies soll anhand der Diagramme aus

Abbildung 4.26: Belichtung mit zeitlich variierendem Polarisationsmuster.
a) Drehlage der Polarisation des Schreibstrahls in einem SLM-Pixel als Funktion der
Zeit
b) Gemessene Intensität der 1. Beugungsordnung während der Belichtung als Funk-
tion der Zeit

Abbildung 4.26 erläutert werden.
In Abbildung 4.26 a) ist ein Diagramm der zeitlichen Ansteuerung für ein will-

kürlich ausgewähltes Pixel des SLM während der Belichtung dargestellt: Während
der Zeit TS wird ein statischer Wert für die Drehlage der Schreibpolarisation ge-
wählt und angezeigt, der hier allgemein mit ρ bezeichnet ist. Da das betrachtete
Pixel scharf in die Ebene des Polymers abgebildet wird, wird an der Stelle, an der
das Bild des Pixels entsteht, während der Zeit TS gemäß den Vorbetrachtungen Dop-
pelbrechung im Fotopolymer erzeugt. Während der Zeit TM wird anschließend die
Drehlage der Schreibpolarisation moduliert. Dies wird dadurch bewerkstelligt, dass
der Grauwert des auf dem SLM angezeigten Bildes im betrachteten Pixel variiert
wird. Während der Zeit TM wird daher die induzierte Doppelbrechung im Polymer
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permanent überschrieben. Da der Schreibvorgang gemäß Abbildung 4.25 erheblich
langsamer verläuft als die Modulation des SLM durchgeführt wird (typischerweise
rund 30 Hz), wird während der Zeit TM keine neue Doppelbrechung im Polymer
erzeugt, sondern die bereits vorhandene Doppelbrechung teilweise oder ganz aufge-
hoben. Der Zyklus aus Schreiben während der Zeit TS und Löschen während der
Zeit TM wird anschließend wiederholt, bis die Belichtung beendet ist. Die Summe
aus TS und TM wird dabei als zeitliche Periode TP abgekürzt. Da jeder Pixel des
SLM separat angesteuert werden kann, bietet dieser Effekt die Möglichkeit die Stär-
ke der Doppelbrechung in jedem Hologrammpixel einzustellen, indem das Verhältnis
aus der Zeit TS, in der eine statische Drehlage der Polarisation vom jeweiligen Pixel
erzeugt wird, und der Periodendauer TP in jedem Pixel definiert eingestellt wird.

Zur Quantifizierung dieses Effekts wurden Gitter mit einer Gitterperiode von 16
Pixeln belichtet. Dabei wird während der Zeit TS ein zeitlich konstantes Graustu-
fenbild eines Gitters gemäß Abbildung 4.24 auf dem SLM angezeigt. Während der
zeit TM wird das angezeigte Bild moduliert. Zur Quantifizierung des Effekts wurde
das Verhältnis aus TS und TP in den folgenden Messungen in allen SLM-Pixeln iden-
tisch gewählt. Mit Hilfe der bereits beschriebenen Fotodiode wird die Intensität der
ersten Beugungsordnung der geschriebenen Gitter während der Belichtung online
gemessen. Ein zeitlicher Ausschnitt einer solchen Messung ist in Abbildung 4.26 b)
zu sehen. Zu erkennen ist dort, dass während der Zeit TS die Intensität der 1. Beu-
gungsordnung wächst, während sie im Zeitintervall TM zurückgeht, aber nicht völlig
verschwindet. Nach jedem der Zyklen TP ist die Intensität der 1. Beugungsordnung
des Gitters daher höher als am Ende des vorangegangenen Zyklus.

Das Verhältnis TS/TP beeinflusst die Intensität der 1. Beugungsordnung, die sich
am Ende eines Belichtungsprozesses ergibt. Die Effizienz eines Gitters kann damit
durch Änderung des Verhältnisses TS/TP eingestellt werden.

Der Einfluss dieses Verhältnisses wird im Folgenden am Beispiel der Belichtung
von Polarisationsgittern mit einer Periode von 12,6 µm (16 Pixel) untersucht. Da-
zu wurde die Zeit TP gegenüber der Messung aus Abbildung 4.26 b) von 60 s auf
5,3 s reduziert. Auf dem SLM werden während dieser Zeit Video-Dateien angezeigt
(29,97 Bilder pro Sekunde), die die Größen TS und TP festlegen: Während der Zeit
TS zeigt ein solches Video ein statisches Bild, während der Zeit TM = TP − TS

werden in zeitlicher Abfolge unterschiedliche Bilder angezeigt. Insgesamt wurden 8
Gitter belichtet. Für die Belichtung der Gitter wurde jeweils ein anderer Wert für
das Verhältnis TS/TP gewählt (12,5 %, 25 %, 37,5 %, 50 %, 62,5 %, 75 %, 87,5 %
und 100 %). Die beobachteten Intensitätsverläufe der ersten Beugungsordnung der
so belichteten Gitter sind für vier der Belichtungen in Abbildung 4.27 a) zu sehen.
Dort ist zu erkennen, dass sich auch während der Belichtung unter den beschriebe-
nen Bedingungen Polarisationsgitter im Fotopolymer einschreiben lassen. Während



Ergebnisse des Designs mit dem Puzzle-Algorithmus 99

Abbildung 4.27: Belichtung mit moduliertem SLM.
a) Zeitlicher Verlauf der Intensität in der 1. Beugungsordnung eines Gitters während
der Belichtung mit verschiedenen Quotienten TS/TP
b) Gemessene Intensität der 1. Beugungsordnung nach 10-minütiger Belichtung als
Funktion des Quotienten TS/TP

der Belichtungszeit von 600 Sekunden steigt in allen Messreihen die Intensität der
beobachteten ersten Beugungsordnung der Polarisationsgitter an. Je länger die An-
zeigedauer TS eines statischen Polarisationsmusters im Verhältnis zur Periodendauer
TP ist, desto schneller steigt die Intensität der ersten Beugungsordnung der so her-
gestellten Gitter an. In den 4 dargestellten Beispielmessreihen ist zu sehen, dass am
Ende der Belichtungszeit von 600 Sekunden unterschiedliche Beugungseffizienzen
der 4 hergestellten Gitter vorliegen.

In 4.27 b) sind die Messwerte der Intensitäten der ersten Beugungsordnun-
gen am Ende der Belichtungen bei verschiedenen Belichtungsbedingungen darge-
stellt. An der Abszisse des dargestellten Diagramms sind die Verhältnisse der Zeiten
TS/TP angetragen. Die Ordinate beschreibt die gemessenen Intensitäten am Ende
der jeweiligen Belichtung (nach 600 Sekunden). Zu erkennen ist, dass ein größe-
res TS/TP -Verhältnis höhere Beugungsintensitäten zur Folge hat. Es ergeben sich
6 unterscheidbare Werte der normierten Intensität der 1. Beugungsordnungen: Bei
TS/TP -Quotienten 0-12,5 % ergibt sich eine Intensität nahe 0; bei TS/TP -Quotienten
von 25 % bis 50 % liegen die gemessenen Intensitäten bei etwa 0,2; die weiteren
TS/TP -Quotienten von 62,5 %, 75 %, 87,5 % und 100 % liefern Intensitäten von
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0,38, 0,62, 0,82 bzw. 1,0.
Diese Ergebnisse legen nahe, dass verschiedene TS/TP -Quotienten bei identischer

Belichtungszeit unterschiedliche Stärken δ der Doppelbrechung erzeugen. Da die Be-
lichtungsintensität durch den Schreiblaser über die belichtete Fläche wenig variiert
(siehe auch Kamerabilder des SLM nach Abbildung 4.21), ist davon auszugehen,
dass dieser Effekt in allen Pixeln gleichermaßen auftritt. Unter dieser Voraussetzung
können die gewählten TS/TP -Quotienten dazu genutzt werden pixelweise die Stärke
der Doppelbrechung einzustellen. Diese entspricht nach Gleichung (2.14) dem Betrag
der gebeugten Welle. Zu jedem normierten Wert für den Betrag einer angestrebten
komplexen Amplitudenverteilung, der der Quadratwurzel der gebeugten Intensität
entspricht, kann anhand von Diagramm 4.27 b) ein TS/TP -Verhältnis gefunden wer-
den. Die Phase der komplexen Amplitudenverteilung wird durch die Drehlage der
Schreibpolarisation während der Zeit TS definiert.

4.2.2.2 Ergebnisse der Belichtung von Polarisationshologrammen mit
SLM

Zur Bestimmung der erreichbaren Beugungseffizienz wurde ein Gitter mit einer Git-
terperiode von 64 Pixeln (ca. 50,5 µm) in eine Fotopolymerschicht belichtet. Das
Gitter wurde ohne Modulation des SLM belichtet, d. h. mit statischer Projekti-
on eines Polarisationsmusters durch den SLM. Die Belichtungszeit betrug rund 15
Minuten.

Nach der Herstellung wurde dieses Gitter mit einem Helium-Neon-Laser zir-
kular polarisiert beleuchtet und das entstehende Beugungsbild zunächst auf eine
Mattscheibe projiziert. Die Strahlungsleistung des Lasers nach Durchgang durch ein
Neutralfilter (OD 1,0) beträgt 170 µW . Ein Foto der Projektion des Beugungsbildes
auf der Mattscheibe ist in Abbildung 4.28 zu sehen. Dort sind mehrere Beugungs-
ordnungen erkennbar. Nach Entfernen der Mattscheibe zur Projektion, wurde die

Abbildung 4.28: Beugungsbild eines Polarisationsgitters, das mit dem SLM-Belichter
hergestellt wurde. Die 0., +1. und -1. Beugungsordnung sind markiert

Intensität der einzelnen Beugungsordnungen mit Hilfe eines optischen Leistungs-
messgeräts (HP 8152A) bestimmt. Die Strahlungsleistung in der 0. Beugungsord-
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nung des Polarisationsgitters beträgt 31 µW . Die Intensitäten der +1., +2. und
+3. Beugungsordnungen betragen 59 µW , 15 µW bzw. 1,5 µW . Die Intensitäten
der -1., -2. und -3. Beugungsordnungen liegen bei 5 µW , 1,6 µW , 0,8 µW . Damit
kann die Beugungseffizienz der ersten Beugungsordnung mit rund 35 % angegeben
werden. Die Beugungseffizienz in alle Beugungsordnungen beträgt etwa 82 %.

Um die Beugungseffizienz für nicht periodische Polarisationshologramme zu be-
stimmen, wurde ein Hologramm zur Erzeugung eines Fernfeldbeugungsbildes her-
gestellt, das den Schriftzug „IPM“ zeigen soll. Dazu wurde mit Hilfe des IFTA-
Algorithmus ein CGH berechnet und dieses durch statische Belichtung mit dem
SLM-Belichter in ein Fotopolymer geschrieben. Die Projektion des Fernfeldbeu-
gungsbildes auf eine Mattscheibe ist in Abbildung 4.29 dargestellt. Abbildung 4.29

Abbildung 4.29: Projektion des Fernfeld-Beugungsbilds eines Polarisationsgitters,
das mit dem SLM-Belichter hergestellt wurde, auf eine Mattscheibe.
a) Detailansicht der -1., 0. und 1. Beugungsordnung
b) Stark überbelichtetes Foto der gesamten Mattscheibe

a) zeigt ein Foto der 1. Beugungsordnung (IPM-Schrift rechts oben im Bild), der 0.
Beugungsordnung (heller Punkt in der Bildmitte) sowie der -1. Beugungsordnung
des Fernfeldbeugungsbildes. Abbildung 4.29 b) zeigt einen größeren Ausschnitt des
Fernfeldbeugungsbildes projiziert auf die Mattscheibe. Für dieses Foto wurde die
Belichtungszeit hoch gewählt, so dass die 1. und 0. Beugungsordnung stark über-
belichtet sind, jedoch die höheren Beugungsordnungen noch erkennbar sind. Die
Intensität der 1. Beugungsordnung wurde zu 56 µW bestimmt. Die 0. Beugungsord-
nung weist eine Intensität von 44 µW auf.

Als Beispiel für ein Polarisationshologramm mit definierten Drehlagen ρ und
Stärken δ der Doppelbrechung wurde wie bereits in Abschnitt 4.2.1.3 mit dem Ein-
zelpunktbelichter wiederum ein Hologramm erzeugt, das für den lzp und den rzp
Anteil des gebeugten Strahls unterschiedliche Beugungsbilder generiert. Als Wunsch-
verteilungen wurden wiederum die Punktmuster nach Abbildung 4.17 a) für den lzp
Anteil und b) für den rzp-Anteil gewählt. Die Berechnung der Hologramme erfolgt
wie in Abschnitt 4.2.1.3 beschrieben, so dass die Funktion des CGH auf den lzp An-
teil einem Detour-Amplitudenhologramm entspricht, während der lzp Anteil durch
ein Phasenhologramm geformt wird.
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Nach einer Belichtungszeit von 600 Sekunden wurde das erzeugte Polarisations-
hologramm mit einem zirkular polarisierten Helium-Neon-Laser beleuchtet und das
Beugungsbild durch eine Anordnung aus einer drehbaren Viertelwellenplatte und
einem Linearpolarisator auf eine Mattscheibe projiziert. Durch Drehung der Vier-
telwellenplatte kann wahlweise der lzp oder der rzp Anteil des gebeugten Strahls
ausgeblendet werden. Die so entstandenen Beugungsbilder wurden wiederum mit ei-
ner Digitalkamera fotografiert. Die Fotografien der projizierten Beugungsbilder sind
in Abbildung 4.30 zu sehen. Abbildung 4.30 a) zeigt den rzp Anteil des gebeugten

Abbildung 4.30: Beispiel für ein Polarisationshologramm, das für den lzp und den
rzp Anteil unterschiedliche Beugungsbilder erzeugt
a) rzp Anteil des gebeugten Strahls (Phasenhologramm).
b) lzp Anteil des gebeugten Strahls (Amplitudenhologramm)
c) Überlagerung des rzp und des lzp Anteils

Strahls, d.h. den Anteil des gebeugten Strahls, der als Phasenhologramm interpre-
tiert werden kann. Die Phasenlage der gebeugten Welle in jedem Hologrammpixel
wird dabei nach Gleichung (2.15) durch die doppelte Drehlage 2ρ der Doppelbre-
chung definiert. Das Beugungsbild zeigt den Schriftzug „IPM“. Abbildung 4.30 b)
zeigt den lzp Anteil des gebeugten Strahls. Auf diesen Anteil wirkt das Polarisati-
onshologramm als Amplitudenhologramm. Das Verhältnis TS/TP während der Be-
lichtung legt in jedem Pixel die Amplitude des gebeugten Strahls fest. Das Fernfeld-
beugungsbild dieses Anteils zeigt den Schriftzug „RIH“. Aus den beiden Bildern ist
erkennbar, dass diese beiden unterschiedlich polarisierten Anteile unterschiedliche
Fernfeldbeugungsbilder erzeugen. Diese können durch die Polarisationsoptik im Be-
obachtungsstrahlengang weitgehend unterdrückt werden. Abbildung 4.30 c) zeigt die
Überlagerung der beiden Anteile, so dass sich die beiden Beugungsbilder überlagern,
aufgrund der orthogonalen Polarisation aber nicht miteinander interferieren.

Nach Gleichung (2.8) kann ein Polarisationshologramm auch dazu genutzt, Am-
plitude und Phase eines gebeugten Strahls pixelweise einzustellen. Als Beispielan-
wendung dafür wurde ein Strahl ausgewählt, dessen Wellenfronten in der Hologram-
mebene eine Schraubenlinie beschreiben soll. Die Phase eines solchen Strahls wächst
linear mit der Winkelkoordinate eines polaren Koordinatensystems (siehe Abbildung
4.31 d). Strahlen mit einer derartigen Phasenverteilung werden in der Literatur als
Vortex-Strahlen bezeichnet [40,51,125]. Ein solcher Strahl, dessen Phasenverteilung
bei einem Umlauf von 0 bis 360◦ n mal den Wertebereich von 0 bis 2π durchläuft, ist
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ein Vortex-Strahl der Ordnung n. Die Amplitude der herzustellenden Strahlen soll
im Beispiel innerhalb eines Ringes einen konstanten Wert aufweisen und außerhalb
dieses Rings 0 sein (siehe Abbildung 4.31 a).

Die Ergebnisse der Belichtung eines Polarisationshologramms zur Erzeugung ei-
ner solchen komplexen Amplitudenverteilung sind in Abbildung 4.31 dargestellt
[113]. Im Beispiel wurde ein Vortex-Strahl der Ordnung 3 mit einer ringförmigen
Amplitudenverteilung in der Ebene des Polarisationshologramms realisiert. Die ge-
wünschte Amplitudenverteilung ist in Abbildung 4.31 a) zu sehen, während die an-
gestrebte Phasenverteilung 4.31 d) entnommen werden kann. Zur Erzeugung dieser

Abbildung 4.31: Beispiel für die Herstellung eines Vortex-Strahls der Ordnung 3 mit
ringförmiger Amplitude [126]
a) Angestrebte Amplitudenverteilung in der Ebene des Polarisationshologramms
b) Mit Hilfe digital-holografischer Methoden gemessene Amplitudenverteilung in der
Ebene des Polarisationshologramms.
c) Schnitt zum Vergleich von gewünschter und gemessener Amplitudenverteilung als
Funktion der radialen Koordinate r.
d) Angestrebte Phasenverteilung in der Hologrammebene.
e) Gemessene Phasenverteilung.
f) Schnitt durch die gewünschte und gemessene Phasenverteilung als Funktion der
Winkelkoordinate γ.

komplexwertigen Amplitudenverteilung wurde ein Polarisationshologramm mit Hilfe
des SLM-Belichters durch modulierte Belichtung hergestellt. Um für die spätere Cha-
rakterisierung der hergestellten Hologramme Störungen durch eine 0. Beugungsord-
nung infolge nicht vollständig zirkular polarisierter Beleuchtung bei der Vermessung
zu minimieren, wurde der Vortex-Phasenverteilung ein Phasengitter überlagert, so
dass die 1. und 0. Beugungsordnung räumlich getrennt werden. Die Belichtungszeit
zur Herstellung des Polarisationshologramms betrug 600 s.

Anschließend wurde das hergestellte Hologrammmit Hilfe des digital-holografischen
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Aufbaus nach Abbildung 3.21 vermessen. Die Wellenlänge zur Vermessung des Holo-
gramms betrug 643 nm. Der Abstand zwischen Polarisationshologramm und der Ka-
mera im linsenlosen digital-holografischen Aufbau betrug rund 140 mm. Mit diesen
Angaben kann die komplexe Amplitudenverteilung in der Ebene des Polarisations-
hologramms anhand des Beugungsbildes in der Kameraebene numerisch rekonstru-
iert werden. Durch Subtraktion einer linearen Phasenverteilung (Gitter), die durch
Verkippung des Polarisationshologramms in der Messanordnung entsteht, kann die
komplexe Amplitude des gebeugten Strahls in der Hologrammebene bestimmt wer-
den. Das Ergebnis der numerischen Rekonstruktion der komplexen Amplitude in
der Ebene des Polarisationshologramms aus der digital-holografischen Messung ist in
Abbildung 4.31 b) und e) zu sehen. Abbildung 4.31 b) zeigt den Betrag der gemesse-
nen komplexen Amplitudenverteilung in der Hologrammebene, während Abbildung
e) die gemessene Phasenverteilung zeigt.

Abbildung 4.31 c) stellt den gemessenen und gewünschten Betrag der komple-
xen Amplituden in der Ebene des Polarisationshologramms als Funktion der radialen
Koordinate r eines Polarkoordinatensystems mit Ursprung in der Mitte des Strahls
dar. Die gemessene Amplitudenverteilung wurde dafür so normiert, dass der Mittel-
wert der Messwerte innerhalb des Rings ebenso den Wert eins annimmt wie in der
angestrebten Amplitudenverteilung.

Sowohl in der angestrebten als auch in der gemessenen Amplitudenverteilung
ist um den Ursprung des Koordinatensystems (Bildmitte) ein dunkler Bereich zu
sehen. Die angestrebte Amplitudenverteilung weist dort den Wert 0 auf. Die ge-
messenen Werte sind nahe bei Null. Der Mittelwert der Messwerte innerhalb die-
ses Bereichs, der sich von der Koordinate r = 0 µm bis r = 166 µm erstreckt,
beträgt etwa 0,04. Die Standardabweichung der gemessenen von den angestrebten
Werten in diesem Bereich beträgt etwa 5,4 %. Innerhalb des Plateaus des hellen
Rings (240µm < r < 340µm) ist der Mittelwert gemäß der gewählten Normierung
identisch mit dem Mittelwert der gewünschten Verteilung. Die Standardabweichung
zwischen gemessener und gewünschter Verteilung liegt in diesem Bereich bei rund
4,6 %. An den Übergängen zwischen den dunklen und hellen Bereichen ergeben
sich größere Unterschiede zwischen Messung und gewünschter Verteilung. Die Stan-
dardabweichung zwischen den gemessenen und gewünschten Werten der Amplituden
über das gesamte Messfeld liegt daher bei rund 15,5 %.

Abbildung 4.31 f) zeigt ein Diagramm, das die angestrebte Phasenverteilung nach
Abbildung d) und die gemessene nach Abbildung e) gegenüberstellt. Dargestellt ist
ein Profil der Phasenverteilungen als Funktion der Winkelkoordinate γ eines Po-
larkoordinatensystems. Dort ist zu erkennen, dass die gemessene Phasenverteilung
gemäß der Wunschverteilung linear mit der Winkelkoordinate wächst. Der Werte-
bereich der Messwerte von 0 bis 2π wird vollständig ausgenutzt. Die Ordnungszahl
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drei des generierten Vortex-Strahls spiegelt sich in drei Sprüngen im Diagramm von
2π auf 0 wider. In der Umgebung dieser Phasensprünge sind die Unterschiede der
Messwerte von den gewünschten Werten größer als in den Bereichen, in denen die
Phasenverteilung linear mit der Winkelkoordinate ansteigt. In den Bereichen des li-
nearen Anstiegs beträgt die mittlere Abweichung der Messwerte von den Sollwerten
der Phasenverteilungen etwa 0,23 rad. Die Standardabweichung zwischen Mess- und
Sollwerten beträgt rund 0,27 rad.

Abbildung 4.32 zeigt die Ergebnisse der Belichtung eines weiteren Hologramms
zur Beeinflussung von Amplitude und Phase eines gebeugten Strahls [113]. Die ge-

Abbildung 4.32: Beispiel für die Herstellung eines Vortex-Strahls mit zwei Bereichen
unterschiedlicher Amplitude und Drehsinn der Vortex.
a) Angestrebte Amplitudenverteilung in der Ebene des Polarisationshologramms
b) Gemessene Amplitudenverteilung in der Ebene des Polarisationshologramms.
c) Schnitt zum Vergleich von gewünschter und gemessener Amplitudenverteilung als
Funktion der radialen Koordinate r.
d) Angestrebte Phasenverteilung in der Hologrammebene.
e) Gemessene Phasenverteilung.
f) Schnitt durch die gewünschte und gemessene Phasenverteilung als Funktion der
Winkelkoordinate γ.

wünschten Amplituden- und Phasenverteilungen sind in den Abbildungen 4.32 a)
bzw. d) zu sehen. Die Amplitude nach Abbildung a) ist dabei rotationssymmetrisch
und besteht aus zwei Bereichen unterschiedlicher Helligkeit umgeben von einem
Bereich, der die Amplitude 0 aufweisen soll. Der innere Bereich des Polarisationsho-
logramms soll dem gebeugten Strahl eine halb so große Amplitude zuweisen wie der
Äußere. Die Phasenverteilung in den beiden Bereichen entspricht jeweils der eines
Vortex-Strahls der Ordnung 3. Die Vorzeichen der Vortices wurden in den beiden
Bereichen jedoch unterschiedlich gewählt. Das heißt, dass die Phase der komple-
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xen Amplitudenverteilung, die das Hologramm erzeugen soll, im inneren der beiden
Bereiche mit positiver Winkelkoordinate γ linear wächst, während sie im äußeren
Bereich linear mit γ abnimmt.

Die gemessenen Amplituden- und Phasenverteilungen können den Abbildungen
4.32 b) bzw. e) entnommen werden. Die zugrunde gelegten Ergebnisse wurden eben-
falls mit Hilfe des digital-holografischen Aufbaus gemäß Abbildung 3.21 gemessen.
Die Messwellenlänge betrug wiederum 643 nm bei einem Messabstand von rund
140 mm zwischen Kamera und Polarisationshologramm. Abbildung 4.32 c) zeigt
ein Diagramm zum Vergleich der gewünschten und gemessenen Amplituden nach
Abbildung a) bzw. b). Die Messwerte wurden wiederum derart normiert, dass die
Amplitude im hellsten Bereich der rekonstruierten Amplitude denselben Mittelwert
aufweist wie die Wunschverteilung im entsprechenden Bereich. Dieser Mittelwert
entspricht nach der Normierung einer relativen Amplitude von 1,0. Erkennbar ist,
dass das erzeugte Polarisationshologramm in der Mitte gemäß der Wunschverteilung
zwei Bereiche aufweist, die dem gebeugten Strahl unterschiedliche Beträge der kom-
plexen Amplituden aufprägen. Die durchschnittliche Amplitude im inneren Bereich
wurde als 0,49 bestimmt (angestrebter Wert: 0,5), die im äußeren helleren Ring be-
trägt gemäß der Normierung 1. Die Standardabweichung der gemessenen von den
angestrebten Amplituden wurde zu rund 18 % bestimmt. Innerhalb des dunkleren
inneren Bereichs beträgt sie rund 12 %, während sie im äußeren, helleren Bereich
bei rund 25 % liegt.

In Diagramm 4.32 f) sind die gemessenen sowie die angestrebten Phasenwerte
innerhalb des inneren Bereichs der komplexen Amplitudenverteilung als Funktion
der Winkelkoordinate γ angetragen. Die drei Phasensprünge von 2π auf 0 infolge
der Ordnungszahl 3 des gewünschten Vortex-Profils sind erkennbar. Auch der linea-
re Zusammenhang zwischen Winkelkoordinate und gemessener Phasenlage ist zu
sehen. Der mittlere Fehler zwischen gemessener und gewünschter Phasenlage wur-
de in diesem Bereich zu 0,26 rad bestimmt. Die Standardabweichung zwischen den
gemessenen und angestrebten Phasenwerten beträgt 0,32 rad.

4.2.2.3 Diskussion der Ergebnisse der Belichtung mit SLM

In den beiden vorausgegangenen Abschnitten wurden die Ergebnisse präsentiert, die
bei der Herstellung von Polarisationshologrammen in Azobenzen-Polymeren durch
optische Abbildung eines SLM erzielt wurden. Sowohl die Drehlage ρ als auch die
Stärke δ der Doppelbrechung in Fotopolymeren können mit Hilfe dieser Belichtungs-
methode eingestellt werden.

Die Bestimmung der auflösbaren Quantisierungsstufen der Drehlage ρ der Dop-
pelbrechung nach Abbildung 4.22 ergab, dass die Wiedergabe der gewünschten
Drehlagen durch den Belichter mit einer Standardabweichung von 7,8◦ (0,13 rad) rea-
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lisiert wird. Berücksichtigt man die Tatsache, dass der Wertebereich der Drehlagen
ρ, der sich von 0 bis π erstreckt, bei der Herstellung von Polarisationshologrammen
Phasenverzögerungen von 0 bis 2π entspricht, ist zu erwarten, dass die Phasenverzö-
gerungen durch die hergestellten Polarisationshologramme mit einer Standardabwei-
chung von etwa 0,26 rad (15◦) gewährleistet werden können. Die experimentelle Mes-
sung der Phasenverzögerungen eines Polarisationshologramms nach Abbildung 4.31
lieferte eine Standardabweichung von 0,27 rad (15,5◦). Die Phasenverzögerungen, die
das Polarisationshologramm nach Abbildung 4.32 erzeugt, zeigten eine Standardab-
weichung von 0,32 rad (18,8◦) gegenüber den angestrebten Werten. Die Ergebnisse
der Belichtercharakterisierung und der Messung an den hergestellten Hologrammen
stimmen somit gut überein.

Für die Bewertung der Qualität optischer Bauteile wird häufig der Root-Mean-
Square-Wert (RMS) der Differenz zwischen Soll- und Ist-Phasenverteilung heran-
gezogen und als Bruchteil der Wellenlänge angegeben [127, 128]. Bei hinreichend
großer Anzahl der Messpunkte sind Standardabweichung und RMS identisch. Mit
Hilfe des RMS-Fehlers der erzielten Phasenverteilung kann die optische Qualität
der hergestellten Polarisationshologramme mit etwa λ/20 angegeben werden. Die
optische Qualität der hergestellten Polarisationshologramme liegt somit in der Grö-
ßenordnung der Qualität geschliffener refraktiver Optiken mit sphärischen Oberflä-
chen [128].

Die Anzahl der auflösbaren Winkelstufen für den Drehwinkel ρ kann anhand der
Standardabweichung der gemessenen Phasenverteilungen mit 12 angegeben werden
unter der Annahme, dass der Abstand zwischen benachbarten Winkelstufen etwa
der doppelten Standardabweichung entsprechen soll, d.h. etwa 15◦ bei einem Wer-
tebereich von 0 bis 180◦. Als begrenzende Faktoren für die Anzahl der auflösbaren
Winkelstufen kommen zum einen Depolarisationseffekte durch die optischen Kompo-
nenten des Belichters in Frage. Zum anderen erzeugt der SLM die Phasenmodulation
dadurch, dass ein hochfrequentes elektronisches Signal für die einzelnen Pixel des
SLM generiert wird, das so schnell zeitlich variiert, dass die Flüssigkristalle der SLM-
Pixel nicht folgen können. Wirksam für die Ausrichtung der Flüssigkristalle des SLM
ist dann der zeitliche Mittelwert des hochfrequenten Signals. Nach den Spezifikatio-
nen des SLM-Herstellers HoloEye ist ein leichtes Übersprechen des hochfrequenten
Signals auf die SLM-Pixel vorhanden, dass zu einer ungewollten zeitlichen Modu-
lation der Phasenverzögerung durch die SLM-Pixel führt. Als mögliche Ursache für
die Abweichungen der Polarisationsdrehung durch den SLM kommen daher zufälli-
ge Abweichungen der Phasenverzögerungen in Frage, die infolge des hochfrequenten
Ansteuersignals entstehen.

Neben der Orientierung der Doppelbrechung kann durch den SLM-Belichter auch
deren Stärke eingestellt werden. Anhand der Ergebnisse der Belichtung von Gittern
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mit Hilfe modulierter Polarisationsmuster nach Abbildung 4.26 konnte gezeigt wer-
den, dass der Anteil des Lichts, der in die erste Beugungsordnung des Gitters ab-
gelenkt wird, dadurch eingestellt werden kann, dass das Verhältnis der Belichtungs-
zeit mit statischen und modulierten Polarisationsmustern variiert wird. Die dort
dargestellten Ergebnisse (siehe Abbildung 4.26 b) zeigen, dass nach 10-minütiger
Belichtung mit unterschiedlichen Belichtungsregimes mindestens 6 unterscheidbare
Intensitätswerte der 1. Beugungsordnung erzielt wurden.

Basierend auf diesen Ergebnissen wurden anschließend komplexwertige Holo-
gramme hergestellt, also solche Hologramme, die sowohl Amplitude als auch Betrag
der gebeugten Welle pixelweise einstellen können. In den gewählten Beispielen wur-
den komplexwertige Hologramme hergestellt, in denen der normierte Betrag der
gebeugten Welle in maximal drei Stufen vorliegt, nämlich 0, 0,5 und 1 (siehe Abbil-
dung 4.32). Die Ergebnisse zeigten, dass die Mittelwerte in den jeweiligen Bereichen,
in denen die unterschiedlichen Beträge realisiert werden sollten, mit den Wunschwer-
ten sehr gut übereinstimmten mit Abweichungen im einstelligen Prozentbereich. Die
Standardabweichungen zwischen den gemessenen und angestrebten Werten lagen bei
etwa 18 %. Unter der Annahme, dass die Quantisierung der Beträge etwa zweimal
so groß sein soll wie der Standardfehler, ergibt sich, dass die Zahl der auflösbaren
Quantisierungsstufen der Beträge bei etwa drei bis vier liegt (0, 0,33, 0,66 und 1).
Die Ursache für die Begrenzung der Auflösung konnte im Rahmen dieser Arbeit
nicht abschließend geklärt werden. Denkbare Ursachen sind zum einen wiederum
Effekte durch das hochfrequente elektronische Signal, das an den einzelnen SLM-
Pixeln anliegt und zu leichten Schwankungen der erzeugten Phasenverzögerungen
durch den SLM führt. Zum anderen werden in der Literatur auch Fehler der Pha-
senverzögerungen durch den SLM während des Updates des Anzeigebildes des SLM
beschrieben [129]. Diese Fehler könnten ursächlich für statistische Fehler der Belich-
tung verantwortlich sein.

Bei der Belichtung einer Teststruktur in ein Fotopolymer wurde eine Auflösungs-
grenze von <1,58 µm nachgewiesen, die dem Bild von zwei SLM-Pixeln in der Ebene
des Polymer entsprechen (Abbildung 4.23). Strukturen von 0,79 µm konnten nicht
aufgelöst werden. Der begrenzende Faktor der lateralen Auflösung ist dabei die nu-
merische Apertur des verwendeten Mikroobjektivs von 0,3 sowie die verwendete
Belichtungswellenlänge von 532 nm. Nach der Abbe’schen Mikroskoptheorie ergibt
sich unter diesen Bedingungen eine Auflösungsgrenze von etwa 1,1 µm. Strukturen
von 1,58 µm entsprechen damit der kleinsten durch den SLM erzeugbaren Struk-
turgröße oberhalb dieser Beugungsbegrenzung, während Strukturen von 0,79 µm
diese Grenze unterschreiten. Die Abbildung des SLM zur Belichtung von Polarisati-
onshologrammen kann damit als beugungsbegrenzt angesehen werden. Eine weitere
Verbesserung der Auflösungsgrenze ist nur noch durch eine Erhöhung der nume-
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rischen Apertur oder durch die Verwendung einer kürzeren Wellenlänge denkbar.
10x-Objektive mit größeren numerischen Aperturen als 0.3 bei ausreichendem Bild-
feld sind auf dem Markt allerdings nicht verfügbar. Auf der anderen Seite ist die
Möglichkeit der Verwendung einer kürzeren Wellenlänge durch die Absorptionscha-
rakteristik des Polymers begrenzt. Die Wellenlänge von 532 nm liegt nahe an der
spektralen Absorptionskante des Fotopolymers [104], so dass einerseits die Erzeu-
gung der Doppelbrechung durch Absorption möglich ist, andererseits die Eindring-
tiefe des verwendeten Lichts groß genug ist, um die 2 µm dicke Polymerschicht nicht
nur an der Oberfläche, sondern auch in der Tiefe zu belichten.

Darüber hinaus wurden Hologramme zur Erzeugung definierter Fernfeldbeu-
gungsbilder mit Hilfe des SLM-Belichters generiert. Die Hologramme, deren Beu-
gungsbilder in den Abbildungen 4.28 (Polarisationsgitter) und 4.29 (Fernfeldbeu-
gungsbild mit Schriftzug „IPM“) zu sehen sind, lieferten dabei Beugungseffizienzen
von rund 35 % in die erste Beugungsordnung bzw. etwa 80 % in alle Beugungsord-
nungen. Im Vergleich zu den Beugungseffizienzen, die Hologramme aus der Einzel-
punktbelichtung erzielten, sind die hier gemessenen Effizienzen insbesondere der 1.
Ordnung geringer.

Die Ursache kann anhand der Überlegungen zu den Effekten der diskreten Abtas-
tung eines Wellenfeldes nach Abschnitt 2.3.3 gefunden werden. Dort wurde gezeigt,
dass die Einhüllende des gesamten periodischen Beugungsbildes durch die Fourier-
transformierte der Form der Transmissionsfunktion der Einzelpixel definiert wird.
Während bei der Belichtung mittels Einzelpunktbelichters der Betrag der Transmis-
sionsfunktion der Einzelpixel durch eine Gauß-Verteilung beschrieben werden kann,
ergibt sich bei der Belichtung mittels SLM eine nahezu rechteckige Transmissions-
funktion für jeden Einzelpixel. Daher ist die zu erwartende Einhüllende der lateralen
Intensitätsverteilung der Beugungsbilder im Falle des Einzelpunktbelichters gegeben
durch eine Gaußfunktion 4.33. Im Falle der Belichtung mit SLM ergibt sich als Ein-

Abbildung 4.33: Einhüllende der Beträge der Beugungsbilder im Falle von
Hologramm-Pixeln mit gaußförmiger bzw. rechteckiger Transmissionsfunktion. Im
Beispiel soll das Pixelraster im Hologramm 1.5 µm betragen und die Gaußverteilung,
die durch den Durchmesser des fokussierten Lasers gegeben ist, einen Durchmesser
von 1,6 µm aufweisen
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hüllende eine sinc-Funktion. Da die Gaußfunktion nur ein Maximum im Koordina-
tenursprung hat und für größere Abstände monoton abnimmt, werden die höheren
Beugungsordnungen der Hologramme durch Einzelpunktbelichtung stark gedämpft,
so dass sie kaum erkennbar sind. Die sinc-Funktion weist einen langsameren Abfall
für größere Abstände vom Koordinatenursprung auf. Dazu zeigt sie Überschwin-
ger, was zur Folge hat, dass auch höhere Beugungsordnungen noch erkennbar sind.
Damit ist zu erwarten, dass bei Belichtung von Polarisationshologrammen mit Hil-
fe des SLM der Einfluss von höheren Beugungsordnungen zunimmt, was mit den
experimentellen Ergebnissen übereinstimmt.



Kapitel 5

Zusammenfassung und
Einordnung der Ergebnisse

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Berechnung und Herstellung von Polari-
sationshologrammen auf Basis von Azobenzen-Polymeren. Die erzielten Ergebnisse
lassen sich in drei Teile gliedern: (I) Weiterentwicklung eines Design-Algorithmus
zur Berechnung von strahlformenden Polarisationshologrammen (Abschnitt 4.1),
(II) Herstellung von Polarisationshologrammen mittels Einzelpunktbelichtung (Ab-
schnitt 4.2.1) und (III) Erzeugung von Polarisationshologrammen durch flächenhafte
Belichtung mit Hilfe eines SLM (Abschnitt 4.2.2).

Im Bereich des Designs konnte gezeigt werden, dass mit Hilfe eines neu entwi-
ckelten einfachen, nicht-iterativen und schnellen Algorithmus Hologramme höchs-
ter Güte zur Laserstrahlformung berechnet werden können. Sie nutzen dabei den
generellen Vorteil geometrisch-optisch berechneter CGHs gegenüber iterativen, auf
Beugungssimulationen beruhenden Methoden, dass der störende Effekt der Laser-
granulation (Speckles) reduziert wird. Die Weiterentwicklung der Methode im Rah-
men dieser Arbeit besteht in der Entwicklung eines Verfahrens zur Beschreibung
der affinen Koordinaten-Transformation in diskreten Koordinaten, die den Schlüssel
zur Berechnung allgemeiner rotationssymmetrischer oder separierbarer CGHs dar-
stellt. Der Fortschritt besteht darin, dass entgegen den bisherigen geometrischen
Designmethoden [94–96] keine analytische Beschreibung dieser Koordinatentrans-
formation nötig ist, sondern die diskrete (pixelierte) Beschreibung der Eingangs-
und Wunschverteilungen ausreicht [84].

Die ersten experimentell gezeigten Polarisationshologramme waren computerge-
nerierte Hologramme [29,30]. Sie entstanden durch Einzelpunktbelichtung in einem
Natriumfluoridkristall. Die Belichtung erfolgte mit Hilfe einer UV-Lichtquelle und
der Abbildung einer Rechteckblende. Experimentell wurden in diesen Arbeiten Pi-
xelgrößen von etwa 60 µm erzielt. Der Ansatz der Einzelpunktbelichtung von Polari-
sationshologrammen wurde in der Literatur der Folgejahre nicht weiterverfolgt. Pola-
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risationshologramme wurden in der Folgezeit durch holografische Belichtungsmetho-
den in anisotropen Materialien wie Kristallen und Fotopolymeren realisiert [32–42].
In jüngerer Vergangenheit etablierten sich daneben Polarisationshologrammen auf
Basis von Formdoppelbrechung [43–51], deren Herstellung durch die Fortschritte der
Lithografietechniken in der Halbleiterindustrie ermöglicht wurden.

Im Rahmen dieser Arbeit konnte gezeigt werden, dass die Herstellung von Po-
larisationshologrammen hoher Qualität durch punktweise Laserbelichtung in Fo-
topolymeren möglich ist [108]. Der realisierte Einzelpunktbelichter stellt die erste
experimentelle Umsetzung dieses Konzepts zur Belichtung von Fotopolymeren dar.
Die erzielten Beugungseffizienzen der so hergestellten Hologramme liegen dabei in
Bereichen, die sich auch mit denen von Phasenhologrammen messen können, die
mit modernen Methoden der Lithografie gefertigt wurden. Am Beispiel eines Strahl-
formers konnte eine Beugungseffizienz von knapp 80 % nachgewiesen werden [84]
(siehe Abschnitt 4.2.1.2). In der Lithografie mit Hilfe von Graustufenmasken werden
in aktuellen Veröffentlichungen Beugungseffizienzen von rund 55 % [22] bis über 80
% [18] erzielt. Mit sehr hoch auflösenden Methoden wie der Elektronenstrahllithogra-
fie sind Phasengitter mit Beugungseffizienzen von über 90 % dokumentiert [130,131].
Die hier vorgestellte Methode ordnet sich bei mittleren Effizienzen im Vergleich zu
anderen Verfahren ein. Einer der Faktoren, der größere Beugungseffizienzen ver-
hindert ist vor allem die Pixelgröße der Hologramme. Nach den Überlegungen aus
Abschnitt 2.3.3 führen kleinere Pixel dazu, dass weniger höhere Beugungsordnungen
auftreten und die Verluste somit minimiert werden. Eine Reduktion der Pixelgröße
ist mit dem vorgestellten Verfahren nach den Überlegungen aus Abschnitt 4.2.1.4
nicht möglich, da die Schärfentiefe der Fokussierung dann kleiner als die Schichtdi-
cke der Polymersubstrate wird. Die Weiterentwicklung der verwendeten Polymere
verspricht jedoch eine weitere Reduktion der benötigten Schichtdicken, so dass ge-
ringere Schärfentiefen benötigt werden, was den Einsatz von Optiken mit höheren
Aperturen ermöglichen wird. Die im Vergleich zu anderen Methoden hohe Anzahl
aufgelöster Quantisierungsstufen der Drehlage der Doppelbrechung (siehe auch Ta-
belle 5.1), die der Phasenverzögerung bei reinen Phasenhologrammen entspricht,
führt dennoch dazu, dass gute Beugungseffizienzen erzielt werden können. Vorteil-
haft an der beschriebenen Methode gegenüber konkurrierenden Verfahren sind dabei
das Fehlen nachfolgender nasschemischer Prozesse sowie die Wiederbeschreibbarkeit
von Fotopolymeren. Es ergeben sich daher vielversprechende Anwendungen in Be-
reichen wie dem Rapid Prototyping optischer Komponenten oder der Herstellung
individualisierter Optiken. Daneben wurde im Rahmen dieser Arbeit die Möglichkeit
aufgezeigt, dass durch Einzelpunktbelichtung eine unabhängige, definierte Variation
von Betrag und Drehlage der induzierten Doppelbrechung im Fotopolymer realisiert
werden kann [80, 111] (siehe Abschnitt 4.2.1.3). In der Literatur wurde bereits im
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Einzelpunktbelichter SLM-Belichter

Beschreibbare Fläche variabel; bis 100 mm x
100 mm

ca. 1,5 mm x 0,85 mm

Schreibgeschwindigkeit typ. 15 000 Pixel/min ca. 200 000 Pixel/min

laterale Auflösung 1,0 µm 1,58 µm

Quantisierung der
Phasenverzögerung

128 Stufen 12 Stufen

Quantisierung der
Amplitude

4 Stufen 3 Stufen

Erzielte
Beugungseffizienz

ca. 80 % in erste
Ordnung

ca. 35 % in erste
Odnung; ca. 80 % in alle

Beugungsordnungen

Tabelle 5.1: Übersicht der erzielten Ergebnisse bei der Belichtung von Polarisations-
hologrammen

Jahr 2000 von Honkanen et al. die Anwendung solcher Polarisationshologramme
theoretisch diskutiert [81]. Die Möglichkeit, durch solche Hologramme Betrag und
Phase eines gebeugten Feldes manipulieren zu können, wird dort schon angedeu-
tet. Die erste experimentelle Umsetzung derartiger Hologramme wurde im Rahmen
dieser Arbeit realisiert [80, 111]. Die so hergestellten Hologramme bieten erstmals
die Möglichkeit sowohl Betrag als auch Phase eines transmittierten Strahls in einer
einzigen Schicht definiert zu manipulieren, also komplexwertige, dünne Hologramme
herzustellen.

Für komplexwertige Hologramme gibt es in der modernen Optik einen breiten
Anwendungsbereich. Die Erzeugung beugungsinvarianter Strahlen (Bessel-Strahlen)
[57, 58, 74] oder komplexer optischer Feldverteilungen für die optische Mikromani-
pulation [57,77] sind hier als zwei Beispiele zu nennen.

Die Herstellung komplexwertiger Hologramme durch Mehrschichtsysteme wur-
de bereits 1973 beschrieben [70]. Der technologische Aufwand zu deren Herstellung
verhinderte jedoch eine weite Verbreitung. Ein weiterer Ansatz zur Erzeugung kom-
plexwertiger Hologramme besteht darin, 2 getrennte CGHs in einigem Abstand hin-
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tereinander im Strahlengang eines optischen Systems zu positionieren [71,72]. Dieser
Ansatz zeichnet sich durch hohe Beugungseffizienz aus, da die Variation des Betrags
der gebeugten Strahlung nicht auf Absorption beruht, sondern darauf dass das erste
CGH im Strahlengang das einfallende Licht gemäß der gewünschten Amplituden-
verteilung durch Beugung umverteilt. Gegenüber komplexwertigen Hologrammen in
einer einzelnen Schicht bringen sie jedoch die Nachteile, dass die Bauform weniger
kompakt ist und die Notwendigkeit einer Justage der einzelnen Komponenten zu-
einander nötig ist. Die Vor- und Nachteile der beiden Ansätze müssen im Einzelfall
der Anwendung abgewogen werden.

Daneben gibt es Ansätze, die die Herstellung quasi-komplexwertiger Hologram-
me mit Hilfe von reinen Amplituden- oder Phasenhologrammen ermöglichen [4, 6,
8, 73–76]. Diese Ansätze beruhen jeweils auf Variationen von Detour-Hologrammen
(siehe Abschnitt 3.1.1), mit denen quasi-komplexwertige Hologramme nachgebildet
werden können. Für Detour-Hologramme ist stets eine Trägerstruktur nötig, de-
ren Ortsfrequenz größer ist als die des entworfenen komplexwertigen Hologramms.
Durch optische Frequenzfilterung mit Hilfe einer Blende wird das gewünschte kom-
plexwertige Hologramm aus dem gesamten gebeugten Strahl herausgefiltert. Mit
dieser Methode wurden in verschiedenen Anwendungsgebieten sehr gute simulierte
und experimentelle Ergebnisse erzielt. Dennoch ergeben sich aus der Verwendung
des Detour-Ansatzes drei Nachteile gegenüber der in dieser Arbeit entwickelten: Zum
einen ist die Herstellung der hochfrequenten Trägerstruktur technologisch wesent-
lich aufwändiger als die Fertigung der niederfrequenten Struktur des eigentlichen
komplexwertigen Hologramms. Zum anderen kann diese Methode nicht zur Frei-
strahlformung eingesetzt werden, da stets eine Blende in einiger Entfernung zum
Hologramm präsent sein muss (möglichst in der Fourierebene). Zum Dritten sind
die mit dieser Methode erzielbaren Beugungswinkel begrenzt, da die Ortsfrequenz
des berechneten komplexwertigen Hologramms stets deutlich geringer sein muss (im
Grenzfall Faktor 2) als die Trägerfrequenz. Diese drei Limitierungen entfallen bei
den im Rahmen dieser Arbeit entstandenen komplexwertigen Hologrammen, so dass
sich neue Anwendungen komplexwertiger Hologramme ergeben könnten.

Schließlich wurde eine Methode zur parallelen, flächenhaften Belichtung von Po-
larisationshologrammen durch Abbildung eines SLM entwickelt (Abschnitt 4.2.2.
Neben Polarisationsgittern konnten mit Hilfe des SLM-Belichters die ersten Polarisa-
tionshologramme überhaupt realisiert werden, die Betrag und Phase eines gebeugten
Strahls unabhängig voneinander in einer einzelnen Schicht einstellen [126].

Die charakteristischen Merkmale wie Anzahl der Quantisierungsstufen von Be-
trag und Phase sowie Beugungseffizienz der Polarisationshologramme, die mit dem
SLM-Belichter hergestellt wurden, erwiesen sich zwar als etwas schlechter im Ver-
gleich zu den gezeigten Polarisationshologrammen durch Einzelpunktbelichtung (sie-
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he auch Tabelle 5.1). Sie bieten jedoch auch einige vielversprechende Vorteile: Zum
einen können bei einer Belichtung mit dem verwendeten SLM bis zu 2 Mio. Holo-
grammpixel innerhalb von 10 Minuten belichtet werden. Für derartige Belichtungen
benötigt der Einzelpunktbelichter rund 2,5 Stunden im Falle von Polarisationsho-
logrammen mit konstanter Stärke der Doppelbrechung bzw. infolge des mehrfachen
Abscannens und der geringeren Schreibleistung etwa 23 Stunden bei variabler Stärke
und 4 diskreten Drehlagen der Doppelbrechung. Zum anderen ergibt sich wie in Ab-
schnitt 4.2.2 angedeutet die Möglichkeit, den Schreibprozess inline zu überwachen
oder später sogar zu regeln. In der bisherigen Implementierung des Hologramm-
schreibers kann die Überwachung nur im Falle der Erzeugung eines Gitters einer
bestimmten Periode überwacht werden. Durch Einbau eines digital-holografischen
Mikroskops [118,132] in den Schreiber ist aber auch eine ortsaufgelöste Überprüfung
des Schreibvorgangs denkbar, mit deren Hilfe eine Regelung und weitere Verbesse-
rung des Schreibprozesses mit Hilfe des SLM-Belichters denkbar ist.
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