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1 Einleitung

It is nice to know that the computer
understands the problem.
But I would like to understand it too.

Eugene Wigner

Dirac [1] vermerkte bereits 1929, dass die fundamentalen Prinzipien der Quantenmechanik eigent-
lich bekannt seien und damit keine prinzipiellen Probleme fiir die vollstdndige Beschreibung der
Wechselwirkungsmechanismen in atomaren Vielteilchen-Systemen wie Festkorpern mehr bestiin-
den — abgesehen von einem einzigen: dass die entstehenden Gleichungen aufgrund der grofsen
Anzahl von Freiheitsgraden schlichtweg nicht 16sbar seien. Einen Ausweg aus dieser Situation
eroffneten erst das von Landau eingefithrte Konzept des Quasiteilchens [2| bzw. der Elementar-
anregung und der Einzug der Methoden der Quantenfeldtheorie in die Festkorperphysik.

Statt nach einer vollstdndigen Losung des Vielteilchen-Problems zu streben, versucht man im
Rahmen der Vielteilchen-Stérungstheorie mit Hilfe des Formalismus der Green’schen Funktionen,
die Eigenschaften der im Experiment beobachteten Anregungen, welche oftmals einen teilchen-
artigen Charakter aufweisen, in Wirklichkeit jedoch Vielteilchen-Anregungen sind, durch Qua-
siteilchen zu beschreiben, welche allenfalls einer renormierten Wechselwirkung unterliegen. War
man dabei anfangs noch auf zahlreiche Modellannahmen und empirische Parameter angewiesen,
konnten diese im Laufe der letzten Jahrzehnte mit der fortschreitenden Entwicklung der nume-
rischen Mdoglichkeiten mehr und mehr fallen gelassen werden. Stattdessen gehen die heutigen
Bestrebungen in die Richtung, mit Hilfe numerischer Simulationen — basierend allein auf den
Grundgleichungen der Quantenmechanik — auch die spektroskopischen Eigenschaften komplexer
realistischer Materialsysteme zu beschreiben.

Diese sogenannten ab-initio-Methoden werden erfolgreich zur Berechnung der Elektronenstruk-
turen und der optischen Absorptionsspektren von Festkérpern, Oberflachen, Nanostrukturen und
Molekiilen eingesetzt. Durch Beriicksichtigung von quantenmechanischen Austausch- und Korre-
lationseffekten in der elektronischen Selbstenergie ist im Rahmen der Hedin’schen GW-Appro-
ximation [3, 4] eine prézise Vorhersage des Einteilchen-Anregungsspektrums von sp-gebundenen
Halbleitern und Isolatoren [5| sowie Systemen mit abgeschlossenen d-Elektronen-Schalen mog-
lich. Dartiber hinaus konnen die optischen Absorptionsspektren von Nichtmetallen einschlieflich
der durch die Elektron-Loch-Wechselwirkung hervorgerufenen exzitonischen Anregungszustéinde
durch Losen der Bethe-Salpeter-Gleichung der Polarisationsfunktion [6] mit hoher Genauigkeit
vorhergesagt werden [7-9].

Viele der heute noch offenen Fragen ranken sich dagegen um die Klasse der magnetischen Iso-
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latoren sowie der spinpolarisierten Systeme im Allgemeinen. Sowohl die Hedin’sche GW-Ap-
proximation als auch der Formalismus zur Bestimmung der optischen Absorptionseigenschaften
mit Hilfe der Losung der Bethe-Salpeter-Gleichung wurden zunéchst nur fiir nichtmagnetische
Systeme entwickelt. Infolgedessen existierten bislang keine ab-initio-Berechnungen der dielektri-
schen Funktionen magnetischer Isolatoren unter Beriicksichtigung exzitonischer Effekte. Dariiber
hinaus wird mitunter angezweifelt, dass der Quasiteilchen-Ansatz bzw. die GW-Naherung tiber-
haupt auf Materialien wie die antiferromagnetischen Ubergangsmetalloxide MnO, FeO, CoO und
NiO anwendbar ist, welche trotz ihrer teilbesetzten d-Orbitale Isolatoren sind und mitunter mit
dem Terminus ,stark korreliert® umschrieben werden. Die vorliegende Dissertation beschéftigt
sich daher sowohl mit der Berechnung der elektronischen als auch der optischen Anregungsei-
genschaften der genannten Oxide sowie des ferromagnetischen Isolators CrBrs, um einen Beitrag
zur Kldrung der Probleme zu leisten, die spezifisch fiir spinpolarisierte Systeme sind.

Im Grundlagenteil der Arbeit in Kap. 2 werden die verwendeten Konzepte der Vielteilchen-St6-
rungstheorie dargestellt, wobei das Hauptaugenmerk auf die Verallgemeinerungen gelegt wird,
welche durch die Berticksichtigung von kollinearer Spinpolarisation (sowie in einigen Abschnit-
ten auch von nichtkollinearem Magnetismus und Spin-Bahn-Kopplung) induziert werden. Im
sich anschlieftenden Kap. 3 folgen detaillierte Ausfithrungen zur Theorie der Bethe-Salpeter-
Gleichung der Vierpunkt-Polarisationsfunktion. Es werden hierbei insbesondere die Auswirkun-
gen von Spinpolarisation und nichttrivialen Besetzungszahlfaktoren untersucht. Dariiber hinaus
werden Verallgemeinerungen fiir géngige numerische Schemata angegeben, um auch das iiber die
Tamm-Dancoff-Néherung hinausgehende nichthermitesche exzitonische Eigenwertproblem l6sen
zu koénnen. Ein weiterer Abschnitt dieses Kapitels ist den Besonderheiten der numerischen Be-
handlung Wannier-Mott-artiger Exzitonen gewidmet.

In Kap. 4 werden, als Voraussetzung zur Untersuchung der optischen Anregungen, die elektroni-
schen Eigenschaften der antiferromagnetischen Ubergangsmetalloxide MnO, FeO, CoO und NiO
mit Hilfe der Hedin’schen GW-Approximation studiert und die erhaltenen Ergebnisse mit ex-
perimentellen Daten verglichen. Die in Kap. 3 gewonnenen theoretischen Erkenntnisse gelangen
schlieklich in Kap. 5 zur Anwendung, indem sowohl die Absorptionsspektren als auch die An-
regungsenergien der optisch verbotenen Exzitonen der antiferromagnetischen Oxide berechnet
werden. Abschliefsend wird in Kap. 6 am Beispiel von CrBrs die Anwendbarkeit der entwickelten

Methodik auf die Materialklasse der ferromagnetischen Isolatoren demonstriert.
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Dans la vie, rien n’est & craindre, tout est
A comprendre.

Marie Curie

2.1 Das Vielteilchen-Problem

Jeder Versuch, die Eigenschaften eines Festkorpers ausgehend von den fundamentalen Prinzipien
der Quantenmechanik zu beschreiben, fithrt zwangslaufig auf ein Vielteilchen-Problem giganti-
schen Ausmakes: Man hat ~ 10?* Atome und bis zu 100-mal so viele Elektronen zu betrachten,
die sich gegenseitig iiber elektromagnetische Kréfte beeinflussen. Zwar sind die grundlegenden
Wechselwirkungen zwischen den Konstituenten des Systems bekannt und mit Hilfe einer Vielteil-
chen-Schrédinger-Gleichung darstellbar, jedoch scheitert die explizite Losung dieser Gleichung

an der schieren Grofe des Problems [1].

2.1.1 Born-Oppenheimer-Ndherung

Einen ersten Schritt zur Vereinfachung des Vielteilchen-Problems offeriert die Born-Oppenhei-
mer-Néherung [10]. Da selbst der leichteste Atomkern eine um einen Faktor 1836 grofsere Masse
als das Elektron besitzt, kann man davon ausgehen, dass die Elektronen einer Bewegung der
Kerne quasi instantan nachfolgen. Dies gestattet die Entkopplung der Bewegungsgleichungen
der Elektronen von denen der Atomkerne. Das Vielteilchen-Problem reduziert sich somit auf
ein Vielelektronen-Problem mit einem &ufseren Potential, das nur noch parametrisch von der
Anordnung der Kerne abhiingt.!

In dieser Néherung des starren Gitters werden allerdings alle polaronischen Effekte, also De-
formationen des Kristalls, welche durch die Riickwirkung der Elektronen auf die Atomkerne
verursacht werden, vernachléssigt. Auflerdem verliert die Born-Oppenheimer-Approximation bei
der Betrachtung von elektronischen Anregungen mit sehr kleinen Energien, die in derselben Gro-

Kenordnung wie die Phononen-Anregungsenergien des Systems liegen, ihre Giiltigkeit.

2.1.2 Zweite Quantisierung

Fiir die weitere Behandlung des Vielelektronen-Problems bietet es sich an, im Formalismus der

zweiten Quantisierung zu arbeiten, welcher zwar letztlich nur eine alternative Formulierung der

! Im Folgenden werden die Begriffe Vielteilchen- und Vielelektronen-Problem synonym verwendet und beziehen
sich jeweils nur auf das reine Elektronenproblem.
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Vielteilchen-Quantenmechanik mit Hilfe des Besetzungszahl-Formalismus darstellt, jedoch vor
allem Zugriff auf die eleganten Methoden der Quantenfeldtheorie gewihrt (siche z.B. Ref. [11]).
Zu diesem Zweck fithrt man zunéchst den Feldoperator der Elektronen im Schrédinger-Bild
U, (r) sowie den zugehorigen adjungierten Operator \I/Jsr(r) ein und postuliert zwischen diesen die
Antikommutator-Relationen

[\I's(r), \IIS/(I“/)]Jr =0 [\Ifl(r),\lfi,(r')]Jr =0 [\I's(r), \IIL(I“/)]Jr =8(r —1') 6. (2.1)
Angewandt auf einen Zustand des Vielelektronen-Systems erzeugt \Ifl (r) ein Teilchen mit Spin
s am Ort r, wihrend W (r) ein ebensolches vernichtet. Die Basiszustédnde des N-Teilchen-Hil-
bert-Raums H, deren Linearkombination die Darstellung jedes beliebigen N-Teilchen-Zustands

gestattet, lassen sich somit geméfs

1
AT = vl () U (r2) ... 0l (rn)10) (2.2)
sukzessive aus dem Vakuum-Zustand |0) € Hy aufbauen, welcher durch ¥4(r)|0) = 0 definiert
ist. Die fundamentalen Antikommutator-Relationen (2.1) sichern dabei die Antisymmetrisierung
der Zusténde, wie sie fiir ein System identischer fermionischer Teilchen zu fordern ist [12]. Der

Fock-Raum des Vielelektronen-Systems konstituiert sich schliefslich aus der direkten Summe aller
N-Teilchen-Hilbert-Réume:

00 N
Hrock = @) Hn mit Hy = Q) Hi. (2.3)
N=0 k=1

Ubertragen in den Formalismus der zweiten Quantisierung ergibt sich fiir einen beliebigen N-

Teilchen-Operator o(ry, si,...,rn, SN;T], S, ..., Ty, sy t) der Vielteilchen-Quantenmechanik

ON(t):% DS /dr1 .../drN /dr’l .../drgv Ul (rn) .. WL ()

S1.--8N 8.8

X 0(1‘17 S$15---3TN,SN; r/17 Sll7 s 7rIN7 SINvt) \Ils’l (r/l) s \IIS'N(I‘IN) (24)

Die so definierten Operatoren im Schrodinger-Bild enthalten allenfalls eine explizite Zeitabhén-
gigkeit, wihrend die Dynamik des Systems mit Hilfe der Schrédinger-Gleichung iiber die Zeitab-
héngigkeit der Zustdnde bestimmt wird. Durch den Wechsel ins Heisenberg-Bild geméfs

Ys(r,t) = erHt U,(r) e~ wHl it s(r,0) = Wy(r), (2.5)

wobei H den Hamilton-Operator des Systems verkérpert,? lisst sich auch die dynamische Zeit-

abhéngigkeit von den Zusténden auf die Operatoren tibertragen. An die Stelle der Schrédinger-

2 Es wird hier von nicht explizit zeitabhéngigen Hamilton-Operatoren ausgegangen.
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Gleichung tritt dann die Heisenberg’sche Bewegungsgleichung

Cow = [ow. i) + Lo, (2.6)

welche im Heisenberg-Bild die Zeitentwicklung des Vielteilchen-Systems bestimmt.

2.1.3 Quantenfeldtheoretische Beschreibung des Vielelektronen-Problems

Der Hamilton-Operator des wechselwirkenden Vielelektronen-Systems im Festkorper gliedert sich
in die Beitrage der kinetischen Energie T, des externen Potentials V und der Elektron-Elektron-
Wechselwirkung U

H=T+V+U. (2.7)

Der Operator der kinetischen Energie ist durch

T = 2:/hrwf (—JE—A> o(r) (2.8)

mo

gegeben, wahrend der Operator des dufseren Potentials die Form
V=>" / dr Ui (r) Vg (r) Uy (r) (2.9)

annimmt. Fiir nichtmagnetische Festkorper mit leichten Atomkernen geniigt es, ein skalares Po-
tential V (r) zu betrachten, welches von den Ladungen der Atomkerne hervorgerufen wird. Da in
dieser Arbeit jedoch vor allem magnetische Materialien behandelt werden, ist die Einbeziehung
eines Pauli-Terms [13], der die Ausrichtung der Elektronenspins in einem externen magnetischen
Feld B(r) beschreibt, erforderlich. Des Weiteren soll auch der Spin-Bahn-Kopplungsterm, wel-
cher hauptséchlich bei Festkorpern mit schweren Kernen relevante Beitrage liefert, berticksichtigt

werden:

(2.10)

r) x 2
V() = V(E) oy + 3 7 - (B(r) " M) .

2emgc?

In diesem Ausdruck bezeichnet pup = eh/(2mg) das Bohr’sche Magneton und o5y den Vektor
der Pauli’schen Spinmatrizen. Im Fall kollinearer Magnetfelder® wird V. (r) bei gleichzeitiger
Vernachléssigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung diagonal im Spinindex, wobei allerdings die
beiden Diagonalelemente unterschiedliche Werte annehmen diirfen.

Die Elektron-Elektron-Wechselwirkung wird iiber den Zweiteilchen-Operator

Z/dr/dr Ul ) Ul (r) o — v') Wy (r) Uy (r') (2.11)

3 Als kollinear werden Magnetfelder bezeichnet, bei denen zwar der Betrag, nicht aber die Richtung der Fluss-
dichte rdumlich variiert. Diese Richtung ldsst sich dann durch Wahl des Koordinatensystems als z-Richtung
definieren, wodurch die Entkopplung der beiden Spinkomponenten durch die spezielle Gestalt der Pauli-Ma-

trix o®) = (é _01) ermoglicht wird. Eine Beschrinkung auf kollinearen Magnetismus bedingt auch, dass in

den Gleichungen kein Mechanismus mehr beriicksichtigt wird, der mit Spinumklapp-Prozessen in Verbindung
gebracht werden kann.
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mit dem longitudinalen elektrostatischen Coulomb-Potential

2
, 1 e

(r — ') (2.12)

e -]
vermittelt. Prinzipiell wéren auch solche Beitrage zur Wechselwirkung denkbar, die aus einem
Vektorpotential resultieren, dessen Quellen die Stromdichte sowie die mit den Elektronenspins
verbundenen magnetischen Momente sind. Im thermodynamischen Gleichgewicht verschwindet
jedoch der Erwartungswert des Stromdichteoperators [14]. Die von den Spinmomenten verur-
sachten Felder sind klein und sollen deshalb ebenfalls vernachléssigt werden. Selbst zur Beschrei-
bung ferromagnetischer Materialien gentigt die longitudinale Wechselwirkung, da die Spin-Spin-
Kopplung in diesen Systemen durch die Symmetrien der Wellenfunktionen und die damit ein-
hergehende Austausch-Wechselwirkung vermittelt wird.

Fiir den Hamilton-Operator des Vielteilchen-Systems mit den soeben diskutierten Beitragen

ergibt sich die Heisenberg’sche Bewegungsgleichung (2.6) fiir die Feldoperatoren zu

/ mo

5 L) = | = A Vi)
1 atsr, = —2 ss’ T Vss/ (T

S

(2.13)
+ 535’ /dI‘/ U(I‘ - I‘/) wi”(r/’ t) ¢s” (rla t)] ws’ (I‘, t)

An dieser Stelle sollen noch der Operator der Spindichte 754 (r) sowie der Operator der Elektro-
nendichte 7(r) durch

flog (r) == UL (0) Uy(r)  a(r) = ng(r)  Ni= [dra(r) (2.14)

definiert werden. Aus dem Spindichteoperator erhélt man durch Integration iiber die Ortskoor-

dinaten sowie Spurbildung im Spinraum den Operator der Gesamtteilchenzahl N.

2.1.4 Quasiteilchen-Konzept

Um die Eigenschaften eines Festkorpers vollstdndig zu bestimmen, miisste man die Vielteil-
chen-Schrodinger-Gleichung 16sen, was aufgrund der hohen Zahl von Freiheitsgraden schlichtweg
unmdéglich ist. Allerdings enthélt die Vielteilchen-Wellenfunktion, die selbst natiirlich keine be-
obachtbare Grofe ist, in aller Regel sehr viel mehr Informationen als man eigentlich benotigt.
Im Rahmen eines physikalischen Experiments interessiert nur die Reaktion des Festkorpers auf
eine definierte dufiere Storung. In vielen Féllen beobachtet man, dass durch solch eine Stérung
zumindest in einigen Spektralbereichen Anregungen mit teilchenartigem Charakter im System
induziert werden, welche man als Elementaranregung oder Quasiteilchen (QP von quasiparticle)
bezeichnet.

Grundsétzlich sind zwei Formen von Quasiteilchen zu unterscheiden: Solche, die — gewissermafien
als Kern der Anregung — ein echtes Teilchen enthalten, dessen Eigenschaften, wie Masse, Ladung

oder Impuls, durch den Einfluss der anderen Teilchen renormiert werden, und solche, die reine
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Kollektivanregungen darstellen (z.B. Plasmonen oder Magnonen).* Beiden gemeinsam ist, dass
die Anregung eine hinreichend lange Lebensdauer besitzen muss, um einer Messung zugénglich
zu sein. Je grofer die Lebensdauer ist, desto schérfer ist auch der dem Quasiteilchen zugeordnete
Peak im jeweiligen Anregungsspektrum und desto schwicher die Wechselwirkung mit den anderen
Quasiteilchen im System.

Die Idee, die stark wechselwirkenden Teilchen eines Vielteilchen-Systems durch schwach wech-
selwirkende Quasiteilchen zu ersetzen, wurde erstmals von Landau zur Beschreibung der Eigen-
schaften der Fermi-Fliissigkeit benutzt |2, 15]. Sie hat sich nicht nur zu einer tragenden Séule der
Festkorperphysik entwickelt, sondern findet auch in anderen Bereichen, in denen Vielteilchen-
Probleme auftreten, Verwendung. Im Grenzfall von Elementaranregungen unendlicher Lebens-
dauer entspricht die Beschreibung eines Systems durch Quasiteilchen aus theoretischer Sicht der
Entkopplung des Hamilton-Operators des N-Teilchen-Systems in N Einteilchen-Hamilton-Ope-
ratoren. Fiir die meisten realen Systeme ist solch eine Separation allerdings nicht vollstandig
erreichbar und es verbleibt eine Restwechselwirkung zwischen den Quasiteilchen, welche jedoch
oft storungstheoretisch behandelt werden kann.

Die grundlegende Schwierigkeit besteht darin, eine Transformation zu finden, die solch eine néhe-
rungsweise Entkopplung des Vielteilchen-Problems gestattet. Einen wenn auch sehr miihsamen
Weg offeriert die schon aus der klassischen Mechanik bekannte Methode der kanonischen Trans-
formation, welche allerdings den grofsen Nachteil hat, dass sie kein allgemein anwendbares Schema
zum Auffinden des schwach wechselwirkenden Systems aufzeigt. In den 50-er Jahren des 20. Jahr-
hunderts entdeckte man jedoch, dass sich die in der Quantenfeldtheorie entwickelten Methoden
(insbesondere der Formalismus der Green’schen Funktionen) auch auf das Vielteilchen-Problem

anwenden lassen und es einer systematischen (approximativen) Losung zugénglich machen.

2.2 Thermodynamische Green-Funktionen

2.2.1 Propagatoren

Einen eleganten Zugang zur Beschreibung der elektronischen Einteilchen- und Zweiteilchen-Anre-
gungen eines Festkorpers bietet die Methode der Green’schen Funktionen. Hierzu seien zunéchst

der Elektronenpropagator G~ und der Lochpropagator G durch

G~ (IZ rj) = % <1/15 (r,t) wz,(r/, t/)> (2.15a)
G< (f; r;'f’) = —% <¢;(r',t') ws(r,t)> (2.15b)

definiert. Wie schon der Name suggeriert, lasst sich der Elektronenpropagator als nicht normierte
Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir interpretieren, dass man zur Zeit t am Ort r ein Elektron

mit Spin s im System vorfindet, wenn zur Zeit ¢’ bei r’ ein Elektron mit Spin s’ erzeugt wurde.’

* Die vorliegende Arbeit konzentriert sich auf die Untersuchung von Quasielektronen bzw. -léchern, wie sie bei
(inversen) Photoemissionsexperimenten entstehen, sowie Exzitonen, die durch optische Absorptionsmessungen
angeregt werden.

® Auch wenn die Nomenklatur dies nahelegt, stellt sich die Frage, ob es sich dabei um dasselbe Elektron handelt,
nicht, da Elektronen ununterscheidbare Teilchen sind [16].
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Analoges gilt fiir den Lochpropagator. Die Propagatoren beschreiben also die Wechselwirkung
eines herausgegriffenen Teilchens mit dem Vielelektronen-System.
Die Mittelwertbildung (...) erfolgt bei endlichen Temperaturen im Rahmen der grofskanonischen
Gesamtheit mit Hilfe des statistischen Operators

PRERE Y i g= L (2.16)

Z Tr(e=AH=1N)) kT

wobei T die Temperatur des Systems und g das chemische Potential der Elektronen repréasen-
tiert. Das thermodynamische Volumen ist durch das Grundgebiet des Festkorpers €2 gegeben.
Da der Hamilton-Operator (2.7) mit dem Teilchenzahl-Operator (2.14) vertauscht, [H, N] = 0,
besitzen beide ein gemeinsames Eigenfunktionensystem {|a)}. Dieses bildet zugleich ein Eigen-
funktionensystem des statistischen Operators, {iber das die thermodynamische Mittelung durch

Spurbildung ausgefiihrt werden kann,
(L)=Tr(p...) = pafal...la) mit pla)=pala). (2.17)

Im Limes T" — 0 geht das statistische Mittel in die Erwartungswertbildung mit dem Grundzu-
stand des N-Teilchen-Systems iiber.

2.2.2 Green-Funktionen und ihre Spektraldarstellungen

Mit Hilfe der beiden Propagatoren ist es nun moglich, die zeitgeordnete oder kausale Green’sche

Funktion

o(17) = g (Tostryul ')
=o-)6 (M) e - e (1)

s s s s

(2.18)

zu definieren, wobei 7" das Wick’sche Zeitordnungssymbol bezeichnet. Durch Fourier-Transforma-
tion in den Frequenzraum® gem#f (A.7) erhilt man die Spektraldarstellung der Green-Funktion

fiir endliche Temperaturen (vgl. Anhang A.2.1):

G(”f

S S

w') : (2.19)

- P !
2w w—w' ss

w)— do’ [73 1 —iwé(w—wl)tanhg(m,_“)}A(”l

In dieser Gleichung steht P fiir den Hauptwert des Integrals. Die sogenannte Spektralfunktion
! . > / < /
A<rr w) .—’L[G <g§, w)—G (:2,

s s
deren physikalische Bedeutung spéter klarer wird (vgl. Kap. 2.4.2), wird dabei durch die Fourier-

wﬂ : (2.20)

Transformierten der Propagatoren bestimmt.

Fir die kausale Green-Funktion reduziert sich die Spektraldarstellung lediglich im Grenzfall

5 Die Propagatoren wie auch die Green-Funktion sind homogen in der Zeit, solange der Hamilton-Operator des
Systems nicht explizit zeitabhéngig ist (siehe Anhang A.2.1).
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T — 0 auf eine Lehmann-Darstellung der Form

s s’

A<rr’

<)

> y /dw'
w)=lim [—
=0 ) 21 w—w + iy sgn(hw' — p)’

G(rr’

s s’

(2.21)

wobei hier und im Folgenden stets v > 0 sei. Im Gegensatz dazu besitzen die retardierte und die

avancierte Green-Funktion,

G ()= e 1) % < (s, 0), 0l (0,0 +> (2.22a)

1

Gav(‘;“;f'> =0 —t) = <{¢s(r,t),¢;(r',t/)} > (2.22b)

+

fiir alle Temperaturen eine einfache Spektraldarstellung:

w) i [ A<Zg: wl) (2.23)

Gret/av(rr’
’ —_—.
s =0 ) 27 w—w tiy

Obwohl der Informationsgehalt aller drei Green-Funktionen derselbe ist (vgl. Anhang A.2.1), un-
terscheiden sie sich hinsichtlich ihrer expliziten Gestalt und analytischen Eigenschaften und ha-
ben dementsprechend verschiedene Anwendungsgebiete: Die retardierte Funktion steht in engem
Zusammenhang mit messbaren Grofen, z.B. linearen Response-Funktionen (siche Kap. 2.3.2).
Die zeitgeordnete Green’sche Funktion hingegen eignet sich — allerdings nur im Fall T'= 0 — fiir

die Behandlung des Vielteilchen-Problems mittels diagrammatischer Methoden.

Diese Limitierung auf verschwindende Temperaturen lasst sich umgehen, indem man die ver-
gleichbare mathematische Struktur des Zeitentwicklungsoperators und des statistischen Ope-
rators ausnutzt und die Definition der kausalen Green-Funktion auf imaginére [17] bzw. ganz
allgemein komplexe [18] Zeitargumente ausdehnt,”
o(t—t)G> (r; rj’) + Ot —t)G< (r; T;f') (t—t)eR
G(rst r:/f’) — (2.24)
O[Im (¢ —t)] G~ <” “'f’) +0O[Im(t — )] G< <” “'f’) (t—t) € C\R.

S S s S

Die auf diese Weise erweiterte Green’sche Funktion ist aufgrund der in Anhang A.2.1 bewiesenen
Martin-Schwinger-Relation entlang der imaginédren Zeitachse quasiperiodisch (vgl. Gl. (A.15)).
Diese Eigenschaft gestattet die Entwicklung in eine Fourier-Reihe (siche Anhang A.2.2), deren
Koeffizienten nur an den fermionischen Matsubara-Frequenzen

2l+ )7

zl:%HT mit 1 €Z (2.25)

von Null verschieden sind. Fiir die Koeffizienten der Reihe l&sst sich jedoch wieder eine Lehmann-

" Explizit fithrt man dabei eine Wick-Rotation mit 7 = i(t — t') aus und setzt die entstehende Funktion in
der komplexen Frequenzebene fort, wobei man sich die Analytizititseigenschaften der Propagatoren zunutze
macht [14, 17, 18].
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Darstellung angeben:

) - aw A(TY])

w) . (2.26)

2r oz —w

é(rr/ 2

s s’

Durch die Ersetzung z; — z gelangt man zu einer analytischen Fortsetzung der Matsubara-

Green-Funktion auf die gesamte komplexe Ebene, woraus sich vermoge der Zusammenhénge

G( . g: w) ‘T:O = %13% é( . g: w + iy sgn(hw — u)) ‘T:O (2.27a)
Gt (1)) = %@Oé(ggﬁ wki7) (2.27h)

alle anderen Green’schen Funktionen zuriickgewinnen lassen (siehe auch Anhang A.2.2).%

2.2.3 Bewegungsgleichung der Green-Funktion

Mit Hilfe der Bewegungsgleichung der Feldoperatoren (2.13) lisst sich eine Bewegungsgleichung?”

fiir die Green’sche Einteilchen-Funktion'® ableiten,

0 h?
Z [(Zha—tl + Q—T%Am) 55153 - V8183(r1)] G(sls 322)
§3
. 1 3
—HFLZ/di% (1 — 3)0(31 3
§3

Der Kommutator des Feldoperators mit dem Operator der Elektron-Elektron-Wechselwirkung

2 3+> = 0(1 = 2)6s,s,. (2.28)

S$2 83

(2.11) fithrt dabei zum Auftreten der sogenannten Zweiteilchen-Green-Funktion

1 2
G(sl S92

Die Zusammenfassung der Raum- und Zeitkoordinaten durch 1 = ryt; soll im Folgenden wie

AR (Z,;)Q (Tea () vu@ vl )l (1)), (2.29)

auch in den beiden vorangegangenen Gleichungen der Erhohung der Ubersichtlichkeit und Ver-

einfachung der Schreibweise dienen, wobei
v(l —=2):=v(r; —ry)d(t1 — t2) (2.30)

zu beachten ist. Abweichend von der Standardnotation werden die Spinkoordinaten in dieser
Arbeit allerdings explizit mitgefithrt, um alle diesbeziiglichen Abhéngigkeiten aufzuzeigen. Die

auftretenden rdumlichen Integrationen sind {iber das Grundgebiet des Kristalls 2 auszufiihren,

® Es ist zu betonen, dass sich G(z) sehr wohl von G/(z) unterscheidet (siche z.B. Gl. (A.34)). Da jedoch in dieser
Arbeit ausschliefslich é(zl) Verwendung findet, soll im Weiteren die Matsubara-Frequenz im Argument der
Green-Funktion zur Kennzeichnung ausreichen, wenn die Matsubara-Funktion gemeint ist.

9 Die retardierte und avancierte Green-Funktion (2.22a) und (2.22b) erfiillen dieselbe Bewegungsgleichung, je-
doch mit anderen — durch die ©-Funktionen vorgegebenen — zeitlichen Randbedingungen. Im Matsubara-
Formalismus wird die Randbedingung durch die Quasiperiodizitiat entlang der imaginaren Zeitachse fixiert.

10 Die Bewegungsgleichung verdeutlicht auch den Ursprung des Begriffs Green-Funktion: Ohne den die Wech-
selwirkung enthaltenden Term entspriche die Bewegungsgleichung einer Bestimmungsgleichung fiir Green-
Funktionen, wie sie aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen bekannt sind [19].
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wohingegen Zeitintegrale im Matsubara-Formalismus (siehe Anhang A.2.2) von 0 bis —ih/3 laufen.
Die Notation 17 = ry t; —i7y mit v — 0 dient der Festlegung der Reihenfolge der Feldoperatoren
in der Green-Funktion bei gleichen Zeitargumenten.

Die Prozedur der Aufstellung von Bewegungsgleichungen fiir die Green’schen Funktionen ldsst
sich im Prinzip fiir die Zweiteilchen-Funktion fortfiihren, wobei die dann entstehende Gleichung
von einer Dreiteilchen-Funktion abhéangt. Im Endeffekt ergibt sich damit eine unendliche Hierar-
chie gekoppelter Bewegungsgleichungen fiir die Mehrteilchen-Green-Funktionen. Eine Méglich-
keit, das Vielteilchen-Problem approximativ zu lésen, besténde in der Entkopplung dieses Glei-
chungssystems — ein Verfahren, das beispielsweise bei der Hartree-Fock-Nédherung Anwendung
findet. Im Rahmen dieser Arbeit wird allerdings von einem anderen Ansatz, der in Kap. 2.4.3

niher erlduterten Partialsummenmethode, Gebrauch gemacht werden.

2.2.4 Erwartungswerte

Die Kenntnis der Green-Funktion eines physikalischen Systems ermdglicht die sofortige Berech-

nung sémtlicher Einteilchen-Erwartungswerte im thermodynamischen Gleichgewicht:

(O1(t)) = Z/drl /drﬁ o(r1, s1;r1, 51) <¢i/1(r'1t1)1/151(r1t1)>

s18]

. / A 11
= —ih E//drl /drl o(ry, s1;r],51) G(515’1>‘t/1_,t;r'

518)

(2.31)

Beschrankt man sich auf lokale Operatoren, so geniigt sogar bereits die Diagonale der Green-
Funktion, also die Dichte selbst, um die Erwartungswerte zu bestimmen. Die Grundzustandsei-
genschaften ergeben sich im Limes T — 0. Bemerkenswerterweise ist die vollstdndige Kenntnis
der Vielteilchen-Wellenfunktion fiir die Berechnung der Erwartungswerte iiberfliissig.'!

Besonders hervorzuheben ist die Tatsache, dass auch die Gesamtenergie als Erwartungswert
des Hamilton-Operators (2.7) durch die Einteilchen-Green-Funktion vollstandig bestimmt ist,
obwohl der Hamilton-Operator selbst auch Zweiteilchen-Grofen enthélt: Unter Verwendung der

Bewegungsgleichung (2.28) zeigt man die Galitskii-Migdal-Formel [20]

1/—1+

(2.32)

fiir die innere Energie des Vielelektronen-Systems als Funktion des Kristallvolumens €2 und der

. 1 .0 h? 11
UQ,T) = () = —ih5 > / dr, <m G Dot gy Ber B+ vsflsl(rl)) G2 )
s18)

Temperatur 712 Zugang zur gesamten Thermodynamik des Systems erlangt man iiber die Be-
— OF

- Orlgr
[15], wobei sich die Teilchenzahl N (Q, T, ) = [, dr n(€2, T, u) aus dem Erwartungswert der Dich-

te ergibt. Ein alternativer Weg beruht auf der Berechnung des grofskanonischen Potentials mit
Hilfe des Drucks p geméf F = —pQ [19].

rechnung des grofskanonischen Potentials F (€2, T, 1) durch Integration der Gleichung N

' Diesen Umstand macht man sich auch im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie (vgl. Kap. 2.6) zunutze.
12 Riir die Berechnung von Gesamtenergien im Rahmen der spiter noch zu erliuternden GW-Approximation
(vgl. Kap. 2.4.3) sei auf die Literatur verwiesen [21-23].
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2.3 Vielteilchen-Storungstheorie

2.3.1 Selbstenergie und Dyson-Gleichung

Um die Bewegungsgleichung (2.28) in eine Gestalt zu bringen, in der nur noch die Einteilchen-
Green-Funktion explizit auftaucht, und sie damit formal in eine Einteilchen-Gleichung zu iiber-

fiihren,

2
Z hi + h—Arl 55153 - ‘/8183 (1‘1) G 313 322
o oty 2mg
B Z /d3 E S1 83 (83 82> - 5(1 - 2) 55152’ (233)

wird der rdumlich und zeitlich nichtlokale sowie iiberdies komplexwertige Operator der elektro-

nischen Selbstenergie

S(h2) = th/ (34) v(1-3)G( [ 2

8384

4 3% -1(4 2
S4 83 ) G <S4 52) (234)
eingefiihrt. Hierzu bendtigt man die inverse Green-Funktion G—!, welche durch die Beziehung

Z /d3 G(L2)e(22) =a0 -2, (2.35)

definiert ist.!> Dabei handelt es sich jedoch lediglich um eine Umschrift des Problems, weil
die Selbstenergie, welche nun sdmtliche Wechselwirkungseffekte zwischen den Teilchen umfasst,
weiterhin unbekannt und ihre Bestimmung fiir die meisten wechselwirkenden Systeme nur ap-
proximativ moglich ist.

Die volle Selbstenergie Y zerfallt in die auch klassisch verstéindliche Hartree-Selbstenergie S
sowie einen Anteil ¥, welcher die Effekte von Austausch und Korrelation (XC) beschreibt,

[ 1 2 1 2 1 2
S(h2)==u(i2)+=(l2). (2.36)

Unter Zuhilfenahme des durch

Vi (ry) == /dr3 v(r; —r3) n(rs) (2.37)
definierten Hartree-Potentials ldsst sich ein expliziter Ausdruck fiir die Hartree-Selbstenergie
angeben:

+
zH(Sl ) = —ihd(1 = 2) 8y, Z/d:au 1-3)G 333 ?;3> = §(1 = 2) 0ss, Vir(r1).  (2.38)

Anhand von Gl. (2.38) erkennt man, dass die Hartree-Selbstenergie diagonal in den Spinkoor-

13 Alle im Folgenden verwendeten inversen Créfen seien iiber zu (2.35) analoge Gleichungen definiert.
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dinaten ist, da zur klassischen elektrostatischen Wechselwirkung alle Elektronen gleichermafien
beitragen.

Fiir die praktische Behandlung des Vielteilchen-Problems ist es jedoch oft zweckméfiger, nicht
nur das Hartree-Potential, sondern auch Austausch- und Korrelationseffekte, die sich im Rahmen
einer Niaherung effektiver mittlerer Felder (engl. mean-field approzimation) mit Hilfe eines evtl.
auch rédumlich nichtlokalen XC-Potentials Vxc beschreiben lassen, explizit von der Selbstenergie

abzuseparieren. In der Mean-Field-Naherung reduziert sich Gl. (2.33) auf

0 h?
Z [(Zha_tl + OA 1 VH(I’l)) 63133 - ‘/8133(1.1):| G0<83 52)

S3
Z / 3 - (511 833) GO(S?; 822) 6(1 2) 53132, (2.39)
S3

was einer geschlossenen Bewegungsgleichung unabhéngiger Teilchen entspricht, deren Losung Gy
sich explizit angeben lisst.!* Die Green-Funktion G des Systems wechselwirkender Teilchen folgt

dann aus der Dyson-Gleichung

a(L2)=co(}? Z/ BOG(L2) [B(24) ~we(2d)]6(42), ()

S384

einer Integralgleichung mit den verbleibenden Anteilen der Selbstenergie im Integralkern.!®

2.3.2 Mikroskopische Response-Funktionen und abgeschirmtes Potential

Mit Hilfe des Formalismus der Green’schen Funktionen lassen sich auch Informationen tiber die
Reaktion des Systems auf dufere Storungen gewinnen. Zu diesem Zweck definiert man die zeit-

geordnete Vierpunkt-Dichtekorrelationsfunktion tiber die Zweiteilchen-Green-Funktion (2.29):

1122 . . 1 2|1 92 11 9 of
L< - 5/2> — il [G(S1 ol 8/2) —G<51 sa) G(82 2)] (2.41)

s1 8]
Der Ursprung des Namens offenbart sich, wenn man diesen Ausdruck etwas umformt sowie bzgl.

Raum- und Zeitargumenten den Ubergang zur Zweipunkt-Funktion vollfiihrt (1/ — 17,2/ — 27):

+
L( LU
s1 8)

Man erhélt auf diesem Wege namlich die kausale Green-Funktion der Operatoren der Spindichte-

2 2+ A ~ ~
2 ) == <TAnsls (1 )An3235(2)> mit Ay, (1) = figy g (1) = (g, (1)), (2:42)

Korrelationen AnSIS (1), welche die Abweichung der Spindichten von ihrem Erwartungswert
(f1g, 5 (1)) beschreiben.

4 Die Zeitabhingigkeit des XC-Potentials Vxc sei analog zu (2.30) definiert.

5 Fiir die in die Dyson-Gleichung eingehende Funktion Go ist Gl. (2.39) mit der exakten Dichte des Vielteil-
chen-Systems im Hartree- und ggf. XC-Potential zu 16sen. Davon zu unterscheiden ist eine selbstkonsistente
Lésung von Gl. (2.39). Insbesondere im Fall des reinen Hartree-Potentials kénnen beide Lsungen betréchtlich
voneinander abweichen, sodass in der Praxis stets XC-Potentiale schon auf dem Niveau der Green-Funkti-
on unabhéngiger Teilchen Gy verwendet werden, um einen moglichst guten Startpunkt fiir die Iteration der
Dyson-Gleichung (2.40) zu erhalten (siehe Kap. 2.4.3).
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Die Reaktion des Vielelektronen-Systems auf ein dufleres skalares Potential wird im Rahmen der
linearen Response-Theorie durch die inverse dielektrische Funktion e ! beschrieben, welche nach

der Kubo-Formel [24] in engem Zusammenhang mit der Dichtekorrelationsfunktion steht:!6

e71(12) :6(1—2)+Z/d3 v(1—3)L(5;822>. (2.43)
5253
Die Summe iiber beide Spinvariablen s3 und sg bringt zum Ausdruck, dass auch fiir spinpolarisier-
te Systeme die dielektrische Response allein durch die Fluktuationen der Gesamtelektronendichte
— unabhéngig vom Spin der Teilchen — bestimmt wird.
Die dielektrische Funktion selbst wird hingegen von der irreduziblen Polarisationsfunktion P
regiert,
£(12) :5(1_2)_2/013 v(1_3)p<3332). (2.44)
5253
Sowohl bei € als auch bei P handelt es sich um uneigentliche Response-Funktionen, da sie nicht
die Reaktion des Systems auf ein externes Storpotential, sondern die Response auf das Gesamt-
potential, welches sich aus der Summe von Storpotential und durch die Stérung im System in-
duzierten Potential ergibt, beschreiben.!” Der Zusammenhang zwischen Dichtekorrelations- und

Polarisationsfunktion wird durch die Dyson-Gleichung
12 12 13 4 2
L(2)=r(l2)+X /d(34) P(L2)v3-0r(l2) (2.45)
S$384

vermittelt, wobei der Kern dieser Integralgleichung durch das nackte Coulomb-Potential gegeben
ist.

Im Folgenden wird das von Hubbard [25] eingefiihrte abgeschirmte Coulomb-Potential W eine
wichtige Rolle spielen. Hierbei handelt es sich um die um e~! reduzierte longitudinale Elektron-

Elektron-Wechselwirkung:
W(12) := /d3 v(1 —3)e1(23). (2.46)

Physikalisch entspricht dies einer Renormierung der elektrostatischen Wechselwirkung zwischen
zwei Elektronen im System durch die von allen anderen Elektronen verursachten Abschirmungs-
effekte. Wie auch beim nackten Coulomb-Potential v handelt es sich bei W um eine rein skalare

Grofe, die keinerlei Spinabhéngigkeit tragt.

2.3.3 Hedins Gleichungssystem und Bethe-Salpeter-Gleichungen

Mit Hilfe der Schwinger’schen Methode der Funktionalableitungen [18] ist es moglich, ein Glei-
chungssystem aufzustellen, das die bisher eingefiihrten Gréfen in Beziehung zueinander setzt.

Erste Ansétze hierzu finden sich bereits bei Baym und Kadanoff [26], vollstindig wurde das

16 Die Kubo-Formel stellt den Zusammenhang zwischen Dichtekorrelationsfunktion und inverser dielektrischer
Funktion fiir die jeweiligen retardierten Grofen her. Dieser iibertrdgt sich aber auch auf die zeitgeordneten
Funktionen.

17 Dies ist auch der Grund dafiir, weshalb der Ubergang von der mikroskopischen zur makroskopischen dielek-
trischen Funktion mit Hilfe der echten Response-Funktion e~ vollzogen wird (siche Kap. 2.3.4).
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Gleichungssystem von Hedin [3, 4| fiir nicht spinpolarisierte Systeme angegeben. Die fiir die Be-
schreibung magnetischer Systeme notwendigen Erweiterungen sind in [27, 206, 207] dargestellt.
Jiingst wurde dariiber hinaus eine Verallgemeinerung auf spinabhingige Wechselwirkungen, wie
sie z.B. in einigen Modell-Hamilton-Operatoren vorkommen, vorgenommen [28]. Im Ergebnis
der Ableitung, fiir welche auf die Literatur verwiesen wird, ergibt sich ein Integrodifferentialglei-
chungssystem zur Bestimmung der Green-Funktion G, der Selbstenergie Y, der abgeschirmten

Coulomb-Wechselwirkung W, der Polarisationsfunktion P und der Vertexfunktion I':

12 3 4 3 4 4 2
G(12) =6 ﬁ32—+§:/ﬁ34c% LAV —we(2h)]e(L2) @ana
1 2 3 2
3(3132> —mZ/ (34) 3183)F<5332

W12 =o(l-2)+ Y /d(34) (1 — 3) P(j; t) W (42) (2.47¢)

S4

4) W (1t 4) (2.47D)

S384
12 1174 3 3412
P<51 52) - _Z/ 34 81 S1 | s4 S3)F(S3 S4 52> (2~47d)
S$384
F<811 822 s?;,) - _5(1 _2) 5(]‘ _3) 58182 58183

+ > / (4567) <311322

54858657

855;14>PO(;44855

7 6 6 7
3756)F<5637

3 ) . (2.47¢)

S3

Hierbei wurde aufterdem die Polarisationsfunktion unabhéngiger Teilchen

P0<1 v “I) th( >G(2 1,/) (2.48)
s1 87 | s2 8% s1 32 s2 8

zur Abkiirzung der Schreibweise eingefiithrt. Die Vertexfunktion I' erfiillt die Bethe-Salpeter-
Gleichung (2.47e) (BSE von Bethe-Salpeter equation) [29, 30|, deren Kern durch die Elektron-
Loch-Wechselwirkung
12
( Ss1 89

gegeben ist. Dehnt man die Definition der Polarisationsfunktion geméfs

12 11+

P<51 32) = P(31 s1

von der Zweipunkt- auf die Vierpunkt-Funktion aus, so folgt auch fiir Letztere mit (2.47d) und
(2.47e) eine Bethe-Salpeter-Gleichung,'®

11|22 1122
P<S 1 /> :PO( 1 l>
187 | 82 89 81 87 | 82 89

11
+ 0y / (3456) 518

535845556

[1]

5%
3i)=-= mgug (2.49)

S4 S3

$2 82

2 2*) (2.50)

(1]

) 2,) @

s2 s

4 3 3 4
S4 S3 S3 S4

6 5 5 6
8685)P(8586

18 Aus der BSE der Vertexfunktion folgt zunichst eine BSE fiir die Dreipunkt-Polarisationsfunktion
P( 117 2 2t

s1 s/l s2 S92

), die dann auf die Vierpunkt-Funktion verallgemeinert wird.
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Die Inhomogenitit der BSE wird also durch die Polarisationsfunktion unabhéngiger Teilchen

bestimmt, wiahrend der Integralkern durch die Elektron-Loch-Wechselwirkung gegeben ist.

2.3.4 Makroskopische dielektrische Funktion

Ein wesentliches Ziel dieser Arbeit besteht in der Berechnung optischer Absorptionsspektren
und damit in der Bestimmung der dielektrischen Funktion im sichtbaren Wellenldngenbereich
(400...800 nm), welcher dem Energieintervall 1.5...3.0 eV entspricht, sowie den angrenzenden
Spektralbereichen (0.5...20 eV). Da die Wellenldngen des sichtbaren Lichts im Vergleich zu den
atomaren Abstdnden im Festkorper (~ 3 A) sehr grof sind, handelt es sich bei der optischen An-
regung um eine Storung makroskopischer Natur. Auferdem soll vorausgesetzt werden, dass die
Feldstéarke der externen Storfelder hinreichend klein ist, um die Giiltigkeit der linearen Response-
Theorie zu sichern. Dann kénnen die optischen Eigenschaften durch die makroskopische dielek-
trische Funktion ey im optischen Grenzfall verschwindender Photonenwellenvektoren q — 0

beschrieben werden.

Von der mikroskopischen zur makroskopischen Response: Lokalfeldkorrekturen

Zur naheren Erorterung dieser Problematik wird die retardierte mikroskopische dielektrische
Funktion nach (A.7b) und (A.4b) unter Beachtung von (A.5) einer Fourier-Transformation un-

terworfen,

eca(q,w) = dae —va(q) Pecr(q,w), (2.52)

wobei q einen auf die Brillouin-Zone (BZ) beschrankten Vektor des reziproken Raums reprisen-
tiert, wahrend G iiber alle reziproken Gittervektoren lduft. Die in dieser Gleichung auftretende

Fourier-Transformierte des Coulomb-Potentials (2.12) ist durch

62

- - 2.53
eola+ GJ? ( )

viq+ G)

gegeben. Die Polarisationsfunktion Pgg/(q,w) erhilt man durch Absummation der Spinvariablen

der Zweipunkt-Funktion:

Poa(aw) =Y P< a+G at ¢ ( w) . (2.54)

ss’

Wird der Festkorper einem duReren skalaren Storpotential Ut ausgesetzt, so ist seine Reaktion

im Rahmen der linearen Response durch e~! bestimmt:
Ut (1) = / d2e71(12) U (2) baw. UEY(q,w) = Zeg;@(q,w) U&H (q,w). (2.55)
G/

Fiir eine makroskopische Stérung gilt zwar UE"(q,w) = doc US*(q,w), allerdings beeinflusst

auch solch ein Potential iiber die Nichtdiagonalelemente von e~ die hoheren Fourier-Komponen-

19 Auch Absorptionsspektren im UV-Bereich lassen sich in dieser Niherung noch sehr gut beschreiben.
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ten und damit die mikroskopischen Anteile des resultierenden Gesamtpotentials Ut im Kristall.
Umgekehrt bedeutet dies fiir die mikroskopische dielektrische Funktion, dass entsprechend die

mikroskopischen Lokalfelder aus hoheren Brillouin-Zonen zur Abschirmung beitragen:
USXt(q, UJ) = Z €0G/ (q, UJ) Uto’t (qa w)' (256)
G/

Die Nichtdiagonalelemente der mikroskopischen dielektrischen Funktion werden infolgedessen
Lokalfeldkorrekturen genannt und spiegeln die atomare Struktur des Festkorpers wider.? Sie
kénnen insbesondere fiir Halbleiter und Isolatoren mit rdumlich stark variierender Elektronen-
dichte relevant werden (siehe z.B. fiir Si die Refn. [7, 31]).

Ist man dagegen an der makroskopischen Response auf eine makroskopische Stérung interessiert,

Uri'(a.w) = ey (a.0) U (a.w), (2.57)

so erfordert dies die Bestimmung der inversen makroskopischen dielektrischen Funktion 61;[1.

Hierfiir seien sowohl das externe als auch das totale makroskopische Potential jeweils durch
einen Zusammenhang der Form Uy(q,w) = Up(q,w) gegeben. Der Vergleich von (2.55) und

(2.57) liefert dann
1

em(q,w) =

eine Beziehung, die unabhéngig voneinander von Adler [32] und Wiser [33] gefunden wurde.

Bethe-Salpeter-Gleichung der makroskopischen Polarisationsfunktion

Die Inversion der mikroskopischen dielektrischen Funktion fiir alle Frequenzen w zur Berechnung
der makroskopischen Response nach Gl. (2.58) ist numerisch sehr aufwendig. Als giinstiger erweist
es sich, stattdessen nach einer modifizierten Polarisationsfunktion P zu suchen, aus der sich ey

durch eine zu (2.52) analoge Gleichung der Form

em(q,w) =1 —vo(aq) Foo(q,w) (2.59)

bestimmen lasst. Es ist gezeigt worden [34-38], dass dies in der Tat mdoglich ist und man dabei

fiir P die Dyson-Gleichung

Poe(q,w) = Paar(q,w) + Y Pacr(q,w) iar (q) Parar (q,w) (2.60)
G//

20 In einem rdumlich homogenen System hiingt die inverse dielektrische Funktion auch bzgl. ihrer Ortskoordinaten
nur von der Differenz der Argumente ab: e '(r,r',t — ') = e '(r — r',t — '). GemiR (A.5) liefern dann
nur die Diagonalelemente G = G’ nicht verschwindende Beitriige zur Fourier-Reihen-Entwicklung, wihrend
Abweichungen von der Homogenitét in den Nichtdiagonalelementen zum Ausdruck kommen.
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erhélt. Den statischen Integralkern dieser Gleichung bildet die amputierte Coulomb-Wechselwir-
kung
v+ G) G#O
i(q+ G) = ( ) (2.61)
0 G =0,
welcher die langreichweitige Fourier-Komponente G = 0 und mithin die Singularitét fiir q+ G =
0 fehlt. Aufgrund der frappierenden Ahnlichkeit von Gl. (2.60) mit der Dyson-Gleichung der
Dichtekorrelationsfunktion (2.45) bietet es sich an, fiir P ebenfalls eine Bethe-Salpeter-Gleichung

zu formulieren [31, 35, 36, 39],
501122 11 22
P< S f ¢ > - PO< f : >
1 81 S2 52 S1 51 S2 52

+ ) / d(3456) Py ( Ly

$3848586

) 2,) | (2.62)

s2 s

4 3\=(34]|675 P 5 6
s4 83 ) —\ s3 84| sg s5 S5 Sg

deren Integralkern sich aus dem Kern der BSE (2.51) und dem der Dyson-Gleichung (2.60)

zusammensetzt,

=12
= ( S1 89
Dieser entspricht bis auf die fehlende Fourier-Komponente im amputierten Coulomb-Potential
tatséchlich auch dem Kern der Bethe-Salpeter-Gleichung der Dichtekorrelationsfunktion [26].

S4 S3 S1 82| 84 83

4 3) — §(1—2) 8y, 6(3—4)633541‘)(1—3)4-5( L2

43 ) . (2.63)

2.4 Einteilchen-Anregungen

Neben der Bestimmung von Erwartungswerten eignet sich der Formalismus der Green’schen
Funktionen hervorragend zur Untersuchung von Anregungseigenschaften, da die exakten Anre-
gungsenergien des Vielelektronen-Systems durch die Resonanzen der Propagatoren bzw. die Pole

der Green-Funktion gegeben sind (vgl. Anhang A.2.1).

2.4.1 Unabhiangige Teilchen

Bis zu diesem Punkt gelten alle Aussagen fiir physikalische Systeme mit beliebiger Spinpolarisa-
tion. Von nun an sollen jedoch die Spin-Bahn-Kopplung vernachlissigt sowie sdmtliche Betrach-
tungen auf kollinear spinpolarisierte Materialien beschrankt werden. Infolgedessen ist es moglich,

eine Einteilchen-Spinor-Wellenfunktion £H(£) zur Quantenzahl x geméfs

& (5) = &(3) = @) i (s) (2.64)

in das Produkt aus dem Spinor 7,,(s) und einer rdumlichen Eigenfunktion ¢} (r), welche pa-
rametrisch von der Quantenzahl der z-Komponente des Einelektronen-Spins m =7, | abhéngt,

zu zerlegen. Aufgrund der Gitterperiodizitit des Kristalls gilt fiir die rdumlichen Anteile der
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Wellenfunktionen das Bloch-Theorem [40]. Sie lassen sich deshalb vermoge
1 .
m(r) = (r|nkm) = —=u" (r) * mit um(r) = T (r + R 2.65
Pnk(r) = (r[nkm) mk() k(r) = upi(r + R) (2.65)

durch eine mit einer ebenen Welle modulierte gitterperiodische Funktion '} (r) darstellen. Hier-
bei bezeichnet die Quantenzahl k einen Vektor der Brillouin-Zone, wihrend n die Bander — also
die Eigenzustdnde zum selben k-Vektor — durchlduft (vgl. Anhang A.1.2). Zur Erhéhung der
Ubersichtlichkeit werden n und k im Folgenden zu einer Quantenzahl A\ = nk zusammengefasst.
Im Fall unabhéngiger Teilchen, in dem sdmtliche Wechselwirkungseffekte zwischen den Elektro-

nen lediglich iiber ein mittleres Feld vermittelt werden, 16st die Green-Funktion

) = 3 mm(s) % () (2.66)
m\

rr’
Go(ss’

die Dyson-Gleichung (2.39), wobei die Wellenfunktionen ¢} (r) der Einteilchen-Schrédinger-
Gleichung

hQ
e A V) Vi) | R )+ [ ) @) = @) o)
mo

geniigen. Naturgemés ist die Green-Funktion unabhéangiger Teilchen G}, (2;) = 1/(hz;—€X") dxn

diagonal in den Einteilchen-Zusténden.

2.4.2 Quasiteilchen
Wechselwirkende Teilchen

Ungleich komplizierter verhélt es sich im Fall wechselwirkender Teilchen: Die Dyson-Gleichung

(2.33) impliziert eine Spektraldarstellung der Form?!

/

0) = Sl DR LE) 2.08)

G(1: ho - EPw) M

s s’

m

fiir die Green-Funktion. Da die Selbstenergie (2.47b) ein i.A. energieabhéingiger, nichthermite-
scher Operator ist (siehe Kap. 2.3.1), muss fiir jede Frequenz die Eigenwertgleichung
h2 m m / m / m ../ m m
oA V) + V()| 6 (r,) + [ 57 () 6 () = B @) 65 () (2:69)
separat gelost werden — eine in der Praxis nicht zu bewéltigende Aufgabe. Die in Gl. (2.69)
auftretenden Eigenwerte EYV'(w) konnen aufgrund der Nichthermitezitét des Problems komplexe
Zahlen sein, wihrend die Eigenfunktionen ¢Y*(r,w) mit den Eigenfunktionen &T(r,w) der zu

(2.69) adjungierten Gleichung ein Biorthogonalsystem bilden [41].

21 Abweichend von der sonst verwendeten Notation werden in diesem Abschnitt aus Griinden der Ubersichtlichkeit
die infinitesimalen Verschiebungen in den Spektraldarstellungen der kausalen Green’schen Funktionen nicht
mit aufgeschrieben. Im Prinzip ist also (im Fall T = 0) stets die Ersetzung w — w + i sgn(fiw — )y im Nenner
der Green-Funktion durchzufiihren.
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Zustandsdichte und Spektralfunktion

Besonderes Interesse gilt im Rahmen dieser Arbeit Anregungseigenschaften, wie sie mit Hilfe
der Photoemissionsspektroskopie (PES) bzw. inversen Photoemissionsspektroskopie (IPES) im
Experiment bestimmt werden. Mit Hilfe solcher Techniken ist es moglich, die Zustandsdichte
(DOS von density of states) sowohl der besetzten als auch der unbesetzten Béander zu ermit-
teln.?? Die Schliisselgrofe hierzu stellt die Einteilchen-Spektralfunktion (2.20) dar, welche die
Zustandsdichte D(hw) des Vielelektronen-Systems vollstéandig determiniert:

D(hw) = % S AR (). (2.70)
mA

Im Fall nicht wechselwirkender Elektronen reduziert sich die Spektralfunktion in der Einteilchen-
Basis auf eine Diagonalmatrix bestehend aus J-Funktionen an den Einteilchen-Energien A%, =
I 2m 8 (hw — €Y'). Fiir ein wechselwirkendes System ergeben sich hingegen Diagonalelemente
von sehr viel komplexerer Gestalt:

2 [Im 3% ()]

W e Re s @)+ () =

Quasiteilchen-Naherung

Auch die Zustandsdichten vieler realer Systeme zeigen zumindest in einigen Energiebereichen aus-
geprigte Maxima. Dies lasst sich mit Hilfe des Quasiteilchen-Konzepts (vgl. Kap. 2.1.4) interpre-
tieren: Geht man davon aus, dass in der Umgebung der Anregungsenergie fuw = €y' + Re X%} (w)
der Imaginérteil der Selbstenergie Im X%} (w) klein ist, so impliziert Gl. (2.71) die Existenz ei-
ner dominanten Peakstruktur bei dieser Energie. Diese sogenannte Quasiteilchen-Energie EY" ist

mithin durch die Selbstkonsistenzbedingung
EY' =¢e\' + Re X4 (EY' /h) (2.72)

bestimmt. Nimmt man an, dass die Hauptbeitridge zur Green’schen Funktion aus eben diesen
Quasiteilchen-Resonanzen resultieren und dariiber hinaus der Imaginéarteil der Selbstenergie in
der Umgebung der Anregung nur schwach mit der Frequenz variiert, so vereinfacht sich (2.68)

zur Quasiteilchen-Green-Funktion [41]

o) = S mmte) 25 LD e ), 273)
A

Gqpr ( . :
mA
wobei die Energien EY* = EY* + i Z{' Im X5, (EY* /h) und Wellenfunktionen ¢4 (r) durch selbst-
konsistente Losung der Quasiteilchen-Gleichung [4]
h2 m m ! ym ! m m../ m o m
—5 A F V() + Vi(r) | oX'(x) + [dr’ 57 (er’, EX'/R) 63 (r) = EX' 9X'(x) (2.74)

mo

22 Dabei wird eigentlich eine durch Ubergangsmatrixelemente modifizierte Zustandsdichte bestimmt, jedoch wer-
den diese Effekte meist vernachléssigt.
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zu ermitteln sind. Der in der Green-Funktion (2.73) auftretende Renormierungsfaktor

-1
Z\' = (1 —~ m%h:j)(m'mﬂﬁ , (2.75)

welcher dem Residuum der vollen Green-Funktion an der Quasiteilchen-Energie entspricht, spie-
gelt das relative spektrale Gewicht der Quasiteilchen-Anregung wider, wiahrend sich das verblei-
bende Gewicht 1 — Z7* auf Satellitenstrukturen verteilt [4]. Die lineare Entwicklung der Diago-
nalelemente der Spektralfunktion in der Umgebung des Quasiteilchen-Peaks fiihrt auf ein mit
dem Renormierungsfaktor gewichtetes und mit Z{* | Im X1} (EY*/h)| verbreitertes Lorentz-Profil,

welches an der Resonanzenergie Y lokalisiert ist,

22¢" | Tm 3 (BY' /1)
2 2°
(heo — BY)® + (25 [T 33 (B3 /)

(W) =23 (2.76)
Somit liegt eine Interpretation als effektive Einteilchen-Anregung der endlichen Lebensdauer
T = h/(Z{ | Im XY, (EY*/h)|) nahe. Es ist zu bemerken, dass a priori keine Rechtfertigung fiir
die Anwendung der Quasiteilchen-Naherung auf ein Vielteilchen-System existiert; erst der Erfolg

der Beschreibung entscheidet iiber die Zulassigkeit der Methode.

Ideale Quasiteilchen

Die Quasiteilchen-Green-Funktion in der Form (2.73) verletzt die Summenregel der Spektralfunk-

tion (A.26), welche in der Einteilchen-Basis die Gestalt [ d(;f) AT (w) = Sy annimmt. Grund

hierfiir ist das durch den Renormierungsfaktor Z* verminderte spektrale Gewicht der Anregung

bei EV'. Um die Giiltigkeit der Summenregel auch in der Quasiteilchen-Approximation sicher-
zustellen, wird in der Regel Z" = 1 gesetzt und so dem Quasiteilchen-Peak das volle spektrale
Gewicht zugeordnet. Ebenfalls vernachléssigt werden iiblicherweise die kleinen Imaginérteile der
Selbstenergie Im X% (w) — 0 und damit die Lebensdauerverbreiterung der Zusténde.?® Die Dia-
gonalelemente der Spektralfunktion AYy, = dxy 270 (hw — EY") haben dann dieselbe Gestalt wie

im Fall unabhéngiger Teilchen, man kann also von idealen Quasiteilchen sprechen.

Quasiteilchen-Wellenfunktionen

In die Green-Funktion (2.73) gehen auferdem die Quasiteilchen-Wellenfunktionen ¢3'(r) ein.
Prinzipiell lassen sich diese nach den Wellenfunktionen des Systems unabhéngiger Teilchen, wel-
ches durch Vernachldssigung des Selbstenergie-Beitrags in der Quasiteilchen-Gleichung (2.74)

bestimmt ist, entwickeln,

PR(r) =Y R i (r) ~ o (x). (2.77)
>

23 Infolgedessen wird die Quasiteilchen-Gleichung hermitesch und besitzt reelle Eigenwerte. Deshalb braucht auch
nicht mehr zwischen ¢%'(r) und ¢3'(r) unterschieden zu werden.
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Oft erweist sich jedoch schon die Ersetzung der Quasiteilchen-Wellenfunktion durch die entspre-
chende Einteilchen-Funktion des Systems unabhingiger Teilchen als sehr gute Niherung.?*

Die Entwicklung der Quasiteilchen-Wellenfunktionen ist dquivalent zur Darstellung der Dyson-
Gleichung (2.47a) in der Einteilchen-Basis:

Gy (z1) = Goa(21) [ O + E 0X N5 (21) Gy (1) mit XNy (z1) == X80 (21) — Vxch-
A//
(2.78)

Man erkennt, dass in der so transformierten Gleichung auch die Nichtdiagonalelemente der vol-
len Green-Funktion G von Bedeutung sind.?> Wihlt man nun Vxc derart, dass die Bedingung
[03%% (21)| < |ef —€Y)| moglichst gut erfiillt ist, kann man auch fiir die volle Green’sche Funktion
Banddiagonalitéit annehmen [14]. Dieser Argumentation folgend ergibt sich fiir die Quasiteilchen-
Green-Funktion letztendlich der Ausdruck

! @Y (r) i (r') !
GQP(Z;/ Zz) = m(s) Wﬁfn(s )- (2.79)
mA
2.4.3 GW-Approximation

Iteration des fundamentalen Gleichungssystems
Das gekoppelte Integrodifferentialgleichungssystem (2.47) bestimmt
@ im Prinzip die Selbstenergie, welche zur Berechnung der Quasiteil-
/ \ chen-Anregungen des Vielelektronen-Systems bendtigt wird, vollstéan-
@ @ dig. Da die Hedin’schen Gleichungen jedoch viel zu komplex fiir eine

\ / selbstkonsistente Losung sind, ist man auf Néherungen angewiesen.
Als sehr erfolgreich hat sich dabei die sogenannte GW-Approximati-
@ —> @ on (GWA) der Selbstenergie |3, 4] erwiesen. Systematisch wurde diese

Néaherung erstmals 1965 von Hedin fiir das freie Elektronengas unter-
Abb. 2.1: Iterationszyklus

zur Losung des Hedin’schen
Gleichungssystems. shielded-potential approzimation finden.

sucht [3], obwohl sich Vorlaufer schon frither [26] unter dem Namen

Die Grundidee der GWA besteht in der Iteration des fundamentalen Gleichungssystems begin-
nend mit

2( ! 2) = 0. (2.80)

S1 S2

Dies zieht unmittelbar die Ndherung der Green-Funktion durch die Green-Funktion unabhéngiger

Hartree-Teilchen nach sich und impliziert eine Vertexfunktion, die lediglich aus dem nackten

P(l 2
S1 S2

besteht und keine Elektron-Loch-Wechselwirkungseffekte, sogenannte Vertexkorrekturen, bein-

Vertex

y > = —0(1 —2) 65,5, 0(1 — 3) 65,55 (2.81)

S3

haltet, wie sie durch die Variationsableitung der Selbstenergie in Gl. (2.47¢) beschrieben werden.

Als Konsequenz ergibt sich, eingesetzt in (2.47d), die Polarisationsfunktion in der Ndherung

24 Fiir einfache Halbleiter erzielt man mit dieser Vorgehensweise im Rahmen der GW-Approximation (sieche
Kap. 2.4.3) sehr gute Ergebnisse [5], wihrend beispielsweise bei Oberflichen die Nichtdiagonalelemente der
Entwicklung wichtig werden konnen [42].

25 Aufgrund der Gitterperiodizitit des Kristallelektronenproblems ist die Green-Funktion zwar automatisch dia-
gonal im k-Vektor, nicht aber im Bandindex.



2.4 Einteilchen-Anregungen 23

unabhéngiger Teilchen:

P(L2)=m()2)=-inG(L2)G(2]). (2.82)

Diese wird auch als random-phase approzimation (RPA) bezeichnet.26 Die Polarisationsfunktion,
welche also in das Produkt zweier Green-Funktionen zerfallt, bestimmt wiederum das abgeschirm-
te Potential:
W(12) =o(l-2)+ Y /d(34) v(1 - 3) P0<s33 S‘i) W (42). (2.83)
5354
Nach dieser nullten Iteration des Gleichungssystems folgt in der ersten Iteration fiir die Selbst-
energie

2(1 2) :ma( ! 2)W(1+2) (2.84)

S1 S2 S1 S2

und damit die namengebende Gleichung der GW-Approximation. An dieser Stelle wird die Ite-
ration, zumindest was die Bestimmung von Quasiteilchen-Anregungen anbelangt, gewohnlich
abgebrochen, sie kann jedoch im Prinzip bis zu beliebiger Ordnung fortgefithrt werden [43].

Formal hat die Selbstenergie in der GWA dieselbe Gestalt wie die Selbstenergie in Hartree-Fock-
Néaherung (HFA) mit dem einzigen Unterschied, dass in der HFA das nackte Coulomb-Potential
v anstelle von W steht. Historisch gesehen wurde die GWA zuerst fiir Systeme mit starker
Abschirmung konzipiert, da man davon ausging, dass fiir diese eine Entwicklung der Selbstenergie
nach Potenzen der abgeschirmten Wechselwirkung sehr viel schneller konvergieren sollte als eine
Entwicklung nach dem nackten Coulomb-Potential [3, 4].27 Praktisch hat sich aber gezeigt, dass
die GW-Approximation fiir eine viel grofere Klasse von Materialien eine exzellente Naherung der
Selbstenergie darstellt. Aus dem Blickwinkel der Partialsummenmethode betrachtet entspricht
die lineare Entwicklung in W einer Summation ausgewéhlter Selbstenergie-Diagramme bis zu

unendlicher Ordnung in v.

Spinstruktur der GW-Na&herung

Die Ausfiihrungen des letzten Abschnitts zur Iteration der Hedin’schen Gleichungen gelten auch
fiir nichtkollinear spinpolarisierte Systeme. Gleichung (2.84) zeigt auf, dass die Spinstruktur der
Selbstenergie vollstandig durch die Spinstruktur der Green-Funktion gegeben ist, da das ab-
geschirmte Potential unabhéngig von sdmtlichen Spinvariablen ist. Nichtdiagonalelemente der
Selbstenergie bzgl. der Spinkoordinaten kénnen deshalb nur bei nichtkollinearem Magnetismus
bzw. der Beriicksichtigung von Spin-Bahn-Kopplungseffekten von Null verschieden sein. Dement-
sprechend erhélt man fiir kollinear magnetisierte Systeme zwei unabhingige Quasiteilchen-Glei-
chungen (2.74) fiir die up- und down-Komponente des Einteilchen-Spins [206, 207].

Ahnliches gilt auch fiir die Abschirmung: Da die Polarisationsfunktion in RPA durch das Produkt

zweier Green-Funktionen, die im kollinearen Fall spindiagonal sind, gegeben ist, sind sdmtliche

26 Historisch gesehen wurde der Terminus RPA fiir die Polarisationsfunktion in Hartree-N&herung geprigt. Heute
wird der Begriff jedoch weiter gefasst und schliefft alle Ndherungen unabhéngiger Teilchen ein.

27 Die Betrachtungsweise, die GWA als eine Entwicklung der Selbstenergie nach Potenzen von W zu verstehen,
erweist sich als hochst problematisch [43, 44], sobald man iiber die lineare Ordnung hinausgeht.
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Beitrage zur Abschirmung plasmonischer Natur. Nichtsdestotrotz fiihrt auch bei kollinearem
Magnetismus die Abschirmung zu einer impliziten Kopplung der Quasiteilchen-Gleichungen von
up- und down-Elektronen: Zum abgeschirmten Potential, welches die Selbstenergie bestimmt,
tragen stets alle Elektronen — unabhéngig von ihrer Spinausrichtung — gleichermafen bei (vgl.
Kap. 2.5.3).

Praktische Berechnung von Quasiteilchen-Energien

Die strikte Befolgung des Iterationsschemas fiir die Hedin’schen Gleichungen erfordert in der
nullten Naherung die Verwendung der Green-Funktion in Hartree-Approximation. Bei der prak-
tischen Umsetzung wird allerdings stets eine Green-Funktion benutzt, in der schon wesentliche
Teile von Austausch und Korrelation in Form eines statischen, ggf. auch nichtlokalen Potenti-
als beriicksichtigt werden. Der Grund hierfiir liegt darin, dass eine selbstkonsistente Losung der
Hartree-Gleichungen auf Einteilchen-Zustéinde und Elektronendichten fiihrt, die weit von der
Realitit entfernt sind.?® Mit einem im (verallgemeinerten) Kohn-Sham-Formalismus der Dichte-
funktionaltheorie bestimmten XC-Potential (sieche Kap. 2.6.2) ist hingegen zumindest eine gute
Approximation fiir die Grundzustandsdichte gesichert.?? Eine solche Wahl von Gg birgt jedoch
das Problem, dass durch die mittels Vxc beschriebenen statischen Selbstenergie-Anteile bereits
in der nullten Iteration des fundamentalen Gleichungssystems Beitrdge zur Vertexfunktion auf-
treten, die tiber den nackten Vertex (2.81) hinausgehen. Die Beriicksichtigung von Vertexkorrek-
turen sowohl in der Selbstenergie als auch im abgeschirmten Coulomb-Potential firmiert unter
dem Namen GWT-Approximation [46] und wurde fiir ausgewéhlte Systeme untersucht [47-49].
Standardméfig werden diese Beitrdge jedoch bei der Bestimmung von Quasiteilchen-Energien
vernachléssigt [38, 50, 51].

Ein weiteres Problem bei der Berechnung der Anregungseigenschaften besteht darin, dass die
Bestimmung der Quasiteilchen-Energien geméf Gl. (2.72) eigentlich selbstkonsistent zu erfolgen
hat. Oft wird die Selbstenergie jedoch in der Umgebung der Einteilchen-Energie €Y' linearisiert

und die Quasiteilchen-Energie durch

—1
O Re X1,
Bl =&l 4 ZMRe s (€ /h) mit 2= (1 eiﬂ(”)‘ (2.85)
8(7%}) hw=¢e"

gendhert [5|. Zumindest wenn die Quasiteilchen-Korrektur AT = E{* — " klein ist, liefert diese
Entwicklung bereits sehr gute Ergebnisse.

Neben der bisher beschriebenen, in der Literatur als GoWy-Approximation bekannten Standard-
methode, bei der die Selbstenergie mit Hilfe von Kohn-Sham-Wellenfunktionen und -Eigenwerten
berechnet wird, gibt es Versuche [52-55], die GWA zu verbessern, indem man zwar die Wellen-

funktionen festhélt, jedoch die Selbstenergie bzgl. der in ihre Bestimmung einfliefenden Quasi-

28 Die Hartree-Niherung beriicksichtigt insbesondere nicht die grundlegenden quantenmechanischen Eigenschaf-
ten der Elektronen wie das Pauli’sche AusschlieSungsprinzip [45].

29 Die Dichtefunktionaltheorie liefert prinzipiell nur Aussagen iiber Grundzustandseigenschaften. Obwohl den
Einteilchen-Wellenfunktionen und -Eigenwerten in dieser Theorie eigentlich keine physikalische Bedeutung
zukommt, liefern sie jedoch oft erstaunlich gute Ausgangspunkte fiir weitergehende Betrachtungen.
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teilchen-FEigenwerte anpasst: Je nachdem, ob diese Iteration nur fiir die Pole in G oder zusétzlich
auch in W vorgenommen wird, werden die entsprechenden Varianten als G, Wy- bzw. G,,W,,-Ap-
proximation bezeichnet. Formal entspricht dies einer fortgesetzten Iteration des fundamentalen
Gleichungssystems (2.47), allerdings unter Beibehaltung des nackten Vertex.

Allen diesen Schemata inhérent ist jedoch die Fixierung der Wellenfunktionen auf Kohn-Sham-
Niveau. Um dieses Defizit zu beheben, wurde die sogenannte quasiparticle self-consistent GW
(QPSCGW) [56-58| vorgeschlagen, welche ein Selbstkonsistenz-Schema offeriert, bei dem auch
die Nichtdiagonalelemente des hermiteschen Anteils der Selbstenergie in die Iteration einbezogen

und somit Anderungen der Wellenfunktionen zugelassen werden (vgl. Kap. 2.4.2).

2.5 Zweiteilchen-Anregungen

Die optischen Absorptionseigenschaften eines Festkorpers werden durch die Polarisationsfunkti-
on bestimmt, welche iiber das Hedin’sche Gleichungssystem (2.47) und Gl. (2.45) in Beziehung
zur Dichtekorrelationsfunktion (bzw. der nach Gl. (2.41) eng mit der Dichtekorrelationsfunktion
verwandten Zweiteilchen-Green-Funktion) gesetzt werden kann. In der Néherung unabhéngiger
Teilchen besteht ein optischer Absorptionsprozess aus der Anregung eines einzelnen Elektrons
aus einem besetzten in einen vormals leeren Zustand sowie der damit verbundenen Entstehung
eines Lochs in den besetzten Béndern. Die volle Zweiteilchen-Green-Funktion enthélt jedoch
mehr Informationen: Sie beriicksichtigt auch die Wechselwirkung zwischen den gebildeten Elek-
tronen und Lochern und trigt somit der moglichen Entstehung von Exzitonen, also gebundenen
Elektron-Loch-Paaren, Rechnung [6]. In vielen Materialien kommt es durch den Einfluss exzi-
tonischer Effekte zur Ausbildung isolierter scharfer Peaks unterhalb der Absorptionskante im
optischen Spektrum. Dariiber hinaus sind Modifikationen im gesamten Absorptionsspektrum in
Form einer globalen Rotverschiebung und einer Umverteilung von spektralem Gewicht zu nied-
rigeren Energien typisch. Die korrekte Beschreibung der Elektron-Loch-Wechselwirkung ist also

zur Berechnung der optischen Eigenschaften eines Kristalls unerlasslich.

2.5.1 Transformationen der Polarisationsfunktion

Die Bethe-Salpeter-Gleichung der Polarisationsfunktion (2.62) liefert, obwohl hier auf die Vier-
punkt-Funktion verallgemeinert, eigentlich eine Bestimmungsgleichung fiir die Dreipunkt-Pola-

— ol 1 2] 33"
risation P( 51 82| 55 83

sichtigt man auferdem die Energieerhaltung und damit die Homogenitat der Zeit, so erdffnet

> und hingt dementsprechend nur von drei Zeitargumenten ab.? Beriick-

sich die Moglichkeit, die Polarisation auf eine zweifrequentige Funktion mit der bosonischen

Matsubara-Frequenz (; und der fermionischen Matsubara-Frequenz zy zu transformieren [63],
ryto 1'/225;) — # P( rr
So S (—’Lhﬁ)Q ZZZ; e

30 Im Rahmen der zeitabhiingigen Dichtefunktionaltheorie (TDDFT von time-dependent density-functional theo-
ry) [59] ist es hingegen moglich, die Zweipunkt-Polarisationsfunktion direkt zu berechnen. Die Schwierigkeit
besteht dann jedoch darin, fiir die entstehende Dyson-Gleichung einen Integralkern zu finden, der die Elektron-
Loch-Wechselwirkung vergleichbar gut wie die BSE beschreibt [38, 60-62].

!
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Gy ) e ) il (2.56)
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Die fiir die optische Absorption relevante einfrequentige Polarisation gewinnt man durch Sum-

mation iiber alle fermionischen Matsubara-Frequenzen zuriick,
0)=——= S p(n
VT —irB Lt \msh

Fiir die weitere Untersuchung erweist es sich als vorteilhaft, die Polarisationsfunktion mit Hil-

!
Ty Ty Ty 1'2

p(mr

’
81 51

G, Zl’) (2.87)

/
So So So 8

fe der Einteilchen-Zusténde vom Orts- und Spinraum in die sogenannte Bloch-Darstellung zu

iiberfiihren,
=( r,r,|r,r! mi[r mis (' 5/ A\ N mhy (v
Poilzdfa)= 32 Zar (@) et ()rCmadlmafa)ae () e ().

mim} A1A]

maml A2,
(2.88)
wobei auch in diesem Abschnitt die Beschrankung auf kollineare Spinpolarisation (siche Kap.
2.4.1) gelten soll. Die Berechnung der dielektrischen Funktion geméf (2.52) bzw. (2.59) erfordert

dariiber hinaus die Darstellung der Polarisation im reziproken Raum, welche durch

m, m/ mm 50 A N
PGG/ q’Q Z ZBAle q+G) 2 2(q—|—G) (mllmlﬁ

mlm1 AL A]
maml, )\2)\/2

) (2.89)

QO

gegeben ist. Die hierbei auftretenden Transformationsmatrixelemente sind die sogenannten Bloch-

Integrale

BT " (q+G): Z/dr§ Ty eiatGir g’ (1 (2.90)

2.5.2 Optische Ubergangsmatrixelemente
Auswahlregeln

Die Bloch-Integrale sind verantwortlich fiir die spektrale Stirke, mit der ein Ubergang im op-
tischen Spektrum erscheint. In Kombination mit fundamentalen Eigenschaften der Einteilchen-
Wellenfunktionen lassen sich aus ihnen Auswahlregeln fiir optische Anregungsprozesse ableiten.
Eine der wichtigsten ist die Spinauswahlregel: Es wurde bereits dargestellt, dass im Rahmen
kollinearer Spinpolarisation alle Mechanismen vernachléssigt werden, die zum Umklappen von
Elektronenspins fithren kénnen. Dementsprechend ist das Bloch-Integral automatisch diagonal

in der Spinquantenzahl,

B n ' (q +G) =0 Bn'w (q+G) mit Bn w(q+G):= /dr O ¥ (1) At G om (),
K k Kk’ k K

(2.91)

Diese Relation folgt direkt aus der Zerlegung der Einteilchen-Orbitale geméft Gl. (2.64) in einen

rdumlichen und einen Spinanteil.

Eine weitere Auswahlregel wird durch die Quasiimpuls-Erhaltung bei der optischen Absorption
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impliziert, welche auf die Beziehung

B nmn/ (q + G’) — 6k/7k_qB nmn/ (G’) mlt B n
k k/ k k/ k

fiihrt. Zur Berechnung der Bloch-Integrale geniigt also eine Integration iiber die Elementarzelle

mit dem zellperiodischen Anteil der Wellenfunktionen.

Optischer Grenzfall

Im optischen Limes verschwindender Photonenwellenvektoren q — 0 tragen infolge der Impuls-
auswahlregel (2.92) nur senkrechte Ubergiinge mit k = k’ zur Absorption bei. Allerdings bereitet
die Auswertung des Bloch-Integrals hier Schwierigkeiten, weil eine Potenzreihenentwicklung des
Exponentialfaktors auf den im Fall periodischer Randbedingungen numerisch schwer zu handha-
benden Dipol-Operator fiihrt. Da im optischen Grenzfall auch das ebenfalls in die dielektrische
Funktion eingehende Coulomb-Potential e?/(eg|q|?) singulir wird, bietet es sich an, das Bloch-

Integral und einen Faktor 1/|q| zum optischen Ubergangsmatrixelement
MZ@) = lim — B "% (a), (2.99)

welches nur noch von der Richtung des Wellenvektors q = q/|q| abhéngt, zusammenzufassen.

Zur Berechnung des optischen Matrixelements kann einerseits das in der longitudinalen dielek-
trischen Funktion auftretende Bloch-Integral an zwei infinitesimal verschiedenen k-Punkten eva-
luiert werden. Andererseits besteht die Moglichkeit [64], anstelle des Bloch-Integrals den Kom-
mutator [H , eiqr] der Exponentialfunktion mit dem Hamilton-Operator H = % + V1 + Vy1 der
Einteilchen-Zusténde |nkm), welcher lokale (V}) und nichtlokale (V) Potentialterme enthalten
kann, auszuwerten. Hierbei zeigt sich, dass das optische Matrixelement im Wesentlichen durch

2

den Geschwindigkeitsoperator v = ;2 + L [r, Vi bestimmt ist [65]:

(nkm| g v |n'km)

Myn(a) =h (2.94)

Enk ~ En'k
2.5.3 Dielektrische Funktion unabhangiger Quasiteilchen

In der Naherung unabhéngiger (Quasi-)Teilchen ist die Polarisationsfunktion durch Gl. (2.48)

gegeben. Im Frequenzraum ergibt sich hierfiir die Darstellung
Po(rlrll Cl)leG(rlré
51 51 I6] l’ 51 85

Der Wechsel in die Bloch-Darstellung nach (2.88) und das Einsetzen der Lehmann-Darstellung
der Green-Funktion (2.79) fithren auf

!
Ty Ty
’
8o 83

2y + Cl) G( 2 Z:l Zw) : (2.95)
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(2.96)
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In dieser Gleichung lésst sich die Summe iiber die fermionischen Matsubara-Frequenzen unter

Zuhilfenahme der Relation

1 1 1
78 ; s f(hw) — 5 (2.97)

in der f(/fw) die Fermi-Funktion (siche Gl. (A.17)) bezeichnet, sofort ausfithren. Im Ergebnis

erhalt man fir die Polarisationsfunktion den Ausdruck

!
Ay Ay

!
My My

= h
Cl) = ; O X, Oyl Oxg N, Omom (2.98)

P0< A A
B = Byt =G

!
my my

mit den Besetzungszahlen fflb L=f (ngil) Im reziproken Raum folgt nach (2.89) dementspre-

chend fm_ fm
Paar(a,¢) = Q}:Zpﬂw* )BT$M+G”ET3EQ{MJ (2.99)
mo AN

Letztendlich fiihrt das Einsetzen von Gl. (2.99) in Gl. (2.52) auf die Ehrenreich-Cohen-Formel
[66] der retardierten dielektrischen Funktion:

=
cea(qw) =1- By @+ G)BY \(a+ G T .
ca'(q,w) Qso\q—i—G!QZm:%; A A G) B3 ¥ (a )ET_EAWIL_h(w_i_W)

(2.100)

Diese Spinpolarisation bertiicksichtigende Darstellung verdeutlicht noch einmal die bereits er-

wahnte Tatsache, dass zur Abschirmung der Coulomb-Wechselwirkung alle Elektronen unabhén-
gig von ihrer Spinrichtung gleichermafien beitragen. Dariiber hinaus bleibt zu bemerken, dass —
in Ubereinstimmung mit der Spinauswahlregel — nur solche Uberginge Beitriige zur Polarisation

liefern, bei denen der besetzte und der unbesetzte Zustand dieselbe Spinquantenzahl besitzen.

2.5.4 Naherungen der Bethe-Salpeter-Gleichung
Selbstenergie in GW-Approximation

Die Elektron-Loch-Wechselwirkung wird Gl. (2.49) zufolge durch die Variationsableitung der
Selbstenergie nach der Green-Funktion bestimmt. Im Sinne einer fortgefiihrten Iteration der He-
din’schen Gleichungen (2.47) (vgl. Kap. 2.4.3) setzt man die durch (2.84) gegebene Selbstenergie
in GW-Approximation ein und erhélt [26, 206, 43, 67|

S1 82

sa(54)

also einen Term, der linear in der abgeschirmten Wechselwirkung ist, sowie einen Term zweiter

L3 ) = _5(1 - 3) 53133 6(2 - 4) 53234 W(1+2) - G( P2 ) (2'101)

54 83 S1 82

Ordnung in W resultierend aus der Variationsableitung des Potentials,

SW(1+2)

56(51)

— —ih [W(173) W (42) + W (1 4) W (32)] G( 43 ) . (2.102)

S4 S3
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Es konnte zumindest fiir das optische Absorptionsspektrum von Silizium gezeigt werden [67, 208],
dass der zweite Beitrag einen vernachléssigbar kleinen Einfluss hat. Auch weil sich die Struktur
des BSE-Kerns dadurch erheblich vereinfacht, wird er tiblicherweise weggelassen. Insgesamt ergibt
sich fiir den Kern der Bethe-Salpeter-Gleichung der makroskopischen Polarisationsfunktion (2.63)

damit
=( 1 2
=\ s1 s2

Statische Ndherung

y 3) = 6(1—2) 0sy5, 0(3—4) b5, 5(1—3) = (1 —3) 0sy55 6(2—4) 84,5, W(172). (2.103)

S4 83

Wahrend es sich beim amputierten Coulomb-Potential ¥ von vornherein um eine statische Grofe
handelt, ist das abgeschirmte Potential W zeitabhéngig. Die daraus folgende Frequenzabhéngig-
keit des Kerns fiihrt nach Shindo [68] und Zimmermann [63] auf eine Bethe-Salpeter-Gleichung

der Form

_ 1 _ _
PG, zr) = Po(G 2r) + —ig > PG ) 2z — 2m) P(Gy 20), (2.104)
l//

deren Frequenzabhiingigkeit approximativ behandelt werden kann [63, 68]. Ublicher ist es jedoch,

die abgeschirmte Wechselwirkung durch ihren statischen Anteil zu nidhern,
W(12) ~ W(rlrg) (5(751 — tz). (2105)

Im optischen Spektrum von Silan [208, 69| bewirkt die Beriicksichtigung dynamischer Effekte in
der BSE lediglich eine leichte Erhohung der Exzitonen-Bindungsenergien. Fiir die Beschreibung
sogenannter double excitations in Molekiilen [70] erweist sich die Einbeziehung der Frequenz-
abhéngigkeit des Kerns dagegen als essentiell. Generell sollten dynamische Effekte im Absorp-
tionsspektrum sichtbar werden, wenn die Differenzen aus Zweiteilchen-Anregungsenergie und
den Energien der zu dieser Anregung beitragenden Ubergiinge dieselbe GroRenordnung wie die
Plasmafrequenz annehmen [69], wie es beispielsweise bei Metallen schon fiir Zustdnde nahe der
Absorptionskante der Fall ist [71]. Des Weiteren konnte zumindest fiir einfache sp-Halbleiter ge-
zeigt werden, dass sich dynamische Quasiteilchen-Effekte und dynamische Beitrige zur Elektron-

Loch-Abschirmung weitgehend gegenseitig autheben [72].

2.6 Dichtefunktionaltheorie

Obwohl der Formalismus der Green-Funktionen, wie in Kap. 2.2.4 gezeigt, auch zur Berechnung
von Grundzustandseigenschaften herangezogen werden kann, hat sich in diesem Anwendungsbe-
reich die Dichtefunktionaltheorie (DFT) [73, 74] stérker etabliert. Grund hierfiir ist die durch
die Hohenberg-Kohn-Theoreme belegte Tatsache, dass zur Bestimmung der Eigenschaften des
Grundzustands nicht die volle Orts- und Zeitabhéngigkeit der Green’schen Einteilchen-Funktion
benotigt wird, sondern die Kenntnis der Elektronendichte, also der Diagonale der Green-Funkti-

on, ausreicht. Die Dichtefunktionaltheorie hat sich zum bevorzugten Werkzeug zur Optimierung
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atomarer Geometrien sowie zur Berechnung der Gesamtenergie, der Ladungsdichteverteilung und
anderer Eigenschaften des Grundzustands entwickelt, da sie im Rahmen des Kohn-Sham-Forma-
lismus eine hocheffiziente numerische Behandlung mannigfaltiger physikalischer Systeme — von

Molekiilen iiber Nanostrukturen bis hin zu Festkérpern und ihren Oberflichen — gestattet.

2.6.1 Hohenberg-Kohn-Theoreme

Das theoretische Fundament der Dichtefunktionaltheorie wurde 1964 durch die Theoreme von
Hohenberg und Kohn [75] gelegt. Diese erste Arbeit beschriankte sich auf Elektronengase in ska-
laren externen Potentialen und wurde spéter durch von Barth und Hedin [76] auf spinpolarisierte
Elektronengase, die auch einem #uferen magnetischen Feld unterliegen, erweitert.3!

Das erste Theorem von Hohenberg und Kohn besagt, dass fiir ein inhomogenes Elektronengas
mit nicht entartetem Grundzustand sowohl der Grundzustand |[W,s) selbst — und damit die
Erwartungswerte aller Observablen im Grundzustand wie z.B. die Gesamtenergie Ey — als auch

das dukere skalare Potential V(r) eindeutige Funktionale der Grundzustandsdichte ngg(r) sind:
(Wes) = [Wes[ngs]) Egs = Egslngs] = (Wgs[ngs]| H [Vgs[ngs)) V(r) = Ving](r). (2.106)

Unterliegt das Elektronengas hingegen auch dem Einfluss externer Magnetfelder und mithin
einem Potential der Form Viy(r) (sieche Gl. (2.10)), so sind zwar weiterhin der Grundzustand
und damit auch die Gesamtenergie Funktionale der Grundzustands-Spindichtematrix nfz,(r),
nicht jedoch das dufsere Potential, da es eine ganze Klasse von Potentialen gibt, die auf dieselbe
Spindichtematrix fithren |76].

Fiir das zweite Hohenberg-Kohn-Theorem wird unter Verwendung des Rayleigh-Ritz’schen Va-
riationsprinzips gezeigt, dass das Funktional E[n| bei Variation iiber alle moglichen Dichten
bzw. im spinpolarisierten Fall Spindichtematrizen an der Grundzustandsdichte des betrachteten

Systems minimal wird:
Eys = Elngs] = min E[n] = min (V[n|| H|¥[n]). (2.107)

Als Nebenbedingung ist hierbei zu fordern, dass nur solche Dichten zugelassen werden, die sich

zur Teilchenzahl N = [dr n(r) aufintegrieren.?

2.6.2 Kohn-Sham-Formalismus

Praktischen Nutzen erlangen die Hohenberg-Kohn-Theoreme im Rahmen des Kohn-Sham-For-

malismus [82], welcher gestattet, die Grundzustandseigenschaften eines Vielteilchen-Systems mit

31 Fiir die Einbeziehung relativistischer Effekte in die Beschreibung des Elektronengases sei auf die Literatur
[77-79] verwiesen.

32 Eigentlich diirfen in die Minimierung nur sogenannte V-reprisentable Dichten bzw. Spindichtematrizen ein-
bezogen werden, also solche, die sich als Grundzustandsdichten irgendeines Potentials darstellen lassen. Ins-
besondere fiir die praktische Ausfiihrung der Variation ist es jedoch vorteilhaft, die Klasse der Dichten auf
beliebige hinreichend gutartige Funktionen auszudehnen. Diesbeziigliche Verallgemeinerungen des Hohenberg-
Kohn-Theorems finden sich in der Literatur [80, 81].
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Hilfe eines Selbstkonsistenz-Schemas zu bestimmen.?® Der Kerngedanke besteht darin, anstel-
le des wechselwirkenden Vielteilchen-Systems ein System unabhéngiger Teilchen (im Folgenden
auch Kohn-Sham-Teilchen genannt) in einem effektiven lokalen Einteilchen-Potential zu betrach-
ten. Dieses effektive Potential wird durch die Bedingung, dass das wechselwirkende und das nicht
wechselwirkende System dieselbe Grundzustandsdichte besitzen sollen, fixiert. Dariiber hinaus
besteht die Moglichkeit, im Rahmen eines sogenannten verallgemeinerten Kohn-Sham-Schemas
(gKS von generalized Kohn-Sham scheme) [83] ausgewahlte Austausch- und Korrelationsanteile
vom Effektivpotential abzuspalten und mittels eines evtl. auch nichtlokalen und orbitalabhéngi-
gen Einteilchen-Potentials Vg <; g;) explizit zu behandeln.?*

Ausgehend von diesem Ansatz lasst sich die Gesamtenergie des Vielelektronen-Systems wie folgt

aufteilen:
E[nss/] =T° [nss/] + Z /dI' ‘/Yss’(r) ns’s(r) + By [nss’] + Exc [nss/]- (2108)

Die durch diese Gleichung definierte XC-Energie Exc[nss| enthilt samtliche iiber die Hartree-
Energie Ep[ngy| hinausgehenden Anteile der Elektron-Elektron-Wechselwirkung U|ngy| sowie
die Differenz der kinetischen Energien des Systems wechselwirkender (T'[nsy]) und unabhéngiger
Teilchen (T%[nsy]),

Exclnss] = Tlngs] — T¥[nss’] + Ulnss] — Enlnss]- (2.109)

Das Energiefunktional der unabhéngigen (verallgemeinerten) Kohn-Sham-Teilchen ist hingegen
durch

ES[nSS/] = TS[nSSI] + E)S(C[TLSS/] + Z /dI‘ ‘/eﬁ"(g Z, nssl) nSIS(I‘) (2110)

nss/> das noch unbekannte effektive Potential verkorpert und E%[nsy]

!
Ngs

den Beitrag zur XC-Energie bezeichnet, welcher aus dem Einteilchen-Potential V)?C(ZZ/

gegeben, wobei Veﬂr< 5 o

resultiert.

Die Anwendung des zweiten Hohenberg-Kohn-Theorems sowohl auf das Energiefunktional der
wechselwirkenden als auch das der nicht wechselwirkenden Teilchen fithrt auf die (verallgemei-
nerte) Kohn-Sham-Gleichung®®

> [ A+ V(1

s’ mo

new ) &(5) =ene(T)
(2.111)

eine Einteilchen-Schrédinger-Gleichung fiir die fiktiven Kohn-Sham-Teilchen mit den Eigenwerten

n)] &(;) + Z/dr’ V§C<§§f

33 Die Erweiterung auf spinpolarisierte Systeme wurde durch von Barth und Hedin [76] angegeben.

34 Auch orbitalabhiingige Terme kinnen als Dichtefunktionale aufgefasst werden, da der Grundzustand des KS-
Systems nach Hohenberg und Kohn ein Funktional der Dichte ist und im Nichtentartungsfall nur aus einer
einzigen Slater-Determinante besteht.

35 Die Ahnlichkeit von Gl. (2.111) mit der Quasiteilchen-Gleichung (2.74) rechtfertigt die Deutung der verallge-
meinerten Kohn-Sham-Gleichung als Quasiteilchen-Schema mit statischer Selbstenergie.
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¢, und den Zustdnden 55(18‘) sowie dem effektiven Potential

rr
‘/eff<s s

n85/> = V;S/(I') + VH(I', [nss’]) 585’ + V)g%d<18‘ 18"

n85/> . (2.112)

Das lokale reduzierte XC-Potential Vi’fjd ( z Z,

reduzierten Austausch-Korrelations-Energie nach der Spindichtematrix gegeben,

nss/) ist hierbei durch die Variationsableitung der

o) = OB ney] _ S(Bxclney] = Bxclnss))

red(rr
Yxe ( s s Sngs(r) Ongs(r)

(2.113)

Fiir reale Systeme ist jedoch die funktionale Abhéngigkeit der XC-Energie von der Dichte un-
bekannt, sodass man an dieser Stelle fiir praktische Rechnungen auf Néherungen zuriickgreifen
muss, von denen ausgewéhlte im folgenden Abschnitt diskutiert werden (siehe Kap. 2.6.3). Es ist
offensichtlich, dass Gl. (2.111) eine selbstkonsistente Losung erfordert, da sdmtliche die Wech-
selwirkungseffekte représentierenden Potentialterme von der Spindichtematrix abhéngen, welche

sich durch Summation iiber die besetzten Einteilchen-Orbitale ergibt:

occ

N (T) :;52(3) &(; ) (2.114)

Der Kohn-Sham-Formalismus liefert fiir die exakte Grundzustandsenergie des wechselwirkenden

Vielteilchen-Systems den Ausdruck

occ

E[nss/] = Ze’;‘,@ — EH[nss’] + Exc[nss/] — Z /dr /dr, §* (2 ) ch(gg

nss/) §<§ﬁ) (2.115)

mit dem Austausch-Korrelations-Potential Vxc = V{q + Vi‘éi Die Gesamtenergie des wechsel-
wirkenden Systems unterscheidet sich von der Bandstruktur-Energie, also der Gesamtenergie des

Kohn-Sham-Systems, um die Hartree-Energie und Beitrdge vom XC-Funktional.

2.6.3 XC-Funktionale

Wie bereits im vorangegangenen Abschnitt erwdhnt, miissen fiir die praktische Anwendbarkeit
des Kohn-Sham-Formalismus addquate Nédherungen fiir das (reduzierte) Austausch-Korrelations-

Funktional gefunden werden, dessen Abhéngigkeit von der Elektronendichte unbekannt ist.

LDA und GGA

Die einfachste Ndherung ist die Lokal-Dichte-Approximation (LDA), welche bereits von Kohn
und Sham [82] vorgeschlagen und spéter auf spinpolarisierte Systeme verallgemeinert wurde |76,
84]. In der LDA wird die XC-Energiedichte exc[nss](r) am Ort r durch die des homogenen

Elektronengases der Dichte ng4(r) ersetzt:

ExcA nsy] = / dr n(r) X (nss) . (2.116)

Nss=MNss (I‘)
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Damit verbleibt lediglich die Bestimmung der XC-Energiedichte des homogenen Elektronenga-
ses e}iocm(nss) als Schwierigkeit: In Ermangelung eines analytischen Ausdrucks ist man allerdings
auch hierfir auf Parametrisierungen [85] angewiesen, welche auf Quanten-Monte-Carlo-Simula-
tionen [86] basieren. Fiir intermediére Spinpolarisationen miissen diese Resultate dariiber hinaus
zwischen dem vollstiandig polarisierten und dem unpolarisierten Fall interpoliert werden [76, 87].
Urspriinglich fiir Systeme mit rdumlich schwach variierender Elektronendichte konzipiert, wird
die LDA auch fiir stark inhomogene Elektronengase, wie sie in Halbleitern und Isolatoren oder
auch Molekiilen auftreten, erstaunlich erfolgreich angewandt. Generalisierte-Gradienten-Appro-
ximationen (GGA) beriicksichtigen dagegen bei der Konstruktion von N&herungen fiir das XC-
Funktional neben der lokalen Dichte auch den Dichtegradienten. Von solchen semilokalen An-
sétzen verspricht man sich eine Verbesserung gegeniiber der LDA bzgl. der Vorhersagekraft fiir
Grundzustandseigenschaften. Da kein eindeutiger Weg zur Konstruktion eines GGA-Funktionals
existiert, finden verschiedenen Varianten, darunter die besonders prominenten von Perdew und
Wang (PW91) [88, 89] sowie Perdew, Burke und Ernzerhof (PBE) [90], Verwendung,.

Hybridfunktionale

Neben den (semi)lokalen Darstellungen des Austausch-Korrelations-Potentials in der LDA (GGA)
kénnen im Rahmen eines verallgemeinerten Kohn-Sham-Schemas auch Hybridfunktionale be-
trachtet werden, welche auf nichtlokale XC-Potentiale fithren. Aus der Quantenchemie stammt
die Idee, durch Berticksichtigung eines Fock-Austausch-Beitrags im Funktional eine Verbesserung
der Beschreibung der Grundzustandseigenschaften von molekularen Systemen zu erzielen [91].
Fiir Anwendungen in der Festkorperphysik erscheint hingegen die Verwendung eines abgeschirm-
ten Austausch-Beitrags anstelle des reinen Fock-Austauschs vorteilhaft.36

Das Hybridfunktional von Heyd, Scuseria und Ernzerhof (HSE03) [92]

r . 1
BRSO = o |[E¥ () — BYPS o) + BRP 4 EEPP mit o= (2117)

basiert auf der teilweisen Ersetzung des kurzreichweitigen Anteils des PBE-Austausch-Funktio-

nals E§BE’ST(M) durch einen orbitalabhéngigen abgeschirmten Austausch-Term,

E (1) 8mo §Z/dr/dr <§> erfc(“’rjr/’)gz’@) 5“'(;’)_ (2.118)

v — x|

Der Beimischungskoeffizient o« = 1/4 kann mit stérungstheoretischen Argumenten motiviert
werden [93|. Als Abschirmfunktion dient in diesem Fall die komplementére Gauf’sche Fehler-
funktion®” mit dem Parameter 1 = 0.3 Afl, welcher sowohl fiir die Eigenschaften von Molekiilen

als auch von Festkorpern optimiert wurde.3?

36 Die explizite Einbeziehung nichtlokaler Austausch-Terme sollte insbesondere fiir Systeme mit stark lokalisierten
Elektronen zu Verbesserungen gegeniiber der LDA fiihren.

37 Die Wahl der Abschirmfunktion im HSEO03-Funktional ist nicht physikalisch, sondern durch ihre gute nume-
rische Handhabbarkeit begriindet. Ein stédrker physikalisch motivierter Abschirmmechanismus kommt z.B. im
mit der Thomas-Fermi-Funktion abgeschirmten sX-Funktional [83] (von screened exchange) zum Einsatz.

38 Es hat sich spéter herausgestellt, dass eigentlich ein Wert von p = 0.2 A7 2 bevorzugen ist. Dieses modifi-
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Uber ihre Relevanz im Rahmen der DFT hinaus erlangen die Hybridfunktionale auch fiir die Be-
stimmung von Anregungseigenschaften wachsende Bedeutung. Im Sinne der Interpretation der
gKS-Gleichung als approximative Quasiteilchen-Gleichung bietet es sich an, die Losung von Gl.
(2.111) als Startpunkt fiir die stérungstheoretische Behandlung der Quasiteilchen-Gleichung im
Rahmen der GoWy-Approximation zu nutzen |55, 96, 97|. Dies wird insbesondere durch die Beob-
achtung gerechtfertigt, dass der abgeschirmte Austausch-Term des Hybridfunktionals wesentliche
Teile der GW -Selbstenergie (2.84) représentiert. Der Parameter v nimmt dabei die Rolle einer in-
versen effektiven Abschirmkonstante ein. Das gKS-Schema lésst sich folglich als approximativer
Selbstkonsistenz-Zyklus fiir die GWA auffassen, welcher auch Anderungen der Wellenfunktio-
nen berticksichtigt. Vergleichbar motiviert ist der Ansatz, die Quasiteilchen-Energien in GoW,

aufbauend auf einer selbstkonsistenten statischen COHSEX-Rechnung zu bestimmen [98].

LDA/GGA+U

Wihrend LDA und GGA bei der Beschreibung von einfachen sp-Halbleitern trotz ihrer Limitie-
rungen sehr erfolgreich sind, versagen sie fiir Systeme mit stark lokalisierten d- oder f-Elektronen
in den Valenzbdndern zum Teil vollig. Einen im Vergleich zum gKS-Formalismus mit deutlich
geringerem Rechenzeitaufwand verbundenen Weg, dieses Defizit zumindest teilweise zu behe-
ben, offeriert der LDA(GGA)+U-Ansatz: Fiir stark lokalisierte Elektronen sollten wesentliche
Teile der Elektron-Elektron-Interaktion aus der intraatomaren Wechselwirkung resultieren. Es
bietet sich also an, nur fiir die Elektronen in den d-Béndern einen iiber die LDA hinausgehenden

intraatomaren Term in das Energie-Funktional einzubeziehen.

Ausgehend vom Mehrband-Hubbard-Modell [99-101] wird fir die Elektronen der d-Schale ein

Hamilton-Operator der Form

Hy 4= %ZZ&;’;&;J_”Jr%Z > agag (2.119)

m didj m dﬁédj

angenommen. In dieser Gleichung reprisentiert der Hubbard-Parameter U das sphérische Mit-
tel der intraatomaren Coulomb-Abstofsung, wiahrend der Parameter J die ebenfalls sphérisch
gemittelte Austausch-Wechselwirkung zwischen spinparallelen Elektronen beschreibt. Die Beset-
zungszahl-Operatoren der d-Zusténde 7y’ ergeben sich hierbei aus den Diagonalelementen der
zugehorigen Dichtematrix 7! 4 = dg;T&giL, wobei der Index d; die Bahndrehimpuls-Projektionen
der d-Zusténde durchlauft.

In der Literatur existieren verschiedene Vorschldge zur Einbeziehung der d-d-Wechselwirkung in
das LDA-Energie-Funktional [102-104]; in dieser Arbeit wird der Ansatz von Dudarev et al. [105]
verfolgt:

U—-J
LDA+U LDA § § §
m d; d'dj

zierte Funktional wird als HSE06 bezeichnet [94]. In den Grenzfillen pp — 0 bzw. u — oo geht HSEO03 in die
Funktionale PBEO [95] bzw. PBE [90] {iber.
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Durch Variation nach der Dichtematrix erhdlt man das zugehorige Einteilchen-Potential

SEWPATU  SEipn U —J
vm = = — 20— ba.d.)- 2.121
did; 5ng;di ong' . 2 ( Mdid; ;) ( )

Es entsteht also ein zusétzlicher orbitalabhéngiger Potentialterm mit dem formalen Charakter
eines abgeschirmten Austausches, da nur Elektronen derselben Spinprojektion einen Beitrag lie-
fern. Des Weiteren ist bemerkenswert, dass in der Formulierung von Dudarev et al. nur die
Differenz U — J in das Energiefunktional bzw. das daraus abgeleitete Potential einflieft.?”

Das zentrale Problem der LDA+U-Methode besteht in der Bestimmung des effektiven Wertes
fir U und J, fiir dessen Berechnung verschiedene Wege vorgeschlagen wurden. Oft werden U
und J allerdings auch als freie Parameter des Funktionals betrachtet. Dementsprechend erweist
sich die Wahl der Wechselwirkungsparameter als bedeutende Schwierigkeit bei der Verwendung
der LDA+U-Bandstruktur als Startpunkt fiir GW-Rechnungen [106-108].

2.6.4 Anregungseigenschaften

Die Dichtefunktionaltheorie ist ihrer Natur nach eigentlich nur zur Bestimmung von Grund-
zustandseigenschaften geeignet. Insbesondere die Interpretation der Kohn-Sham-Zusténde als
Einteilchen- Anregungszustdnde des Festkorpers entbehrt einer direkten physikalischen Begriin-
dung. Nichtsdestotrotz werden im Kohn-Sham-Formalismus berechnete Bandstrukturen haufig
erfolgreich zur Erkldarung grundlegender Strukturen des Anregungsspektrums herangezogen. Eine
teilweise Rechtfertigung erfihrt diese Vorgehensweise durch die Beobachtung, dass sich die (ver-
allgemeinerte) Kohn-Sham-Gleichung und die Quasiteilchen-Gleichung stark &hneln (vgl. Kap.
2.6.3).

Typisch fiir Kohn-Sham-Bandstrukturen ist jedoch die oft drastische Unterschétzung des Quasi-
teilchen-Gaps Eg, welches sich aus der Differenz von Ionisierungsenergie und Elektronenaffinitat
ergibt,

B, = (EégV*U - Eégﬂ) - (Eégﬂ - ng) , (2.122)
und somit durch die Gesamtenergien des N-, (N + 1)- und (N — 1)-Teilchen-Grundzustands
bestimmt ist.* Die Differenz zwischen wahrem Quasiteilchen-Gap und Kohn-Sham-Bandliicke
Egs ist fiir nichtmetallische Materialien durch die Diskontinuitdt der Ableitung des Austausch-

Korrelations-Funktionals bei der Teilchenzahl N gegeben,

dExc
on

6EXC

N+5 on

Eg = Eg° + lim

—0

N5> . (2.123)

Um zwischen jenen Fehlern, welche im Kohn-Sham-Gap durch Nédherungen an das wahre XC-
Funktional (z.B. im Rahmen der LDA) induziert werden, und solchen, die Folge der Vernach-

lassigung der Diskontinuitét sind, zu diskriminieren, kann die aus der Dyson-Gleichung (2.40)

39 Aufgrund dessen sind alle in dieser Arbeit angegebenen Werte fiir U auch ohne zus#tzliche Kennzeichnung als
Werte fiir die Differenz U — J zu verstehen.

0 Im Rahmen der ASCF-Methode (von self-consistent field) kann das Gap nach Gl. (2.122) ermittelt werden,
alle anderen Eigenschaften des Anregungsspektrums bleiben aber unzugénglich.
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abgeleitete Sham-Schliiter-Gleichung [109, 110)]

> fama(y2)[2(22) -we(22)]6(2) =0 e

$283

herangezogen werden, welche eine Beziehung zwischen Dichtefunktionaltheorie und Vielteilchen-
Storungstheorie herstellt. Hierbei ist Gg die Green-Funktion unabhéngiger Kohn-Sham-Teil-

chen, welche jedoch die exakte Dichte des wechselwirkenden Systems reproduziert, Gg <811 15:) =

G(sl1 15:) Mit Hilfe dieser Bestimmungsgleichung fiir das exakte XC-Potential und der zusétz-
lichen Naherung der Selbstenergie in GWA konnte gezeigt werden [111, 112|, dass in vielen
Systemen wesentliche Beitrdge zum wahren Quasiteilchen-Gap aus der Diskontinuitat des XC-
Potentials resultieren. Im Unterschied dazu enthalten mittels eines gKS-Schemas konstruierte Po-
tentiale bereits einen Teil der Diskontinuitét [83] und konnen somit im Vergleich zum klassischen

Kohn-Sham-Formalismus auf grofere Bandliicken fiihren [55].
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e

Tausendundeine Nacht

Zentrales Ziel dieser Arbeit ist die Berechnung optischer Absorptionsspektren magnetischer Ma-
terialien unter Einbeziehung exzitonischer Effekte. Ein seit den 60-er Jahren des 20. Jahrhunderts
etablierter [6, 35] und duferst erfolgreicher Weg [7-9, 113, 114], die optischen Eigenschaften von
Festkorpern zu bestimmen, besteht in der Losung der Bethe-Salpeter-Gleichung. Jedoch wurde
diese Methode bisher nur auf nichtmagnetische und somit spinunpolarisierte Materialien ange-
wandt. Das wichtigste Ziel dieses Kapitels ist es deshalb, die bekannte Ableitung des Formalismus
zur Losung der BSE auf spinpolarisierte Systeme zu erweitern und die sich ergebenden Impli-
kationen zu diskutieren. Mit Hilfe der erhaltenen Gleichungen werden in Kap. 5 und Kap. 6.3
die optischen Absorptionseigenschaften einer Reihe antiferromagnetischer Ubergangsmetalloxide
sowie des ferromagnetischen Isolators CrBrg untersucht.

Dartiiber hinaus sollen in der hier dargestellten Ableitung der BSE die Probleme angesprochen
werden, welche sich aus der Beriicksichtigung nichttrivialer Besetzungszahlfaktoren ergeben. Als
konkrete Anwendungsfille hierfiir sind eine thermische Besetzung oder auch eine Teilbesetzung
von Leitungsbéndern, welche beispielsweise durch den Eintrag zusatzlicher Ladungstriager in das
Material zustande kommt, denkbar. Dieser Teilaspekt soll jedoch nicht im Fokus der Aufmerk-
samkeit stehen. Es wird lediglich auf die betreffenden Modifikationen in den Gleichungen hin-
gewiesen. Weitere mit diesem Problemkreis in Zusammenhang stehende Untersuchungen, insbe-
sondere insofern sie numerische Simulationen fiir konkrete Materialien betreffen, sind gemeinsam
mit André Schleife ausgefiihrt worden. Sie sind aber nicht Gegenstand dieser Arbeit.

Der dritte Abschnitt dieses Kapitels beschéftigt sich mit der numerischen Berechnung der gewon-
nenen analytischen Ausdriicke. Die Losung der BSE erfordert im Prinzip die kubisch mit dem
Rang skalierende Diagonalisierung einer Hamilton’schen Matrix, deren Dimension in der Grofsen-
ordnung 10° . ..10° liegt. Von nicht zu unterschiitzender Bedeutung ist hierbei eine der jeweiligen
konkreten Fragestellung angepasste numerische Umsetzung, da eine direkte Diagonalisierung so
grofser Matrizen mit den heutigen rechentechnischen Gegebenheiten nicht moglich ist: Ist man
allein am optischen Spektrum und nicht an einzelnen Anregungsenergien oder Oszillatorstarken
interessiert, reduziert die quadratisch mit dem Rang der Matrix skalierende Zeitentwicklungs-
methode von Schmidt et al. [115] den numerischen Aufwand erheblich. Liegt der Fokus dagegen
auf den Eigenschaften isolierter gebundener Exzitonen-Zusténde, so erweist sich die Verwendung
einer iterativen Diagonalisierung als vorteilhaft [209]. Fiir beide Verfahren werden die Verallge-

meinerungen hinsichtlich des hier erweiterten Formalismus angegeben.

37
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Schlieflich soll noch ein weiterer numerischer Aspekt diskutiert werden: In der Exzitonen-Theorie
unterscheidet man zwischen stark gebundenen Frenkel-Exzitonen [116, 117], die ihren Ursprung
in flachen Bandern haben und im Ortsraum stark lokalisiert sind, und Wannier-Mott-Exzitonen
[118, 119] mit geringeren Bindungsenergien und Ortsraumausdehnungen, die bis zu ~ 100 A
erreichen konnen. Letztere sind infolgedessen im k-Raum so stark lokalisiert, dass nur Ubergéinge
aus kleinen Bereichen der Brillouin-Zone zur Ausbildung der gebundenen Zusténde beitragen.
Der letzte Abschnitt dieses Kapitels beschéftigt sich daher mit problemangepassten k-Raum-
Sampling-Techniken, die Wannier-Mott-artige Exzitonen in realen Materialien einer numerisch
effizienten Beschreibung zuginglich machen. Die Resultate der Abschnitte 3.3.2 und 3.4 sind

Ergebnis der gemeinsamen Arbeit mit Frank Fuchs.

3.1 Bethe-Salpeter-Gleichung als Eigenwertproblem

Der {ibliche Weg zur Losung der BSE besteht in der Transformation der inhomogenen Integral-
gleichung (2.62) in ein Eigenwertproblem, dessen Losung die Spektraldarstellung der Polarisati-
onsfunktion determiniert [6]. Dieser Ansatz wird auch hier verfolgt und im Hinblick auf die sich

aus den eingangs erwahnten Erweiterungen ergebenden Konsequenzen diskutiert.

3.1.1 Bloch-Darstellung
Bloch-Darstellung der Bethe-Salpeter-Gleichung

Zunéchst wird die Bethe-Salpeter-Gleichung der makroskopischen Vierpunkt-Polarisationsfunk-
tion (2.62) mit dem Kern (2.103) in statischer Ndherung unter Zuhilfenahme der Bloch-Wellen-
funktionen gemif Gl. (2.88) in eine Matrixdarstellung! iiberfiihrt,

)\1)\’1]5 )\’2)\2> <)\ A )\’2>\2>
<m1 my (Cl) mh My 1M O(Cl) 5 ™My

Az Ay Az As | =
+ Z Z <m1 m} l) ml mg mh | T

m3m3 )\3
mam) )\4>\’

P(¢)

A, N A N PYVEDY
y m% > <m4 m% m2’ m2 > : (31)
4 4 My 2 My

Setzt man die durch Gl. (2.98) gegebene Bloch-Darstellung der Polarisationsfunktion unabhén-

giger Quasiteilchen in obigen Ausdruck ein, so folgt

mi my
-
m/
EY — By = h

AL AL P Ay Ap\
<m1 my P(Cl) mhmy [

X 5)\1)\/2 5m1m2 5,\2,\' 5m2m/ + Z Z <m1 m)

mamfp Az}

PG| 2% 20| (32)

A3 A DYDY
my mgy my

! Fiir die Behandlung der Vierpunkt-Funktion als Matrix ist eine gegeniiber der urspriinglichen Darstellung
gednderte Reihenfolge der Indizes zu bevorzugen. Die Benutzung der Matrixdarstellung wird im Folgenden

durch die Bra-Ket-Schreibweise < M A/l/ P(¢) ’\l% A2 > = 15( A AL A Az
my my My My

’
my mf | my mh

Cl) gekennzeichnet.
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Bloch-Darstellung und Symmetrien des Kerns

Bevor mit der Ableitung des Eigenwertproblems fortgefahren wird, ist es lohnenswert, einige
grundlegende Eigenschaften des Integralkerns zu vermerken, die spéter benotigt werden. Die

Transformation des Kerns in die Bloch-Darstellung ergibt

AL A
my mj

—_
—

H’j\é:r\f/2>:_ mimsa mm /dr/dr ml* (P)\Q( )W(I‘I‘/)SOT;\Z( )@3”/1*( /)

T S - /dr/dr PR () g () Bl — 1) 2 () @ ().

(3.3)

Aufgrund der beriicksichtigten kollinearen Spinpolarisation sind die Matrixelemente der abge-
schirmten (W) und nackten (v) Coulomb-Wechselwirkung spinabhéngig. Dieser Effekt wird al-
lein durch die parametrische Abhéngigkeit des Ortsanteils der Wellenfunktionen (2.64) von der
Quantenzahl der Spinprojektion induziert. Die eigentlichen Potentiale haben keinerlei Spinor-
Charakter. Mit anderen Worten ausgedriickt, tragt die Spinabhéngigkeit der Matrixelemente
der jetzt zugelassenen unterschiedlichen raumlichen Lokalisation von up- und down-Elektronen

Rechnung.

Wie auch im nichtmagnetischen Fall lassen sich mit Hilfe der Symmetrien der Potentiale bzgl. der
Vertauschung ihrer Ortsraumargumente? fiir die Matrixelemente von = die folgenden Relationen
zeigen:

A Ay > wegen o(r —1') =9(r' —r)

my my

r | = / * /| =

AL AL = A A _ [ A A=

m,; m4 |7 | m, m  \m,m,|T
1 1 2 2 2 2

=

!
_ <)\1 A
= L =
my g

Az Az > wegen W(rr') =W (r'r).

My My

3.1.2 Diskussion der Besetzungszahlfaktoren
Ausschluss nicht zur Polarisationsfunktion beitragender Uberginge

Um Informationen dariiber zu erhalten, welche Ubergéinge |A\;m1) — |\;m/}) iiberhaupt Beitrige

zur Polarisation eines Materials liefern, wird Gl. (3.2) umgeschrieben,
’ A DY
(B3 = 5 ) (0 i)

—(Br-n) XX (i

m3m3 A3\, 5

| P@)

P(¢)

,\,\/><>\3,\% ,\/2,\2>:
mg my mg mg mj my

<f)7\7:1 — f;r{l) 5>\1>\/2 5m1m’2 5)\2)\/1 5m2m’1' (3.5)

2 Die Symmetrie des nackten Coulomb-Potentials wird unmittelbar anhand der Definition (2.12) klar. Fiir das
abgeschirmte Potential zeigt man die Invarianz gegeniiber der Vertauschung der Ortsargumente mit Hilfe der

Darstellung W(12) = v(1—2) + Y, [d(34) v(1 - 3) L( ? 1) (4 - 2) sowie der aus Gl. (2.42) ersichtlichen

s3 S4q
Symmetrie der Dichtekorrelationsfunktion.
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Man erkennt, dass im Fall fﬂl — fW/LI1 = 0 oder f;bl? — f;ZQ = 0 eine Losung der BSE durch
1 2

Ar A
my my

gegeben ist [14].3 Fiir alle weiteren Untersuchungen geniigt es daher, sich auf den Unterraum zu
beschriinken, welcher durch f{7* — for 40 und f,,2 — 2 # 0 definiert wird.
1 2

P(G)| 2 2 ) =0 (3.6)

Nun werde der diagonale Operator?

A N Ay AL AL N
(o b [ 2 ) = F (0 ) O30 Bmama 815 B (.1
definiert, fiir dessen Diagonalelemente gilt:
, , ot = fm 41 falls E™ > E™
F(;;l 2\11/) ;= —sgn <f;\rll1 — fn,ll) S S )‘1, 2 M o, (3.8)
1 ! ‘f;jl o ~1 falls B < E})!
1 1

Das letzte Gleichheitszeichen in dieser Definition impliziert die Forderung, dass hier nur Systeme
betrachtet werden sollen, deren Besetzung mit zunehmender Energie der Zustdnde abnimmt.
Alle Phénomene, die mit einer Besetzungsinversion zusammenhéngen, werden folglich explizit

ausgeschlossen.

Das einfachste denkbare Beispiel fiir eine mit steigender Energie abnehmende Besetzung von
Zustédnden ist eine thermische Verteilung geméfs der Fermi-Funktion. Die durch endliche Tem-
peraturen induzierten Effekte auf die Besetzungszahlen sollten jedoch fiir undotierte Halbleiter
und Isolatoren vernachlassigbar klein sein, da die fundamentalen Bandliicken typischerweise sehr
viel grofser als die thermische Verbreiterung der Fermi-Funktion k7" sind, welche bei Zimmertem-
peratur ungefdhr 25 meV betragt. Jedoch kann es aufgrund von Defekten in der Probe oder
durch experimentell bedingten Ladungstrigereintrag zu einer teilweisen Besetzung der nied-
rigsten Leitungsbédnder eines Halbleiters kommen. In dieser Situation bewirkt das Pauli’sche
AusschlieRungsprinzip, dass keine Uberginge aus den Valenzbiéndern in die nun besetzten Lei-
tungszustdnde mehr moglich sind, andererseits jedoch neue Anregungen aus den besetzten in
die leeren Leitungsbinder hinzukommen.® In diesem Zusammenhang sind auch die Phinomene
des Mott-Ubergangs, also des Verschwindens exzitonischer Absorptionspeaks an der Kante des
optischen Spektrums mit zunehmender Ladungstragerkonzentration, und des Mahan-Exzitons,
der Ausbildung exzitonenartiger Zusténde in der Umgebung der neu entstandenen Fermi-Kante

im teilbesetzten Leitungsband, zu nennen (siehe [120] und die dort genannten Referenzen).

Infolge der Restriktion auf den Unterraum der zur Polarisation beitragenden Zustéinde mit
f;\?l — fir #0 ist die Matrix F9 nichtsinguldr und mithin (F4)~! definiert. Durch die Ein-
1

3 Der Fall f;Zé — ;';2 = 0 folgt aus der ebenfalls moglichen Darstellung der BSE durch eine Gleichung der Form
P(G) = Po(G) + P(G) EPo(G)-

4 Im Folgenden werden alle diagonalen Operatoren durch den Index d gekennzeichnet.

5 Dariiber hinaus beeinflussen die zusitzlichen Elektronen die Abschirmung der Coulomb-Wechselwirkung im
Material. Streng genommen &ndert sich infolgedessen auch das Matrixelement von W im Kern der Bethe-
Salpeter-Gleichung sowie in der Selbstenergie der Quasiteilchen-Gleichung.
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fithrung einiger weiterer neuer Bezeichnungen®

Ay A ppd| Ay X m my

<m11 ml’l HY| m2'2> = ‘Ehl o Eklll 0712 Omimy 5)‘l1>‘l2 67”’17”/2 (3.9a)
A N dl Ay A i mi mj

<m11 1,1 B 22 2,2> = ‘f}\l - f 4 5)\1)\2 5m1mg 5)\’1)\’2 5m’1m/2 (39b)
A N / Ay AL

<m11 ml/1 B m22 m2'2> = \ ‘fk f 5>\' Ay O 1My (3.9¢)

gelangt man zu einer iibersichtlichen Matrixgleichung fiir die Polarisationsfunktion:
<Fde — G 1) P(Q) + FIBYE P(g) = —FiB. (3.10)

Symmetrisierung beziiglich der Besetzungszahlen

An diesem Punkt erweist es sich als vorteilhaft, die Bethe-Salpeter-Gleichung bzgl. der Beset-
zungszahlfaktoren zu symmetrisieren [14]. Zu diesem Zweck wird die neue Funktion P durch

P(¢;) =: VBIP(¢;)V/ B4 definiert und dieser Ausdruck in Gl. (3.10) eingesetzt:
(Fde — R ]1) VBIP(¢)VB + FABIEVBIP(G)VBI = —Fipd, (3.11)
Aus der Vertauschbarkeit der diagonalen Matrizen folgt unmittelbar
VB <Fde — G 1) P(Q)VBY + VBIFWBIEVBIP(G)VBI = —VBIFIWVBL.  (3.12)

Da vV B¢ aufgrund seiner Definition nichtsingulér ist, kann man auch

<Fde + FOWBIEVBL 1 ]1) P(¢) = —F4 (3.13)

—:.Fdfh

schreiben. Letztendlich erhélt man eine neue Bethe-Salpeter-Gleichung,
(FIH™ — ¢ 1) P(G) = —F9, (3.14)
mit dem hermiteschen Hamilton-Operator”

A A HY Ay A5\ E™ _E
my m} ! A1

Mgy My

Omymaz ON X, Ot m,
AL AL E A A ma2 ml
R DRVIT SR ¢

my My
Im Weiteren soll vorausgesetzt werden, dass H® positiv definit ist.® Diese physikalisch wohlbe-

3.15
e (315)
A !

griindete Annahme ist gleichbedeutend mit der Forderung, dass die Anregungsenergien unabhén-
giger Elektron-Loch-Paare sehr viel grofier sein sollen als die Matrixelemente der Wechselwirkung,

m mh AL N Ay AL
e e (e

T mg my
6 Aufgrund der positiven Definitheit von BY ist v/ B9 wohldefiniert.
" Die Hermitezitit von H™ ist eine Konsequenz der Symmetrien des Kerns (vgl. Gl. (3.4)).
8 Eine hinreichende Bedingung fiir diese Annahme wurde von Zimmermann [121] abgeleitet.

>‘ Diese Behauptung wird durch die Tatsache untermauert,
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dass die experimentell beobachteten Exzitonen-Bindungsenergien stets kleiner als die Bandliicke

sind.?

3.1.3 Losung der Bethe-Salpeter-Gleichung
Eigenwertproblem

Um eine Spektraldarstellung der Polarisationsfunktion in Gl. (3.14) zu erhalten, ist nach der
Theorie der Green’schen Funktionen die Losung des nichthermiteschen Eigenwertproblems!® fiir

den sogenannten exzitonischen Hamilton-Operator F4H"
FAHY |®)) = By |®)) (3.16)

erforderlich, dessen Eigenwerte F) und Eigenfunktionen |®,) exzitonische Anregungszustinde
charakterisieren. Trotz der Nichthermitezitat des Operators sind die Eigenwerte dieser Gleichung
aufgrund der Forderung nach positiver Definitheit fiir H" reell. Dabei handelt es sich um eine
Eigenschaft aller nichthermiteschen Operatoren, die in ein Produkt aus zwei hermiteschen Ope-
ratoren zerfallen, von denen mindestens einer positiv definit ist. In diesem Fall ldsst sich das
nichthermitesche Eigenwertproblem auf ein hermitesches Eigenwertproblem transformieren, das

trivialerweise nur reelle Eigenwerte besitzt:
(VHYFIWHY)(VHD D)) = Ep(VHD |®,)). (3.17)

Eine solche Darstellung ist jedoch hauptséchlich von theoretischem Interesse, da in praktischen
Rechnungen der Rang der involvierten Matrizen so grof ist, dass eine Zerlegung H" = VHMHD
nicht durchfithrbar ist. Deswegen soll in dieser Arbeit ein anderer Weg beschritten werden.
Anstelle des normalen Eigenwertproblems des nichthermiteschen Operators FAH" wird das ver-
allgemeinerte Eigenwertproblem des hermiteschen!! Operators H® F4H™ mit der positiv definiten
Uberlappmatrix H® betrachtet:

HYFAHY @) = By HY [®)) . (3.18)

Es ist zu bemerken, dass die beiden Eigenwertgleichungen (3.16) und (3.18) auf dieselben Eigen-
werte und Rechtseigenvektoren fithren. Die Eigenzustédnde |®5) des verallgemeinerten Problems
werden aus praktischen Griinden nicht auf Eins sondern auf den Betrag des zugeordneten Eigen-

wertes | Fx | normiert:

(DAl H" |Dpr) = [Eloan = 1—Z|<1>A <I>A|Hh (3.19)

9 Trife dies nicht zu, wire das physikalische System instabil gegeniiber der Ausbildung von Exzitonen und es
kiime zum Auftreten exzitonischer Phasen, die aber nicht beobachtet werden [14].

19 Im Gegensatz zu H" selbst ist der Operator H™ := F9 H"™ nichthermitesch, denn es gilt: (F*H")T = g Fdt =
HYFd £ 4™,

"1 Die Hermitezitiit folgt aus (H"FYH™)" = H" TP HY = Y FIE™.
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Spektraldarstellung der Polarisationsfunktion

Durch Losung des Eigenwertproblems (3.18) erhdlt man die Spektraldarstellung des nichthermi-
teschen Operators F4H™:
E\
FIEM =N D)) = (Dy| H. 3.20
3 124) 15 (@4l (320)

Multipliziert man dariiber hinaus die BSE (3.14) rechtsseitig mit H" (F4H™ — h¢; 1) P(G)H! =
—FI4H" 5o gelangt man durch Invertierung der erhaltenen Gleichung zu einem Ausdruck fiir
P(G)H™:

- Figh
h _ E h

Da die Matrix H" reguliir ist, liefert diese Beziehung auch die Spektraldarstellung von P(Cl):

B0rY — ‘ [ @A) (P4
P(Q) = - ;5gn(EA) m (3:22)

SchlieRlich folgt durch Riicktransformation mit v B4 die Spektraldarstellung der Polarisations-
funktion!? als Losung der Bethe-Salpeter-Gleichung (3.10),

(32w (2)
PPV ! DYDY _ m m] . my my ™y my ms m
(o [P 22y ==y = o ;sgn(EA) B he e = e

(3.23)

Dielektrische Funktion

Die makroskopische dielektrische Funktion im optischen Grenzfall ergibt sich unter Zuhilfenahme
der Gln. (2.59), (2.89) und (2.93) sofort aus der Spektraldarstellung der Polarisationsfunktion,

2
1

Epx — h(w+1iv)’
(3.24)
An dieser Stelle empfiehlt es sich, ein weiteres Mal die Symmetrie des BSE-Kerns (3.4) auszu-

e (@, w —1+——ngn (En)

)| 2 M@ (o) VI - 1

mAN

nutzen, welche die Beziehung

AL A Ay NS AN
my my mh o my my

impliziert. Mit Hilfe dieser Relation kann man zeigen, dass zu jedem positiven Eigenwert ein

Fdgh Fagh

X Xy > (3.25)

2 My

negativer gleichen Betrags existiert, wobei

@A,(Al Xl,) - @;(*@ Al) fix By = —Ey (3.26)

12 Tn die hier angegebene Formel gliedern sich die anfangs ausgeschlossenen Uberginge, die auf P(¢;) = 0 fiihren,
miihelos wieder ein.
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gilt. Damit ist es moglich, sich bei der Bestimmung der dielektrischen Funktion auf positive

Eigenwerte beschranken,

12220 ? 1
en(@w)=1+= < Mm,*qq>A<“> fmo_ fm __
( ) Q= ZA: 7%, AA ( ) mm |)\ A 52:21 EA—ﬁh(w—F’L’}/)

(3.27)
Dieser allgemeine Ausdruck berticksichtigt sowohl nichttriviale Besetzungszahlfaktoren als auch

Spinpolarisation. Er soll als Grundlage aller weiteren Betrachtungen dienen.

3.1.4 Exzitonischer Hamilton-Operator
Beschrankung auf Halbleiter und Isolatoren bei T =0

Im Folgenden werden die Konsequenzen nichttrivialer Besetzungen der Bénder aufter Acht ge-
lassen. Im Grenzfall 7" — 0 geht die Fermi-Funktion in die Heaviside-Funktion tiber, f(hw) —
O©(p — hw), und man kann sich bei der Untersuchung von Halbleitern und Isolatoren auf voll-
standig gefiillte Valenzbénder v und leere Leitungsbédnder ¢ beschrinken. Die Spin- und die
Impulsauswahlregel (2.91) und (2.92) bedingen auferdem, dass fiir die optische Absorption nur
Ubergéinge mit m. = m, bzw. k. = k, eine Rolle spielen, da in allen anderen Fillen die optischen
Matrixelemente M1}, (q) identisch Null sind. Aus Griinden, die im folgenden Abschnitt deutlich
werden, soll hier aber noch zwischen m,. und m, unterschieden werden. Ein optischer Ubergang

ck vk

kann also durch die Angabe des Vektors e mv> vollstdndig charakterisiert werden.

Der volle exzitonische Hamilton-Operator zerfillt in dieser Darstellung in den resonanten Anteil
Hs | der die Ubergéinge mit positiver Energie beschreibt, den antiresonanten Anteil H?® der

die Ubergiinge bei negativen Energien umfasst, sowie die durch = gegebenen Kopplungsterme

zwischen den genannten Unterrdumen:
res = 'K’ c/k/>

ck vk o k' V'K’ ck vk
/ ! bl 1 1
Me My ml m/, Me My ml, ml

FeHY = : (3.28)

vk ck k' vk’ vk ck H v'k! 'K’
my me |— | ml, m} My Me

mi, my,
Der resonante Teil des Hamilton-Operators ist hierbei durch

ck vk
<mC My H

ares

res

k' vk m m
> =+ (Eckc - Evkv) 500/ 51)1/ 6kk’ 6mcm/c 5mvm;

/ /
me My

ck vk
- 6m m/ 6m m}
clite v ithy Me Moy

W ex ”/k/> (3.29)

Me My

ck vk |-
+ 6mcmv 5m/cmg <mC Me v

/ /
me Mg

'k’ v’k’>

gegeben, wobei sich die Matrixelemente der abgeschirmten und nackten Coulomb-Wechselwir-
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kung wie folgt zusammensetzen:

(deoelwlawoey S Lsn Clealk oK) gy p @)
mem (Wl ) =8 2 W ae-wra g oGPy '
Ne! o /1! 1 62 ~ m ~ m!
ck vk ||k’ vk _ c Me
<mcmc O mg> = EGZ?;OWBﬁ o (G)Bﬁ, v (G). (3.31)

Die inverse dielektrische Funktion wurde dabei gemiif g (a) = g (a)la + G|/|a + G'| bzgl.

der reziproken Gittervektoren symmetrisiert.

Tamm-Dancoff-Approximation

Es ist géngige Praxis, im Hamilton-Operator (3.28) die Kopplungsterme zwischen resonantem

und antiresonantem Anteil zu vernachlassigen,

res E res E Jres 0

B
[o9

i
=

|

I

2

_ _ (3.32)
_E* Hares _E* _Hres* O _HI’eS*

Diese sogenannte Tamm-Dancoff-Approximation (TDA) reduziert zunéchst den Rang der zu dia-

gonalisierenden Matrix um einen Faktor zwei, da man sich auf die Lésung des Eigenwertproblems
H™ |Ap) = Ep |Ap) (3.33)

beschrinken kann. Dariiber hinaus wird der Hamilton-Operator durch die Entkopplung hermi-
tesch. Aufgrund der Relation H*™* = — H"** determiniert das resultierende Eigenfunktionensys-
tem |Ap) zugleich auch die Eigenwerte und -vektoren des antiresonanten Beitrags. In der Tamm-
Dancoff-Nédherung ist die dielektrische Funktion folglich durch

2

S M@ An ()

cvkm

1
2 Eogerm O

gegeben. Die Summe iiber A umfasst hierbei offensichtlich nur noch positive Eigenwerte.

Typischerweise wird beobachtet, dass die TDA bei der Berechnung der optischen Absorption von
Halbleitern und einfachen Molekiilen eine sehr gute Néherung darstellt [37, 67, 69], wiahrend die
Bestimmung der Energieverlustfunktion die Einbeziehung der Kopplungsterme erfordert [122].
In jiingster Vergangenheit zeigte sich jedoch, dass diese Approximation zumindest fiir organi-
sche Molekiile iiberdacht werden muss [123, 124]. Zur Rechtfertigung der TDA wird oftmals
das Argument herangezogen, dass aufgrund der im Vergleich zur Bandliicke kleinen Exzitonen-
Bindungsenergien die Elektron-Loch-Paare und Elektron-Loch-Antipaare energetisch wohl sepa-
riert sind und die Kopplung zwischen ihnen deshalb vernachléssigbar ist. Wie noch zu zeigen ist
(siehe Kap. 5.2), treten im Anregungsspektrum der in dieser Arbeit untersuchten Ubergangs-
metalloxide stark gebundene exzitonische Zusténde auf, sodass die Validitat der Tamm-Dancoft-

Approximation fiir diese Materialien neu zu priifen ist.
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3.2 Spinpolarisation

3.2.1 Beitrdge zum optischen Absorptionsspektrum

Wie bereits vermerkt wurde (siehe Kap. 3.1.4), treten im optischen Absorptionsspektrum auf-
grund der Auswahlregeln nur Uberginge in Erscheinung, bei denen die Spinquantenzahl in Lei-
tungs- und Valenzband erhalten ist, m. = m,. Die Absorption eines Photons kann im Rahmen
des kollinearen Magnetismus also nicht mit einem Spinumklapp-Prozess in Verbindung gebracht

werden.

An dieser Stelle erweist sich die Untersuchung der Spinstruktur des Operators FYH™ (bzw. hier
seines resonanten Anteils H™) als aufschlussreich. Im Spinraum — alle anderen Quantenzah-
len seien fiir den Moment ausgeblendet — ergibt sich infolge der Struktur des Kerns (3.3) die
Darstellung [206, 207]

me=1 mo=1 [ El—EJ w1451 0 0 ol
Me=1 my=| 0 El-pl-wl 0 0
C v C v (335)
me=| my=1 0 0 El-El-wl 0
Mme=] my=| ol 0 0 El—El-wlligpl!

Formal unterscheidet sich diese Matrix von ihrem Analogon fiir nichtmagnetische Systeme [69]
nur durch die explizite Abhéngigkeit ihrer Elemente von den Spinquantenzahlen, was jedoch
wichtige Konsequenzen nach sich zieht: Solange die Matrixelemente selbst ndmlich fir alle Spin-
projektionen gleich sind, kann man den Hamilton-Operator durch Einfithrung der Singulett- und

Triplett-Funktionen des Elektron-Loch-Paarspins im Spinraum diagonalisieren [14]:

Ee—Eo—W+5 0 0 o EeeEy—W+25 0 0 0
0 Ec—Ey—W 0 0 0 Ee—Ey—W 0 0
0 ©0 Ee—E,-W 0 - 0 © 0 Ee—BEy-W 0 . (3.36)
b 0 0 Ee—Ey—W+o 0 0 0 Ee—Ep—W

Da sich zeigen lésst [14], dass lediglich der Singulett-Anteil E. — E,, — W + 20 zum Absorptions-
spektrum beitragt, kann auf diesem Weg eine Reduktion des Rangs des Hamilton-Operators um
einen Faktor vier erreicht werden. In spinpolarisierten Systemen erreicht man durch eine ent-
sprechende Transformation keine Verbesserung [206], da die Paarspin-Quantenzahl nicht langer
wohldefiniert ist.

Allerdings zeigt Gl. (3.35) auch, dass die optisch relevanten Ubergéinge mit m = m. = m, eine
vom Rest des Operators entkoppelte Submatrix bilden. Infolgedessen geniigt es, sich bei der

Losung des optischen Problems auf den entsprechenden Unterraum zu beschranken,

ck vk
z: m m

cv'k'm/

Eres
m/ m/ m’ m/ m m

K U’k’> < K 'K

AA> _ EA<ckvk

AA> . (3.37)

Im Vergleich zum spinunpolarisierten Fall hat sich das zu l6sende FEigenwertproblem also lediglich

um einen Faktor zwei im Rang vergrofiert.
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3.2.2 Optisch verbotene Spinflip-Uberginge

Der Hamilton-Operator (3.35) enthélt neben den soeben diskutierten Beitrigen auch Uberginge,
welche mit Spinumklapp-Anregungen verbunden sind. Diese werden lediglich durch die Matrix-
elemente von W bestimmt, die durch v induzierten Lokalfeldeffekte haben keinerlei Einfluss.
Auch die iiber die Tamm-Dancoff-Naherung hinausgehenden Kopplungsterme verschwinden in-
folge der Spinauswahlregel fiir die Bloch-Integrale identisch. Die zu losende Eigenwertgleichung

reduziert sich auf die Unterrdume

ck vk res k' vk’ 'k’ vk’
E : m —m m —m m —m

c/v'k’!

AA>:EA<‘;}L‘ffn‘AA> mit m=1,1.  (3.39

Auch wenn solche Anregungen im Fall von ideal kollinearem Magnetismus optisch verboten sind,
muss dies in realen Systemen nicht streng gelten, da diese stets auch der Spin-Bahn-Kopplung
unterliegen, welche die Spinauswahlregel aufweicht. Es sind also besonders fiir Festkérper mit
schweren Atomen schwache Absorptionslinien im Spektrum denkbar, deren Anregungsenergien

in erster Naherung durch obiges Eigenwertproblem beschrieben werden.

3.3 Numerische Methoden

Im Prinzip erfordert die Losung der Bethe-Salpeter-Gleichung die Bestimmung des Spektrums
des Hamilton-Operators F4H" und somit die Diagonalisierung der entsprechenden Matrix. Der
Rang dieser Matrix N = 2 N. N, Nx (mit N,, N,, Ny der Anzahl von Leitungs- und Valenzbén-
dern sowie k-Punkten und dem Faktor 2 fiir spinpolarisierte Systeme) erreicht auch fiir einfache
Volumenhalbleiter leicht die Gréfenordnung 10°...10°. Die Anwendung eines O(N?3)-skalieren-
den Diagonalisierungsverfahrens kommt bei den heutigen rechentechnischen Md&glichkeiten nicht
infrage.'3 Sowohl zur Berechnung des optischen Spektrums als auch der niedrigsten exzitoni-
schen Zustinde existieren jedoch O(N?)-skalierende Methoden, deren iiber die Tamm-Dancoff-

Approximation hinausgehende Verallgemeinerungen hier angegeben werden.

3.3.1 Spektrum

Schmidt et al. [67, 115, 125] konnten zeigen, dass das Eigenwertproblem des hermiteschen exzito-
nischen Hamilton-Operators in der Tamm-Dancoff-Naherung auf ein Anfangswertproblem umge-
schrieben werden kann, dessen Losung die dielektrische Funktion vollsténdig determiniert. Diese
sogenannte Zeitentwicklungsmethode skaliert im Gegensatz zur Diagonalisierung quadratisch mit
der Zahl der Paar-Zusténde. Allerdings sind im Rahmen dieses Ansatzes keine Eigenwerte und

Oszillatorstirken ermittelbar.14

13 Es sei angemerkt, dass schon die Berechnung des Hamilton-Operators selbst und hierbei insbesondere die Be-
stimmung der Bloch-Integrale, welche die Wechselwirkungsmatrixelemente dominieren, mit erheblichem nu-
merischen Aufwand verbunden ist. Noch rechenzeitintensiver gestaltet sich die Ermittelung der Quasiteilchen-
Energien fiir die oft erforderliche grofte Zahl symmetrie-indquivalenter k-Punkte.

1 Die einzige Ausnahme hiervon bilden nicht entartete, isolierte, optische erlaubte Anregungen, deren Eigenwert
und Ostzillatorstérke aus dem zugeordneten Peak im Absorptionsspektrum abgelesen werden kann.
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Die Methode lésst sich auch auf das nichthermitesche Eigenwertproblem des Operators F4H"
anwenden. Um dies zu sehen, schreibt man Gl. (3.24) unter Beachtung von 1/‘ = =1

etwas um,

1 e?
3 =14 == M (q E

[ @) (DAl M(q)) - (3.39)

Der Vektor |M(q)) umfasst hier die optischen Matrixelemente A", (q) aller Paar-Zusténde.
Durch Einsetzen der Losung des Eigenwertproblems (3.16) und unter Verwendung der Spektral-
darstellung von F9 folgt

1

em(@,w) =1+ 5 - ZA: M@ Zagm— hw + i) sEIEA) () (R @) (3.40)
62
=1+ % o M@ Fagm _1;1(00 + i) £ IM@)-

Der so erhaltene Ausdruck lasst sich mittels eines Zeitintegrals darstellen,

. 121 | AN o= L (PR B(wtiv))E pd | (A
em(@w) =1+ —— [dt (M(g)|e" Fe|M(q))
€0 1
° (3.41)
1e2 1 (ot
=14+ = — — [dt W M(Q)| p(t)) .
b s o [a e @) )
0

Der zeitabhéngige Vektor |u(t)) = e~ #(FUHNE pd |M(q)) ist hierbei durch die Losung des An-
fangswertproblems der zeitabhingigen Schrédinger-Gleichung mit dem Hamilton-Operator F4H
gegeben:

L d : .

ih— u(t) = FUH |u(t))  mit  [u(0)) = F9[M(Q)). (3.42)

3.3.2 Gebundene Zustande

Besonderes Interesse gilt bei der Untersuchung exzitonischer Anregungen den gebundenen Zu-
stdnden unterhalb der Absorptionskante. Die Anzahl dieser Zustdnde (n < 100) ist sehr viel
kleiner als der Rang der exzitonischen Matrix.'® Es bietet sich daher an, zur Bestimmung ihrer
Eigenwerte und Oszillatorstarken (bzw. Eigenfunktionen) iterative Diagonalisierungsschemata
zu verwenden [96, 209]. Ein solches iteratives Verfahren offeriert beispielsweise das Schema von
Kalkreuter und Simma (KS-CG) [126], welches im Wesentlichen wie O(N?) skaliert. Es basiert

auf der Minimierung des Ritz-Funktionals

(ol H™* |9)

Rlel =313

(3.43)

5 Das reine Wannier-Mott-Problem besitzt im Prinzip unendlich viele gebundene Zusténde. Infolge der fiir die
numerische Losung des Eigenwertproblems notwendigen Diskretisierung kann jedoch nur eine endliche Zahl
von diesen aufgelost werden.
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fiir einen hermiteschen Operator (in diesem Fall H'™) mittels eines Konjugierte-Gradienten-
Verfahrens (CG von conjugate gradient). Die n kleinsten Eigenwerte {Ex: A = 1,...,n} des
Operators ergeben sich durch sukzessive Minimierung des Ritz-Funktionals iiber das ortho-
gonale Komplement des von den schon bestimmten Eigenvektoren aufgespannten Unterraums
span(®q,...,Px_1),

Epx = R|DA| = min R|o]. 3.44
A [ A] {¢: ¢Lspan(P1,....Pr_1)} [¢] ( )

Um Fehlerfortpflanzungen zu vermeiden bzw. zu reduzieren, die dadurch induziert werden, dass
die Suchvektoren fiir die Eigenfunktionen zu héheren Eigenwerten orthogonal zu den schon be-
stimmten Eigenvektoren gewdhlt werden, wird bis zum Erreichen des Konvergenzkriteriums (siehe
Ref. [126]) nach jedem Durchlaufen des CG-Schemas eine Diagonalisierung von H" im Unter-

raum span(®y, ..., ®,) vorgenommen.'6

Das KS-CG-Verfahren ist eigentlich nur fiir hermitesche Eigenwertprobleme konzipiert und somit
nicht direkt auf den Operator F4H" anwendbar. An diesem Punkt zahlt sich jedoch die Umschrift

der Eigenwertgleichung nach (3.18) aus, welche auf ein Ritz-Funktional der Form

(¢| H*FUH" |¢)

Rlel = ramg)

(3.45)

fithrt. Mit anderen Worten ausgedriickt, fungiert die positiv definite Matrix H® (vgl. Kap. 3.1.2)
als nichttriviales Skalarprodukt bzgl. dessen der Operator F4H" hermitesch ist. Unter diesem
Blickwinkel betrachtet, ldsst sich der in Ref. [126] detailliert dargestellte Algorithmus verallge-
meinern, indem man statt des kanonischen ein beliebiges (durch eine positiv definite hermitesche

Matrix gegebenes) Skalarprodukt verwendet.

Die gebundenen Zustdnde des Exzitonen-Problems werden jedoch nicht durch die niedrigsten,
sondern durch die betragskleinsten Eigenwerte des Operators F4H® bestimmt, sodass eine Mi-
nimierung des Funktionals (3.45) nicht zum Ziel fiithrt. Einen Ausweg bietet die Methode des
gefalteten Spektrums (FSM von folded-spectrum method) [127]:17 Es sei eine Matrix M mit den
Eigenwerten &; und den Eigenvektoren |v;) gegeben. Dann folgt unmittelbar, dass die um die
Referenzenergie Fj verschobene und quadrierte Matrix (M — Ey)? dieselben Eigenfunktionen

wie M besitzt, die nun allerdings zum Eigenwert (g; — Eg)? gehoren,
M ’Uz> =¢&; ’Uz> = (M — E0)2 ’1)2> = (Ei — E0)2 ’Uz> . (3.46)

Diese Tatsache kann man sich bei der Konstruktion des Ritz-Funktionals zunutze machen:

(o H'(FIH" — Eo)*|)

Rlol = 15 mm9)

(3.47)

Wahlt man Ey = 0, so wird das Funktional R, wie gewiinscht, fiir die betragskleinsten Eigenwerte

16 Wihrend der reine CG-Algorithmus wie O(N?) skaliert, wiichst der numerische Aufwand fiir die Unterraum-
diagonalisierung wie O(n?), was jedoch wegen n < N nicht ins Gewicht fallt.

17 Anwendung findet die FSM beispielsweise bei der Berechnung der Gap-Zusténde von groRen Quantenpunkten
im Rahmen der DFT [128, 129].
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von F4H" minimal.'® Bei der speziellen Form des hier interessierenden Eigenwertproblems be-
steht die zusitzliche Schwierigkeit, dass simtliche Eigenwerte von (F4H")? mindestens zweifach
entartet sind, da F4H" zu jedem Eigenwert E, einen betragsgleichen Eigenwert umgekehrten
Vorzeichens besitzt. Die Eigenfunktionen von (F4H™)2 sind deshalb nicht notwendig auch Ei-
genfunktionen von F4H". Um die Unterrdume von Ex und —E, zu entkoppeln, wird deshalb
bei der numerischen Umsetzung die Referenzenergie nach jeder Unterraumdiagonalisierung leicht

variiert.

3.4 Eigenwertproblem mit variablen k-Punkt-Gewichten

Um das exzitonische Eigenwertproblem numerisch zu lésen, muss der eigentlich unendlich ausge-
dehnte Kristall auf ein endliches Grundgebiet €2 beschriankt werden, welches so grof zu wéhlen
ist, dass die auftretenden Wechselwirkungen hinreichend abgeklungen sind. Besondere Schwierig-
keiten entstehen bei der Berechnung Wannier-Mott-artiger Exzitonen: Diese schwach gebundenen
Elektron-Loch-Paare mit einem wasserstoffartigen Anregungsspektrum [118] und Bindungsener-
gien von 1 méeV bis zu 500 meV haben typischerweise exzitonische Bohr-Radien von 10...100 A
und erstrecken sich somit iiber viele tausend Elementarzellen. Entsprechend grof ist das Grund-
gebiet im Ortsraum zu wihlen. Im reziproken Raum tragen dagegen nur Ubergénge aus einem
relativ eng begrenzten Bereich im Zentrum der Brillouin-Zone zur Ausbildung der Anregung bei.
Die Ursache hierfiir liegt darin begriindet, dass das niedrigste Leitungsband in fiir das Auftre-
ten von Wannier-Mott-Exzitonen prototypischen Materialien meist ein ausgeprégtes Minimum
aufweist (siehe z.B. die Refn. [210, 211]). Deshalb erscheint es vorteilhaft, anstelle eines &quidi-
stanten Samplings der Brillouin-Zone mit extrem hoher k-Punkt-Dichte inhomogene k-Punkt-
Sétze zu verwenden, um den Rang des zu 16senden Eigenwertproblems nicht unnétig anwachsen

zu lassen bzw. das Problem iiberhaupt behandeln zu koénnen.

3.4.1 Rediskretisierung des reziproken Raums

Zu einer kontinuierlichen k-Raum-Darstellung gelangt man, indem man in Gl. (3.37) die Summe

iiber die k-Vektoren geméfs », — % fVBZ dq durch ein Integral ersetzt,

c/q/ ,v/q/ c/q/ ,Ulq/
m’ m/ m’ m/

oo > [ (s | M) =B (R [Ar). 349)
Vez

cv'm/!

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit geniigt es hier, den resonanten Anteil des exzitonischen
Hamilton-Operators zu betrachten. Die Gestalt des Hamilton-Operators selbst ist bis auf die
Ersetzung dxe — (2m)3/Q6(q — q') identisch mit der in Gl. (3.29) angegebenen. In diesem
Abschnitt soll jeweils der Buchstabe q fiir die Vektoren der kontinuierlichen und k fiir die der
diskretisierten Darstellung des reziproken Raums stehen.

Die Rediskretisierung erfolgt durch Zerlegung der Brillouin-Zone in disjunkte, jeweils durch einen

'8 Dije FSM kann natiirlich auch zur Untersuchung der Eigenwerte und Eigenfunktionen in jedem beliebigen
anderen Bereich des Spektrums, der durch eine entsprechende Wahl von FEy festgelegt wird, genutzt werden.
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k-Punkt reprisentierte Volumina Vi geméf Vpz = >, Vik. Die zugehorigen Matrixelemente des
Hamilton-Operators bzw. die Komponenten der Eigenvektoren erhélt man durch Mittelung iiber

die den jeweiligen k-Punkten zugeordneten Volumina:

ck vk k! ’k’ c v dq' v'q’
H' : d d q q Hresjcava 3.49
(s e =]k ) = g - fda faa’ ( Al ()
Vi \%
<Ck vk ‘A > /dq <Cq vq ‘AA> (3.49b)
Vic

Vi
Damit nimmt die Eigenwertgleichung in der diskreten Notation die Form

Q ck vk |=
(2m)3 Z <"lf"1f

=
cv'k'm/

T ) Vie (| An) = (B = (B - ER) (e

AA> (3.50)

an. Es handelt sich also wiederum um ein verallgemeinertes Eigenwertproblem, welches lediglich
im Fall gleicher k-Punkt-Gewichte in ein konventionelles Eigenwertproblem iibergeht.!? Die er-
haltene Eigenwertgleichung lésst sich jedoch durch eine einfache Renormierung der Eigenvektoren

und Matrixelemente mit dem Gewichtsfaktor ay geméaf

~ A 11,/ — -/ 1/ Q
Kok | =] K oK\ k vk |=| ¢k vk . _
<fn7;n:C/v/>__ak<infn_0/v/>ak/ mit ax = Vk(gﬂ)?» (3.51a)
(0] Ay im e (S50 44) (351b)

in ein gewohnliches Eigenwertproblem iiberfiihren,

§ : ck vk |=| k' V'K’ k' V'K’
m m m’ m/ m/ m/

=
cv'k'm/

Ay) = (Ba - (B - BR) (0%

AA> . (3.52)

Auch bei der Bestimmung der Oszillatorstéirken hat man den variablen k-Punkt-Gewichten Rech-
nung zu tragen, sodass sich im Endergebnis anstelle von Gl. (3.34) der folgende Ausdruck fiir die

dielektrische Funktion ergibt:

2

Z ™ () an An (ckvk)

cvkm

. 1
em(Q,w )—1+§%Z > TR (3.53)

B==+1

3.4.2 Singularitatskorrektur

Besondere Aufmerksamkeit erfordert die Berechnung des Matrixelements der abgeschirmten
Wechselwirkung W nach Gl. (3.30) fiir k = k’. In diesem Fall wird das Coulomb-Potential
singular, da der Summand mit G = G’ = 0 in der diskreten Darstellung divergiert. Einen Aus-
weg aus dieser Situation zeigt jedoch die kontinuierliche Darstellung (3.49a) auf, da anstelle der

Punkte k und k’ eigentlich die Mittelung iiber die zugeordneten Gebiete des reziproken Raums

9 Die Beobachtung, dass variable k-Punkt-Gewichte auf ein verallgemeinertes Eigenwertproblem fiihren, wurde
bereits von Rohlfing und Louie vermerkt [69], jedoch anscheinend nicht weiter verfolgt.
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zu betrachten ist. Der entsprechende — als Singularitdtskorrektur bezeichnete — Summand des

Fourier-transformierten Coulomb-Potentials lautet unter dieser Mafgabe
7T ~—1
SC(H eS) = 500 271' o3 V /dq/dq ,‘2 cc 5vv 5mm (3-54)

Die k-Raum-Integrale in diesem Ausdruck miissen numerisch bestimmt werden und sind von der
konkreten Form der Volumina Vi abhéngig. Wegen des starken Anwachsens des Coulomb-Po-
tentials fiir |q — q'| — 0 konvergiert die numerische Integration nur sehr langsam. Deshalb wird
das sechsdimensionale Integral fiir zwei verschiedene Sétze von Stiitzstellen berechnet und an-
schlieflend linear auf verschwindenden Stiitzpunktabstand extrapoliert (siche Refn. [96, 209]). Da
jedoch auch diese Prozedur signifikant Rechenzeit kostet, lasst sich die Methode nur anwenden,
solange lediglich eine begrenzte Zahl von verschiedenen Volumina Vj zu behandeln ist.

Ein ndherungsweiser Ausdruck fiir die Singularitédtskorrektur kann gewonnen werden, indem das
sechsdimensionale Integral durch ein dreidimensionales {iber eine Kugel Sy mit dem Volumen Vj

ersetzt wird [114]. Dieses Integral lasst sich dann analytisch ausfithren und man erhélt

SC(H™) ~ — 6251(0)L/dqi5 Suur 6
£0 00 (27T)3S |q|2 cc! Yvv’ Umm
k (3.55)

2 A
= - 5601(0) <4—7_:(> e’ vt O -

€0 22
Allerdings iiberschétzt die sphérische Approximation den eigentlichen Wert der Singularitatskor-
rektur betragsmafig um ca. 30 %.
Beschrankt man sich auf regelméfige k-Punkt-Sétze, so sind die k-Punkt-Volumina durch Vj =
Viz/Nx gegeben. Mit zunehmender k-Punkt-Konvergenz nimmt die Singularitétskorrektur pro-
portional zu N, /3 ab und verschwindet im Limes unendlicher k-Punkt-Dichte ganzlich. Im Fall
des homogenen Samplings fithrt die Singularitdtskorrektur zu einer festen Verschiebung der exzi-
tonischen Eigenwerte zu niedrigeren Energien. Dies trifft allerdings nicht mehr zu, wenn inhomo-
gene k-Raum-Abtasttechniken verwendet werden, wie beispielsweise die im néchsten Abschnitt
erlduterten hybriden k-Punkt-Sétze.

3.4.3 Hybride k-Punkt-Sitze

Um der starken Lokalisation von Wannier-Mott-artigen Anregungen im reziproken Raum Rech-
nung zu tragen und gleichzeitig die Dimension der exzitonischen Matrix so weit zu beschréanken,
dass das Eigenwertproblem einer numerischen Losung zugénglich ist, werden oft (sieche z.B. die
Refn. [9, 130, 131]) nur Ubergéinge aus dem Zentrum der Brillouin-Zone bei der Berechnung
von Wannier-Mott-Exzitonen berticksichtigt. Bei einem solchen Vorgehen wird jedoch infolge der
Vernachléssigung der Randbereiche, die faktisch den grofiten Teil des Brillouin-Zonen-Volumens
einnehmen, eine kiinstliche Lokalisation des Exzitons im k-Raum forciert. Die damit verbundenen

Schwierigkeiten lassen sich umgehen, indem man stattdessen hybride k-Punkt-Sétze verwendet.
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Abb. 3.1: Auf der linken Seite ist der hybride k-Punkt-Satz mit der Bezeichnung 8:3:21.333 fiir eine zweidimen-
sionale Brillouin-Zone dargestellt. Die leeren schwarzen Kreise symbolisieren die k-Punkte des groben Gitters,
wéahrend die dicht liegenden k-Punkte des inneren Bereichs durch rot gefiillte Kreise repréasentiert werden. Die
rechte Bildhalfte zeigt schematisch die Lokalisation der Exzitonen-Wellenfunktion eines Wannier-Mott-Exzitons
in der Brillouin-Zone anhand ihres Betragsquadrats |44 (k)|? fiir den niedrigsten gebundenen Zustand A = 1s.

Die in dieser Arbeit zum Einsatz kommenden hybriden k-Punkt-Sétze sind nach der folgenden
Vorschrift konstruiert: Zunéchst wird die gesamte BZ mit einem vergleichsweise groben Gitter
mit N Monkhorst-Pack-Punkten [132] in jeder Richtung ausgefiillt. Im néchsten Schritt wird
ein durch Monkhorst-Pack-Punkte begrenzter Bereich der Kantenlinge N, ,‘;Enter /N,g;‘ter (relativ
zur Gesamtkantenldnge der BZ) im Zentrum der Brillouin-Zone ausgeschnitten und mit einem
dichteren k-Punkt-Satz abgetastet, welcher so konstruiert ist, dass die Randpunkte der inneren
Zone jeweils von einem k-Punkt erfasst werden. Diese Prozedur gewahrleistet, dass die von den
k-Punkten représentierten Volumina Vi die Form disjunkter Parallelepipede annehmen, welche
die BZ vollstiandig iiberdecken. Dariiber hinaus wird durch diese Forderung sichergestellt, dass
auch in einem sehr grofen k-Punkt-Satz maximal neun verschiedene Vi auftauchen, fiir die die
Singularitétskorrektur geméf Gl. (3.54) bestimmt werden muss. Abschlieflend werden die k-
Punkte, die auf dem Rand der inneren Zone liegen, innerhalb der ihnen zugeordneten Volumina
zentriert. Fiir ein derart konstruiertes hybrides k-Punkt-Gitter soll die folgende Nomenklatur
eingefiihrt werden: N"e": Nperter: N ,i;ner’eﬁ. Hierbei bezeichnet N ,i;;ner’eﬁ die Zahl von k-Punkten
pro Richtung, die man brauchte, um die gesamte BZ mit derselben Dichte wie den inneren Bereich
abzutasten.?"

FEin Nachteil der hier vorgestellten k-Punkt-Sétze besteht darin, dass die Konvergenz nun bzgl.
aller drei KenngréRen N™e*, N und N ,i;ner’eﬂ untersucht werden muss.?! Dariiber hinaus ist
fiir die Berechnung des Matrixelements von W im Prinzip die Kenntnis der inversen dielektrischen
Funktion fiir alle im hybriden k-Punkt-Satz auftretenden Differenzen q = k — k’ nétig. Dies sind
i.A. sehr viel mehr g-Vektoren als bei einem homogenen Sampling der BZ. Fiir die vorliegende
Arbeit ist das aber ohne Belang, da hier stets die dielektrische Modellfunktion nach Bechstedt

et al. [133, 134], welche nur von |k — k’| abhéngt, bzw. eine Abschirmkonstante verwendet wird.

20 Es ist moglich, durch Schachtelung mehrerer hybrider k-Punkt-Sitze die im Zentrum der Brillouin-Zone er-
reichbare Sampling-Dichte weiter zu erhéhen.

21 Um die Darstellung zu vereinfachen, wird hier davon ausgegangen, dass die Zahl der k-Punkte entlang der
drei Achsen des reziproken Gitters jeweils gleich ist. Fiir Systeme, bei denen dies nicht der Fall ist, sind zur
vollstéandigen Beschreibung des k-Punkt-Satzes neun Parameter notig.
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Abb. 3.2: Quasiteilchen-Bandstruktur von MgO. Die
roten Punkte verkorpern die mit dem HSE03+GoWo-
Ansatz  berechneten  Quasiteilchen-Energien.  Die
schwarzen Linien zeigen die GGA-Bandstruktur mit
einem scissors shift von A = 2.98 eV. Die Dispersion
1 der Quasiteilchen-Bénder wird im Rahmen der GGA
-10 X I T W bereits sehr gut approximiert.

— GGA+A
e HSEO03+GoWyh

=
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3.4.4 Beispiel: Wannier-Mott-Exziton in MgO

Die in dieser Arbeit entwickelten Techniken konnten erfolgreich zur Untersuchung des Wannier-
Mott-Modells im reziproken Raum [209] sowie zur Berechnung der gebundenen Exzitonen in
MgO, ZnO und InN [209, 212, 213] und der optischen Absorptionsspektren von MgO, ZnO und
CdO [214] angewendet werden. Exemplarisch seien die Ergebnisse fiir das Wannier-Mott-Exziton
in MgO kurz dargestellt. Die Rechnungen hierzu wurden von Frank Fuchs zur gemeinsamen
Diskussion in Ref. [209] beigesteuert.

Bei MgO handelt es sich um einen in der Steinsalz-Struktur kristallisierenden Isolator, dessen
fundamentale Bandliicke experimentell zu 7.8 eV [135, 136] bestimmt wurde. Die den im Folgen-
den diskutierten Rechnungen zugrunde liegende Gitterkonstante betriigt 4.254 A [137] und wurde
im Rahmen der DFT in der GGA ermittelt.?? Abbildung 3.2 zeigt die unter Verwendung des
HSEO03+GoWy-Ansatzes berechnete Bandstruktur des Materials.?? Die am I'-Punkt lokalisierte
direkte Bandliicke ergibt sich dabei in guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten zu
7.5 eV. Das Valenzbandmaximum (VBM), welches von dem O-Atom zuzuordnenden Zustédnden
dominiert wird, ist dreifach entartet. Es wird von zwei vergleichsweise flachen Béndern sowie
einem Band mit geringerer effektiver Masse gebildet, welche allesamt p-Symmetrie aufweisen.
Das stark dispersive s-artige Leitungsbandminimum (CBM) setzt sich hingegen gleichermafien
aus Mg- und O-Zustédnden zusammen.

Leider ist es mit den heutigen rechentechnischen Gegebenheiten nicht méglich, die Quasiteil-
chen-Energien mit Hilfe der HSE03+GyWy-Methode an einer so hohen Zahl von k-Punkten zu
berechnen, wie sie zur Untersuchung der gebundenen Exzitonen vonnoten ist. Deshalb ist es er-
forderlich, eine numerisch weniger aufwendige Methode zu finden, mit der sich eine vergleichbar
gute Beschreibung der Quasiteilchen-Zusténde erreichen ldsst. Im Fall von MgO, also einem Ma-
terial ohne besetzte d-Orbitale, liefert schon die GGA eine Bandstruktur, deren Banddispersionen
mit den ausgefeilteren HSE03+GoWy-Resultaten sehr gut iibereinstimmen. Allerdings wird im
Rahmen der GGA das fundamentale Gap drastisch unterschitzt (E; = 4.5 eV), was auch durch

22 Die Details der numerischen Implementierung werden in Anhang A.3.1 dargelegt. Eine Auflistung simtlicher
Konvergenzparameter findet sich in Anhang A.3.2.

% Detaillierte Ausfiihrungen zur Giite dieser Methode finden sich in den Refn. [55, 96]. Sie wird aukerdem in
Kap. 4 und Kap. 6.2 fiir eine Reihe von Materialien mit teilbesetzten d-Schalen evaluiert.
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eine darauf aufbauende GoWy-Rechnung (£, = 6.8 eV) nicht vollstandig korrigiert werden kann.
Wie Abb. 3.2 zeigt, lisst sich jedoch durch einen einfachen scissors shift?* der in GGA berech-
neten Leitungsbéinder um A = 2.98 €V eine sehr gute Ubereinstimmung mit den HSE03+GoW)-
Quasiteilchen-Energien erzielen.?® Da im Folgenden im Wesentlichen Bindungsenergien studiert
werden, ist die exakte Grofe der Bandliicke ohnehin von untergeordneter Bedeutung.

Die in den Exzitonen-Hamilton-Operator?% einfliekenden Matrixelemente von W werden unter
Zuhilfenahme des in Ref. [133] erlduterten Modells der dielektrischen Funktion berechnet, welches
von der Elektronendichte im System sowie der statischen elektronischen dielektrischen Konstante
£c0 abhéngt. Der in GGA fiir die dielektrische Konstante ermittelte Wert von 3.16 [137] befindet
sich in sehr guter Ubereinstimmung mit dem Experiment (e, = 2.94 [138]). Fiir die Berechnung
der exzitonischen Matrix wird hier der Wert £, = 3.0 verwendet. Um die Dimension der exzito-

nischen Matrix zu begrenzen, erweist sich die Einfiihrung einer Cutoff-Energie EBSF

e fiir die zum

Eigenwertproblem beitragenden Paar-Zusténde als notwendig (siehe Anhang A.3.1).

Infolge der dreifachen Entartung des VBMs ist in MgO mit der Ausbildung von drei Wannier-
Mott-artigen Exzitonen (im Folgenden als A, B und C bezeichnet) zu rechnen. Abbildung 3.3
zeigt die Konvergenz fiir die 1s-Zustédnde dieser Exzitonen in Abhéngigkeit von der BSE-Cutoff-
Energie sowie vom k-Punkt-Sampling. Fiir ein reines Wannier-Mott-Exziton ist die Bindungs-
energie proportional zu (EZ5E — E,) =1 [209]. Das kleine Bild in Abb. 3.3 zeigt jedoch, dass dies in
einem realen System wie MgO hochstens approximativ gilt. Fiir hinreichend hohe Cutoff-Energi-
en weist die Kurve jedoch ein Sattigungsverhalten auf, was auf eine gute Konvergenz bzgl. dieses

Parameters hinweist. Bei einem Cutoff von 13 ¢V, also (EESF — E,)~1=0.117 eV~1 betrigt der

cut

24 Bei einem scissors shift handelt es sich um eine Verschiebung der Leitungsbénder um einen festen Betrag zu
hoheren Energien. Dies kann als einfachste denkbare Ndherung fiir die Quasiteilchen-Korrekturen verstanden
werden. Nicht beriicksichtigt wird dabei jedoch eine eventuelle k-Dispersion der Matrixelemente der Selbst-
energie sowie die Tatsache, dass die Quasiteilchen-Korrekturen i.A. fiir die héheren Leitungsbinder grofer
ausfallen. Die wichtigsten Beitrige zum exzitonischen Eigenwertproblem kommen jedoch im hier interessie-
renden Fall aus einem kleinen Bereich der Brillouin-Zone und den das Gap begrenzenden Bandern, sodass die
Anwendung des scissors-Operators gerechtfertigt erscheint.

Dariiber hinaus gehen natiirlich auch die Quasiteilchen-Wellenfunktionen in die Berechnung des exzitonischen
Hamilton-Operators ein. Eine quantitative Aussage iiber deren Giite zu gewinnen, ist jedoch schwierig bis
unmoglich. Dies ist nicht zuletzt der Tatsache geschuldet, dass die einzelne Wellenfunktion keine physikalische
Observable darstellt.

26 Alle Ergebnisse in diesem Abschnitt wurden unter Verwendung der Tamm-Dancoff-N&herung berechnet.

25
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zu erwartende Fehler in der Bindungsenergie weniger als 10 meV.

Als wesentlich interessanter erweist sich der ebenfalls in Abb. 3.3 dargestellte Einfluss des k-
Punkt-Samplings auf die Bindungsenergie. Bei geringen Sampling-Dichten beobachtet man, dass
zwar das A- und das B-Exziton nahezu entartet sind, das C-Exziton jedoch infolge der geringeren
Masse des dritten Valenzbandes eine deutlich kleinere Bindungsenergie besitzt. Mit zunehmender
Konvergenz verschwindet dieser Effekt und alle drei Exzitonen sind energetisch quasi entartet,
wie es aufgrund der Symmetrie der beitragenden Bénder zu erwarten ist. Im Wannier-Mott-
Modell findet man einen linearen Zusammenhang zwischen dem Abstand zweier benachbarter k-
Punkte und der Bindungsenergie Ep des Exzitons [209]. Fiir sehr hohe k-Punkt-Dichten kann
ein analoges Verhalten auch in MgO beobachtet werden (siehe Abb. 3.3). Um in den Bereich der
linearen Abhéngigkeit vorzustoften, ist jedoch ein sehr feines Abtasten der BZ notwendig, wie
es sich mit reguldren k-Punkt-Satzen nicht mit vertretbarem Rechenaufwand erreichen lasst. An
diesem Punkt kommen die Vorteile der in Abschnitt 3.4.3 erlduterten hybriden k-Punkt-Sétze
voll zum Tragen.

Durch lineare Extrapolation auf verschwindenden k-Punkt-Abstand erhédlt man eine gemittelte
Bindungsenergie fiir das A-, B- und C-Exziton von Ep = 429 meV.?” Eine Abschiitzung mit Hil-
fe des Wannier-Mott-Modells liefert in guter Ubereinstimmung mit diesem Ergebnis einen Wert
von 460 meV.?® Beide Resultate sind jedoch deutlich gréfer als die bekannten experimentellen
Werte von 80 meV [135] bzw. 145 meV [136]. Als mogliche Ursache hierfiir ist zu nennen, dass
die experimentell beobachtete Exzitonen-Bindungsenergie in derselben Gréfenordnung wie die
longitudinale optische Phononen-Frequenz des Materials wr,o = 89 meV [138] liegt. Die Energie-
bereiche der Gitterschwingungen und der elektronischen Anregungen sind also hier nicht mehr
entkoppelt, sodass die Gitterpolarisierbarkeit partiell zur Abschirmung beitrdgt. Einen Hinweis
darauf gibt die Tatsache, dass die statische dielektrische Konstante s = 9.83 [138] sehr viel gro-
Ber als 4 ist. Nimmt man einen Effektivwert von g = 6.0 fiir die Abschirmung der Elektron-
Loch-Wechselwirkung an [140], so reduziert sich die Exzitonen-Bindungsenergie auf 100 meV.
Eine abschlieRende Kliarung der Ursache fiir die Uberschitzung der Bindungsenergie bedarf je-
doch weitergehender Untersuchungen. Fiir weitere Erlauterungen, insbesondere zu den hoheren

gebundenen Zustdnden der Wannier-Mott-artigen Exzitonen, sei auf Ref. [209] verwiesen.

2T Aus fritheren Studien [8, 139], die die Berechnung der gesamten dielektrischen Funktion zum Ziel haben,
konnen deutlich geringere Werte fiir die Bindungsenergien abgelesen werden. Dies ist jedoch auf ein fiir die
Beschreibung der gebundenen Zusténde zu geringes k-Punkt-Sampling zuriickzufiihren. Insbesondere die Auf-
spaltung des Exzitonen-Peaks, welche bei dem in Ref. [8] verwendeten Satz von 10 x 10 x 10 k-Punkten nach
Abb. 3.3 ca. 90 meV betragen sollte, ist wahrscheinlich auf diesen Effekt zuriickzufiihren. Es konnte gezeigt
werden [214], dass eine solche Aufspaltung in der Tat kiinstlich ist.

%8 Die in das Wannier-Mott-Modell eingehenden effektiven Massen der beitragenden Binder m&® = 0.37my,
mffi = mf)fo = 2.26 mo und mffz = 0.44 mo wurden anhand der HSEO3-Bandstruktur bestimmt, wobei iiber
die Massen der drei mit der Ausbildung von A-, B- und C-Exziton verbundenen Valenzbénder gemittelt wurde.



4 Elektronische Struktur der Ubergangsmetalloxide
MnQO, FeO, CoO und NiO

Failure is simply the opportunity to
begin again, this time more intelligently.

Henry Ford

Die Ubergangsmetalloxide (TMO von transition-metal oxide) MnO, FeO, CoO und NiO bilden
eine Gruppe von Verbindungen, welche aufgrund der chemischen Ahnlichkeit ihrer Kationen
vergleichbare strukturelle, magnetische und elektronische Eigenschaften aufweisen. Charakteris-
tisches Merkmal dieser Oxide und gleichzeitig grofite Schwierigkeit fiir die korrekte theoretische
Beschreibung sind die teilbesetzten 3d-Schalen der Kationen. Alle vier Substanzen besitzen in-
folge des Auftretens ungepaarter Elektronen eine paramagnetische Hochtemperaturphase und
gehen unterhalb ihrer jeweiligen Néel-Temperatur (siehe Tab. 4.1) in den antiferromagnetischen
Zustand {iber. Trotz der nur teilweise gefiillten 3d-Orbitale sind sie sowohl in der antiferromagne-
tischen als auch der paramagnetischen Phase Isolatoren [141, 142|. Die theoretische Erklarung
des isolierenden Verhaltens sowie die korrekte Vorhersage der gemessenen Bandliicken und Pho-
toemissionsspektren stellen eine besondere Herausforderung an die Festkorpertheorie dar, da
die unterschiedlich stark lokalisierten d- und sp-Zusténde gleichermafien gut beschrieben werden
miissen. Infolgedessen sind diese Materialien im Laufe der letzten Jahrzehnte zu prototypischen
Testsystemen fiir neue Methoden zur Bestimmung der Elektronenstruktur von Festkorpern avan-
ciert.

In diesem Kapitel soll einerseits ein Beitrag zur Klarung der elektronischen Eigenschaften der
TMOs geliefert werden, andererseits bildet das Verstédndnis des Einteilchen-Anregungsspektrums
natiirlich die grundlegende Voraussetzung zur Untersuchung der optischen Absorptionseigen-
schaften, welche in Kap. 5 folgt. Wesentliche Teile der in Abschnitt 4.2 dargelegten Ergebnisse
wurden in Ref. [215] veroffentlicht.

4.1 Kristallstruktur und magnetische Ordnung

In der paramagnetischen Hochtemperaturphase kristallisieren die vier hier untersuchten Uber-
gangsmetalloxide in der Steinsalz-Struktur. Einzig FeO tritt unter Normalbedingungen in der
nichtstchiometrischen Wiistit-Struktur Fe,O (v < 1) mit Fe-Defizit auf.! Bei Unterschreiten

! Die wechselnde Zusammensetzung erschwert den Vergleich der fiir die stochiometrische Verbindung FeO ge-
wonnenen theoretischen Resultate mit den experimentellen Messwerten fiir Fe;O, da eine Extrapolation auf
x = 1 nicht immer mdglich ist.

o7
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MnO FeO CoO NiO

Néel-Temperatur (Exp.) [K] 118 198 292 523
Gitterkonstante (GGA) [A] 8.87 8.526 8.390 8.377
Gitterkonstante (Exp.) [A] 8.863 8.666 8.499 8.341
rhomb. Verzerrung (GGA) [°] +1.74 —6.15 —6.01 +0.33

rhomb. Verzerrung (Exp.) |°] +0.60 <0 tetrag. +0.08

Tab. 4.1: Strukturparameter der Ubergangsmetalloxide. Die experimentellen Werte fiir die Gitterparameter
entstammen den Refn. [144-147]. Fiir die leicht tetragonal (tetrag.) verzerrte Elementarzelle von CoO ist die
Gitterkonstante einer gleich grofen kubischen Zelle angegeben. Die rhomboedrischen (rhomb.) Verzerrungswinkel
entsprechen den Differenzen der Winkel zwischen zwei Basisvektoren der relaxierten und der kubischen konven-
tionellen Elementarzelle. Die Néel-Temperaturen sind Ref. [148] entnommen.

der jeweiligen Néel-Temperatur kommt es zur Ausbildung der antiferromagnetischen Ordnung
AFII [143] (siehe Abb. 4.1). Diese ist dadurch gekennzeichnet, dass sich die effektiven atomaren
Spinmomente der Kationen innerhalb der (111)-Ebenen der kubischen Elementarzelle des Kris-
talls parallel anordnen, zwei benachbarte Ebenen jedoch umgekehrte Spinrichtungen aufweisen.
Die magnetische Elementarzelle ist infolgedessen doppelt so grof wie die chemische.

Der magnetische Phaseniibergang fiithrt aufferdem zu einer
rhomboedrischen Verzerrung der kubischen Elementarzel-
le entlang der [111]-Richtung. Im Fall von MnO und NiO
entspricht diese einer Stauchung: Die entgegengesetzt po-
larisierten ferromagnetischen Schichten nédhern sich einan-
der an. Fiir FeO wird dagegen eine Streckung beobachtet.

Bei CoO ist der rhomboedrischen Verzerrung eine weit

stirkere tetragonale tiberlagert [144]. Die experimentellen
Abb. 4.1: Antiferromagnetische Ordnung
AFII. Die grofien Kugeln représentieren
die Metallatome mit aufwérts (rot) bzw. Tab. 4.1 aufge]istet.

abwirts (blau) gerichtetem Spin. O-Atome . . .
werden durch Kleine schwarze Kugeln dar- Die im Rahmen der GGA ermittelten Gitterkonstanten

gestellt. (siehe Tab. 4.1) stimmen fiir MnO und NiO sehr gut mit
den experimentellen Resultaten iiberein. Auch bei CoO und FeO liegt die Abweichung unter 2 %,

Gitterparameter der antiferromagnetischen Phase sind in

jedoch zeigt sich eine fiir die GGA untypische Unterschiitzung der gemessenen Werte.? Grokere
Abweichungen treten bei den rhomboedrischen Verzerrungswinkeln auf, deren Richtung zwar fiir
MnO, NiO und FeO richtig vorhergesagt, deren Betrag allerdings (besonders im Fall von FeO)
deutlich tiberschétzt wird. Statt der dominierenden tetragonalen Verzerrung in CoO ergibt sich
eine starke Streckung in [111]-Richtung. Als wesentlicher Grund fiir die inkorrekten Vorhersagen
flir CoO und FeO ist die mangelhafte Beschreibung der Elektronenstruktur dieser Oxide in
der GGA zu nennen, welche anstelle eines Isolators metallisches Verhalten prognostiziert (vgl.
Kap. 4.2.1). Die erhaltene Ladungsdichteverteilung spiegelt somit nicht die realen Gegebenheiten
wider, was sich natiirlich auch auf die berechneten Strukturparameter auswirkt.

In seiner von der Autorin betreuten Diplomarbeit [149] hat Andreas Schron u.a. die relative

energetische Ordnung von MnO in der Steinsalz- sowie der Zinkblende- und Wurtzit-Struktur

2 Fiir die meisten Volumenhalbleiter liefern LDA-Rechnungen Gitterkonstanten, die leicht (bis zu 2 %) unter
den experimentellen Werten liegen, wihrend die GGA die Bindungsldngen um bis zu 1 % tiberschatzt [97].



4.2 Elektronische Anregungen 59

untersucht.? Dabei wurden die Gesamtenergien fiir die in Ref. [150] vorgeschlagenen magnetischen
Ordnungen, welche sich jeweils durch ihre Niichste- und Ubernichste-Nachbarn-Konfigurationen
unterscheiden, ermittelt. In Ubereinstimmung mit fritheren Resultaten [206, 151] ergibt sich auch
unter Einbeziehung der groferen Anzahl magnetischer Konfigurationen die Ordnung AFII als die
innerhalb der Steinsalz-Struktur giinstigste, was sich gut anhand des Super-Austausch-Modells
begriinden lisst [152, 153]. Uberraschenderweise und im Widerspruch zum experimentellen Be-
fund ist die Wurtzit-Struktur (und auch die Zinkblende-Struktur) im Rahmen der GGA gegen-
iiber der Steinsalz-Struktur energetisch bevorzugt. Dasselbe Ergebnis erhélt man bei Verwen-
dung des HSE03- und des Hartree-Fock-Funktionals, wobei der energetische Abstand zwischen
den Strukturen allerdings kleiner ist als in der GGA. Lediglich mit Hilfe der GGA+U-Methode
und eines vergleichsweise grofsen Wertes von U 2 4 eV kann eine Umkehrung der energetischen
Reihenfolge von Steinsalz- und Wurtzit-Struktur erreicht werden. Da selbst die alle Austausch-
Effekte enthaltende Hartree-Fock-Rechnung die energetische Ordnung der GGA bestétigt, liegt
die Schlussfolgerung nahe, dass eine ungeniigende Beschreibung der Korrelationsanteile in der
GGA und im HSEO3-Funktional die Ursache fiir dieses Verhalten ist.

Unter der Mafsgabe dieser Befunde erscheint es ratsam, fiir die Untersuchung der Anregungsei-
genschaften, auf denen in dieser Arbeit der Schwerpunkt liegt, die experimentellen Gitterkon-
stanten zu verwenden, wie sie in Tab. 4.1 aufgefiihrt sind. Die kleinen Abweichungen von der
idealen Steinsalz-Struktur werden im Weiteren vernachléssigt. Dadurch wird u.a. die Symmetrie-

Klassifikation der Zustande vereinfacht.?

4.2 Elektronische Anregungen

Wie bereits zu Beginn des Kapitels erwahnt, gestaltet sich die Berechnung der Elektronenstruktur
fiir die hier betrachteten Ubergangsmetalloxide besonders schwierig. Historisch gesehen wurden
sie als prototypische Mott-Hubbard-Isolatoren betrachtet.® Spéter zeigten genauere Untersu-
chungen, dass die fundamentale Bandliicke nicht notwendig von besetzten und unbesetzten d-
Orbitalen aufgespannt wird, sondern dass auch die gefiillten O 2p-Zustdnde bzw. die leeren 4s-
Zusténde der Kationen in der Ndhe des VBMs bzw. CBMs liegen. Die hier studierten Oxide
konnen deshalb im Zaanen-Sawatzky-Allen-Phasendiagramm [155] in den intermediéren Bereich

zwischen Mott-Hubbard- und Ladungstransfer-Isolatoren eingeordnet werden.%

3 Wichtig ist die Untersuchung von MnO in der Wurtzit-Struktur, welche wie auch die Zinkblende-Struktur
unter natiirlichen Bedingungen nicht vorkommt, vor allem in Zusammenhang mit der Legierungsbildung von
MnO mit Stoffen wie ZnO, die unter Normalbedingungen in der Wurtzit-Struktur kristallisieren.

4 Dariiber hinaus konnte fiir CoO ein grofer Einfluss der stark iiberschétzten rhomboedrischen Verzerrung auf
die relative energetische Anordnung der Zustdnde in der Bandstruktur und insbesondere auf die Bandliicke
festgestellt werden. Ursache hierfiir sind die verschiedenen Volumendeformationspotentiale der sp- und d-
Zustinde. Im Gegensatz zu den sp-Bindern werden die stark lokalisierten d-Orbitale von Anderungen der
Gitterkonstante kaum beeinflusst, sodass es zu Umordnungen in der Bandstruktur kommt.

® Der Begriff des Mott-Isolators ist dabei in der Literatur nicht eindeutig fixiert. Brandow [154] listet drei kon-
kurrierende Definitionen auf: (i) Systeme, bei denen die ,,konventionelle“ Bloch’sche Bandstrukturtheorie, nach
der teilbesetzte Bander zu metallischem Verhalten fithren, versagt; (ii) Systeme, bei denen die Gap-Bildung
durch einen intraatomaren Wechselwirkungsparameter U nach dem Hubbard-Modell [99-101] charakterisiert
werden kann; (iii) Systeme, die sich verhalten wie NiO.

6 Nach anderen Abschitzungen der Wechselwirkungsparameter sind sie sogar als Ladungstransfer-Isolatoren zu
betrachten [156].



60 4 Elektronische Struktur der Ubergangsmetalloxide MnO, FeO, CoO und NiO

Mitunter werden die Ubergangsmetalloxide auch den sogenannten ,,stark korrelierten* Systemen
zugerechnet. Aus der Perspektive der Vielteilchen-Stérungstheorie bezeichnet starke Korrelation
das Versagen des Quasiteilchen-Bildes: Es kommt nicht mehr zur Ausbildung langlebiger teil-
chenartiger Anregungen, stattdessen machen die Satellitenstrukturen den {iberwiegenden Teil
des spektralen Gewichts aus (siehe Kap. 2.4.2). Wie in den folgenden Abschnitten gezeigt wird,
konnen die untersuchten Oxide in diesem Sinne nicht als stark korreliert bezeichnet werden, da
sich ihre Photoemissionsspektren durchaus mit Hilfe des Quasiteilchen-Konzepts erklaren lassen.
Geméf anderen, eher praktisch motivierten Definitionen wird starke Elektronenkorrelation mit
dem Versagen des (LDA/GGA+)GW-Ansatzes (siehe z.B. Ref. [108]) oder der Notwendigkeit zur
Berticksichtigung starker intraatomarer Wechselwirkungsbeitrége (etwa im Sinne des Hubbard-
Parameters U) gleichgesetzt (siehe z.B. Ref. [157]). Nach dieser — in der vorliegenden Arbeit nicht
unterstiitzten — Sichtweise lieften sich die hier behandelten Systeme durchaus als stark korreliert

bezeichnen.

4.2.1 Quasiteilchen-Anregungen in der GW-Approximation
Wahl des GW-Startpunktes

Terakura et al. [158, 159] konnten zeigen, dass es moglich ist, mit Hilfe der DFT in der LDA
eine endliche Bandliicke fiir die antiferromagnetische Ordnung AFII von MnO und NiO zu erhal-
ten. Die Ursache hierfiir liegt darin begriindet, dass das Gap bei MnO zwischen den durch die
Austausch-Aufspaltung energetisch getrennten up- und down-d-Orbitalen liegt. Im Fall von NiO
fallt das Gap dagegen in die Liicke zwischen den durch die Kristallfeldaufspaltung separierten
tag- und ey-Zustdnden des Minoritétsspinkanals. Bei CoO und FeO fiihrt der lokale Ansatz zur
Behandlung von XC allerdings auf ein Metall, da hier das Fermi-Niveau innerhalb der teilweise
besetzten to,-Bénder des Minoritdtsspinkanals liegt. Im Vergleich zu den experimentellen Werten
(siche Tab. 4.4) sind die erhaltenen Bandliicken fiir MnO und NiO jedoch um eine Gréfsenord-
nung zu klein. Dieser Befund &ndert sich auch dann nicht qualitativ, wenn man anstelle der LDA
die semilokale GGA verwendet (siche z.B. Ref. [160] und Tab. 4.4).

Die Standardmethode zur Bestimmung von Quasiteilchen-Anregungsenergien basiert auf der
storungstheoretischen Losung der Quasiteilchen-Gleichung (2.74) ausgehend von den KS-Eigen-
werten und -Wellenfunktionen in LDA oder GGA (siche auch Kap. 2.4.3). Dieser sogenannte
LDA/GGA+GyWy-Ansatz hat sich insbesondere fiir sp-Halbleiter als ausgesprochen erfolgreich
erwiesen, wobei lediglich eine leichte Tendenz zur Gap-Unterschidtzung beobachtet wird [54].
Anders verhélt es sich bei den hier untersuchten Materialien MnO und NiO, wo auch eine Be-
riicksichtigung von GW-Korrekturen auf bei weitem zu kleine Bandliicken fiihrt (siehe Tab. 4.4).7
Als Grund hierfiir ist die starke Unterschdtzung der Bandliicken in der GGA zu nennen, durch
die der storungstheoretische Ansatz seine Giiltigkeit verliert. So betragen die GW-Korrekturen
fiir das Gap bis zu 80 % des Ausgangswertes und liegen somit weit jenseits des fiir die Storungs-

theorie als sinnvoll zu erachtenden Bereichs.

" Fiir CoO und FeO wurden aufbauend auf der GGA keine GW-Korrekturen berechnet, da die Elektronenstruk-
tur in der GGA nicht einmal qualitativ richtig beschrieben wird.
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GGA HSE03  GGA-+U Experiment

MnO 43 45 45 4.58 [145]

FeO 3.4 3.6 3.6 3.32 [147], 4.2 [161]

CoO 2.4 2.7 2.6 3.35 [162], 3.8 [147, 163], 3.98 [144]
NiO 1.3 1.6 1.5 1.90 [145, 147]

Tab. 4.2: Lokales magnetisches Moment der Ubergangsmetallatome in Einheiten von pup. Angegeben ist das
vom Spin verursachte Moment. Die experimentellen Vergleichswerte enthalten dariiber hinaus noch Beitréage, die
aus der Orbitalbewegung der Elektronen resultieren.

Das Versagen der GGA+GoWjy-Methode kann nun aber nicht einfach mit der Ungiiltigkeit der
Quasiteilchen-Theorie an sich gleichgesetzt werden. Es ist vielmehr der unangemessenen Wahl
des Startpunktes fiir die storungstheoretische Losung der Quasiteilchen-Gleichung geschuldet.
Der Ansatz kann verbessert werden, in dem anstelle der GGA das gKS-Funktional HSE03 (siehe
Kap. 2.6.3) verwendet wird [55, 96]. Das nichtlokale Hybridfunktional HSE03 beriicksichtigt einen
statisch abgeschirmten Austausch-Anteil dhnlich dem, der in der GW-Selbstenergie enthalten
ist.® Deshalb ergeben sich im Vergleich zur GGA grofere Bandliicken. Ein wesentlicher Beitrag
zur Selbstenergie wird also schon in die selbstkonsistente Losung der zugehorigen gKS-Gleichung

einbezogen.”

Lokales magnetisches Moment und Lokalisation der Zustidnde

Dariiber hinaus kann bei Verwendung des HSEO3-Funktionals ein weiterer Nachteil der (se-
mi)lokalen Ansétze behoben werden. LDA und GGA eignen sich sehr gut zur Beschreibung der
Grundzustandseigenschaften von sp-Halbleitern mit rdumlich vergleichsweise schwach variieren-
der Ladungsdichte, weisen jedoch Defizite bei der Beschreibung stark lokalisierter Valenzelektro-
nen, wie der d-Zustinde im Fall der Ubergangsmetalloxide, auf. Insbesondere der Lokalisations-
grad der d-Orbitale wird unterschitzt, was zu signifikanten Anderungen der Wellenfunktionen,

welche in die Bestimmung der Quasiteilchen-Korrekturen einfliefsen, fithren kann.

Dies zeigt sich auch anhand integraler Gréfen, wie dem den Ubergangsmetallatomen zuzuord-
nenden lokalen magnetischen Moment. In Tab. 4.2 sind die in GGA erhaltenen Werte fiir das
magnetische Moment aufgefiihrt, welche sich in guter Ubereinstimmung mit fritheren Rechnungen
[160] befinden, die experimentellen Werte jedoch unterschitzen. Die Beriicksichtigung réaumlich
nichtlokaler Wechselwirkungsanteile im XC-Funktional HSEO3 resultiert in etwas gréfseren ma-
gnetischen Momenten, die ndher am experimentellen Befund liegen. Beim Vergleich mit gemesse-
nen Werten ist zu beachten, dass diese stets auch das (in den Rechnungen nicht beriicksichtigte)
durch den Bahndrehimpuls der Elektronen verursachte magnetische Moment einschliefsen, wel-

ches insbesondere bei CoO einen signifikanten Beitrag zur Gesamtmagnetisierung liefert.

8 In der GW-Selbstenergie liefert der abgeschirmte Austausch den Hauptbeitrag zur Offnung der Quasiteilchen-
Bandliicke.

% Einen weiteren Hinweis fiir den potentiellen Erfolg dieser Methode liefert die Tatsache, dass selbstkonsistente
GW-Schemata verniinftige Werte fiir die Bandliicken von MnO und NiO prognostizieren [56].
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GGA HSEO03 Experiment
€00 mik. mak. mik. mak.
MnO 8.6 8.4 4.1 4.0  4.95 [165]
FeO 4.5 4.4
CoO 4.4 4.3 5.3 [166]

NiO 255 253 47 45 5.7 [166, 167]

Tab. 4.3: Elektronische statische dielektrische Konstante £ . Die angegebenen Werte wurden mit (mak.) und
ohne (mik.) Beriicksichtigung von Lokalfeldkorrekturen berechnet.

Dielektrische Konstanten und fundamentale Bandliicken

Die mittels des gKS-Schemas HSE(03 bestimmten Bandliicken sind in Tab. 4.4 aufgelistet. Im
Gegensatz zur GGA wird, in Ubereinstimmung mit dem Experiment, auch fiir CoO und FeO
isolierendes Verhalten vorhergesagt. Verglichen mit den GGA-Resultaten sind die mit Hilfe des
HSEO03-Funktionals berechneten Bandliicken deutlich gréfer und liegen bereits in derselben Gro-
fenordnung wie die experimentell bestimmten Gaps.!? Somit kann die HSE03-Bandstruktur als
vielversprechender Ausgangspunkt fiir die storungstheoretische Berechnung von Quasiteilchen-
Korrekturen betrachtet werden.

Wesentlich fiir die Ausbildung von Quasiteilchen in einem Vielelektronen-System ist die Renor-
mierung der Wechselwirkung durch die wellenvektor- und frequenzabhéngige inverse dielektrische
Funktion. Als Mafs fiir die Starke der Abschirmung des Coulomb-Potentials kann die mikrosko-
pische statische elektronische dielektrische Konstante betrachtet werden. In Tab. 4.3 sind die
mit dem GGA- und dem HSEO3-Funktional in RPA berechneten Werte der dielektrischen Kon-
stanten angegeben. Um den Vergleich mit experimentellen Daten zu ermdglichen, werden die
durch Inversion der mikroskopischen dielektrischen Funktion und Anwendung der Adler-Wiser-
Beziehung (2.58) bestimmten makroskopischen Konstanten, welche auch Lokalfeldeffekte bertick-
sichtigen (siehe Kap. 2.3.4), ebenfalls aufgefiihrt. Generell ist zu beobachten, dass der Unterschied
zwischen den mikroskopischen und makroskopischen Konstanten fiir die hier untersuchten Mate-
rialien sehr klein ist — ein Effekt, der sich bei der Berechnung des optischen Absorptionsspektrums
bestétigt (siehe Ref. [207] und Abb. 5.3). Typischerweise stimmen die GGA-Konstanten in RPA
fiir viele Halbleiter sehr gut mit den experimentellen Werten iiberein |54, 55|, was im Wesent-
lichen auf eine Fehlerkompensation durch die gleichzeitige Vernachlidssigung von Quasiteilchen-
Korrekturen und exzitonischen Effekten zuriickzufiihren ist. Bei den hier untersuchten Materia-
lien ist dies allerdings nicht der Fall: Infolge der extremen Unterschdtzung der Bandliicken in der
GGA liegen die Absorptionskanten bei viel zu niedrigen Energien, was zu grofe Werte fiir die
dielektrischen Konstanten nach sich zieht. Besonders deutlich ist dies bei NiO zu beobachten.
Im Vergleich zu den GGA-Resultaten sind die mit dem HSE03-Funktional berechneten dielektri-
schen Konstanten deutlich kleiner und stimmen gut mit dem Experiment iiberein, wobei sich, wie
auch bei gewohnlichen Halbleitern [55], eine leichte Tendenz zur Unterschitzung der gemessenen
Werte offenbart.

1% Die erhaltenen Werte stimmen gut mit anderen Rechnungen [164] iiberein.
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MnO FeO CoO NiO
Gap ind. dir. ind. dir. ind. dir. ind. dir.
GGA 0.7 1.1 0.0 0.0 0.6 0.8
GGA+GoW) 1.7 2.1 1.1 14
HSE03 2.6 3.2 2.1 2.2 3.2 4.0 4.1 4.5
HSE03+Go Wy 3.4 4.0 2.2 2.3 3.4 4.5 4.7 5.2
GGA+U+A 4.3 4.9 2.9 3.0 4.3 4.7 4.1 4.5
Exp. (Photoem.) 3.9+ 0.4 [168] 2.5 £0.3 [169] 4.3 [170]
Exp. (Leitf.) 3.8...4.2 [171] 3.6 +0.5 [172] 3.7 [173]
Exp. (opt. Abs.) 3.6...3.8 [174] 2.4 [175] 2.8 [176] 3.7 [177]
5.43 [178] 3.87 [178]

Tab. 4.4: Indirekte (ind.) und direkte (dir.) Bandliicken der Ubergangsmetalloxide. Die experimentellen Wer-
te entstammen Photoemissions- (Photoem.), Leitfahigkeits- (Leitf.) und optischen Absorptionsmessungen (opt.
Abs.). Alle Werte sind in eV angegeben.

Die Beriicksichtigung von Quasiteilchen-Korrekturen nach dem GoWy-Ansatz aufbauend auf der
HSE03-Bandstruktur fiihrt zu einer weiteren Offnung der Bandliicke (siehe Tab. 4.4). Im Prinzip
sollten die so berechneten indirekten Gaps mit den aus kombinierten XPS+BIS-Messungen (XPS
von X-ray photoemission spectroscopy und BIS von bremsstrahlung-isochromat spectroscopy) ge-
wonnenen experimentellen Resultaten iibereinstimmen. Die Ableitung von Gap-Werten aus den
Photoemissionsintensitéiten gestaltet sich jedoch bei den hier betrachteten Oxiden schwierig, da
die Zustandsdichte oberhalb der Leitungsbandkante nur sehr langsam anwachst. Dariiber hinaus
kénnen bei nichtmetallischen Proben infolge von Aufladungseffekten Probleme bei der relativen
Ausrichtung der XPS- und BIS-Spektren auftreten. Der Vergleich von Quasiteilchen-Gaps mit
den Ergebnissen optischer Absorptionsmessungen erfordert dagegen besondere Vorsicht bei der
Interpretation der experimentellen Daten im Hinblick auf eventuelle verbotene Ubergiinge im
Bereich der Absorptionskante [179] bzw. exzitonische Effekte.

Im Fall von MnO fiihren die Quasiteilchen-Korrekturen zu einer substantiellen Offnung der Band-
liicke um 0.8 eV, wodurch eine gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen von Photoemissions-,
Leitfahigkeits- und optischen Absorptionsmessungen erzielt werden kann (siche Tab. 4.4). Auch
bei NiO haben die GW-Korrekturen einen signifikanten Einfluss auf die Bandliicke. Der hier be-
rechnete Wert von 4.7 eV iiberschitzt das aus Photoemissionsdaten bestimmte Gap leicht.!! Fiir
FeO scheint bereits die selbstkonsistente Losung der gKS-Gleichung mit dem HSE(03-Funktional
eine sehr gute Approximation fiir das Quasiteilchen-Gap zu liefern, da die GW-Korrekturen mit
0.1 eV bemerkenswert klein ausfallen. Leider steht zum Vergleich mit experimentellen Daten nur
ein auf optischen Absorptionsmessungen basierender Wert der Bandliicke fiir die nichtstochiome-
trische Wiistit-Struktur zur Verfiigung. Nichtsdestotrotz stimmt dieser gut mit dem berechneten
Gap tiberein. Einzig im Fall von CoO ergibt sich kein klares Bild, da hier die verfiigharen Mess-

werte iiber einen grofsen Energiebereich streuen.

Y Faleev et al. [56] finden mit Hilfe der selbstkonsistenten QPSCGW-Methode (siehe Kap. 2.4.3) vergleichbare
Werte fiir die Bandliicken von MnO (3.5 ¢V) und NiO (4.8 eV).
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Abb. 4.2: Quasiteilchen-Bandstrukturen der Ubergangsmetalloxide MnO, FeO, CoO und NiO. Die roten Punkte
zeigen die Quasiteilchen-Energien, welche mit Hilfe des GoWy-Ansatzes aufbauend auf der HSE03-Bandstruktur
(schwarze Linien) berechnet wurden. Als Nullpunkt der Energieskala dient jeweils das VBM. Die Nomenklatur
der Hochsymmetriepunkte in der Brillouin-Zone folgt Ref. [151].

Quasiteilchen-Bandstrukturen

Abbildung 4.2 zeigt die geméf dem HSEOQ3- sowie dem HSE03+GoWy-Ansatz berechneten Band-
strukturen der untersuchten Ubergangsmetalloxide. Alle vier Materialien sind indirekte Halblei-
ter. Das CBM befindet sich jeweils am I'-Punkt und gehort zu einem relativ stark dispersiven
Band, welches am I'-Punkt s-symmetrisch ist. Es setzt sich aus Zustdnden zusammen, die ihren
Ursprung sowohl an den Ubergangsmetallkationen als auch an den O-Atomen haben. Energe-
tisch nur wenig oberhalb des CBMs liegen die nahezu dispersionslosen unbesetzten d-Zusténde
der Ubergangsmetallatome. Die Position des VBMs variiert von Material zu Material: Bei MnO
und NiO befindet es sich am T-Punkt, bei CoO dagegen am F-Punkt. Im Fall von FeO ist das
oberste besetzte Band praktisch dispersionsfrei. Im Valenzbandbereich ist eine starke Hybridisie-
rung der besetzten 3d-Zustéinde mit den dispersiven 2p-Béndern des Sauerstoffs zu beobachten.
Insbesondere wird anhand der Bandstrukturen deutlich, dass eine Klassifikation als Mott-Hub-
bard- oder Ladungstransfer-Isolator zu kurz greift, da in allen Féllen sowohl d-artige als auch

nicht d-artige Béander in die Gap-Bildung involviert sind.



4.2 Elektronische Anregungen

65

T T A T T T AR A T T A T T T AR A
»n — GGA R — HSEO03

§ - A :

gl AL 4 N s e A el 3 N A L TN

[ o GGA sp-Zustinde 1 F Mn 3d ] [ & HSE03 sp-Zusténde 1F ]
= [ ¢ GGA d-Zustéinde 1F e J a 1 = | 4 HSEO03 d-Zusténde 1 [Fe 3d ]

22 21 A HSEO03 sp-Zustinde T ] o 2 . TJ ]

— L i ] ] — L 1L ]

E i A HSEO03 d-Zusténde 0 2 ] ] E [ 02p 1 ]

S oo 1 1 <4 1F O32s Fe 3d ] ]

Zor ‘Mn 3d7 4 oo l N l 15

3 3 a o

= F 5 <or Tr )

a0 o o—%

(SN L ] C I A 1L ]
_’HH\%.H‘\HH\HHHH’HH\HH\HH’ R T S RN BTN RN EUTETIVES B SRR R B
25 20 -15  -10 -5 00 5 10 15 25 -20 -15  -10 -5 00 5 10 15

£sKs — Eppea [eV] Esks — Egs [eV] cexs — eneal [eV] £sKS — Eqis [eV]
(a) MnO (b) FeO
T T A T T T AR A I T T B S A SN IR A e
KQ — HSEO03 L2 — GGA
2 M e A—HSEOS
3 PN L L L LN LT 3 b AN ]
[ & HSE03 sp-Zustinde 1F ] [ o GGA sp-Zustinde ]

= | 4 HSEO03 d-Zustinde ][ Co3d ] = | * GGA d-Zusténde ]

I 10 7 2 21 » HSE03 sp-Zustinde % ]

5 | 0 2p 1t ] 5 [ 4 HSE03 d-Zustinde Ni 3d]

2L Co 3d | el 1 % ]
¢ 1 O2s ° 7l — ¢ 1 O2s .

5 [ s | adefes 1 5 r v

<0 M: 2 X 0

g, 0—=2= G 2 0 .

c 1r ] I ‘% 1L ]
S 1) AT N RN ENTEE I RSN BRI B R R B S T AT N RN ENUER I AN AU B R R R
—125 -20  -15  -10 -5 00 5 10 15 —125 -20  -15  -10 -5 00 5 10 15

EgKS — E§1§§1 [eV] €gKS — 5:;;:}](3%\1 [eV] EgKS — Eg}?y [eV] EgKSs — EgCI]?é\d [eV]
(c) CoO (d) NiO

Abb. 4.3: Quasiteilchen-Korrekturen in der GoWy-Néaherung aufbauend auf den (g)KS-Eigenwerten in GGA und
HSEO03 fiir die Oxide MnO, FeO, CoO und NiO. Kreise symbolisieren die QP-Korrekturen in Bezug auf die GGA
fiir Zustdnde mit mehr als 50 % sp-Anteil (hellgriin) bzw. iiberwiegendem d-Charakter (dunkelgriin). Dreiecke
reprisentieren die Korrekturen basierend auf dem HSE03-Funktional fiir Zustédnde mit tiber 50 % d-Beitréigen (rot)
bzw. dominierenden sp-Anteilen (gelb). Zur Orientierung sind in den oberen Bildteilen jeweils die mit Hilfe der
genannten (g)KS-Schemata berechneten Zustandsdichten dargestellt. Die Abszissenwerte im Valenzbandbereich
beziehen sich auf das VBM. Fiir den Leitungsbandbereich dient hingegen das CBM als Nullpunkt.

Quasiteilchen-Korrekturen

Um zu einem detaillierten Verstandnis des Einflusses des Startpunkts der GW-Rechnung auf die
Quasiteilchen-Bandstruktur zu gelangen, ist eine Analyse der Quasiteilchen-Korrekturen hilf-
reich. Dabei bietet es sich an, die stark lokalisierten d-artigen Zustédnde und die sp-Zusténde
getrennt voneinander zu betrachten.'? In Abb. 4.3 sind die Quasiteilchen-Korrekturen fiir die
vier Oxide und die beiden verwendeten GW-Startpunkte GGA und HSE03 dargestellt.

Dabei féllt zunéchst ins Auge, dass die energetisch tief liegenden O 2s-Zustédnde bei Verwendung
des GGA-Startpunkts durch die Quasiteilchen-Korrekturen um ca. 1 eV (MnO) bzw. 0.5 eV (NiO)
zu niedrigeren Energien verschoben werden, wihrend die GW-Korrekturen aufbauend auf einer

HSE03-Rechnung bei allen vier TMOs fast verschwinden. Somit liegt die Schlussfolgerung nahe,

12 Die Unterscheidung zwischen d-artigen und sp-Zusténden ist aufgrund der auftretenden Hybridisierungen nicht
streng moglich. Fiir die nachfolgende Diskussion werden Zusténde, deren Charakterprojektion mehr als 50 %
d-Anteil liefert, als d-artig, alle anderen als sp-artig eingestuft.
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dass der HSE03-Ansatz die stark gebundenen Zustéinde besser beschreibt.!3 Im oberen Valenz-
bandbereich, der von O 2p-Zustianden und den besetzten d-Zustédnden der Kationen dominiert
wird, beobachtet man eine leichte Reduktion der Quasiteilchen-Korrekturen fiir den Startpunkt
HSEO03 im Vergleich zur GGA. Insgesamt ist festzuhalten, dass der Einfluss der GW-Korrektu-
ren hier eher gering ausfillt. Im Leitungsbandbereich erfahren besonders die d-Zusténde relativ
grofte Verschiebungen zu héheren Energien, wihrend der Einfluss der GW-Korrekturen auf die
sp-Zustinde geringer ist. Dies hat zur Folge, dass sich die Bandliicke durch die Berticksichtigung
von Quasiteilchen-Korrekturen zwar nur wenig 6ffnet, jedoch signifikante Verschiebungen in der
von d-Zustinden dominierten Zustandsdichte auftreten. Als Fazit bleibt zu konstatieren, dass
die Quasiteilchen-Korrekturen der Ubergangsmetalloxide im Vergleich zu sp-Halbleitern, bei de-
nen sich die GW-Korrekturen oftmals mit Hilfe eines einfachen scissors shifts beschreiben lassen
(siche z.B. Ref. [96] und Abb. 3.2), eine komplexere Struktur aufweisen.

Photoemissionsspektren und Zustandsdichten

In Abb. 4.4 werden die Quasiteilchen-Zustandsdichten der Ubergangsmetalloxide mit den expe-
rimentellen XPS- und BIS-Spektren verglichen. Zusétzlich sind jeweils die partiellen Zustands-
dichten der d-Zustédnde gekennzeichnet. Da fiir die bei XPS-Experimenten verwendeten Photo-
nenenergien die Photoionisationsquerschnitte der d-Zusténde der Metallatome viel grofier sind
als die der O 2p-Orbitale, wird hauptséchlich die partielle Zustandsdichte Ersterer gemessen.
Im Fall von MnO stimmt die in HSE03+GoWj berechnete Zustandsdichte sehr gut mit den expe-
rimentellen Befunden iiberein. Insbesondere kénnen der dominante Peak im XPS-Spektrum sowie
die sich bei hoheren Energien anschliefende Schulter mit den besetzten to,- und ey-Zustdnden
identifiziert werden. Die breite Struktur im BIS-Spektrum zwischen 6 und 9 eV ist auf die lee-
ren d-Zustédnde mit to4- und ey -Symmetrie zuriickzufiihren. Im Vergleich zu den HSE03+GoW)o-
Resultaten weist die GGA+GoWy-DOS eine vergleichbare Peak-Struktur auf, allerdings wird die
Breite der Bandliicke deutlich unterschétzt.

Auch bei NiO reproduzieren die Quasiteilchen-Rechnungen die markante Doppel-Peak-Struktur
des XPS-Spektrums, welche ebenfalls von den d-Zustdnden der Kationen hervorgerufen wird. Der
einzige Peak in den BIS-Daten wird von den unbesetzten e ,-Orbitalen der Ni-Atome verursacht.
Waihrend dessen energetische Position in GGA+GoW, stark unterschétzt wird, liegt er in der
HSE03+GoWp-DOS im Vergleich zum Experiment ca. 1 €V zu hoch. Ein &hnliches Resultat
erhalten auch Faleev et al. [56] mit ihrem selbstkonsistenten Ansatz. Eine mogliche Ursache fiir
diese Abweichung konnte in der Vernachléssigung von Vertex-Korrekturen innerhalb der GWA
bestehen [58].

Wihrend die GGA bei der Vorhersage des Photoemissionsspektrums von CoO offensichtlich
vollig versagt, stimmen die HSE03+GoWjy-Resultate gut mit den nahezu strukturlosen XPS-
und BIS-Daten iiberein. Die partielle Zustandsdichte der d-Zusténde zeigt im Valenzbandbereich
denselben Intensititsabfall in Richtung kleinerer Energien wie das gemessene Spektrum. Die Po-

sition der breiten Struktur im Leitungsbandbereich kann wiederum den unbesetzten d-Zusténden

13 Ein #hnliches Verhalten wird auch fiir die stark gebundenen O 2s-Zustéinde in ZnO sowie die tief liegenden d-
Zustande in InN beobachtet [55, 96].
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Abb. 4.4: Zustandsdichten von MnO, FeO, CoO und NiO berechnet in den Néherungen GGA(+GoWp) (griin)
und HSE03+GoWy (rot). Zum Vergleich sind in den oberen Teilen der Bilder die experimentellen XPS+BIS-
Daten [168-170, 180] (ebenso wie die DOS in beliebigen Einheiten) dargestellt. Dariiber hinaus werden jeweils die
GGA+U-Zustandsdichten einschlieklich scissors shift A (blau) gezeigt (siche Tab. 4.5 fir die Werte von U und
A). Die Beitrige der partiellen DOS der d-Zusténde (diinne Linien) mit ¢24- (dunkel gefiillte Flachen) und eg-
Symmetrie (hell gefiillte Flachen) zu den Gesamtzustandsdichten (dicke Linien) sind besonders hervorgehoben.
Zum besseren Vergleich mit dem Experiment wurden die berechneten DOS mit einer Gauf-Kurve der vollen
Halbwertsbreite 0.6 eV gefaltet. Der Nullpunkt der Energieskala markiert das VBM.

zugeordnet werden. Van Elp et al. [169] bestimmen aus ihren (in Abb. 4.4(c) dargestellten) ge-
messenen Daten einen Wert von (2.5 £ 0.3) €V fiir die fundamentale Bandliicke, welcher deutlich
geringer ist als das HSE03+GoWy-Gap (siehe Tab. 4.4). Allerdings unterliegen die gemessenen
Kurven einer sehr grofen experimentellen Verbreiterung (1.0 eV fiir die XPS und 0.8 eV fiir die
BIS), sodass die Ableitung eines Zahlenwertes fiir die fundamentale Bandliicke aus diesen Daten

mit erheblichen Unsicherheiten verbunden ist.

Auch bei FeO koénnen die wesentlichen Strukturen des Rontgen-Photoemissionsspektrums anhand
der HSE03+GyWy-DOS verstanden werden. Die Schulter an der Valenzbandoberkante wird durch
den sehr flachen besetzten to,-Zustand des Minoritétsspinkanals hervorgerufen. Insgesamt weist
das stark verbreiterte gemessene Spektrum einen nahezu plateau-artigen Verlauf auf, der darauf

zuriickzufiihren ist, dass sich die d-Zustédnde fast gleichméfig {iber den gesamten Valenzbandbe-
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reich verteilen. Verglichen mit der berechneten DOS suggeriert das BIS-Spektrum ein deutlich
geringeres Quasiteilchen-Gap. Leider leiten Zimmermann et al. [180] aus ihren Messergebnissen
keinen Wert fiir die Bandliicke ab und kommentieren auch nicht die relative Ausrichtung ihrer
XPS- und BIS-Daten. Das in HSE03+GoWj berechnete Gap stimmt jedoch sehr gut mit dem

anhand optischer Absorptionsmessungen ermittelten Wert (siehe Tab. 4.4) {iberein.

Ein wichtiger Punkt, der bei der Ableitung von Bandliicken aus den Photoemissionsspektren der
Ubergangsmetalloxide stets zu beriicksichtigen ist, ist der sehr flache Anstieg der Zustandsdichte
oberhalb des CBMs. Als Ursache hierfiir ist die relativ starke Dispersion des s-artigen niedrigsten

Leitungsbandes zu nennen, dessen Zustandsdichte im Vergleich zu den d-Béndern sehr gering ist.

Die gute Ubereinstimmung zwischen den Resultaten der Quasiteilchen-Rechnungen und den ex-
perimentellen Spektren legt nahe, dass das Anregungsspektrum der Ubergangsmetalloxide, wie
eingangs des Kapitels erwdhnt, durchaus mit Hilfe des Quasiteilchen-Konzepts interpretierbar
ist. Die Ubergangsmetalloxide konnen also nicht als stark korreliert bezeichnet werden, insofern

man damit das Versagen des Quasiteilchen-Bildes meint.

4.2.2 Vergleich mit dem GGA+U+A-Ansatz

Im folgenden Kapitel sollen die optischen Absorptionseigenschaften der Ubergangsmetalloxide
untersucht werden. Die dazu notwendige Berechnung des exzitonischen Hamilton-Operators (sie-
he Kap. 3) erfordert die Bestimmung der Quasiteilchen-Eigenwerte und -Wellenfunktionen fiir
eine grofe Zahl symmetrie-indquivalenter Zusténde. Der mit der HSE03+4GoWy-Methode ver-
bundene hohe numerische Aufwand'# ist hierfiir nicht durchzuhalten. Daraus erwichst die Not-
wendigkeit, nach Moglichkeiten zur Berechnung des Quasiteilchen-Spektrums zu suchen, die mit

deutlich geringerem Rechenzeitaufwand verbunden sind.

In Kap. 3.4.4 wurde fiir den sp-Isolator MgO gezeigt, dass eine GGA-Rechnung mit einem zu-
sdtzlichen scissors shift A die HSE03+GoWy-Energien sehr gut reproduzieren kann. Wie aus den
vorangegangenen Abschnitten ersichtlich ist, trifft das fiir die Ubergangsmetalloxide nicht mehr
zu.'® Einen Ausweg aus diesem Dilemma bietet die LDA/GGA+U-Methode (siehe Kap. 2.6.3).
Sie skaliert numerisch genauso giinstig wie die (semi)lokalen XC-Funktionale und berticksichtigt
die starke intraatomare Wechselwirkung der lokalisierten d-Elektronen in Form des effektiven
Parameters U. Der durch das U vermittelte Wechselwirkungsanteil zur verbesserten Beschrei-
bung der lokalisierten Zusténde besitzt die formale Gestalt eines nichtlokalen intraatomaren
orbitalabhéngigen abgeschirmten Austausch-Terms. Damit weist das GGA-+U-Funktional bzgl.
der beschriebenen physikalischen Effekte eine gewisse Ahnlichkeit zum HSEO03-Funktional auf,

da auch bei Letzterem der kurzreichweitige abgeschirmte Austausch eine wichtige Rolle spielt.

' Bine Ursache fiir den hohen numerischen Aufwand ist die Einbeziehung eines nichtlokalen Fock-Anteils in
die selbstkonsistente Losung der gKS-Gleichung bei Verwendung des HSEO3-Funktionals. Dariiber hinaus
erfordert die Berechnung der Abschirmfunktion fiir die GW-Korrekturen die Beriicksichtigung einer groften
Zahl unbesetzter Bénder.

15 Der GGA+A-Ansatz versagt auch fiir Systeme mit vollstéindig besetzten d-Orbitalen wie InN [209], ZnO oder
CdO [212, 214].
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Quasiteilchen-Energien

Das zentrale Problem der Methode besteht in der Wahl des Wechselwirkungsparameters. In
Abb. 4.5 sind die Zustandsdichten der Ubergangsmetalloxide fiir einen grofien Wertebereich von
U =0...7eV dargestellt. In Ubereinstimmung mit den aus dem Hubbard-Modell resultierenden
Erwartungen beobachtet man, dass sich mit zunehmendem U die besetzten d-Zusténde zu nied-
rigeren, die unbesetzten dagegen zu hoheren Energien verschieben. Fiir grofse Werte von U, wie
sie hdufig in der Literatur vorgeschlagen werden (siehe z.B. die Refn. [102, 156]), fithrt dies zu
einer vollstandigen Umordnung des elektronischen Anregungsspektrums: Die Valenzbandober-
kante wird nicht langer durch die d-Zustdnde dominiert, sondern — in eindeutigem Widerspruch
zu den experimentellen Befunden — tiberwiegend von den O 2p-Béndern gebildet.

Zudem sind auch fiir grofe U (zumindest bei MnO und NiO) die Bandliicken immer noch deut-

lich kleiner als die experimentellen Gaps. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass das CBM, wie in
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MnO FeO CoO NiO
U 20 3.0 3.0 3.0
A 3.0 1.5 2.5 2.0

Tab. 4.5: Intraatomarer Wechselwirkungsparameter U und scissors shift A in eV.

Abschnitt 4.2.1 gezeigt, von einem s-artigen Band gebildet wird, wihrend die Zustdnde nahe der
Valenzbandoberkante einen signifikanten p-Anteil enthalten. Diese nicht d-artigen Zustédnde wer-
den jedoch nur indirekt iiber den Selbstkonsistenz-Zyklus von U beeinflusst und &ndern deshalb
ihre relative energetische Position im Vergleich zur reinen GGA-Zustandsdichte kaum.

Fiir die Zwecke der vorliegenden Arbeit wird U derart gewihlt, dass eine moglichst gute Uber-
einstimmung der HSE03+GoWj-Valenzband-Zustandsdichte mit der DOS der besetzten Béander
in GGA+U erreicht wird (vgl. Abb. 4.5). Die so erhaltenen Werte fiir den intraatomaren Wech-
selwirkungsparameter sind in Tab. 4.5 aufgelistet.!'® Dariiber hinaus werden die unbesetzten
Zustande durch einen scissors shift A — als einfachste Naherung der Quasiteilchen-Korrektur
— verschoben, um auch die energetische Lage der Leitungsbédnder der HSE03+GoWjy-Rechnung
moglichst genau wiederzugeben. Die Werte fiir A finden sich ebenfalls in Tab. 4.5. Anhand von
Abb. 4.4 wird deutlich, dass mit Hilfe der hier geschilderten Prozedur durch die Einfithrung von
lediglich zwei Parametern eine iiberraschend gute Ubereinstimmung zwischen den Zustandsdich-
ten in der HSE03+GoWy- und der GGA+U-+A-Naherung erreicht werden kann. Insbesondere
die Position und das relative spektrale Gewicht der von den t54- und e,-Zustanden verursachten
dominanten Peaks in der DOS kénnen mit dem GGA-+U-+A-Ansatz gut reproduziert werden,
wobei die Gesamtbreite des Valenzbandbereichs in der GGA-+U-+A-Naherung etwas geringer
ausfillt. Die groften Abweichungen zwischen den beiden Methoden ergeben sich fiir die fun-
damentale Bandliicke (siehe Tab. 4.4), da sich die relative energetische Lage des s- und der
d-artigen Leitungsbédnder in der GGA+U+A- und der HSE03+GoWy-Rechnung unterscheidet.
Fiir die Zustandsdichte selbst — wie auch fiir die Berechnung optischer Absorptionsspektren —
ist dies jedoch von untergeordneter Bedeutung, da den mit dem s-artigen Band verbundenen

Anregungen nur ein sehr geringes spektrales Gewicht zukommt.

Quasiteilchen-Wellenfunktionen

Als letzter Punkt verbleibt die Frage nach der addquaten Beschreibung der Quasiteilchen-Wellen-
funktionen mit Hilfe des GGA+U-Ansatzes, da diese bei der Berechnung der optischen Absorp-
tionseigenschaften in die Bestimmung der Matrixelemente des exzitonischen Hamilton-Operators
einfliefen (vgl. Gl. (3.3)). Generell erweist sich eine Evaluierung der Qualitidt der Einteilchen-
Wellenfunktionen als schwierig, da diese selbst keine physikalischen Observablen darstellen. Hy-
bertsen und Louie [5] untersuchten die GW-Quasiteilchen-Wellenfunktionen von Si an einigen
Hochsymmetriepunkten der Brillouin-Zone und fanden fiir den Betrag des Uberlapps mit den
KS-Orbitalen in LDA einen Wert von mehr als 99.9 %. Diese Zahl wird héufig zitiert und als
Rechtfertigung zur Verwendung der LDA-Wellenfunktionen bei der Berechnung der Wechselwir-

16 Die beschriebene Prozedur beschriankt die Genauigkeit von U auf ~ 1 V.
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Abb. 4.6: Verlauf von Ladungs- und Magnetisierungsdichte entlang der kubischen [111]-Richtung fiir MnO,
FeO, CoO und NiO. Aufgetragen sind jeweils die Resultate fiir die Funktionale GGA, HSE03 und GGA+U (mit
U gemif Tab. 4.5) sowie die Differenzen der HSE03- und GGA+U-Dichten zu den GGA-Dichten. Bei MnO und
NiO wurden diese Differenzen zur besseren Darstellbarkeit um den Faktor zehn vergrofert.

kungsmatrixelemente in der BSE herangezogen.

Schon die Definition von Kriterien zur Bewertung der Giite der Gesamtheit der Wellenfunktionen
ist schwierig. Letztendlich ist man auf den Vergleich von integralen Grofsen wie Ladungsdichten,
magnetischen Momenten oder Absorptionsspektren mit experimentellen Ergebnissen angewiesen,
um Indizien fiir die Qualitdt der Beschreibung der Wellenfunktionen zu finden. Daraus Riick-

schliisse auf die Qualitét einzelner Wellenfunktionen zu ziehen, ist praktisch unmoglich.!”

Um einen globalen Eindruck von der rdumlichen Verteilung der besetzten Zustédnde zu erhal-
ten, sind in Abb. 4.6 die Ladungs- und Magnetisierungsdichten der Valenzelektronen entlang
der [111]-Richtung der kubischen Elementarzelle mit Schnitt durch die Atompositionen aufge-
tragen.'® Im Fall von MnO und NiO sind die Ladungsdichten in GGA, HSE03 und GGA+U
praktisch nicht voneinander unterscheidbar. Auch die Magnetisierungsdichten sind nahezu gleich,
wobei die Grofe des atomaren magnetischen Moments der Kationen in der GGA etwas geringer
ist als mit den anderen Methoden. Fiir CoO und FeO zeigt die GGA-Ladungsdichte dagegen
deutliche Abweichungen von den mit dem HSEO03- und dem GGA-+U-Ansatz berechneten Er-

17 Erschwerend kommt hinzu, dass sich bei der Verwendung unterschiedlicher Funktionale die Hybridisierungen
der Zustidnde derart stark dndern konnen, dass mitunter nicht einmal eine Zuordnung der Eigenwerte moglich
ist.

18 Genauer gesagt sind jeweils die Pseudoladungs- und Pseudomagnetisierungsdichten dargestellt.



72 4 Elektronische Struktur der Ubergangsmetalloxide MnO, FeO, CoO und NiO

gebnissen, welche nahezu deckungsgleich sind. Grund hierfiir ist die inkorrekte Vorhersage eines
metallischen Grundzustands in der GGA und die damit einhergehende verdnderte Besetzung der
Zustande. Die Funktionale HSE03 und GGA+U fithren dariiber hinaus auch auf sehr &hnliche

Magnetisierungsdichten, die sich wiederum deutlich von der GGA unterscheiden.



5 Optische Eigenschaften der Ubergangsmetalloxide
MnQO, FeO, CoO und NiO

If we knew what it was we were doing,
it would not be called research, would it?

Albert Einstein

Durch Losung der Bethe-Salpeter-Gleichung kénnen bereits seit mehreren Jahrzehnten mit Hilfe
von parameterabhingigen Modellrechnungen [31, 35, 39] bzw. seit 1998 auch mit Hilfe von ab-in-
itio-Simulationen |7-9| die optischen Eigenschaften von Festkorpern unter Berticksichtigung von
exzitonischen und Quasiteilchen-Effekten bestimmt werden. Allerdings beschrankten sich diese
Rechnungen bisher auf Systeme mit spingepaarten Elektronen. Isolatoren mit teilweise besetzten
Béndern, welche eine inhédrente Spinpolarisation und eine unterschiedliche Lokalisation von up-
und down-Elektronen aufweisen, konnten nicht behandelt werden. Mit den in Kap. 3 vorgestell-
ten Erweiterungen des theoretischen Formalismus auf Systeme mit kollinearer Spinpolarisation
sind nun auch die optischen Absorptionseigenschaften nichtmetallischer magnetischer Festkorper
einer Untersuchung mit den Methoden der Vielteilchen-Storungstheorie zuginglich.

Als prototypische Materialklasse fiir die magnetischen Isolatoren dienen die antiferromagneti-
schen Ubergangsmetalloxide MnO, FeO, CoO und NiO, deren elektronische Struktur im voran-
gegangenen Kapitel eingehend untersucht wurde. Im Folgenden werden die optischen Absorp-
tionsspektren der genannten Oxide sowie die gebundenen Frenkel-artigen Exzitonen unterhalb

der Absorptionskante berechnet und diskutiert.

5.1 Optische Absorptionsspektren

5.1.1 Dielektrische Funktion mit exzitonischen Effekten

In Abb. 5.1 sind die Imaginérteile der dielektrischen Funktionen der Ubergangsmetalloxide auf-
getragen, welche sowohl in der Ndherung unabhéngiger Quasiteilchen als auch durch Losung der
Bethe-Salpeter-Gleichung in der TDA mit Beriicksichtigung von exzitonischen und Lokalfeldef-
fekten berechnet wurden. Sdmtliche Spektren wurden mit Hilfe der Zeitentwicklungsmethode ba-
sierend auf den Elektronenstrukturen in der GGA+U+A-Naherung (siehe Kap. 4.2.2) bestimmt.
Soweit nicht anders vermerkt, wird die Elektron-Loch-Abschirmung durch die dielektrische Mo-
dellfunktion (A.35) beschrieben, wobei jeweils die experimentellen Werte fiir £, angenommen

werden, welche Tab. 4.3 zu entnehmen sind.! Die verwendeten Konvergenzparameter werden in

! Fiir FeO existiert lediglich ein experimenteller Referenzwert von £, = 11.1, welcher am nichtstchiometri-
schen System Fe, O [184] gemessen wurde. Dieser weicht deutlich vom chemischen Trend ab, welcher aus Tab.

73
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Abb. 5.1: Imaginirteile der dielektrischen Funktionen (w) der Ubergangsmetalloxide MnO, FeO, CoO und NiO.
Gezeigt sind die RPA-Spektren basierend auf der GGA+U+A-Bandstruktur (schwarz) sowie die BSE-Spektren
unter Einschluss von exzitonischen und Lokalfeldeffekten (blau). Die Verbreiterung der berechneten Spektren
betrdgt v = 0.15 V. Die experimentellen Spektren (rote durchgezogene und gestrichelte Linien) sind den Refn.
[177, 178, 181-183] entnommen.

Anhang A.3.2 ndher spezifiziert.

Generell findet man fiir spinpolarisierte Systeme dieselben Effekte, welche auch bei nichtmagne-
tischen Materialien beobachtet werden: Infolge der Attraktivitdt der Elektron-Loch-Wechselwir-
kung kommt es zu einer Rotverschiebung des gesamten Absorptionsspektrums im Vergleich zum
RPA-Resultat.? Dariiber hinaus wird spektrales Gewicht zu niedrigeren Energien umverteilt. Die-
se Effekte sind fiir alle hier untersuchten Materialien deutlich erkennbar. Besonders die starke
Rotverschiebung der dominanten Peaks in den Absorptionsspektren um ~ 1 €V ist auffillig. Alle
vier Oxide zeichnen sich durch einen weitestgehend plateau-artigen Verlauf des Imaginérteils der

dielektrischen Funktion aus. Lediglich im niederenergetischen Bereich treten markante Absorpti-

4.3 sowohl fiir die berechneten als auch die gemessenen dielektrischen Konstanten der Ubergangsmetalloxide
ersichtlich wird. Unter der Annahme, dass diese Abweichung auf die nichtstéchiometrische Zusammensetzung
des Materials zuriickzufiihren ist, wird fiir die Berechnung der Spektren stattdessen ein Wert von e, = 5.0
angesetzt.

2 Der Begriff RPA-Spektrum wird hier und im Folgenden mit dem Spektrum unabhingiger Quasiteilchen nach
dem GGA-+U+A-Ansatz (inklusive scissors shift) gleichgesetzt.
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Abb. 5.2: Beitriige optisch ,,verbotener Ubergiinge zum niederenergetischen Teil der Absorptionsspektren von
MnO und NiO. In den linken Bildhélften sind jeweils die RPA-Spektren mit einer Verbreiterung von v = 0.15 eV
dargestellt (grau). Fiir MnO sind die Beitréige zur optischen Absorption, die aus Ubergéingen von den an I' e,-
symmetrischen Valenzbéndern (in der Bandstruktur schwarz markiert) in das s-artige Leitungsband (orange)
und die ¢24-symmetrischen Leitungsbénder (violett) resultieren, besonders gekennzeichnet. Analoges gilt im Fall
von NiO fiir die Ubergéinge aus den t2g-symmetrischen Valenzbéindern (in der Bandstruktur schwarz) in die eg-
Leitungsbander (violett). In die Bandstrukturen in den rechten Bildhélften sind zusétzlich die Betragsquadrate
der zu diesen Ubergiingen gehorigen optischen Matrixelemente |p|? (orange / violette Punkte) eingezeichnet.

onsmaxima auf, fiir welche zu wesentlichen Teilen die partiell besetzten d-Zusténde verantwortlich
sind. Das relative spektrale Gewicht dieser Peaks wird durch die Beriicksichtigung exzitonischer
Effekte deutlich erhoht. Vergleiche mit experimentellen Daten erweisen sich als schwierig, da
die verfiigbaren gemessenen Spektren insbesondere hinsichtlich der Oszillatorstirken teilweise
um einen Faktor zwei voneinander abweichen (siehe Abb. 5.1). Uberwiegende Einigkeit besteht
jedoch von experimenteller Seite her hinsichtlich der charakteristischen Peak-Positionen. Diese
kénnen mit Hilfe der durch Losung der BSE ermittelten Spektren gut reproduziert werden. Glei-
ches gilt fiir den allgemeinen Verlauf der dielektrischen Funktionen sowie die Hohe der Plateaus
bei grokeren Absorptionsfrequenzen.

Aus Platzgriinden wird die nachfolgende detaillierte Diskussion der Spektren nur fiir die beiden
prominentesten Vertreter der Reihe der antiferromagnetischen Ubergangsmetalloxide, MnO und
NiQ, gefiihrt. Da die untersuchten Effekte bei CoO und FeO in sehr dhnlicher Form auftreten,

stellt dies jedoch keine prinzipielle Einschrankung dar.
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Abb. 5.3: Einfluss der Lokalfeldeffekte (LFE) auf die Imaginérteile der dielektrischen Funktionen von MnO und
NiO. Orange (mit LFE) ist die makroskopische, schwarz die mikroskopische dielektrische Funktion dargestellt.
Beide wurden basierend auf der GGA+U+A-Bandstruktur in RPA berechnet. Die Verbreiterung der Spektren
betrigt v = 0.15 eV.

5.1.2 Beitragende Uberginge und Auswahlregeln

Abbildung 5.2 zeigt, dass wesentliche Beitrdge zum niederenergetischen Bereich des Absorptions-
spektrums — sowie bei NiO obendrein der einzige markante Peak im gesamten Imaginérteil der
dielektrischen Funktion — fast ausschlieRlich auf Ubergéinge zwischen am I'-Punkt d-symmetri-
schen Béndern bzw. zwischen s- und d-symmetrischen Béandern zuriickzufiihren sind. Dies er-
scheint zunichst verwunderlich, da solche Ubergéinge aufgrund der Orbitalauswahlregel Al = +1
optisch verboten sein sollten. Zwar sind die entsprechenden Anregungen, wie das Auftragen der
optischen Ubergangsmatrixelemente iiber der Bandstruktur in Abb. 5.2 offenbart, tatsichlich
am Hochsymmetriepunkt I' dipol-verboten. Abseits vom I'-Punkt sind sie jedoch dipol-erlaubt,
wenn auch die Oszillatorstirken gemessen an den Ubergangsmatrixelementen gewohnlicher sp-
Ubergiinge immer noch vergleichsweise schwach sind (siehe z.B. Ref. [211]). Aufgrund der hohen
kombinierten Zustandsdichte der beteiligten Béander bilden sich dennoch signifikante Peaks im

Absorptionsspektrum aus.

5.1.3 Lokalfeldeffekte

In Abbildung 5.3 sind die Imaginérteile der mikroskopischen und makroskopischen dielektrischen
Funktionen von MnO und NiO in der RPA aufgetragen. Die makroskopischen Funktionen wurden
durch Losung des Eigenwertproblems des exzitonischen Hamilton-Operators unter Vernachlas-
sigung der Matrixelemente des abgeschirmten Coulomb-Potentials W mittels der Zeitentwick-
lungsmethode [115] bestimmt. Es zeigt sich, dass der Einfluss der Lokalfeldeffekte fiir MnO und
NiO (wie auch fiir die hier nicht dargestellten Materialien CoO und FeO) verschwindend gering
ist. Diese Beobachtung ist konsistent mit den geringen Unterschieden, die fiir die mikroskopischen
und makroskopischen statischen elektronischen dielektrischen Konstanten gefunden werden (vgl.
Tab. 4.3). Es ist in Anbetracht der starken Ionizitit der Ubergangsmetalloxide und der damit

verbundenen sehr inhomogenen Ladungsdichteverteilung zunachst etwas liberraschend, dass die
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Abb. 5.4: Einfluss der Beschreibung der Abschirmung des Coulomb-Potentials in der BSE auf die optischen
Absorptionsspektren von MnO und NiO. Die blauen Kurven wurden unter Verwendung der dichte- und wellenvek-
torabhéangigen Abschirmfunktion nach Bechstedt et al. [133] berechnet. Fiir die rot dargestellten Spektren wurde
die Abschirmung lediglich durch eine Konstante modelliert. Die Verbreiterung der Spektren betréagt v = 0.15 eV.

Einfliisse der Lokalfeldeffekte nicht grofser ausfallen. Allerdings weisen die TMOs insgesamt eine
niedrige Polarisierbarkeit auf, wodurch es plausibel erscheint, dass auch die Lokalfeldkorrekturen

klein sind.

5.1.4 Beschreibung der Abschirmung

Im Prinzip miisste zur Beschreibung der Abschirmung des Coulomb-Potentials in der statischen
Néherung die volle statische mikroskopische dielektrische Funktion egg/(q, 0) verwendet werden.
Aufgrund des hohen numerischen Aufwands, welcher mit der Berechnung dieser Grofe verbun-
den ist, werden in die hier durchgefiithrten Simulationen stets nur die Diagonalelemente G = G’
einbezogen. Die g-Abhéngigkeit der dielektrischen Funktion wird mit Hilfe des Modells nach
Bechstedt et al. [133] beschrieben (siehe auch Gl. (A.35)).> Um die Abhingigkeit der berechne-
ten Spektren von der Wahl der Abschirmfunktion zu bewerten, wurde die optische Absorption
dariiber hinaus mit Hilfe einer konstanten Abschirmung ermittelt (siehe Abb. 5.4).4 Fiir beide
Modelle der Abschirmung zeigen sich nur geringe Unterschiede in den Absorptionsspektren. Dies
legt nahe, dass zumindest im Interband-Bereich der optischen Absorption die Terme mit groften

q-Vektoren keine bedeutende Rolle bei der Abschirmung der Wechselwirkung spielen.

5.1.5 Tamm-Dancoff-Approximation

Zum Abschluss soll noch die Giiltigkeit der Tamm-Dancoff-N&herung fiir die hier erstmals un-
tersuchte Materialklasse der magnetischen Isolatoren untersucht werden. Zur Bestimmung der
dielektrischen Funktion wird die in Kap. 3.3.1 dargestellte Verallgemeinerung der Zeitentwick-
lungsmethode angewandt. Wie Abb. 5.5 zeigt, reihen sich die Ubergangsmetalloxide nahtlos in

3 Ein Vergleich der funktionalen Abhingigkeit der mit Hilfe des HSE03-Funktionals berechneten dielektrischen
Funktion von NiO mit dem Fit durch das genannte Modell ist in Abb. 5.9 dargestellt.
4 Die dabei verwendete Konstante e ist dieselbe, welche auch in der Modellfunktion zum Einsatz kommt.
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Abb. 5.5: Durch Losung der BSE bestimmte Imaginérteile der dielektrischen Funktionen von MnO und NiO
mit (blau) und ohne (orange gestrichelt) Verwendung der Tamm-Dancoff-Approximation (TDA). Die hier dar-

gestellten dielektrischen Funktionen wurden aufgrund des bei Beriicksichtigung der Kopplungsterme erhéhten

Speicherbedarfs mit einem reduzierten Cutoff von EESF = 10 eV berechnet. Die Verbreiterung der Spektren

betrdgt v = 0.15 eV.

die grofte Klasse der Materialien ein, fiir die der Einfluss der nichthermiteschen Kopplungsterme
auf das optische Spektrum vernachlissigbar klein ist.® Dieser Effekt ist fiir den Interband-Bereich
nicht unerwartet, da hier die resonanten und antiresonanten Uberginge energetisch weit ausein-
ander liegen. Dariiber hinaus wird davon ausgegangen, dass die Kopplungsterme stets dann klein

sind, wenn exzitonische und plasmonische Anregungen energetisch wohlsepariert sind [124].

5.2 Gebundene Zustande

Das augenfilligste Merkmal der elektronischen Struktur der hier untersuchten Ubergangsmetall-
oxide sind die den Magnetismus hervorrufenden teilbesetzten d-Zustédnde, welche jeweils stark
an ihrem Ursprungsatom lokalisiert sind. In allen vier Oxiden ist der Majoritétsspinkanal voll
besetzt. Bei FeO, CoO und NiO befinden sich zusétzlich ein, zwei bzw. drei Elektronen in den
tog-Zustdnden des Minoritdtsspinkanals, wihrend die e,-Orbitale der Minoritétsspinrichtung in
allen vier Materialien unbesetzt sind. Aufgrund der geringen Dispersion der d-Bénder und der
starken intraatomaren Coulomb-Wechselwirkung ist mit der Ausbildung von Frenkel-Exzitonen
zu rechnen, welche um die Ubergangsmetallionen lokalisiert sind. Da es sich hierbei im Wesent-
lichen um intraatomare d-d-Anregungen handelt, sind die zugeordneten Exzitonen dunkel und

allenfalls mit sehr geringen Oszillatorstérken im Absorptionsspektrum detektierbar.

5.2.1 Dunkle Exzitonen

Die detaillierte Untersuchung der gebundenen exzitonischen Zustédnde wird hier am Beispiel von

NiO durchgefiihrt. Fiir NiO findet man zwdlf gebundene Exzitonen, welche aus den Ubergéingen

5 Die TDA erweist sich fiir alle bisher untersuchten Volumenhalbleiter als sehr gute Niherung. Lediglich bei
organischen Molekiilen sind nennenswerte Einfliisse der Kopplungsterme bekannt (vgl. die in Abschnitt 3.1.4
zitierten Referenzen).
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Abb. 5.7: Konvergenz der Paar-Anregungsenergien

Ea der zwdlf gebundenen Exzitonen in NiO mit der
Cutoff-Energie EESE des exzitonischen Hamilton-Ope-
rators. Die Brillouin-Zone wurde hierbei mit einem Satz
von 8 x 8 x 8 k-Punkten abgetastet. Die Abschirmung
des Coulomb-Potentials wurde mit Hilfe einer dielek-
trischen Konstanten von e, = 5.7 modelliert. Das
Gap der zugrunde liegenden GGA+U-Rechnung betragt
FEy =2.5¢€V.

von den drei to4- in die zwei e -Zustédnde des Minoritatsspinkanals an den zwei Kationen der ma-
gnetischen Elementarzelle resultieren. Bei MnO treten keine Frenkel-artigen Exzitonen auf, da
alle mit intraatomaren d-d-Anregungen verbundenen optischen Ubergiinge infolge der Auswahl-
regel fiir den Einteilchen-Spin dipol-verboten sind.® Da die d-d-Anregungen auch in den anderen
Oxiden aufgrund der Orbitalauswahlregel verschwindende Oszillatorstirke besitzen, fiihrt eine
Berechnung des Absorptionsspektrums mit Hilfe der Zeitentwicklungsmethode nicht zum Ziel.
Stattdessen kommt die iterative Diagonalisierung (vgl. Ref. [209] bzw. Kap. 3.3.2) zum Ein-
satz. Diese hat iiberdies den Vorteil, dass sie direkten Zugriff auf die Eigenwerte und damit die

Anregungsenergien bietet.

Konvergenz der Paar-Anregungsenergien

In den Abbn. 5.6 bzw. 5.7 ist die Konvergenz der exzitonischen Eigenwerte mit dem verwendeten
k-Punkt-Satz sowie der BSE-Cutoff-Energie dargestellt. Im Gegensatz zu Wannier-Mott-artigen
Paar-Anregungen (siehe Kap. 3.4.4) konstituieren sich Frenkel-Exzitonen aus Ubergéingen, welche
sich iiber die gesamte Brillouin-Zone verteilen. Infolgedessen reichen bei Letzteren deutlich klei-
nere k-Punkt-Sétze aus, um in den Bereich linearer Konvergenz der Paar-Anregungsenergien mit
der Zahl der verwendeten Sampling-Punkte entlang eines reziproken Gittervektors vorzudringen
(vgl. dazu die Abbn. 5.6 und 3.3). Aus der Extrapolation der Eigenwerte auf verschwindenden k-
Punkt-Abstand folgt, dass der vom Sampling der Brillouin-Zone induzierte Fehler fiir die Paar-

Anregungsenergien bei der Verwendung von 8 x 8 x 8 k-Punkten < 0.1 eV ist. Fiir die Konver-

6 Wie bereits eingangs erwiihnt, sind im Fall von MnO die d-Orbitale des Majorititsspinkanals vollstindig
gefiillt, wihrend die des Minoritatsspinkanals allesamt unbesetzt sind. Aufgrund dessen gibt es keine spin-
erlaubten intraatomaren Einteilchen-Anregungen, die zur Ausbildung eines Exzitons beitragen.
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Abb. 5.8: Abhéngigkeit der Paar-Anregungsenergien
Ex der zwolf gebundenen Exzitonen in NiO von der
dielektrischen Konstante. Gezeigt sind die Eigenwer-
te, welche mit einer einfachen Abschirmkonstante eoo
(blau) sowie der Modellfunktion (A.35) (griin) ermit-
telt wurden. Fir alle Rechnungen wurden eine Cutoff-
Energie von 20 eV sowie ein Satz von 8 X 8 x 8 reguléren

lal [1/4]

Abb. 5.9: Vergleich der aufbauend auf der HSEO03-
Bandstruktur in RPA bestimmten mikroskopischen
statischen dielektrischen Funktion e(|q|,0) (schwarze
Punkte) mit der dielektrischen Modellfunktion gemaf
Gl. (A.35) (rote Linie) fiir NiO. Abweichend von der
sonst verwendeten Notation ist g = k + G hier nicht
auf die Brillouin-Zone beschrénkt.

k-Punkten benutzt.

genz mit der Cutoff-Energie setzt bei EPSE > 10 €V eine Sittigung ein.” Allen nachfolgenden

cut

Rechnungen liegt, soweit nicht explizit anders vermerkt, ein Satz von 8 x 8 x 8 k-Punkten sowie

ein Cutoff von EBSFE

= 20 eV zugrunde.

Einfluss der Abschirmfunktion

Als gleichermafen iiberraschend und problematisch erweist sich die Tatsache, dass die Wahl der
Abschirmfunktion einen grofen Einfluss auf die Bindungsenergien der Frenkel-Exzitonen hat. In
Abb. 5.8 sind die Paar-Anregungsenergien der gebundenen Zustédnde in NiO sowohl fiir die Mo-
dellierung der Abschirmung mittels der dielektrischen Funktion (A.35) als auch fiir eine konstante
Abschirmung iiber der verwendeten dielektrischen Konstante 4, aufgetragen. Im Fall der dielek-
trischen Modellfunktion, welche eigentlich die statische Abschirmung in RPA sehr gut beschreibt
(siche Abb. 5.9), beobachtet man, dass sie fiir realistische Werte von e, exzitonische Bindungs-
energien liefert, welche die Grofe des fundamentalen Gaps erreichen oder gar iiberschreiten, was
als unphysikalisch zu betrachten ist (vgl. dazu die Bemerkungen in Kap. 3.1.2). Andererseits
fithrt die simplere Annahme einer konstanten Abschirmung auf eine verniinftige Grofenordnung
flir die Bindungsenergien der Frenkel-artigen Exzitonen.

Als eine mogliche Ursache hierfiir kommt die Vernachldssigung der Nichtdiagonalelemente der
Abschirmung in Betracht. Da sich jedoch bei allen bisherigen Berechnungen von optischen Ab-
sorptionsspektren und insbesondere auch bei Materialien, in denen lokalisierte d-Zusténde eine
wichtige Rolle spielen (siehe z.B. Ref. [214]), keine signifikanten Diskrepanzen zwischen Theorie

und Experiment feststellen lassen, liegt die Vermutung nahe, dass dies nicht der entscheidende

" Ein qualitativ analoges Verhalten wird auch bei den Wannier-Mott-artigen Exzitonen in realen Festkérpern
beobachtet (siehe Ref. [209]).
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FEinfluss ist. Die Tatsache, dass auch bei der Wahl einer sehr grofien dielektrischen Konstanten
in der Modellfunktion (bis eo, = 57) weiterhin unphysikalisch grofte Bindungsenergien auftreten,
konnte darauf hindeuten, dass die Modellfunktion den Verlauf der wahren statischen Abschir-
mung, insbesondere aufgrund der vernachléssigten Richtungsabhingigkeit von q, nicht hinrei-
chend genau wiedergibt. Der Vergleich der Modellfunktion mit der in RPA mit dem HSE03-
Funktional berechneten statischen dielektrischen Funktion in Abb. 5.9 ldsst auch diese Hypothe-
se unwahrscheinlich erscheinen.®

Es stellt sich deshalb die Frage, ob die Frenkel-Exzitonen aufgrund ihrer grofen Bindungsenergie
mit Hilfe der statischen Elektron-Loch-Wechselwirkung hinreichend gut beschrieben werden. Be-
riicksichtigt man im Kern der BSE auch die Dynamik des abgeschirmten Coulomb-Potentials, so
findet man, dass eigentlich die dielektrische Funktion an der Frequenz, welche der Bindungsener-
gie des Exzitons entspricht, fiir die Abschirmung der Elektron-Loch-Wechselwirkung zu verwen-
den ist [69]. Die dielektrische Funktion £(q = 0,w) ist jedoch im Fall der antiferromagnetischen
Ubergangsmetalloxide und insbesondere bei NiO an der Energie hw = E; — E) deutlich grofer
als diejenige bei w = 0, da die Exzitonen-Bindungsenergien in derselben Grofenordnung wie die
fundamentale Bandliicke liegen. Eine infrage kommende Ursache fiir die bessere Beschreibung der
Abschirmung durch eine Konstante besteht damit in einer moglichen Fehlerkompensation, indem
die Konstante einen addquaten Mittelwert {iber alle q fiir die eigentlich grofere Abschirmung bei
e(q,w = E; — Ey) darstellt.” Auf jeden Fall erfordert die vollstindige Aufklirung dieses Pro-
blems weitergehende Untersuchungen, die jedoch den Rahmen dieser Arbeit iibersteigen. Hierbei

ist insbesondere die Losung der BSE mit Beriicksichtigung der Dynamik des Kerns zu nennen.

Einfluss der Tamm-Dancoff-Ndherung und der Kopplungsterme zwischen den Spinkanalen

Zur Evaluierung des Einflusses der Tamm-Dancoff-Naherung auf die Eigenwerte der gebundenen
Zustéande wurde das iterative Diagonalisierungsverfahren in seiner erweiterten Form (vgl. Kap.
3.3.2) auf das nichthermitesche Eigenwertproblem des vollen exzitonischen Hamilton-Operators
unter Beriicksichtigung der Kopplungsterme zwischen resonanten und antiresonanten Paar-An-
regungen angewandt. Abbildung 5.10 zeigt, dass die Verwendung der TDA nur zu einer geringen
Verschiebung der Bindungsenergien der Frenkel-Exzitonen fithrt. Insbesondere wurde ebenfalls
untersucht, ob sich das Problem der drastisch iiberschétzten Bindungsenergien bei Verwendung
der dielektrischen Modellfunktion durch das Einbeziehen der Kopplungsterme in die Rechnungen
16sen lasst. Dies ist jedoch nicht der Fall.

In nichtmagnetischen Systemen beobachtet man das Auftreten von Singulett- und Triplett-Exzi-
tonen, wobei Letztere optisch verboten sind. Wie in Abschnitt 3.2.1 gezeigt wurde, ist eine solche
Klassifikation fiir spinpolarisierte Materialien nicht langer zuldssig. Allerdings fithren auch hier

die nichtdiagonalen Kopplungsterme o'+ und o' zwischen den Spinkanilen im Hamilton-Ope-

8 Zum gegenwirtigen Zeitpunkt kann nicht ausgeschlossen werden, dass die Bestimmung der die Wechselwir-
kungsmatrixelemente determinierenden Bloch-Integrale allein aus dem Ebene-Wellen-Anteil der Wellenfunktio-
nen (vgl. Anhang A.3.1) fiir das unerwartete Abschirmverhalten verantwortlich ist. In Anbetracht der Tatsache,
dass diese Naherung jedoch fiir andere Systeme mit stark lokalisierten Zustdnden sehr erfolgreich ist (siche
z.B. Ref. [214]), wird dieser Mdglichkeit keine grofie Wahrscheinlichkeit beigemessen.

9 Fiir alle folgenden Rechnungen wird jeweils die konstante Abschirmung mit den experimentellen Werten fiir
€oo gewahlt.
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Abb. 5.10: Einfluss der Tamm-Dancoff-Niaherung Abb. 5.11: Einfluss der Kopplungsterme ¢'* und 7'’

(TDA) auf die Paar-Anregungsenergien Ex der gebun-
denen Zustdnde von NiO. Gezeigt sind die mit einem
Satz von 8 x 8 x 8 k-Punkten sowie einem aufgrund
des Speicheraufwands reduzierten Cutoff EESE = 12 eV
berechneten Eigenwerte. Energetische Entartungen sind

durch Balken doppelter Linge gekennzeichnet.

auf die Paar-Anregungsenergien Fa der gebundenen Zu-
stdnde von NiO. In der oberen Bildhélfte sind die durch
Losung des Eigenwertproblems (3.37) in der TDA be-
rechneten Eigenwerte dargestellt, in der unteren hinge-
gen diejenigen, die sich bei zusétzlicher Vernachlassi-
gung der Kopplungsterme zwischen den Spinkanélen er-

geben. Balken doppelter Lange symbolisieren zweifache
Entartungen der Eigenwerte.
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Abb. 5.12: Paar-Anregungsenergien Ex der gebundenen Frenkel-artigen Exzitonen in CoO und FeO in der
TDA. Zweifache Entartungen werden durch Balken doppelter Lange markiert.

rator (3.37) zu einer kleinen Aufspaltung der Eigenwerte im Anregungsspektrum, wie aus Abb.
5.11 ersichtlich wird.

CoO und FeO

Auch fiir CoO und FeO beobachtet man optisch verbotene Frenkel-artige Exzitonen-Anregungen
innerhalb der fundamentalen Bandliicke (siche Abb. 5.12). Entsprechend der Erwartungshaltung,
die man durch Abzihlen der intraatomaren d-d-Ubergéinge entwickelt, findet man bei CoO zwolf
und bei FeO acht gebundene Zustinde.”

5.2.2 Spinumklapp-Anregungen

Die bisher untersuchten gebundenen Exzitonen-Zustéande sind aufgrund der Orbitalauswahlregeln
nicht im Absorptionsspektrum sichtbar. Von vornherein ausgeschlossen waren bislang Anregun-
gen, welche infolge der Spinauswahlregel (2.91) dipol-verboten sind. Wie bereits in Abschnitt
3.2.2 erwahnt, konnen diese jedoch durch den Einfluss der Spin-Bahn-Kopplung mit schwacher

10 Bei CoO sind pro Atom Ubergéinge aus zwei besetzten in drei unbesetzte Zustinde des Minoritéitsspinkanals
zu beriicksichtigen. Die Fe-Tonen weisen hingegen neben einem besetzten vier leere d-Orbitale im Minoritéts-
spinkanal auf. Zusammen mit einem Faktor zwei fiir die Anzahl der Kationen in der Elementarzelle ergeben
sich die genannten Zahlen.
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Abb. 5.13: Paar-Anregungsenergien Ex der Spinumklapp-Exzitonen in den Ubergangsmetalloxiden MnO, FeO,
CoO und NiO (griine Balken). Der Bereich der Interband-Absorption wird durch graue Fliachen symbolisiert. Die
dicht liegenden Zusténde direkt unterhalb des Quasiteilchen-Gaps sind auf die Rotverschiebung der Anregungs-
energien durch die attraktive Elektron-Loch-Wechselwirkung zuriickzufiihren.

Ostzillatorstéarke im Absorptionsspektrum auftauchen. Der Grund hierfiir ist darin zu suchen, dass
die z-Komponente des Einelektronen-Spins bei der dann beriicksichtigten Kopplung von Orbi-
tal- und Spin-Anteilen der Wellenfunktionen keine gute Quantenzahl mehr darstellt. Demzufolge
tragen auch solche Anregungen zur Ausbildung von exzitonischen Zustdnden bei, bei denen fiir
die Spinquantenzahlen von Leitungs- und Valenzbandzustand m. # m,, gilt.

Im Gegensatz zu den spin-erlaubten Exzitonen kénnen diese spin-verbotenen Exzitonen bei MnO
auftreten, da die Tatsache, dass an jedem Atom jeweils ein Spinkanal vollstédndig besetzt und
der andere vollig leer ist, dann fiir die intraatomaren d-d-Anregungen keine Einschrankung mehr
darstellt. In Abb. 5.13 sind die Paar-Anregungsenergien der spin-verbotenen Exzitonen aufgetra-
gen, welche unterhalb der Absorptionskanten der Ubergangsmetalloxide durch Losung des Eigen-
wertproblems (3.38) mittels iterativer Diagonalisierung gefunden wurden. Neben den durch die
Elektron-Loch-Wechselwirkung leicht rotverschobenen niedrigsten Kontinuumszustinden!'! sind
in allen Oxiden auch einige isolierte Anregungen mit Bindungsenergien im eV-Bereich sichtbar. In
der Tat werden auch im Experiment schwache Absorptionspeaks im Bereich der fundamentalen
Bandliicke von MnO [174, 176], NiO [185], CoO [176] und FeO [175] beobachtet, die — zumindest

teilweise — mit spin-verbotenen Anregungen in Verbindung gebracht werden.!?

11 Wesentliche Teile dieser Rotverschiebung sind auf die fiir den verwendeten k-Punkt-Satz noch vergleichsweise
grofte Singularitdtskorrektur von 0.1...0.2 eV zuriickzufiihren.

12 Der Versuch, die berechneten Eigenwerte zu den gemessenen Energien in Bezug zu setzen, soll aber hier aus
zwei Griinden unterbleiben: Zum einen gibt es die Unsicherheit hinsichtlich der Absolutwerte der berech-
neten Anregungsenergien aufgrund der in Abschnitt 5.2.1 dargestellten Probleme mit der Beschreibung der
Abschirmung der Elektron-Loch-Wechselwirkung. Zum anderen sind die vorhandenen Messwerte durchweg
relativ alt, sodass Zweifel bzgl. der Qualitdt und Reinheit der verwendeten Proben bestehen. Insbesondere
konnten Vakanz-Zusténde vorhanden sein, die ebenfalls zu Absorptionsmaxima innerhalb der Bandliicke des
Volumenmaterials fithren wiirden.



6 Ferromagnetischer Isolator: CrBr;

A theory is something nobody believes,
except the person who made it.

An experiment is something everybody
believes, except the person who made it.

Albert Einstein

Ferromagnetische Isolatoren gewinnen zunehmend Bedeutung auf technologischem Gebiet, wo-
bei derzeit vor allem die sogenannten diluted magnetic semiconductors [186] als aussichtsreiche
Kandidaten fiir Anwendungen in der Spintronik gelten. Allerdings gibt es nur wenige natiirlich
vorkommende stochiometrische Verbindungen, die gleichzeitig nichtmetallisch und ferromagne-
tisch sind. Zu ihnen gehéren EuO (ferromagnetische Curie-Temperatur Tc = 77 K [187]) und
CrBrs (Tc = 37 K [188]). Beide eignen sich aufgrund ihrer niedrigen Curie-Temperaturen nur
bedingt fiir praktische Anwendungen. Sie besitzen jedoch relativ einfache Kristallstrukturen und
sind damit grundsétzlich einer ab-initio-Berechnung ihrer elektronischen Struktur mit den in
der vorliegenden Arbeit verwendeten Methoden zuginglich.! Dieses Kapitel beschiftigt sich da-
her mit der Untersuchung der elektronischen und optischen Eigenschaften von CrBrs, welches
als prototypisches System fiir einen ferromagnetischen Halbleiter mit teilbesetzten d-Béndern
dient.?

6.1 Kristallstruktur

CrBrj kristallisiert in der in Abb. 6.1 dargestellten hexagonalen Schichtstruktur mit der Raum-
gruppe P3;12 (Nr. 151, Prototyp CrCls). Die Br-Atome bilden eine nahezu ideale hexagonal
dichteste Kugelpackung, in der die Cr-Atome Oktaederliicken besetzen. Die experimentell ermit-
telten Gitterkonstanten betragen a = 3.66 A und ¢ = 18.30 A [188]. Innerhalb einer durch eine
hexagonale Lage Cr-Atome sowie die benachbarten Lagen Br-Atome gebildeten Schicht herrscht
ein kovalent-ionischer Bindungscharakter vor. Zwischen diesen ladungsneutralen Schichten wird
die Bindung lediglich durch vergleichsweise schwache van-der-Waals-Kréfte vermittelt.

Die primitive Elementarzelle von CrBrs ist rhomboedrisch und enthélt acht Atome. Eine be-
sondere Schwierigkeit bei der Bestimmung der atomaren Geometrie stellt die Beriicksichtigung
der zwar sehr schwachen, jedoch keineswegs vernachléssigbaren langreichweitigen und hochgra-

dig nichtlokalen van-der-Waals-Wechselwirkung dar. Zur Strukturrelaxation wurde deshalb die

! Systeme mit sehr groken Elementarzellen, wie Gaj_,Mn,As-Legierungen, kénnen mit den gegenwiirtigen re-
chentechnischen Kapazitdten nicht auf vergleichbarem theoretischen Niveau behandelt werden.
2 EuO ist dagegen durch partiell besetzte f-Orbitale gekennzeichnet.

84
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Abb. 6.1: Kristallstruktur von CrBrs. Abb. 6.2: Quasiteilchen-Bandstruktur von CrBrs. Die mit dem
Die kleinen grauen Kugeln représentie- HSE03+GoWy-Ansatz berechneten Quasiteilchen-Energien werden
ren die Cr-Atome, die groffen rotbrau- durch rote Punkte, die zugrunde liegenden HSEO3-Bénder durch
nen Kugeln die Br-Atome. schwarze Linien symbolisiert. Im linken Teil der Abbildung ist der

Majoritédtsspinkanal (Spin up), im rechten Teil der Minoritatsspin-
kanal (Spin down) dargestellt. Der Nullpunkt der Energieskala kenn-
zeichnet das VBM.

LDA verwendet, da die GGA bei van-der-Waals-gebundenen Systemen typischerweise bei wei-
tem zu hohe Werte fiir den Abstand der Schichten liefert [189]. Die LDA beriicksichtigt zwar
keine nichtlokalen XC-Anteile, allerdings iiberschétzt sie, im Gegensatz zur GGA, generell die
Bindungsstérke. Somit wird der Einfluss der attraktiven van-der-Waals-Wechselwirkung auf die
atomaren Absténde im Sinne einer Fehlerkompensation berticksichtigt. Die erhaltenen Gitterkon-
stanten fiir die hexagonale Elementarzelle von a = 3.568 A und ¢ = 17.638 A stimmen gut mit
den experimentellen Werten tiberein. Fiir den Abstand der Br-Lagen innerhalb einer ladungsneu-
tralen Schicht ergibt sich 2.807 A, wéhrend die zu benachbarten Schichten gehérigen Br-Lagen

3.072 A voneinander entfernt sind.

6.2 Elektronenstruktur

6.2.1 Quasiteilchen-Bandstruktur

Das elektronische Anregungsspektrum von CrBrg ist aus theoretischer Sicht weitestgehend un-
geklart. Nach Wissen der Autorin existiert lediglich eine sehr alte Berechnung der Bandstruk-
tur, welche dariiber hinaus die dem Material inhdrente Spinpolarisation nicht beriicksichtigt
[190]. Abbildung 6.2 zeigt die Quasiteilchen-Bandstruktur fiir die ferromagnetische Phase in der
HSEO03- und der HSE03+GoWy-Ndherung. Im Majoritdtsspinkanal (im Folgenden auch als Spin
up bezeichnet) sind 6 Bénder mehr als im Minorititsspinkanal (Spin down) besetzt. In Uber-

einstimmung mit dieser Beobachtung findet man fiir das atomare magnetische Moment der Cr-
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Spin up Spin down
Gap ind. dir. ind. dir.
LDA 1.2 1.3 2.1 2.3
LDA+GoWy 2.3 2.4 3.8 4.1
HSEO03 2.8 2.8 3.9 4.2
HSE03+GoW)y 3.7 3.7 4.9 5.1
LDA+U+A 3.7 3.8 4.8 5.0

Tab. 6.1: Indirekte (ind.) und direkte (dir.) Bandliicken von CrBrs berechnet mit verschiedenen Methoden.
Majoritéats- (Spin up) und Minoritétsspinkanal (Spin down) werden getrennt aufgeschliisselt. Samtliche Werte
sind in eV angegeben.

12
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o . —
6
B4
= Abb. 6.3: Fit der Quasiteilchen-
§ 2 Bandstruktur von CrBrsz mit Hilfe der
H LDA+U+A-Methode. Die HSE03+GoWo-
0 — Quasiteilchen-Energien werden durch rote
Punkte verkorpert. Die LDA-+U+A-Bén-
-2 -2 der (blaue Linien) wurden mit den Para-
s ¢ metern U = 3 eV und A = 1.9 eV be-
-4 ~<% ‘4!! S it rechnet. Links ist der Majoritatsspinkanal,
3 rechts der Minoritadtsspinkanal dargestellt.
e T T K I T i T T K I T Als Energienullpunkt dient das VBM.

Atome einen Wert von 3.0 ug bei Verwendung des HSE03-Funktionals (bzw. 2.9 ug in LDA).
Dies deckt sich exzellent mit dem experimentellen Befund von ebenfalls ~ 3 up [188].

Der Valenzbandbereich beider Spinrichtungen ist durch eine grofse Zahl schwach dispersiver Ban-
der gekennzeichnet, welche auf die p-Zusténde der Halogen-Atome sowie die besetzten d-Orbitale
des Chroms zuriickzufiihren sind. Das globale VBM liegt im Majoritdtsspinkanal am L-Punkt.
Der in der HSE03+GoWy-Néherung energetisch 0.2 eV tiefer gelegene héchste besetzte Zustand
des Minoritétsspinkanals befindet sich dagegen am I'-Punkt der Bandstruktur. Das CBM liegt
ebenfalls im Majoritdtsspinkanal und wird von den leeren Spin-up-Orbitalen der Cr-Atome ge-
bildet, wobei die indirekte Bandliicke in der HSE03+GoWp-Rechnung 3.7 eV betrigt. Die d-
Zustande des Minoritéatsspinkanals, welche sdmtlich unbesetzt sind, liegen energetisch nur wenig
hoher (4.7 eV tiber dem VBM). Die sich bei 7.6 eV (7.8 €V) anschliefenden hheren Leitungs-
bandzustédnde des Majoritéts- (Minoritéts-)Spinkanals sind energetisch wieder beinahe entartet.
Die mit den Methoden LDA+Gy Wy und HSE03+Go Wy ermittelten Bandliicken sind in Tab. 6.1
jeweils getrennt fiir beide Spinrichtungen aufgefiihrt. Man erkennt, dass auch in diesem Fall die
auf dem Startpunkt LDA basierende Quasiteilchen-Rechnung einen deutlich niedrigeren Wert
flir die fundamentale Bandliicke liefert als der HSE03+GoWjy-Ansatz. Aufgrund des Fehlens
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Abb. 6.4: Mit dem HSEO03+GoWp-Ansatz berechne-
te Zustandsdichte von CrBrs. Die Beitrdge des Majo-
ritéts- (obere Bildhélfte) und des Minoritétsspinkanals
(untere Bildhilfte) sind getrennt dargestellt. Die Ge-
samtzustandsdichten (schwarz) sind nach den partiellen

Abb. 6.5: Vergleich der (spinsummierten) Zustands-
dichten in den N&herungen LDA-+GoWy, (oben) und
HSE03+GoWy (unten) mit experimentellen XPS- und
UPS-Daten [192]. Das VBM ist durch den Nullpunkt
der Energieachse gegeben.

DOS der s- (rot), p- (griin) und d-Zustdnde (blau) auf-
geschliisselt. Der Energienullpunkt markiert das VBM.

zuverlissiger experimenteller Referenzwerte? ist eine detaillierte Evaluation der Giite der beiden
Approximationen hier allerdings nicht moglich.

Im Fall von CrBrj ist es moglich, die mit dem HSE03-+GoWj-Ansatz berechnete Bandstruktur
mit Hilfe der GGA+U-+A-Methode exzellent zu reproduzieren (siche Abb. 6.3). Fiir den in-
traatomaren Wechselwirkungsparameter wurde dazu ein Wert von U = 3 eV verwendet und die

Bandliicke durch einen scissors shift A um 1.9 eV aufgeweitet.

6.2.2 Zustandsdichte

In Abb. 6.4 ist die charakterprojizierte Zustandsdichte in der HSE03+GoWy-Naherung fiir beide
Spinrichtungen getrennt dargestellt. Der Einfluss der Spinpolarisation zeigt sich, wie auch schon
aus der Bandstruktur abzulesen ist, am deutlichsten fiir die d-artigen Leitungsbandzusténde so-
wie, geringer ausgeprigt, im oberen Valenzbandbereich, wo die besetzten d-Orbitale zur DOS im
Majoritédtsspinkanal beitragen. Der dominante Peak bei —14 €V wird von den s-Zusténden der
Br-Atome gebildet. Abbildung 6.5 zeigt die Zustandsdichten in LDA+GoWy und HSE03+GoWy
im Vergleich zu experimentellen Daten aus UPS- (ultraviolet photoemission spectroscopy) und
XPS-Messungen [192].4 Man erkennt, dass insbesondere die Position der tief liegenden s-Zustiin-
de der Halogen-Atome mit dem HSE03+GoWy-Ansatz besser beschrieben wird. Auch im oberen

3 Pollini et al. [191] leiten aus optischen Absorptionsspektren eine direkte Bandliicke von 8 eV ab. Wie in
Abschnitt 6.3.3 gezeigt wird, bezieht sich dieser Wert jedoch auf die Absorptionskante der optischen Interband-
Ubergiinge in die nicht d-artigen Leitungsbénder.

* Die XPS- und UPS-Spektren wurden gegeniiber Ref. [192] um 0.5 eV gegeneinander verschoben. In Ref. [192]
werden die beiden Spektren weder gemeinsam dargestellt noch wird ihre relative Ausrichtung kommentiert.
Jedoch werden die Abszissenwerte jeweils mit ,,Bindungsenergie” bezeichnet. Als moglicher Grund fiir eine rela-
tive Verschiebung ist eine unterschiedliche Aufladung der nichtmetallischen Probe in den beiden Experimenten
zu nennen, die auch zu einem deutlich gréfieren Versatz als 0.5 eV fithren kann [193].
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Valenzbandbereich kénnen die wesentlichen Strukturen der gemessenen Spektren gut reprodu-

ziert werden.

6.3 Optische Eigenschaften

6.3.1 Dielektrische Funktion in RPA

Abbildung 6.6 zeigt die mikroskopische dielektrische Funktion von CrBrs, welche basierend auf
der GGA+U+A-Bandstruktur in der RPA berechnet wurde. Die Imaginérteile der dielektrischen
Funktionen in ordentlicher Polarisationsrichtung (mit dem Vektor des einfallenden E-Feldes senk-
recht zur c-Achse der hexagonalen Elementarzelle) und auferordentlicher Polarisationsrichtung
unterscheiden sich dabei hauptséchlich im niederenergetischen Teil des Absorptionsspektrums,
wahrend die breite Struktur oberhalb von 8 eV nahezu unabhéngig von der Richtung des E-
Feldes ist.

In der Niherung unabhéingiger Teilchen lassen sich die Beitriige der Uberginge aus den beiden
Spinkanilen getrennt untersuchen.® Infolge der Tatsache, dass das Quasiteilchen-Gap von den Zu-
standen des Majoritatsspinkanals gebildet wird (siehe Kap. 6.2), tragen auch zum ersten Peak im
Imaginirteil der dielektrischen Funktion oberhalb der Absorptionskante ausschlieRlich Ubergin-
ge von Spin-up-Elektronen bei. Das Einsetzen der Absorption des Minoritéatsspinkanals ab einer
Photonenenergie von 5 eV verursacht, zumindest in der ordentlichen Polarisationsrichtung, das
zweite markante Maximum im Imaginérteil der dielektrischen Funktion. Bei hoheren Energien
iiber 8 eV, wo die Absorption im Wesentlichen auf Ubergéinge zwischen Béndern zuriickzufithren
ist, welche bzgl. der Spinrichtung beinahe entartet sind, verschwindet der Unterschied zwischen

den Beitrdgen der beiden Spinkanéle nahezu vollstandig.

® Dies gilt nicht mehr, wenn die Wechselwirkung zwischen den einzelnen Elektron-Loch-Paaren im Rahmen der
BSE berticksichtigt wird (vgl. die Darstellung des exzitonischen Hamilton-Operators (3.35)).
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6.3.2 Einfluss von Lokalfeldeffekten

Anders als bei den Ubergangsmetalloxiden (vgl. Kap. 5.1.3) haben die Lokalfeldeffekte im Fall
von CrBrs einen signifikanten Einfluss auf das optische Absorptionsspektrum (sieche Abb. 6.7),
insbesondere im Energiebereich unterhalb von 8 eV. Der Unterschied zwischen mikroskopischer
und makroskopischer dielektrischer Funktion ist hierbei in der aufierordentlichen Polarisations-
richtung deutlicher ausgepréigt, was sich anhand der atomaren Struktur des Materials und der
daraus resultierenden Bindungsmechanismen begriinden lasst. Durch den Wechsel van-der-Waals-
und kovalent-ionisch gebundener Schichten entlang der c-Achse der hexagonalen Elementarzel-
le weist das System in dieser Richtung eine grofere Inhomogenitét in der Dichteverteilung des
Elektronengases als innerhalb der hexagonalen Lagen auf, wodurch ein stiarkerer Einfluss der mi-
kroskopische Schwankungen der Ladungsdichteverteilung widerspiegelnden Lokalfeldkorrekturen

zu erwarten ist (vgl. Kap. 2.3.4).

6.3.3 Exzitonische Effekte

In Abb. 6.8 ist der Imaginérteil der durch Losung der BSE unter Beriicksichtigung von exzi-
tonischen und Lokalfeldeffekten bestimmten dielektrischen Funktion von CrBrs dargestellt. Zur
Beschreibung der Abschirmung der attraktiven Elektron-Loch-Wechselwirkung wird wiederum
die dielektrische Modellfunktion nach Bechstedt et al. [133] mit dem experimentellen Wert der
elektronischen statischen dielektrischen Konstante o, = 6.4 [195] eingesetzt. Im Vergleich zum
RPA-Spektrum beobachtet man eine starke Umverteilung von spektralem Gewicht. Dies dufsert
sich in Form einer signifikanten Erhohung der Oszillatorstérken im niederenergetischen Bereich
des Spektrums unterhalb von 8 eV sowie einer drastischen Rotverschiebung des breiten Maxi-
mums in der Umgebung von 12 eV um etwa 2 eV. Dariliber hinaus verursacht die Einbeziehung
exzitonischer Effekte eine Verschiebung der Absorptionskante um 0.5 eV zu niedrigeren Energien.
Vergleicht man die berechneten Spektren mit den experimentell ermittelten dielektrischen Funk-
tionen (siche Abb. 6.9), welche aus Reflektivitdtsmessungen abgeleitet wurden [191, 194], so
findet man eine gute Ubereinstimmung der Grundcharakteristiken des Absorptionsspektrums,
insbesondere bzgl. der Positionen der dominanten Peaks. Allerdings ist ein detaillierter Vergleich

der Spektren — und im Speziellen der Oszillatorstiarken — schwierig, da diese schon zwischen den
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Abb. 6.8: Imaginirteil der dielektrischen Funktion Abb. 6.9: Vergleich des Imaginarteils der dielektri-

¢(w) von CrBrs. Die ordentliche Polarisationsrichtung
(E L ¢) wird durch durchgezogene, die aufierordentliche
(E|| ¢) durch gestrichelte Linien gekennzeichnet. Darge-
stellt sind jeweils die Absorptionsspektren in RPA basie-
rend auf der LDA+U-+A-Bandstruktur (schwarz) sowie
das BSE-Spektrum unter Beriicksichtigung von exzito-
nischen und Lokalfeldeffekten (blau). Die Verbreiterung

schen Funktion e(w) von CrBrs mit den experimentel-
len Resultaten aus den Refn. [191, 194]. Dargestellt sind
die RPA- (schwarz) und BSE-Spektren (blau) fiir die or-
dentliche Polarisationsrichtung (E L ¢). Guizzetti et al.
[194] machen keine Angaben iiber die Polarisationsrich-
tung des Lichts. Die fiir die berechneten Kurven ver-
wendete Verbreiterung belduft sich auf v = 0.2 eV.

der Spektren betrigt v = 0.2 eV.

beiden verfiigharen experimentellen Resultaten um bis zu 100 % differieren. Jedoch wird die
energetische Lage der Absorptionskante der experimentellen Spektren durch die Einbeziehung
von Quasiteilchen- und exzitonischen Effekten in die Rechnungen gut wiedergegeben.

Pollini et al. [191] leiten aus ihren (in Abb. 6.9 eingezeichneten) Messwerten eine fundamentale
Bandliicke bzw. ein optisches Gap von 8 eV ab, was in scheinbarem Widerspruch zu den hier
gefundenen Resultaten fiir das Quasiteilchen-Gap steht (vgl. Kap. 6.2). Dabei beziehen sie sich
jedoch auf das Einsetzen der Interband-Absorption zwischen den obersten Valenzbdndern und
den nicht d-artigen Leitungsbindern. Unterhalb dieser Energie treten aber bereits Uberginge
aus den hochsten besetzten Zusténden in die leeren d-Orbitalen der Cr-Atome auf, welche durch
exzitonische Effekte modifiziert werden. Die gute Ubereinstimmung der Position der Absorpti-
onskante zwischen den gemessenen und berechneten Kurven legt nahe, dass die in Abschnitt
6.2 bestimmten Quasiteilchen-Anregungsenergien einen realistischen Wert fiir die fundamentale

Bandliicke voraussagen.
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Kalt ist’s im Skriptorium, der Daumen

schmerzt mich. Ich gehe und hinterlasse
dies Schreiben, ich weifs nicht, fiir wen,

ich weift auch nicht mehr, woriiber.

Umberto Eco
Der Name der Rose

In der vorliegenden Arbeit wurden die elektronischen und exzitonischen Anregungseigenschaften
von magnetischen Halbleitern bzw. Isolatoren mit den Methoden der Vielteilchen-Storungstheo-
rie untersucht. Im Rahmen des Formalismus der Green’schen Funktionen gestattet das Losen der
Bethe-Salpeter-Gleichung fiir die Polarisationsfunktion die prézise Vorhersage optischer Absorp-
tionsspektren einschliefllich der exzitonischen Anregungszusténde, welche durch die Elektron-
Loch-Wechselwirkung induziert werden. Bisher war dieser Ansatz jedoch auf spinunpolarisierte —
und somit nichtmagnetische — Systeme beschrénkt. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit konnte
dieses Defizit der Theorie durch Erweiterung des Formalismus hinsichtlich kollinearer Spinpola-
risation behoben werden. Dadurch ist es moglich geworden, die genannten Methoden auch auf
die Berechnung der Absorptionsspektren der in jiingerer Vergangenheit stirker ins Blickfeld der
Forschung geratenen ferro- und antiferromagnetischen Halbleiter anzuwenden.

Wie auch bei nichtmagnetischen Materialien ist die optische Polarisation durch die Lésung des
Eigenwertproblems des exzitonischen Hamilton-Operators gegeben. Allerdings ist fiir Letzteren
bei Bertiicksichtigung kollinearer Spinpolarisation keine Zerlegung in die Unterrdume von Sin-
gulett- und Triplett-Anregungen mehr moglich. Stattdessen verdoppelt sich der Rang des zu
l6senden Eigenwertproblems im Vergleich zum nichtmagnetischen Fall, was mit einer signifikan-
ten Erhohung der numerischen Anforderungen einhergeht.

Ublicherweise wird die Bethe-Salpeter-Gleichung im Rahmen der Tamm-Dancoff-Approximati-
on gelost, wobei die nichthermiteschen Kopplungsterme zwischen resonanten und antiresonanten
Paar-Anregungen vernachlassigt werden. Um den Einfluss der Kopplungsterme bei den hier zu un-
tersuchenden Systemen mit stark gebundenen d-d-Anregungen bewerten zu koénnen, wurden das
quadratisch mit dem Rang des Hamilton-Operators skalierende Zeitentwicklungsverfahren und
das zur Untersuchung gebundener Zustinde verwendete iterative Diagonalisierungsverfahren der-
art verallgemeinert, dass auch dem erweiterten nichthermiteschen Eigenwertproblem Rechnung
getragen werden kann.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wurden die erhaltenen analytischen Resultate auf die antifer-
romagnetischen Ubergangsmetalloxide MnO, FeO, CoO und NiO sowie den ferromagnetischen

Isolator CrBr3 angewandt. Zur Bestimmung der optischen Absorptionsspektren von Festkorpern

91
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ist ein fundiertes Verstdndnis der elektronischen Einteilchen-Eigenschaften der zu untersuchen-
den Materialien unabdingbare Voraussetzung. Die ab-initio-Berechnung der Elektronenstruktur
der genannten magnetischen Isolatoren stellt jedoch eine eigene Herausforderung dar. In der Li-
teratur werden diese trotz ihrer nur teilweise besetzten d-Bénder nichtmetallischen Stoffe oftmals
als stark korreliert bezeichnet und die Anwendbarkeit der Hedin’schen GW-Approximation wird
in Zweifel gezogen. Es konnte im Rahmen dieser Arbeit gezeigt werden, dass das Versagen des
Standardansatzes, Quasiteilchen-Korrekturen storungstheoretisch aufbauend auf einer in LDA
oder GGA berechneten Kohn-Sham-Bandstruktur zu bestimmen, kein prinzipielles Defizit der
GW-Approximation darstellt. Vielmehr ist es auf eine unzureichende Wahl des Startpunktes
der Quasiteilchen-Rechnung zuriickzufiihren und kann durch Verwendung des Hybridfunktio-
nals HSEO3 anstelle der (semi)lokalen Ansétze korrigiert werden. Wie auch fiir sp-gebundene
Halbleiter, gestattet der HSE03+GoWy-Ansatz fiir die hier untersuchten Oxide sowie CrBrs die
akkurate Vorhersage des Einteilchen-Anregungsspektrums in guter Ubereinstimmung mit Pho-
toemissionsmessungen.

Mit Hilfe der methodischen Entwicklungen der vorliegenden Arbeit konnten nun auch erstmals die
optischen Zweiteilchen-Anregungen der genannten magnetischen Materialien ausgehend von den
grundlegenden Prinzipien der Quantenmechanik berechnet werden. Es stellte sich heraus, dass die
Beriicksichtigung von exzitonischen Effekten sowohl auf die Absorptionsspektren der Ubergangs-
metalloxide als auch das Spektrum des Ferromagneten CrBrjs einen signifikanten Einfluss hat.
Dariiber hinaus konnte die Existenz optisch verbotener, stark gebundener Frenkel-artiger Exzito-
nen, welche auf spin-erlaubte intraatomare d-d-Anregungen zuriickzufithren sind, innerhalb der
fundamentalen Bandliicken von NiO, CoO und FeO nachgewiesen werden. Auferdem treten in
allen vier untersuchten Ubergangsmetalloxiden zusitzlich aufgrund der Spinauswahlregel optisch
verbotene Spinflip-Exzitonen auf. Schwierigkeiten ergeben sich bei der korrekten Vorhersage der
Anregungsenergien der gebundenen Paar-Zustédnde. Es besteht allerdings die Vermutung, dass
diese durch Beriicksichtigung der Dynamik der Abschirmung der Elektron-Loch-Wechselwirkung
in der Bethe-Salpeter-Gleichung behoben werden konnen. Die endgiiltige Aufklarung dieser Pro-
blematik erfordert jedoch weitergehende Untersuchungen.

Die in dieser Arbeit vorgestellte Einbeziehung kollinearer Spinpolarisation in die ab-initio-Be-
rechnung der optischen Anregungseigenschaften von Festkorpern stellt einen wichtigen Schritt
in Richtung der vollstdndigen Beriicksichtigung der Wechselwirkung von Orbital- und Spinfrei-
heitsgraden der Elektronen dar und bereitet damit den Weg fiir zukiinftige Erweiterungen bzgl.

der Einfliisse von nichtkollinearem Magnetismus und Spin-Bahn-Kopplungseffekten.
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A.1 Bezeichnungen und Konventionen

A.1.1 Fourier-Transformation

Der Aufbau eines unendlich ausgedehnten idealen monokristallinen Festkorpers ist aufgrund der
herrschenden raumlichen Translationssymmetrie durch die Angabe eines Bravais-Gitters sowie ei-
ner zugehorigen atomaren Basis vollstdndig bestimmt. Die Menge der Gittervektoren sei gegeben
durch

{R = nja; + noas + nzas : ni,na,n3 € Z}, (A1)

wobei die Elementarzelle durch die nichtkollinearen Basisvektoren aj;, as und ag aufgespannt

werde. Das zugehorige reziproke Gitter umfasst dann die Menge der Vektoren
{G: RG =2mn, n € Z}. (A.2)

Um Integrationen im reziproken Raum in Summen zu iiberfiihren, was insbesondere fiir numeri-
sche Anwendungen von Vorteil ist, bietet es sich an, vom unendlich ausgedehnten Kristall auf ein
endliches, aber groftes Grundgebiet §2 iiberzugehen und dieses, Born und von Kéarméan folgend
[196], periodisch fortzusetzen. Diese Vorgehensweise erméoglicht die Fourier-Darstellung beliebiger

im Kristallvolumen definierter Funktionen f durch

fr) =53 fla+ G)elarer (4.3a)
qG
fla+G) = / dr f(r) e (a+Gr, (A.3b)

wobei q auf die Brillouin-Zone, die Elementarzelle des reziproken Gitters, beschrankt bleibt und
G die Punkte des reziproken Gitters durchlduft. Die Integration im Ortsraum ist nun {iber das
Grundgebiet 2 auszufiithren. Hangt eine Funktion dagegen von zwei Ortskoordinaten ab, so soll

die Fourier-Transformation folgendermafen vollzogen werden:!

1 . oy N\
f(r,rl) _ 5 Z Z ez(quG)r f(q + G, q/ + GI) efz(q +G')r (A.4a)
qG q'G’
flq+G,d +G) = é / dr / dr’ ¢ At G f(p ¢ A TG, (A.4D)

Fiir gitterperiodische Funktionen f(r) = f(r + R) bzw. f(r,r') = f(r + R,r’ + R) ergeben sich

! Die Wahl des Vorfaktors sorgt dafiir, dass Produkte solcher Funktionen im reziproken Raum keine zusitzlichen
Normierungsfaktoren erhalten, sondern dieselbe Form wie im Ortsraum annehmen.

Al
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wesentliche Vereinfachungen:
fla+G)=0q f(G) und f(a+G,d +G')=dqq f(a+G,q+G). (A.5)

Héngt die gitterperiodische Funktion nur von einem Ortsvektor ab, so tragen also nur die Kompo-
nenten mit verschwindendem q zur Fourier-Reihe (A.3a) bei, wihrend die Fourier-Transformierte
gitterperiodischer Gréfien mit zwei Ortsraum-Argumenten diagonal in q ist. Um die Ubersicht-

lichkeit zu erhéhen, bietet es sich gelegentlich an, vermége

fa(d) == fla+G) ud fea(a):=fla+G,q+G) (A.6)

in eine Matrixschreibweise zu wechseln.

Fourier-Transformationen zeitabhéngiger Grofien folgen stets der Konvention

10 = [52 rwe (A7a)
flw)= /dt f(t) et (A.7Db)

A.1.2 Einteilchen-Zustande

Neben der Darstellung in Orts- und Spinraum sind besonders Entwicklungen von physikalischen
Grofen nach vollstdndigen Orthonormalsystemen, wie sie beispielsweise Einteilchen-Eigenfunk-
tionen darstellen, von Bedeutung. Fiir den hier vorrangig betrachteten Fall kollinearer Spinpo-
larisation zerfallen die Einteilchen-Spinoren & (%) — &7 (1) = @ (r) mm(s) in das Produkt aus
einer parametrisch spinabhéngigen Ortswellenfunktion ¢} (r), die das Bloch-Theorem erfiillt,
und einem Spinor 7,,(s). Dementsprechend lassen sich die Zusténde |k) — |nkm) durch eine
Bandnummer n, einen reduzierten k-Vektor und die Spinquantenzahl m beschreiben.

Die Spinor-Basiszusténde bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem im Spinraum,
Z M (8) T (8) = Sy Z M (8) M (87) = s, (A.8)
S m

wahrend die das Bloch-Theorem [40]

1 .
e (r) = (r|nkm) = — u" (r) X mit W7 (r) = u"(r+R) oder (A.9a)

\/ﬁ n

Pricra(t) = @) upi () = e T (r) (A.9b)

erfiillenden rdumlichen Anteile der Wellenfunktionen ebenfalls orthogonal und vollstdndig sind,
wenn man diese Eigenschaften vom gitterperiodischen Teil innerhalb einer Elementarzelle ver-

langt:

1
/dr om (1) el (r) = Opgr Ok it o /dr Ui (0) uphy (v) = Oppy bzw. (A.10a)
0
Qo
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Z el (r) el * (") = 0(r — ') mit Zunk () =6(r—1'). (A.10b)

Die entsprechenden Relationen fiir die spinorwertigen Funktionen f:fk(g) folgen sofort.

A.2 Spektrale Eigenschaften der Green-Funktionen

Im Folgenden sollen die analytischen und spektralen Eigenschaften der Green-Funktionen néher
beleuchtet werden. Die Darstellung trigt Ubersichtscharakter und dient lediglich dazu, die be-
notigten Formeln und Zusammenhénge bereitzustellen. Ausfiihrliche Erlauterungen finden sich
beispielsweise in den Refn. [11, 14, 16, 19, 197, 198].

A.2.1 Reelle Zeitargumente
Martin-Schwinger-Relation der Propagatoren

Zunéchst werde der Elektronenpropagator betrachtet, welcher sich geméfs seiner Definition (2.15a)
unter Beriicksichtigung der Darstellung der Feldoperatoren im Heisenberg-Bild (2.5) wie folgt

schreiben lasst:

rt r't! 1 2 _ A7 O Y
67 () = 5 2 o b 0) 1 o) (|1 0l 0, 0) = )
o , (A.11)
1 i /
= Z/'Oa <a {1#3(1', 0) {o/> <o/| ¢I/(r’,0) {oz > er(Ea—eq)(t—t")

Aufgrund der vorausgesetzten Zeitunabhéngigkeit des Hamilton-Operators ist der Propagator
homogen in seinen Zeitargumenten und mithin nur die Differenz ¢ — ¢ von Bedeutung. In
der hier vorgenommenen Entwicklung der Feldoperatoren nach den Eigenzusténden des sta-
tistischen Operators der grofkanonischen Gesamtheit (2.16) liefern allerdings nur Terme mit
N, — N, = 1 Beitriage zur Doppelsumme iiber o und ¢, da in allen anderen Fillen die Matrix-
elemente (a | 1s(r,0) |a') = 0 verschwinden. Durch Fourier-Transformation in den Frequenzraum
geméaf (A.7b) erkennt man, dass die Anregungsenergien des betrachteten Systems die Resonanz-

frequenzen des Propagators bestimmen,

(1

) = —2772'Zpa {a | s(r,0) ") (/| 1/1;[,(1",0) lo) 0(hw — (e —€a)).  (A.12)

Vollig analog kann man fiir den Lochpropagator (2.15b) die Relation

o= (

w) = 2772'2;)0/ (o] 1/1;[,(1",0) | ) (a|hs(r,0) ") §(hw — (0 — €a)) (A.13)

ableiten. Die Gln. (A.12) und (A.13) implizieren, dass der Elektronen- und der Lochpropagator
tiber die Martin-Schwinger-Relation [18]

a(1n]w) = e (1

w) (A.14)
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zusammenhéingen. Zum Beweis verwendet man die Relation py = pg e?(Ea=%ar) efiNar=Na) fijp
die Matrixelemente des statistischen Operators und die Tatsache, dass, wie oben erlautert, nur
Summanden mit N, — N, = 1 zu berticksichtigen sind. Fiir die zeitabhéngigen Propagatoren

gilt entsprechend
< /
a<(n

AN > !
t=t) = =G (1

t—t — z’hﬁ) . (A.15)

Spektraldarstellungen der Green-Funktionen

Mit Hilfe der Martin-Schwinger-Relation (A.14) sowie der Definition der Spektralfunktion (2.20)

ldsst sich folgende Darstellung der Propagatoren finden:

&> (15]w) = —i[1- few)]A(10|w) (A.16a)
G<(rx|w) =i py a(tx]w) . (A.16b)
In diesen Gleichungen bezeichnet f(7fw) die Fermi-Funktion
hw) = ! AT
f(hw) == Bl 11 (A17)

Fiir die zeitgeordnete Green’sche Funktion (2.18) folgt unter Beachtung der Fourier-Darstellung

der ©-Funktion ‘
dw i p—iw(t—t')

Ot —1t')=1lim [— A.18
( ) ﬂ/li% 2T w + i’y ( )
eine Spektraldarstellung der Form
/ 4/ G>(rr: w/) G<<rr: w/)
G(”, w):hmz‘/i Sl ARV G A | (A.19)
58 =0 2m w—w +iy w—w —1iy
Unter Berticksichtigung von Gl. (A.16a) und (A.16b) sowie der Dirac-Identitét
L _ P L s O(w) (A.20)
wEiv  w ol '
in der P das Hauptwert-Integral bezeichnet, ergibt sich schliefllich
/ dw/ 1 . ﬁ ’
G<§g/ w) = /ﬁ [Pw — = imd(w — ') tanh E(hw' - u)] A(gg, w') . (A.21)

Vollzieht man den Grenziibergang zu verschwindender Temperatur T' = 0, so reduziert sich dieser

Ausdruck auf /
w  ALT]e)
w) = lim [—

=0 ) 27 w —w' + iy sgn(hw’ — p)’

rr’
G(ss’

(A.22)

Die retardierte und avancierte Green’sche Funktion (2.22a) und (2.22b) haben hingegen fiir alle
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Temperaturen einfache Lehmann-Darstellungen,

tfrr dw’ A<;Z: w/)
re , = 1li —_— A2
G <SS w) fyli% 21w — W' + iy (A.232)
/ , A<rr: w/)
GaV(”/ w) —lim [ AT (A.23D)
s =0/ 2 w—w —iy

die sich auf demselben Wege wie die Spektraldarstellung der kausalen Funktion ableiten lassen.

Dartiiber hinaus existiert bei 7' = 0 der folgende Zusammenhang zwischen den Green-Funktionen:

w)=a(t w)=a(tn

ret [ rr’
G <ss/

w—i—i*y) Gav(ggj

w— z"y) . (A.24)

Spektralfunktion

Im vorangegangenen Abschnitt wurde demonstriert, dass die Spektralfunktion die zentrale Gro-
fse ist, aus der sich vermoge der Lehmann-Darstellungen sémtliche Green-Funktionen gewinnen
lassen. Unter Zuhilfenahme der Definition (2.20) und der Relationen (A.24) ldsst sich zeigen,
dass die Spektralfunktion im Wesentlichen der Differenz von retardierter und avancierter Green-
Funktion und damit der Diskontinuitdt der kausalen Green-Funktion entlang der reellen Achse
im Fall T' = 0 entspricht:

A< rr/

s s’

w) - Gav<ggi w)] . (A.25)

o) =ilom(z

Dariiber hinaus erweist sich die Spektralfunktion als hermitesch, A(

~

g;: w) :A*(z,g w), und
positiv definit. Mit Hilfe der Definition (2.20) und der Antikommutator-Relationen (2.1) folgt

die {iberaus wichtige Summenregel

[t ats

welche aufzeigt, dass das spektrale Gewicht iiber alle Frequenzen aufsummiert der Anregung eines

w) = 5(r — 1) by, (A.26)

einzelnen Teilchens entspricht. Fiir die Diagonalelemente der Spektralfunktion in einer beliebigen
Einteilchen-Basis & (%) folgt aus (2.20) sowie (A.12) und (A.13)

2
6 (hw — (o — €a))

Agr(w) =27 Zpa Z
+27) pa Y

Dementsprechend lédsst sich D(fw) = Tr A(w)/(27) als die Zustandsdichte eines wechselwirken-

den Vielelektronen-Systems interpretieren, wobei die mit den Matrixelementen des statistischen

S [ar ) e/l lte0) o)

, (A.27)

d(hw + (ey — €0a)) -

> far €6(2) (@] (.0} o)

Operators gewichtete Summe iiber o die thermische Mittelung tiber die moglichen Ausgangszu-

stande darstellt.
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A.2.2 Imagindre Zeitargumente und Matsubara-Darstellung

Die Martin-Schwinger-Relation (A.15) impliziert eine Quasiperiodizitdt der kausalen Green-

Funktion entlang der imaginéren Zeitachse, wobei die Green-Funktion dort durch
Gt—t)=03G{t—-t")G t—-t)+0O63t —t)G<(t—t) (A.28)

zuniichst im Intervall —ih3 < t —t' < ihB3 definiert sei.? Mithin ist es nach Matsubara [17]

moglich, die Green-Funktion fiir imaginére Zeiten in ein Fourier-Reihe zu entwickeln:

(e o]

1 ~ . /
Gt —t) = i3 > Gla)e ), (A.29a)
1=

—00
Die entsprechenden Entwicklungskoeffizienten ergeben sich zu

—ihp
G(z) = / dt G(t —t') e (=), (A.29D)
0

wobei die fermionischen Matsubara-Frequenzen z;, welche den Polen der Fermi-Funktion (A.17)
entsprechen, durch
w20+ 1)

Z] = % +1 T mit l & Z (AQQC)

gegeben sind. Die Tatsache, dass nur die ungeraden Fourier-Koeffizienten Beitrdge zur Reihen-

entwicklung liefern, ist eine Folge der Quasiperiodizitét.

Fiir Funktionen, die eine echte Periodizitat aufweisen, wie z.B. die Zweiteilchen-Dichtekorrelati-
onsfunktion, ergibt sich hingegen eine Entwicklung, zu der nur die geraden Fourier-Komponenten

an den sogenannten bosonischen Matsubara-Frequenzen

2
Cl:ih—; mit 1 €Z (A.30)

beitragen, bei denen es sich um die Pole der Bose-Funktion g(hw) := 1/(exp(fhw) — 1) handelt.
Fiir die Matsubara-Koeffizienten lasst sich die Spektraldarstellung

/

2) - as A(¥]+)

w> (A.31)

!
58 2r oz —w

é(rﬂ

ableiten, welche analytisch in die gesamte komplexe Frequenzebene fortgesetzt werden kann:

z> - /(21—: @ (A.32)

S S

G

Sucht man nun die Werte der Matsubara-Funktion infinitesimal iiber und unter der reellen Fre-

2 Diese Definition folgt direkt aus den Analytizitétsbereichen der Propagatoren in der komplexen Zeitebene [18].
Sie lasst sich aufgrund der Quasiperiodizitéit auf beliebige imaginére Zeiten ausdehnen.
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quenzachse auf, so erhélt man die retardierte und avancierte Green’sche Funktion:

et ( r ;: w) = }/iir%)é( . Z: w + iw) (A.33a)
Ga"(Zg; w) :}/%G(ZZ: w—iw) . (A.33b)

Auch die kausale Green-Funktion im Fall T = 0 lasst sich unmittelbar aus der Matsubara-

Funktion zuriickgewinnen,

G(”ﬁ

S S

BT = rr . _
w) ‘T:O = }{IL%G( s |w iy sgn(hw ,u)) , (A.34)
weshalb die Verwendung des Matsubara-Formalismus eine sehr effiziente Methode zur Behand-

lung des Vielteilchen-Problems darstellt.

A.3 Numerik

A.3.1 VASP

Samtliche numerischen Rechnungen wurden unter Verwendung des Vienna Ab-initio Simulati-
on Package (VASP) [199-201]| durchgefithrt. Der Berechnung von Grundzustandseigenschaften
und Quasiteilchen-Anregungsenergien liegt Version vasp.5.1.39 zugrunde. Die DFT-Implementie-
rung beruht auf der selbstkonsistenten Losung der Kohn-Sham-Gleichung (2.111) im reziproken
Raum durch iterative Diagonalisierung des zugehorigen Hamilton-Operators. Als Basissatz die-
nen ebene Wellen bis zu einer festgelegten kinetischen Energie (Ebene-Wellen-Cutoff E¢,y). Zur
Darstellung der Valenzzustiande wird die projector-augmented wave method (PAW) [202] einge-
setzt, welche hinsichtlich der Beschreibung der Wellenfunktionen im Bereich der Atomriimpfe
eine vergleichbare Qualitdt wie Allelektronen-Methoden gewéhrleistet.

DFT-Rechnungen in GGA basieren stets auf dem Funktional PW91 [88, 89|, wobei intermediére
Spinpolarisationen nach dem durch von Barth und Hedin vorgeschlagenen Schema [76] interpo-
liert werden. Nahere Erlduterungen zu den Details der Implementierung verallgemeinerter Kohn-
Sham-Funktionale mit Hartree-Fock-Anteil finden sich in Ref. [203]. LDA /GGA+U-Rechnungen
werden nach der Methode von Dudarev et al. [105] durchgefiihrt. Die Implementierung der GWA
zur Bestimmung der Quasiteilchen-Energien nach dem GoWy-Ansatz ist in Ref. [204] detailliert
dargestellt. Die Frequenzabhéngigkeit der dielektrischen Funktion, welche in den Korrelations-
anteil der Selbstenergie eingeht, wird vollstédndig beriicksichtigt.

Die Berechnung der fiir die Absorptionsspektren notwendigen optischen Ubergangsmatrixelemen-
te erfolgt ebenfalls unter Verwendung von Version vasp.5.1.39 nach dem in Kap. 2.5.2 erlduterten
longitudinalen Ansatz [205]. Im Gegensatz dazu baut die Implementierung der Bethe-Salpeter-
Gleichung auf Version vasp.4.4 auf. Die entsprechenden Code-Teile wurden von Mitgliedern des
Instituts fiir Festkdrpertheorie und -optik der Friedrich-Schiller-Universitat Jena in den letzten
Jahren entwickelt. Die wesentlichen Entwicklungsschritte sind in den Refn. [207, 67, 96, 113,
115, 209] sowie der vorliegenden Arbeit dokumentiert. Die in die Berechnung des exzitonischen

Hamilton-Operators einflieffenden Bloch-Integrale werden lediglich aus dem Ebene-Wellen-Anteil
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der Wellenfunktionen bestimmt. Zur Beschreibung der Abschirmfunktion kann wahlweise eine
Abschirmkonstante e, oder die dielektrische Modellfunktion von Bechstedt et al. [133] benutzt

werden. Letztere ist durch

—1
G L'
e =1 aip  4kRdie

e(g,n) =1+ [ (A.35)

gegeben und héngt neben der dielektrischen Konstante €., nur von der mittleren Elektronendichte
n sowie dem Betrag des Vektors q = k — k’ ab. Hierbei bezeichnet kp = (37T2’I’L)% den Fermi-
Vektor sowie qTp = % den Thomas-Fermi-Vektor.

Aufgrund der enormen Speicheranforderungen werden die Wechselwirkungsmatrixelemente nur
in einfacher Genauigkeit gespeichert.? Die die Dimension des Hamilton-Operators bestimmende
Zahl der Paar-Zusténde wird durch einen Energie-Cutoff EngtE begrenzt. Diese sogenannte BSE-

Cutoff-Energie bezieht sich jeweils auf die Anregungsenergien der unabhéngigen Elektron-Loch-

Paare ohne Berticksichtigung von Quasiteilchen-Korrekturen.

A.3.2 Konvergenzparameter

Im Folgenden werden die Konvergenzparameter fiir die numerischen Simulationen zu den im
Hauptteil der Arbeit untersuchten Materialien aufgelistet. Wesentliche Kenngroflen sind hier-
bei der Ebene-Wellen-Cutoff zur Beschrinkung des Basissatzes fiir die Wellenfunktionen sowie
der verwendete k-Punkt-Satz fiir die Brillouin-Zonen-Integrationen. Die fiir die Bestimmung von
Quasiteilchen-Energien in der GWA erforderliche Berechnung der dielektrischen Funktion ver-

langt dartiber hinaus die Berticksichtigung einer hinreichend grofen Anzahl leerer Bander.

Konvergenzparameter fiir MgO in Kapitel 3.4.4

Im Fall von MgO wurden die 2p- und 3s-Zusténde des Mg-Atoms sowie die 2s- und 2p-Elektronen
des O-Atoms als Valenzzusténde betrachtet. Als Basissatz fiir die Darstellung der Wellenfunk-
tionen dienten ebene Wellen mit kinetischen Energien bis zu 400 eV. Die Gitterkonstante wurde
im Rahmen der GGA unter Verwendung von 8 x 8 x 8 Monkhorst-Pack-k-Punkten ermittelt.
Die Bestimmung der Quasiteilchen-Energien erfolgte mit Hilfe von 16 x 16 x 16 I'-zentrierten
k-Punkten, wobei in die Berechnung der dielektrischen Funktion 150 Bénder sowie das den I'-
Punkt enthaltende Untergitter von 8 x 8 x 8 k-Punkten einflossen. Zur Beschreibung des kurz-
reichweitigen Hartree-Fock-Anteils der Selbstenergie gentigten ebenfalls 8 x 8 x 8 k-Punkte.

Konvergenzparameter fiir die Ubergangsmetalloxide in den Kapiteln 4 und 5

Bei den Ubergangsmetalloxiden wurden jeweils die 3d- und 4s-Zustinde des Metallatoms sowie
die 2s- und 2p-Zusténde des Sauerstoffs zu den Valenzzustinden gezahlt. Die fiir die struktu-
relle Relaxation verwendeten Cutoff-Energien und k-Punkt-Sétze sind in der folgenden Tabelle

aufgefithrt:

3 Die Speicheranforderungen sind fiir Arbeits- wie Festplattenspeicher gleichermafen hoch: Da die Berechnung
der einzelnen Matrixelemente selbst sehr zeitaufwendig ist, erweist es sich als vorteilhaft, den Exzitonen-
Hamilton-Operator vollstdndig auf der Festplatte zu speichern.
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MnO FeO CoO NiO
Cutoff-Energie F.u [eV] 315 400 400 325
k-Punkt-Satz 8 x 8% 8 16x16x16 16x16x16 8 X 8 X8

Fiir die Nichtmetalle MnO und NiO sind 8 x 8 x 8 Monkhorst-Pack-k-Punkte zur Relaxierung
der atomaren Geometrien ausreichend. Im Gegensatz zum experimentellen Befund sind CoO und
FeO in der GGA metallisch. Deshalb wurde in diesen Féllen ein groferer k-Punkt-Satz benutzt,
um die Fermi-Flache hinreichend genau abzutasten.

Den GW-Rechnungen liegen bei allen vier Oxiden I'-zentrierte Sétze von 8 x 8 x 8 k-Punk-
ten zugrunde. Um die dielektrische Funktion zu konvergieren, wurden bei den hier untersuchten
Materialien 150 Bander beriicksichtigt, obwohl man auch fiir 100 Bander schon sehr gute Ergeb-
nisse erzielt. In die Berechnung der Response-Funktion flossen ebene Wellen bis zu kinetischen
Energien von 200 eV ein.

Soweit nicht anders angegeben, wurden in den exzitonischen Hamilton-Operator Ubergiinge bis zu
EBSE

cut

einer Cutoff-Energie von = 20 eV einbezogen. Im Fall der Ubergangsmetalloxide geniigt ein
Satz von 8 x 8 x 8 reguléren k-Punkten, um die Brillouin-Zone abzutasten. Fiir die Berechnung der
Spektren mittels der Zeitentwicklungsmethode (nicht jedoch bei der Bestimmung der Eigenwerte
der gebundenen Exzitonen) wurden die k-Punkte gegeniiber den Monkhorst-Pack-Positionen
um das 0.2-; 0.3- bzw. 0.5-fache des Abstands benachbarter k-Punkte entlang der reziproken
Gittervektoren verschoben, um durch Aufhebung der Stern-Entartung ein gutes Sampling der
Energieachse sicherzustellen und eine Ubergewichtung von Hochsymmetriepunkten der Brillouin-

Zone zu vermeiden.

Konvergenzparameter fiir CrBrz in Kapitel 6

Im Fall von CrBrj3 zéhlen die 4s- und 4p-Orbitale der Br-Atome sowie die 3d- und 4s-Elektronen
der Cr-Atome zu den Valenzzustédnden. Fiir die Grundzustandsrechnungen wurde ein Ebene-Wel-
len-Cutoff von 300 eV verwendet. Aufgrund der vergleichsweise grofsen Elementarzelle geniigen
4 x 4 x 4 k-Punkte zum Sampling der Brillouin-Zone. Die verbleibenden Kréfte in der relaxierten
Kristallstruktur sind kleiner als 1 meV/A.

Fiir die GW-Rechnungen wurde der Ebene-Wellen-Cutoff aufgrund des sehr hohen Speicherbe-
darfs auf 250 eV reduziert. In die Berechnung der Abschirmfunktion wurden 160 Energiebéander
einbezogen, wahrend die Brillouin-Zone mit 4 x 4 x 4 I'-zentrierten k-Punkten abgetastet wurde.
Fiir die Bestimmung der BSE-Spektren wurden 4 x 4 x 4 Monkhorst-Pack-Punkte in derselben
Weise, wie im vorangegangenen Abschnitt erlautert, verschoben. Auch im Fall von CrBrs betrug
der Cutoff fiir die Ubergéinge, welche in die Berechnung des exzitonischen Hamilton-Operators

einflossen, EBSF = 20 eV.
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