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Zusammenfassung

Gegenstand des dreiteiligen Preprints ist die Bandbreitenreduktion von Matrizen.
Seine einzelnen Ausgaben basieren auf dem Vorlesungsskript “Wissenschaftliches
Rechnen - Matrizen und LGS®, gehalten als fakultative Veranstaltung am Institut
fiir Mathematik der TU Ilmenau.

Teil 1 enthélt die Grundlagen dazu, die insbesondere auf sparse und Bandmatrizen
und deren Verarbeitung eingehen. In den Teilen 2 und 3 werden die Bandbreiten-
reduktion mit dem Algorithmus von Cuthill-McKee bzw. Gibbs-Poole-Stockmeyer
ausfiihrlich erldutert, verglichen und an Beispielen illustriert.

Vorwort

Viele Probleme benétigen die Handhabung von Matrizen bzw. die Losung von linea-
ren Gleichungssystemen. Ausgangspunkt dabei ist, dass man alle bzw. wichtige Infor-
mationen iiber die Matrix nutzt und diese auf ihre weitere Verarbeitung “vorbereitet .

Zu solchen Mafinahmen gehoren:

- Feststellung von Eigenschaften der Matrix in Bezug auf Symmetrie,
(strenge) Regularitéit, Definitheit, Diagonaldominanz, Orthogonalitit u. a.,

- Erkennen und Anwendung der Besetztheitsstruktur,

- Bandbreiten- und Profilreduzierung,

- (symmetrische) Zeilen/Spaltenpermutation,

- Elementeabgleich,

- Zerlegungs- und Transformationstechniken.

Dabei liegen die Untersuchungen in folgenden Problemklassen.
(1) Skalierung als eine Form der Verbesserung der Kondition der Matrix.

(2) Faktorisierungsmethoden der Form A = BC, A = BCD oder &hnlich unter
Einbeziehung von Aspekten, die sie numerisch gutartig machen.

Damit ist natiirlich formal unter zuséitzlichen Bedingungen eine Transformati-
on C' = B !'A beschrieben.

(3) Transformationsmethoden der Form A’ = BAC mdglichst mit Angabe der
Transformationsmatrizen B und C', einschliefilich der Betrachtung von Son-
derféllen.

Ziel dabei ist es, dass die transformierte Matrix A’ Eigenschaften besitzt, die
ihre weitere Nutzung effizienter machen.

Hier soll der Schwerpunkt auf den Anstrich (3) gelegt werden.

Dazu werden Losungsalgorithmen bzw. implementierte Routinen in der verschiede-
nen Programmiersprachen oder Computeralgebrasystemen angegeben.

Einige ergéinzende grundlegende Abschnitte sowie zahlreiche Beispiele sollen insge-
samt das Verstdndnis fiir die Problematik unterstiitzen.
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Kapitel 1

Bandbreitenreduktion

Fiir LGS mit Bandmatrizen gibt es spezielle, meist effizientere Losungsverfahren.
In vielen Fillen lasst sich die Bandbreite einer Matrix A = (a;;) durch simultane
Zeilen- und Spaltenvertauschungen erheblich reduzieren. Die Transformation ist

A' = (a};) = PTAP, PP" = P"P=1, P" = P, (1.1)

wobei P eine Permutationsmatrix ist, die durch die Permutation p = (p1, p2, ..., Pn)
(Permutationsvektor) erzeugt wird. Die Matrix P hat in ihrer i-ten Zeile an der j-ten
Spalte mit 7 = p; eine Eins stehen, sonst Nullen.

Eine solche simultane Vertauschung von Zeilen und Spalten ist also eine Ahnlichkeits-
transformation.

Einige Beispielmatrizen sollen auf diese Weise transformiert werden. Dazu sind Band-
breite bw und Anzahl nne der Nichtnullelemente (NNE) angegeben ([64], Kap. 1.3).

Beispiel 1.1

(a)

2 1
3 1
A=(ay)=| 2 1 , bw(A) =6, nne =11,

1 2

1 2 1
2 1
2 1

p=(1,5234), A'=PTAP= 12 bw(A) =4
1 2 1
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MATLAB liefert in seinen Kommandos symmmd und symrcm den Permutationsvektor
p fiir die Matrix P7, also hier p = (1, 3,4,5,2) bei symrcm. Natiirlich kann man die
Vektoren p und p einfach ineinander iiberfiihren.

(b)

x .. %

* % % x %
* % . x ok

* % * % *

A=A(10,10)=1| =~ A , bw =15, nne = 34.
x . %
% k.. % *
* % % *
% %
p=1(8,5,4,7,9,2,10,3,6,1), bw =5,
* %
* % %
x % % %
* % x %
A — PT AP — * % % % % |
x % k%
x % %X % %
x %
* x %
x %

p=(10,6,8,3,2,9,1,4,5,7), p=(7,5,4,8,9,2,10,3,6,1), bw =7,

* %
* k%
* % k%
* ok ok %
A':(a;j):PTAP: * ok ok x . %
* % % . %
* %
* % ok % %
* k%




(c) Wir verringern die Bandbreite der symmetrischen (60 x 60)-Matrix aus dem
m-File bucky der Demo-Toolbox von MATLAB.

>>B = bucky;
>>spy (B)
>>p = symrcm(B)
p=
1 6 2 5 10 11
15 13 8 27 29

37 42 28 43 20 18
47 44 19 32 23 48
52 49 57 35 58 50

>>spy (B(p,p))
>>print bild08.ps -dps
>>[i,j] = find(B)
>>bw = max(i-j)-min(i-j)+1
bw =

69

>>[i,j]1 = £find(B(p,p))
>>bw = max(i-j)-min(i-j)+1
bw =

21

12
16
22
40
54

17
24
34
51

26
21
39
45
56

30
25
33
46
59

38
36
53
55

101
.

20F

301

a0t

50

60L

20

301

a0t

50

60L

[ e
or ,

nz = 180

I
10

I
30
nz =180

‘
40

I
50

|
60

14
41
31
60
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(d)
* *
*
A= * , bw(A) =5, bl(A) =9, nne =6.
*
*
* %
*
p=1(1,5,3,4,2), A'=PTAP = * , bw(A) =2, b1(4) = 3.
*
*
(e)
* *
*
A= * , bw(A) =b1(A) =9, nne=T.
*
* *
* %
* %
p=(1,53,4,2), A'=PrAP = x . bw(A') = b1(A') = 3.
*
*
(f)
* % %
% k%
% k%
A= . bw(A) = bl(A) = 11, nne = 18.
* k%
% k%
* X ok
* k%
* % *
p=1(1,3,5,6,4,2), A'=PTAP = * * * * * e bw(A') = b1(A") = 5.
* * %
% k%

Eine weitere Reduktion der Bandbreite ist nicht mdéglich.



Zu jeder Matrix A gibt es eine Permutation, die A in eine Matrix mit minimaler
Bandbreite iiberfiihrt. Diese Permutation ist in der Regel nicht eindeutig bestimmt.
Leider gibt es fiir groe n keinen Algorithmus, der eine Permutation dieser Art mit
vertretbarem Rechenaufwand (polynomialer Aufwand) bestimmt. Die praktisch be-
nutzten Algorithmen liefern Permutationen, die im Regelfall zu einer Bandbreite in
der Ndhe der minimalen Bandbreite fithren. Diese Feststellung beruht auf praktischen
Erfahrungen. Es ldsst sich nur schwer theoretisch voraussagen, wie weit die erreichte
Bandbreite von der minimalen abweicht.

Von zahlreichen approximativen Algorithmen dieser Art werden der von Cuthill-
McKee (CM) 1969 [4], [56], [57], der umgekehrte Cuthill-McKee (reverse Cuthill-
McKee, RCM) sowie eine Modifikation von Gibbs-Poole-Stockmeyer (GPS) 1976 [29]
am meisten benutzt. Beide Algorithmen beruhen auf graphentheoretischen Uberle-
gungen. Manchmal liefert der erste die besseren Ergebnisse, manchmal der letzte. Die
Unterschiede sind meistens gering. Der Algorithmus von Gibbs-Poole-Stockmeyer er-
fordert fast immer weniger Rechenzeit.
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1.1 Algorithmus von Cuthill-McKee

Zum Versténdnis des Algorithmus sollen zunéchst die zu Grunde liegenden graphen-
theoretischen Beziehungen erldutert werden. Es werden die notwendigen Begriffe und
Tatsachen zusammengestellt.

Es sei V = {z1, 2, ..., 2z, } die Menge von n Knoten, die wir im Folgenden von 1 bis
n durchnummerieren werden. Ein ungeordnetes Paar (z;,2;) von zwei verschiedenen
Knoten heifit eine (ungerichtete) Kante zwischen dem Knoten z; und dem Knoten
z;. Ein Graph G = (V, E) (V=vertex, E=edge) besteht aus der Menge V = V(G)
und einer Teilmenge £ = E(G) aller méglichen Kanten. Falls die Kante (z;, z;) zu
G gehort, dann gehort auch (z;, z;) zu G, aber der Graph G soll keine sogenannten
Schleifen (Schlingen) enthalten. Ein Graph G besitzt eine anschauliche geometrische
Darstellung wie etwa in Abb. 1.1 im Fall von fiinf Knoten und sechs Kanten.
Formal lésst er sich durch eine symmetrische Verkniipfungs- oder Adjazenzmatrix
adj(A) beschreiben mit Elementen

1, falls (z;,2;) € G,
by = alls (2, ;) (1.2)
0, falls (Zi, Zj) € G.
5
1
4
2
3
Abb. 1.1 Graph G mit Nummerierung der Knoten
Zum Graphen der Abb. 1.1 gehort so die Matrix der Ordnung n =5
01010
1 0101
adj(A)=1 0 1 0 1 0 (1.3)
1 0101
01010

Umgekehrt kann einer beliebigen symmetrischen Matrix A ein Graph G(A) zugeord-
net werden, indem jedem Matrixelement a;; # 0 eine Kante (z;, z;) entspricht.
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Dabei miissen die Diagonalelemente von A aufler Acht gelassen werden, da ja G(A)
keine Schleifen enthalten darf. Aus dem Graphen G(A) geht somit nicht hervor, ob
die Diagonalelemente gleich oder ungleich Null sind. Im Hinblick auf die Anwendung
auf Matrizen aus Diskretisierungsverfahren ist dies bedeutungslos, da ihre Diago-
nalelemente ohnehin positiv sind und bei Zeilen- und Spaltenvertauschung auf der
Diagonalen bleiben.

Zwei Knoten z; und z; eines Graphen G heiflen benachbart, falls sie durch eine Kante
direkt verbunden sind. Zwei Knoten z; und z; heiflen allgemein verbunden, falls ein
Kantenzug von z; nach z; existiert.

Unter dem Grad oder der Valenz d(z) (auch dg(z), deg(z), v(z), val(z)) eines Knotens
z versteht man die Anzahl der Kanten, die vom betreffenden Knoten ausgehen. Sie
ist damit gleich der Zahl der benachbarten Knoten. In einem Graphen G(A) einer
beliebigen symmetrischen Matrix A ist somit der Grad d(z;) des Knotens z; gleich der
Anzahl der von Null verschiedenen Nichtdiagonalelemente von A in der i-ten Zeile.

Schliefllich ist ein Untergraph eine Teilmenge eines Graphen, die selbst ein Graph ist.
Unter einem Baum versteht man einen Graphen, der einen Knoten mehr als Kanten
aufweist und keine isolierten Knoten besitzt, d. h. in welchem jeder Knoten mit je-
dem anderen Knoten verbunden ist.

Mit diesen wenigen Begriffen aus der Graphentheorie wenden wir uns dem eigentli-
chen Algorithmus von CM zu. Wir gehen davon aus, dass der Graph G(A) der Matrix
A zu einer gegebenen Diskretisierung und zu einer Ausgangsnummerierung der Kno-
tenvariablen, die jetzt gleichzeitig die Rolle der Knoten in G(A) spielen, bekannt
sei.

Beispiel 1.2 Gebietsvernetzung mit unterschiedlichen Elementen,
Knotenanzahl n = 15

1 Netz der Diskretisierung (FEM-Netz)
15

! Yoy
D

11e 12

13 14 15 9 13 15 6 11 14 12 10

Abb. 1.2 Gebietsvernetzung
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Besetzungsstruktur der

symmetrischen Matrix A(15,15) nne = 117 NNE mit Indizes (7, j), i < j
X X X n =15
XXXXX XXX 1 1 1 2 1 3 2 2 2 3
X X X 2 4 2 5 2 6 2 8 2 9
XXXXXXX 2 10 3 3 3 4 3 5 4 4
XXX 4 5 4 6 4 7 4 8 4 9
XXXXXXXXXX 4 10 5 5 5 6 5 7 6 6
X 6 7 6 8 6 9 6 10 6 11
X X X 6 12 6 13 6 14 6 15 7 7
XXXXXXX 8 8 8 9 8 10 9 9 9 10
XXX XXX 9 11 9 12 9 13 9 14 9 15
XXXXX 10 10 10 11 10 12 10 13 10 14
XXXX 10 15 11 11 11 12 11 13 11 14
XXX 11 15 12 12 12 13 12 14 12 15
Xi 13 13 13 14 13 15 14 14 14 15
15 15

Wir werden noch sehen, wie der Graph G(A) auf Grund der einzelnen Elemente auf-
gebaut wird. Von der Nummerierung der Knoten bzw. Knotenvariablen hingt es ab,
wie die Besetzungsstruktur und damit die Bandbreite der Matrix A ausfillt.

Schrittalgorithmus
1. Schritt

Man suche in G(A) einen Knoten mit minimalem Grad. Dieser Knoten sei der soge-
nannte Startknoten oder Wurzel, und er bekomme die Nummer 1.

2. Schritt

Zum Startknoten z; bestimme man alle benachbarten Knoten. Diese Knoten sollen
mit zunehmendem Grad fortlaufend nummeriert werden. Bei benachbarten Knoten
mit gleichem Grad besteht selbstverstédndlich eine Willkiir in der Reihenfolge der
Nummerierung. Die in diesem Schritt nummerierten Knoten haben alle die Distanz
1 vom Startknoten z;. Sie bilden die erste Stufe.

3. Schritt

Zu den Knoten der ersten Stufe mit aufsteigenden (neuen) Nummern bestimme man
sukzessive ihre benachbarten und noch nicht neu nummerierten Knoten und num-
meriere sie je mit zunehmendem Grad. Die in diesem Schritt nummerierten Knoten
besitzen die Distanz 2 vom Startknoten und bilden die zweite Stufe im Nummerie-
rungsprozess.

In den nachfolgenden allgemeinen Schritten verfihrt man vollkommen analog zum
dritten Schritt, bis alle Knoten des Graphen, d. h. alle Knotenvariablen durchnum-
meriert sind.

Die heuristische Begriindung des beschriebenen Vorgehens besteht einfach darin, dass
im Graphen G(A) benachbarte Knoten moglichst bald im Nummerierungsprozess
beriicksichtigt werden miissen, andernfalls grofle Indexdifferenzen auftreten entspre-
chend einer grolen Bandbreite von A. Die Festsetzung, die Knoten innerhalb einer
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Stufe fortlaufend unter Beriicksichtigung ihres zunehmenden Grades zu nummerieren,
beruht auf der einleuchtenden Strategie, dass Knoten mit vielen Nachbarn moglichst
hohe Nummern erhalten sollen, um die im néchstfolgenden Schritt auftretenden In-
dexdifferenzen klein zu halten.
Dass der Algorithmus mit einem Startknoten von minimalem Grad begonnen wer-
den soll, entspricht weitgehend einer Erfahrungstatsache. Im Allgemeinen existieren
in einem Graphen G(A) mehrere Knoten mit minimalem Grad. Aus diesem Grund ist
der Prozess mit allen Knoten mit minimalem Grad zu wiederholen, um unter diesen
Startknoten denjenigen zu finden, der die kleinste Bandbreite liefert. Die resultieren-
de Bandbreite ist in der Tat von der Wahl des Startknotens abhingig (siehe Beispiel
1.3). Ferner existieren Fille von Graphen, fiir welche der Algorithmus von CM auf
Grund ihres speziellen Aufbaus nicht die minimale Bandbreite zu liefern vermag, falls
nur Startknoten minimalen Grades beriicksichtigt werden. Deshalb ist es angezeigt,
auch Startknoten mit groerem Grad zuzulassen.
Um die Giite der erzielten Bandbreite beurteilen zu konnen, sind Schranken wiinschens-
wert. Eine untere Schranke fiir die Bandbreite kann sofort a-priori aus dem Maximum
der Grade aller Knoten von G(A) gewonnen werden. Es sei D der maximale Grad,
also

D= zrer%/e%) d(z). (1.4)
Zur zugehorigen Knotenvariablen existieren somit in der betreffenden Zeile von A D
von Null verschiedene Nichtdiagonalelemente. Ist D gerade, so konnen diese Elemente
bestenfalls je zur Hilfte links und rechts des Diagonalelements ohne dazwischenlie-
gende NE angeordnet sein, so dass die Bandbreite 62 mindestens gleich D/2 bzw. bw
mindestens D + 1 sein muss. Ist D eine ungerade Zahl, so muss die Bandbreite b2
mindestens gleich (D + 1)/2 sein. Zusammenfassend gilt

b2 > [(D+1)/2], bw > D+ 1 mit [¢] = ganzer Teil von x. (1.5)

Eine obere Schranke fiir die Bandbreite lisst sich a-posteriori aus dem Algorithmus
von CM gewinnen und zwar auf Grund der Anzahl der Knoten in den einzelnen Stufen
Ly.. Betrachten wir zwei aufeinanderfolgende Stufen Ly und Ly mit |Ly| bzw. |Lg. 1|
Knoten. Falls im schlimmsten Fall der kleinstindizierte Knoten im Niveau L; mit dem
grofitindizierten Knoten im Niveau L, benachbart ist, resultiert eine Indexdifferenz
von |Lk| + |Lk+1| —1.
Das Maximum dieser moglichen Indexdifferenzen iiber alle Stufen ist eine sichere
obere Schranke. Bei insgesamt r Stufen und mit der Festsetzung L; = {1}, |Li| = 1,
fiir den Startknoten gilt

b2 S kirngix r(|Lk_1| + |Lk| - 1). (16)
Ein Startknoten, fiir den die maximale Anzahl Knoten pro Stufe minimal ist, liefert
danach eine kleine obere Schranke fiir die Bandbreite und stellt einen aussichtsreichen
Kandidaten fiir den Algorithmus dar.
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An einem iibersichtlichen Graphen soll die prinzipielle Funktionsweise des Algorith-
mus von Cuthill-McKee dargelegt werden.

Beispiel 1.3 Gegeben sei der Graph von Abb. 1.3, in welchem die 16 Knoten mit
Buchstaben gekennzeichnet sind, um im anschliefenden Nummerierungsprozess eine
klare Situation zu schaffen.

E
As M
D~ F K
Be N
C o)

G

L
H P
I Q

Abb. 1.3 Graph G(A) mit Ausgangsnummerierung der Knoten

Man erhélt die folgende Besetzungsstruktur der symmetrischen Matrix A(16, 16) mit
den Bandbreiten bw =142-7 =15, b2 =7 und nne = 16 + 2 - 33 = 82 NNE.

XX XX
XXX

Als Startknoten mit minimalem Grad 3 kommen A, B,C, H,I,M,N,P und @ in
Betracht. Wir wollen aber den Prozess nur fiir die beiden Startknoten A und C
betrachten. Die resultierenden Nummerierungen sind in Abb. 1.4 fiir A und in Abb.
1.5 fiir C zusammen mit den zugehorigen Stufen dargestellt.
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1. Stufe 2. Stufe

/7 @
4 8
Q 7 1074 Stufe
S — p
13
5. Stufe

15 16

Abb. 1.4 Nummerierung und Stufen fiir den Startknoten A =1

Die nachfolgende Tabelle enthélt alle Information iiber die Entscheidungen fiir den
Startknoten A. In diesem Fall ist die Nummerierung zwangslaufig.

Schritt | Knoten | noch nicht numm. | Grad | Nummer | |Lj|
k Nachbarknoten
1 A 3 1 1
2 1 B 3 2 3
D 6 4
FE 5) 3
3 2 C 3 5) 5)
3 F 4 7
K 6 8
M 3 6
4 G 7 9
4 5 — 4
6 N 3 10
7 _
8 O 5 11
9 H 3 12
L 6 13
5 10 — 3
11 P 3 14
12 I 3 15
13 Q 3 16

Tab. 1.1 Zum Ablauf des Algorithmus von CM fiir den Startknoten A



12 Bandbreitenreduktion

Die neue symmetrische Matrix A4 hat eine kompaktere Besetzungsstruktur mit der
kleineren Bandbreite bw =1+ 2-5 =11, 02 =5.

XX XX

X X X
X X XXX
X X X X

Zur Umnummerierung Ay — 1, By -+ 2, C3 —5, Dy — 4, E5 — 3, Fs > 7, G; —
9, Hg — ]_2, Ig — ]_5, Klg — 8, L — ]_3, My — 6, N13 — ]_0, 014 — ]_]_, P15 —
14, Q16 — 16, wobei die Originalnummern zusétzlich durch Indizierung kenntlich
gemacht wurden, gehort der Permutationsvektor

p=(1,2,5,4,3,7,9,12,15,8,13,6, 10, 11, 14, 16).

Damit gilt mit der abgeleiteten Permutationsmatrix P die Transformation
A=A, = PTAP.

Im Fall des Startknotens C' besteht zweimal eine Willkiir, weil die Nachbarn von
G = 4, das sind K und L, den gleichen Grad 6 aufweisen und im néchsten Schritt
die Nachbarn N und P von 9 je den Grad 3 haben.

3. Stufe

L

C = 1 2. Stufe
1. Stufe

Abb. 1.5 Nummerierung und Stufen fiir den Startknoten C' =1
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Da der maximale Grad der Knoten fiir G gleich 7 ist, liefert (1.5) als untere Schranke
fiir die Bandbreite den Wert 4 fiir beide Fille. Fiir A als Startknoten liefert (1.6) als
obere Schranke 8, wihrend sie tatséchlich b2 = 5 betrigt, bestimmt durch die beiden
Kanten (3,8) und (4,9) in Abb. 1.4.

Mit C' als Startknoten ergibt (1.6) als obere Schranke fiir die Bandbreite 11 und ist
effektiv b2 = 7, bestimmt durch die einzige “lange“ Kante (4,11) in Abb. 1.5.

Die beiden Startknoten mit minimalem Grad liefern in der Tat Nummerierungen mit
deutlich verschiedenen Bandbreiten. Im zweiten Fall entstehen weniger Stufen mit
entsprechend mehr Knoten pro Stufe. Dies ist der Grund fiir die resultierende grofie-
re Bandbreite.

In den Abbildungen 1.4 und 1.5 kann man die Geschichte der Nummerierung dadurch
hervorheben, dass die Kanten von den Knoten einer Stufe zu den neu nummerierten
Nachbarknoten dicker gezeichnet werden. Offenbar erzeugt der Algorithmus von CM
zum gegebenen Graphen G einen gespannten Baum. Das erinnert uns an das Ku-
gelmodell aus [64], Kap. 1.

A=1
2
5
12
15
Stufentiefe =5 Stufentiefe = 4

Stufenbreite = 5 Stufenbreite = 7

Abb. 1.6 Gespannte Biume zu Graphen fiir Startknoten A =1 bzw. C' =1
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Beispiel 1.4 Wir betrachten die folgende Diskretisierung eines Gebiets.

'y

Yy
2 3 4
1 P
6 7
5 e
8 9 10 12
1 11
134 15
6 17
18 19
20 21
294 5 24
2 31
Abb. 1.7 Gebietsvernetzung
28 9 30 mit 45 Dreieckelementen
bei 35 Knoten
32 33 34 35

Das fiihrt auf die Belegungsstruktur

0 T
oo .
eee oo .
eee oo .
oo . .
5Lee . oo
oo . oo
oo . eee
. oo .
. ee oo oo
10+ . ee oo oo
. eee .
. . oo
oo ee o o
oo eccee
15+ oo oo o
ee oo
ecee o
. e oo o
ecccee
20+ ecccee
eee oo
e o oo o .
eccccee
e o0 oo
25F ee o0 oo .
ececee oo .
o oo oo
. . . oo
oo . oo
301 oo oo oo
. oo .
. oo
. oo eee
. oo eee
351 oo oo
. . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35
nz =193

der symmetrischen Matrix A mit den Bandbreiten bw =1+2-8 =17, b2 = 8 (8 ist
die maximale Knotendifferenz) und nne = 35+ 2-79 = 193 NNE.
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Darauf soll der Algorithmus von CM angewandt werden.

Zunidchst nehmen wir die Version symrcm des umgekehrten CM-Algorithmus von

MATLAB.

S = sparse(A);
p3 = symrcm(S)
p3

1 4 2 5 3 6 7 12 8
13 14 15 18 16 17 22 20 19
23 21 33 29 26 24 34 30 27

B3 = S(p3,p3);

spy (B3)

print bild13.ps -dps

[i j s] = find(B3);

bw3 = 1+max(i-j)-min(i-j)

bw3 =
15

Die neue Besetzung mit der Bandweite bw =15 =1+ 2 -7 ist

0

10- .

15F

20

25

30F

351 XXX

. . .
0 5 10 15 20 25 30 35

9 10 11
28 32 25
35 31

Man erhélt diese auch, wenn man mit dem Permutationsvektor ps die Permutations-

matrix P} fiir A’ = P/ AP; zeilenweise aufbaut.

P3T = zeros(35,35);

for 1 = 1:356
P3T(i,p3(i))=1;
end;

B3 = P3T*AxP3T’;
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Die Umnummerierung der Knoten wird durch die Spaltenvertauschung mit der Rechts-
multiplikation AP; erzeugt. Der Permutationsvektor, mit dem Pj gebildet wird, ist

¢ = (1,3,5,2,4,6,7,9,10,11,12,8,13,14, 15,17, 18, 16, 21,
20,26, 19, 25, 30, 24, 29, 33, 22, 28, 32, 35, 23, 27, 31, 34).

Er entsteht aus ps wie folgt: p3(i)=j fiihrt zu q(j)=1.
Damit ergibt sich die Umnummerierung 1 — 1, 2 -3, 3 -5, 4 -2, 5 — 4 usw.

Y

3 5 2

é 10. Stufe
6 7

a

9 8| 9. Stufe
8. Stufe

L7s
<
7. Stufe

3
1876, Stufe
é 9 5. Stufe

1

20 5 4. Stufe
3. Stufe
194 3 30 2. Stufe
2933 35 = Wurzel, 1. Stufe

Abb. 1.8 Gebietsvernetzung
22« 32 mit Neunummerierung
der 35 Knoten

e > Al symrcm
23 o7 G’y @ T gemal sy
\/ V

Man erkennt die Umkehrung des CM-Algorithmus.

Der stufenweise Aufbau der Knotenstruktur beginnt mit dem letzten Knoten 35 als
Wurzel, dann die 2. Stufe mit den Knoten 32, 33 und 34 usw. Die letzte Stufe enthélt
die Knoten 1 und 2. Und so, wie sie in der Abbildung nummeriert sind, bedeutet dies
dann die Umkehrung k - n+1—k =36 — k.

Die Bandbreiten 2 = 7 bzw. bw = 15 entstehen durch die maximale Knotendifferenz
der benachbarten Knoten 3 und 10.
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Fiir die Ausgangsnummerierung in Abb. 1.7 haben die Knotenpunkte 1 und 32 jeweils
den minimalen Grad 2, die resultierenden maximalen Differenzen von Knotennum-
mern pro Element betragen jedoch 7 bzw. 8.

Die Startpunkte mit den Nummern 4, 12, 31 und 35 vom Grad 3 (das sind die rech-
ten Ecken) liefern maximale Knotennummerndifferenzen von 6. Interessant ist weiter,
dass fiir den Startpunkt 27 mit Grad 4 und sogar fiir die Startpunkte 2 und 7 jeweils
mit dem Grad 5 dieselbe Bandbreite resultiert. Das Beispiel moge illustrieren, dass
es in der Regel notwendig sein kann, auch Startpunkte mit hoherem Grad als Kan-
didaten zu testen.

Fiir den Startknoten 4 erhélt man eine giinstige resultierende Nummerierung mit den
Bandbreiten bw =13 =1+2-6, b2 = 6.

Y

. m w 1 = Wurzel

17 1

o 1

20

! 23
24 '
2827 Abb. 1.9 Gebietsvernetzung
29 3 mit Neunummerierung

der 35 Knoten
geméfl Algorithmus

von CM
Qg 30 (347 3/ =

Die einzelnen Stufen - es sind der Startknoten und 11 Stufen - sind ebenfalls eingetra-
gen und die die Bandbreite bestimmenden Knotenpaare (10,16), (27,33) und (28,34)
hervorgehoben.

Der maximale Grad eines Knotens betrigt 7 und auf Grund der in Abb. 1.9 angege-
benen Stufen ergeben die Formeln (1.5) und (1.6) die Schranken 4 < 52* < 8 fiir die
minimale Indexdifferenz.
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Die zugehorige Matrix ist

0

10

15

20

25

30

35

X RN
ee oo
e oo ooo
eeoco e .
- e ee oo -
. eee o
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. oo oo
- eee o o0 oo -
. oo
. eee .
eee ee oo
. oo oo
- o o oo -
. e eo00 o
ee ooeoe
. eeoco e
eeee oo
- e oo oo -
eceeee o
e oo ooo
. oo oo
eeeee o o
- . oo oo -
e ee0 o o
. oo oo
ee oooe oo
. oo
- oo oo o
e o o .
. oo o
oo ecee
o o eee
- oo o
0 5 10 15 20 25 30 35
nz =193

An diesem einfachen und durchsichtigen Beispiel sei noch auf eine Eigenschaft der
resultierenden Knotennummerierung hingewiesen, die sich fiir die spitere Behand-
lung der algebraischen Aufgaben als sehr niitzlich erweisen kann.

An der Abb. 1.9 erkennt man die offensichtliche, allgemein giiltige Tatsache, dass die
Knoten einer bestimmten Stufe auf Grund der Konstruktion nur benachbarte Knoten
in derselben, vorhergehenden oder nachfolgenden Stufe besitzen. Deshalb induziert
die Stufenstruktur automatisch eine tridiagonale Blockstruktur der zugehorigen Ge-

samtmatrix
B, 4
Ay By O
Ay Bn

die in Abb. 1.10 elementweise dargestellt ist.

Die Ordnung jeder Blockmatrix By, k = 1,2,...,11, in der Diagonale ist gleich der

Anzahl der Knoten der betreffenden Stufe L.
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X | XXX
X | X X | X
X X X XXX
X | XXX | X X
X X | X X | X
X X XX X
X X X XXX
XX | XX X X X
X X X | X
XXX X XX XX
X X X
X XXX X
X | XX X | X X X
X | X X | X
X X XX
X X XXX X
X | X XX | XX
X X | XX | XX
XX | XX XX
X X X X
XX | XXX X
X XX X X
X X
XXX X X
X X X X
X X X X X
X X
X X X X X
X X
X XXX X
X X X X
X X X
XXX | X
X X XX | X
XXX | X

Abb. 1.10 Besetzungsstruktur der Matrix nach Neunummerierung
der 35 Knoten bei Startknoten 4 mit Blocktridiagonalgestalt

LGS mit Matrizen von tridiagonaler Blockstruktur konnen mit Hilfe spezieller Re-

chentechniken effizient aufgelost werden.
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1.1.1 Implementierung des Algorithmus von Cuthill-McKee

Aus [4] notieren wir das FORTRAN-Progamm fiir den Cuthill-McKee-Algorithmus.

Das Programm ist so konzipiert, dass es von einer Gebietsvernetzung mit Knoten

und ihrer Nummerierung ausgeht. Es konnen Elemente mit einer verschiedenen und

wechselnden Anzahl von Knotenpunkten behandelt werden. Der Algorithmus kann

entweder fiir vorgegebene Startpunkte oder fiir die vom Programm selbst bestimmten

Startpunkte mit kleinstem Grad durchgefiihrt werden.

Nach Beendigung des Algorithmus konnen die Permutationsvektoren fiir die gewiinsch-
te optimale Nummerierung in eine Datenfile abgespeichert werden.

Eingabedaten (als Datenfile bereitgestellt)
1. N . Anzahl der Knotenpunkte des Netzes

NEUNUM :  Anzahl der Startpunkte fiir die Neunummerierung
> 0 : vorgegebene Startpunkte
< 0 : Startpunkte mit minimalen Grad vom
Programm bestimmt

2. NKNOT : Anzahl der Knotenpunkte pro Element (< 8)
NKNOT< 0 : Schlusszeile
3. NP(1..NKNOT) :  Knotennummern pro Element

(je eine Datenzeile pro Element)
NP(I)< 0 : Schlusszeile fiir den Elementtyp

4. START(1.NEUNUM) : Nummern der gegebenen Startpunkte,
falls NEUNUM> 0

Es entsteht eine Ergebnisdatei RESCUTH.DAT, &hnlich einem Protokoll, die Einga-
bedaten und Resultate enthilt.

Dazu gibt es die wahlweise Abspeicherung der Permutationsvektoren in Datenfiles
PERMCMCB.DAT bzw. PERMCMCK.DAT.

Der Algorithmus dient sowohl der Minimierung der Bandbreite der zugehorigen Ma-
trix als auch der Minimierung des Profils, wobei zu Letzterem im folgenden Abschnitt
noch einige Ausfiihrungen gemacht werden.

C _________________________________________________________________
C HP : CUTHILL.FOR DO0S-Version

C Up : -

C _________________________________________________________________

HAUPTPROGRAMM ZUR BESTIMMUNG DER OPTIMALEN KNOTENNUMERIERUNG
NACH DEM ALGORITHMUS VON CUTHILL-MCKEE ZWECKS MINIMIERUNG DER
BANDBREITE ODER DES PROFILS

DAS PROGRAMM IST AUSGELEGT FUER MAXIMAL

oo

ND = 1000 KNOTENPUNKTE
MAXGR = 30  MAXIMALGRAD DER KNOTENPUNKTE
NDL = 100 STUFEN DES ALGORITHMUS
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PARAMETER (ND=1000,MAXGR=30,NDL=100)
INTEGER GRAPH(MAXGR,ND) ,GRAD(ND) ,START (ND) ,NP(8)
INTEGER NEU(ND) ,RNEU(ND) ,NEUIN(ND) ,RNEUIN(ND)
INTEGER LEVEL(NDL) ,PERMB(ND) ,PERME (ND)
INTEGER GRADZP,FCM,FRCM,PRMIN
CHARACTER*12 FNAME
LOGICAL NUM(ND)
OPEN (3,FILE="RESCUTH.DAT’ ,STATUS="UNKNOWN’)
WRITE(*,900)
900 FORMAT(’ NAME DER DATEI : ’)
READ(x,’(A12)’) FNAME
WRITE(3,901) FNAME
901 FORMAT(’ NAME DER DATEI : ’,A12/)
OPEN(1,FILE=FNAME,STATUS=’0LD’)
READ(1,*) N,NEUNUM
WRITE(3,1) N
1 FORMAT(’®  ALGORITHMUS VON CUTHILL-MCKEE FUER’/
* 3X,I4,” KNOTENPUNKTE’//3X,’KNOTENNUMMERN PRO ELEMENT’/)
IF(N.GT.ND) STOP °’N ZU GROSS !!’

DO 20 I = 1,N
GRAD(I)
DO 10 J = 1,MAXGR
GRAPH(J,I) = 0
10  CONTINUE
20 CONTINUE
30 READ(1,*) NKNOT
IF(NKNOT.GT.0) THEN
40 READ(1,*) (NP(I), I=1,NKNOT)
IF(NP(1) .LE.0) GOTO 30
WRITE(3,2) (NP(I), I=1,NKNOT)
2  FORMAT(3X,8I5)
DO 90 I = 1,NKNOT-1
NZP = NP(I)
DO 90 J = I+1,NKNOT
NNP = NP(J)
DO 50 K = 1,MAXGR
IF (GRAPH(K,NZP) .EQ.NNP) GOTO 80
IF(GRAPH(K,NZP) .GT.0) GOTO 50
GRAPH(K,NZP) = NNP

Il
(@]
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GRAD(NZP) = GRAD(NZP) + 1

GOTO 60
50 CONTINUE
WRITE(3,3) NZP,MAXGR
3 FORMAT (3X, ’**x MAXIMALER GRAD DES KNOTENS’,I5,
* > GROESSER ALS’,I4)
STOP ’MAXIMALER GRAD ZU GROSS !!’
60 GRAD(NNP) = GRAD(NNP) + 1

IF (GRAD(NNP) .LE.MAXGR) GOTO 70
WRITE(3,3) NNP,MAXGR
STOP ’MAXIMALER GRAD ZU GROSS !!’
70 GRAPH (GRAD (NNP) ,NNP) = NZP
80 CONTINUE
90  CONTINUE
GOTO 40
ENDIF
MAXGD = GRAD(1)
MINGD = GRAD(1)
DO 100 I = 2,N
MAXGD = MAXO(MAXGD,GRAD(I))
MINGD = MINO(MINGD,GRAD(I))
100 CONTINUE
MINBD = (MAXGD + 1) / 2
WRITE(3,4) MINGD,MAXGD,MINBD
4 FORMAT(/3X,’MINIMALER GRAD =’,I4,3X,’MAXIMALER GRAD =’,I4/
* 3X,’MINIMALE BANDBREITE =’,I4)

IF(NEUNUM.GT.0) THEN
READ(1,*) (START(I), I=1,NEUNUM)
WRITE(3,5) (START(I), I=1,NEUNUM)
5  FORMAT(/3X,’VORGEGEBENE STARTNUMMERN’/(3X,10I5))
ELSE
NEUNUM = - NEUNUM
K=20
110 DO 120 I = 1,N
IF(GRAD(I) .EQ.MINGD) THEN
K=K+ 1
START(K) =1
IF(K.GE.NEUNUM) GOTO 130
ENDIF
120  CONTINUE
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MINGD = MINGD + 1
GOTO 110
130 WRITE(3,6) (START(I), I=1,NEUNUM)
6  FORMAT(/3X,’STARTNUMMERN MIT KLEINSTEM GRAD’/(3X,10I5))

ENDIF
C _________________________________________________________________
C NEUNUMERIERUNG DER KNOTENPUNKTE FUER ALLE STARTPUNKTE
C _________________________________________________________________
WRITE(3,7)

7 FORMAT(/3X,’ERGEBNISSE DER NEUNUMERIERUNGEN’/
* 3X,’STARTPUNKT BANDBREITE PROFIL CM  PROFIL RCM’/)

MMIN = N
PRMIN = N * N
KBDM = 0
KPRM = 0

DO 240 IS = 1,NEUNUM
NSTART = START(IS)
NEU(1) = NSTART
NEUIN(NSTART) = 1
RNEU(N) = NSTART
RNEUIN(NSTART) = N
DO 140 I = 1,N

NUM(I) = .FALSE.
140  CONTINUE
NUM(NSTART) = .TRUE.

LEVEL(1) =1
LEVS = 1
LEVE = 1
NLEV = 1
L=1
150 DO 180 J = LEVS,LEVE
NZP = NEU(J)
GRADZP = GRAD(NZP)
160 MINGR = MAXGR
K=0

DO 170 I = 1,GRADZP
NNP = GRAPH(I,NZP)
IF (NUM(NNP) .OR.GRAD (NNP) .GT.MINGR) GOTO 170
MINGR = GRAD (NNP)
K = NNP

170 CONTINUE
IF(K.EQ.0) GOTO 180
L=L+1
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NEU(L) = K

NEUIN(K) = L
RNEU(N-L+1) = K
RNEUIN(K) = N - L + 1
NUM(K) = .TRUE.

GOTO 160
180  CONTINUE
LEVS = LEVS + LEVEL(NLEV)
NLEV = NLEV + 1
LEVEL(NLEV) = L - LEVS + 1

LEVE = LEVE + LEVEL(NLEV)

IF(LEVE.LT.N) GOTO 150
BANDBREITE M UND PROFIL NPRCM DER NEUNUMERIERUNG
UND PROFIL NPRRCM DER UMGEKEHRTEN NEUNUMERIERUNG

NPRCM = 0
NPRRCM = 0
DO 200 I = 1,N
NZP = NEUIN(I)
NZPRCM = RNEUIN(I)
FCM = NZP
FRCM = NZPRCM
GRADZP = GRAD(I)
DO 190 J = 1,GRADZP
K = NEUIN(GRAPH(J,I))
M = MAXO(M,IABS(K - NZP))
FCM = MINO(FCM,K)
KRCM = RNEUIN(GRAPH(J,I))
FRCM = MINO(FRCM,KRCM)
190 CONTINUE
NPRCM = NPRCM + NZP - FCM + 1
NPRRCM = NPRRCM + NZPRCM - FRCM + 1
200  CONTINUE
WRITE(3,8) NSTART,M,NPRCM,NPRRCM
8 FORMAT(3X,I8,8X,I4,7X,16,7X,1I6)
IF (NPRRCM.LT.PRMIN) THEN
PRMIN = NPRRCM
KPRM = IS
DO 210 I =
PERME (I)
210 CONTINUE

1,N
= RNEUIN(I)
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ENDIF
IF (NPRCM.LT.PRMIN) THEN
PRMIN = NPRCM
KPRM = IS
DO 220 I =
PERME (I)
220 CONTINUE
ENDIF
IF(M.LT.MMIN) THEN
MMIN = M
KBDM = IS
DO 230 I =
PERMB (I)
230 CONTINUE
ENDIF
240 CONTINUE

1,N
= NEUIN(I)

1,N
= NEUIN(I)

WRITE(3,9) MMIN,START (KBDM)

9 FORMAT(//3X,’MINIMALE BANDBREITE M =’,I5,’ FUER STARTPUNKT’,
* I5/3X,’DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET :’/)
WRITE(3,11) (PERMB(I), I=1,N)

11 FORMAT((3X,10I5))
WRITE(3,12) PRMIN,START (KPRM)

12 FORMAT(//3X,’MINIMALES PROFIL =’,I6,’ FUER STARTPUNKT’,I5/
* 3X,’DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET :’/)
WRITE(3,11) (PERME(I), I=1,N)

WRITE(*,902)

902 FORMAT(’ ABSPEICHERUNG EINES PERMUTATIONSVEKTORS 7’/
* > 0 : NICHTS ABSPEICHERN’/
* > 1 : PERMUTATIONSVEKTOR FUER MINIMALES BAND (PERMCMCB.DAT) ’/
* 7> 2 : PERMUTATIONSVEKTOR FUER MINIMALES PROFIL (PERMCMCK.DAT)’/
x 2 31+ 2/)
READ(*,*) IFALL
IF(IFALL.EQ.0) STOP ’SCHLUS S’
OPEN(2,FILE=’PERMCMCB.DAT’ ,STATUS="UNKNOWN’)
OPEN(4,FILE=’PERMCMCK.DAT’ ,STATUS="UNKNOWN’)
IF(IFALL.EQ.1 .OR. IFALL.EQ.3) WRITE(2,11) (PERMB(I), I=1,N)
IF(IFALL.EQ.2 .OR. IFALL.EQ.3) WRITE(4,11) (PERME(I), I=1,N)
STOP °’S CHLUS S’
END
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Beispiel 1.5 Anwendung einer FEM-Diskretisierung

Gegeben sei das ringférmige Gebiet mit der symmetrischen Triangulierung, also eine
Dreiecksvernetzung, und Nummerierung der Knotenpunkte.

A

y
8 4 1 65 61
104 . 59
6 3 66 63
114 58
149 12 7 2 62 5
5 5 64 6
164 9 60 53
7 15 54 9
18 19 50 51
20 01 48 49
294 26 43 0 47
93 46
3003l 35 38739
2 45
254 9 33 40) 44
27 28 32 34 37 41 42 oz

Abb. 1.11 Gebietsvernetzung mit 90 Dreieckelementen bei 66 Knoten

Hier sind die Knoten radial im Gegenuhrzeigersinn nummeriert. Damit sind die Kno-
tenpunkte 1 und 2 mit den Konten 64 bis 66 durch Dreieckseiten verbunden. Be-
trachtet man die zugehorige Adjazenzmatrix, so treten in der rechten oberen und
linken unteren Ecke von Null verschiedenen Untermatrizen der Ordnung 3 auf.

Die 90 Dreieckelemente des Netzes in geordneter Reihenfolge bei Angabe der Ele-
mentknotennummern im Gegenuhrzeigersinn sind wie folgt (je Zeile 6 Dreiecke).

4 3 2 3 5
7 9 6 8 12
8 11 12 9 13 15
13 17 156 15 17 19
19 20 21 20 22 23

3 4 7
6 12 7
11 14 12
16 18 17
20 23 21

3 7 b5
7 12 13
12 14 16
17 18 19
21 23 26

4 6 7
713 9
12 16 13
18 22 20
22 24 23
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22 2524 23 2430 23 3026 24 2528 242829 24 29 30
25 27 28 26 30 31 28 3229 29 3230 30 3233 30 33 31
31 3335 323433 333435 34373 3436 3 35 36 38
36 37 39 36 39 38 37 41 40 37 40 39 38 39 43 39 40 45
39 45 46 39 46 43 40 41 45 41 42 44 41 44 45 43 46 48
44 47 45 45 47 46 46 47 49 46 49 48 47 51 49 48 49 50
49 51 50 50 561 52 50 52 54 51 53 52 52 53 56 52 56 54
53 55 57 53 57 56 54 56 60 55 58 57 56 57 62 56 62 60
57 58 61 57 61 63 57 63 62 58 b9 61 60 62 64 61 65 63
62 63 65 62 6b 66 626664 6466 2 65 166 66 1 2

Generierung der sparsen Matrix A in MATLAB.

n = 66;
%» Indexpaare der NNE oberhalb der Hauptdiagonalen

i=[ 11 11 1 2 2 2 2 3 3 3 4 4 4 5 5 6 6 6 ...

T 7 7 8 8 8 9 910 11 11 12 12 12 13 13 13 ...
14 15 15 16 16 17 17 18 18 18 19 19 20 20 20 21 21 ...
22 22 22 23 23 23 24 24 24 24 25 25 26 26 27 28 28 ...
29 29 30 30 30 31 31 32 32 33 33 34 34 34 35 35 ...
36 36 36 37 37 37 38 38 39 39 39 39 40 40 41 41 41 ...
42 43 43 44 44 45 45 46 46 46 47 47 48 48 49 49 ...
50 50 50 51 b1 52 b2 52 53 53 53 54 54 55 bb 56 56 56 ...
57 57 57 57 58 58 59 60 60 61 61 62 62 62 62 63 64 65 ];

j=[ 2 3 46566 3 56466 4 5 7 6 7 8 7 9 7 812 ...

9 12 13 10 11 12 13 15 11 12 14 13 14 16 15 16 17 ...
16 17 19 17 18 18 19 19 20 22 20 21 21 22 23 23 26 ...
23 24 25 24 26 30 25 28 29 30 27 28 30 31 28 29 32 ...
30 32 31 32 33 33 35 33 34 34 35 35 36 37 36 38 ...
37 38 39 39 40 41 39 43 40 43 45 46 41 45 42 44 45 ...
44 46 48 45 47 46 47 47 48 49 49 51 49 50 50 51 ...
51 52 54 52 53 53 54 56 55 56 57 56 60 57 58 57 60 62 ...
58 61 62 63 59 61 61 62 64 63 65 63 64 65 66 65 66 66 ];

A = sparse(i,j,1,66,66)
spy (A)

pause

% Symmetrisierung und Hauptdiagonale ergaenzen

A = A+A’+speye(66);
A = spones(A); % NNE=1
spy ()

print bild14.ps -dps
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A
[i j s] = find(A);
bw = 1+max(i-j)-min(i-j) % =131=1+2%65, Bandbreite
bw =
131
nnz (A) % 66+2x156, Anzahl der NNE
378

40 :55:::5. |
0: ) 10 20 30 40 50 GIO. =
nz =378

Damit ist die Bandbreite wie bei einer vollen Matrix trotz der vielen Nebendia-
gonalen, die nur Nullen enthalten. Deshalb ist fiir die Bandbreitenreduktion eine
Umnummerierung der Knoten notwendig.

Alle vier Eckpunkte 10, 27, 42 und 59 des Gebietes in Abb. 1.11 haben den minimalen
Grad 2.

Fiir den Eckpunkt 10 als neue Wurzel fiihren wir die Rechnung durch.



1.1 Algorithmus von Cuthill-McKee 29

Die Eingabedatei BEISP61N.DAT mit der Vorgabe des Startpunktes 10 mit dem
Grad 2 hat damit folgende Gestalt (die Dreiecke sind nur andeutungsweise gelistet).

66 1

W N - =W
DWW
~ 0w N

62 66 64
64 66 2
65 1 66
66 1 2
-1/
0/

10

Als Resultat dazu erhédlt man mit Wiederholung der Eingabegréflen zu Beginn die
Datei RESCUTH.DAT.

NAME DER DATEI : beisp6ln.dat

ALGORITHMUS VON CUTHILL-MCKEE FUER
66 KNOTENPUNKTE

KNOTENNUMMERN PRO ELEMENT

1 3 2
1 4 3
2 3 5
3 4 7
62 66 64
64 66 2
65 1 66
66 1 2
MINIMALER GRAD = 2  MAXIMALER GRAD = 7
MINIMALE BANDBREITE = 4

VORGEGEBENE STARTNUMMERN
10
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ERGEBNISSE DER NEUNUMERIERUNGEN
STARTPUNKT BANDBREITE PROFIL CM  PROFIL RCM

10 11 505 461

MINIMALE BANDBREITE M = 11  FUER STARTPUNKT 10
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET :

12 18 11 7 17 6 10 3 16 1
2 5 9 4 15 8 14 13 23 21
28 22 29 31 30 37 39 40 41 38
46 48 47 52 b1 57 58 56 63 64
65 66 59 61 62 60 55 53 54 49
50 44 43 42 45 33 34 36 35 32
2r 25 26 24 20 19

Fiir den Startpunkt 59 ergibt sich

MINIMALES PROFIL = 456 FUER STARTPUNKT 59
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET :

56 48 47 49 40 43 41 42 32 34
33 3 31 26 23 24 22 18 17 14
12 13 8 6 7 5 1 2 3 4
11 9 10 15 16 19 20 21 29 26
2r 28 30 37 36 38 44 39 45 46
53 54 59 bl 63 58 62 65 66 52
64 57 61 50 60 b5

Den Permutationsvektor p fiir die Bandbreitenminimierung steht gesondert im Er-
gebnisfile PERMCMCB.DAT.

12 18 11 7 17 6 10 3 16 1
2 5 9 4 15 8 14 13 23 21
28 22 29 31 30 37 39 40 41 38
46 48 47 52 b1 57 58 56 63 64
65 66 59 61 62 60 55 53 54 49
50 44 43 42 45 33 34 36 35 32
2r 25 26 24 20 19

Wir fiihren nun mit dem Permutationsvektor die Neunummerierung der Knoten aus
und betrachten die Eigenschaften der permutierten Matrix B = PTAP sowie die
Stufenstruktur.



1.1 Algorithmus von Cuthill-McKee

31

A
Y
3 7 12 20 27
1 , 35
6 1 19 2
2 36
4 45
5 WAL 18 —5<25 4
9 _ o 3
8 6 - - 32 43
1 Ve / - 4
15,= D
/ s 7
13 23 /7 T 50
/ / _ -
Ve
2 o8 / , B 53 04
/ P -
224 37/ g 59 55
9 / / 60
38 N\#6 51/ 5663
3 62
30 A a7 5 6 61
39 40 48 52 58 65 66 X

Abb. 1.12 Netz nach Neunummerierung der 66 Knoten, Startknoten = 10 — 1

Die Stufenstruktur mit der Wurzel 1 und den 13 Stufen ist in der Abbildung fett
hervorgehoben. Diese Stufen miissen sich wegen des Ringgebiets einmal “verzweigen®
und dann am rechten unteren Ende wieder zusammenfinden.

1. Stufe, Wurzel 1

2. Stufe (1 Zweig) | 2,3

3. Stufe 4,5,6,7

4. Stufe 8,9,10,11,12

5. Stufe 13,14,15,16,17,18,19,20

6. Stufe (2 Zweige) | 22,21,23 24,25,26,27

7. Stufe 30,31,29,28 32,33,34,36,35
8. Stufe 39,40,41,38,37 42,44,43.45

9. Stufe 48,47,46 49,50

10. Stufe 52,51 53,54

11. Stufe (1 Zweig)
12. Stufe
13. Stufe

58,57,56,59,60,55
65,64,63,62,61
66

Tab. 1.2 Stufenstruktur mit Knoten in den Stufen beim CM-Algorithmus
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Die Bandbreiten von B sind bw = 1+2-11 = 23 und b2 = 11. Die zweite Bandbreite
b2 ist natiirlich kleiner als die maximale Knotennummerndifferenz in benachbarten
Stufen, die hier 17 = 45 — 28 betrégt (siehe 7. und 8. Stufe). Aber die Knoten 28 und
45 sind keine Nachbarknoten.

Mit den zwei Knotenpaaren (33,44) und (34,45) aus benachbarten Stufen wird die
Bandbreite b2 gebildet (siche Abb. 1.12).

Wir stellen noch die Besetzungsstruktur der neuen Matrix B dar, wobei im MATLAB-
Befehl A = sparse(i,j,1,66,66) die Indexvektoren 7,7 der NNE von A oberhalb
der Hauptdiagonalen verwendet werden.

O ' ' ' ' '
20t ::ﬁ:.%ssh::}:.n:.. ]
| |
N :'=4..J:=;5;..'h;. |
50| ...E";:.ff:iz-;_:. ]
0 lIO 2I0 3I0 4IO 5I0 : 6I0:. =
nz =378

sparse(i,j,1,66,66)

A+A’ +speye(66) ;

spones (A) ;

[i j s] = find(A);

bw = 1+max(i-j)-min(i-j); % =131=1+2%65
nnz(A) ; % =378=66+2%x156

= = =
I
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p=1[12 18 11 7 17 6 10 3 16 1 2 5 ...
9 4 15 8 14 13 23 21 28 22 29 31 ...
30 37 39 40 41 38 46 48 47 52 51 b7 ...
58 b6 63 64 65 66 b9 61 62 60 b5 B3 ...
54 49 50 44 43 42 45 33 34 36 35 32 ...
2r 25 26 24 20 19 1;

P = zeros(66,66);

for i = 1:66, P(i,p(i)) = 1; end;

B = P’xAx%P;

[i j s] = find(B);

bwb = 1+max(i-j)-min(i-j) % =23=1+2x11
spy (B)

print bild16.ps -dps

Natiirlich kann man noch andere Startknoten fiir den CM testen. So erhilt man als
Teil der Resultatdatei im Fall von 18 Startknoten folgende Liste. Die dabei ermittelte
Bandbreite bezieht sich auf b2.

VORGEGEBENE STARTNUMMERN
1 8 10 11 22 27t 28 34 36 37
39 40 41 42 44 58 b9 61

ERGEBNISSE DER NEUNUMERIERUNGEN
STARTPUNKT BANDBREITE PROFIL CM  PROFIL RCM

1 11 564 518

8 10 502 462

10 11 505 461  <---
11 11 504 463
22 9 515 483 <---
27 11 517 481
28 11 502 469
34 11 553 530
36 11 546 506
37 9 505 476  <---
39 10 519 486
40 10 503 463 <-——-
41 11 508 467
42 11 520 477
44 10 515 468
58 11 504 458
59 11 504 456  <---

61 10 505 458
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MINIMALE BANDBREITE M = 9 FUER STARTPUNKT 22
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET :

41 40 34 33 32 27 26 28 24 35 26 20 18 19
17 12 11 4 10 3 9 1 6 5 2 15 7 8
13 14 21 16 22 23 29 30 31 36 37 38 39 45
42 46 44 43 52 50 51 57 b8 64 65 B9 66 60
61 63 62 53 56 54 55 47 49 48

MINIMALES PROFIL = 456 FUER STARTPUNKT 59
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET :

55 49 566 60 50 61 57 64 51 66 65 62 58 63
52 59 563 54 44 46 39 45 38 36 37 30 28 27
26 29 21 19 20 15 16 10 9 11 4 3 2 1
8 6 5 7 12 14 13 18 17 23 24 25 22 34
33 31 32 35 40 42 41 43 47 48

weiterhin fuer andere Startknoten

MINIMALE BANDBREITE M = 9 FUER STARTPUNKT 37
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET :

58 57 64 65 5659 62 60 63 B3 66 61 56 5H4 55
46 48 47 40 39 34 32 33 26 256 28 24 27 20
19 18 17 13 12 5 11 4 1 10 6 2 3 8
14 9 7 15 16 21 22 29 23 31 30 35 36 37
38 42 50 41 45 43 44 49 52 51

MINIMALE BANDBREITE M = 10 FUER STARTPUNKT 40
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET :

54 53 60 61 659 64 62 65 565 66 63 58 56 57
50 52 61 45 44 38 36 37 29 28 31 27t 30 23
22 21 20 16 15 9 14 8 3 13 5 1 2 6
12 7 4 11 10 19 18 26 17 26 24 35 32 33
34 39 46 40 43 41 42 47 49 48

Mit den durchaus “dhnlich“ liegenden Knoten 4, 16, 32, 47, 53, 65 erreicht man nicht
die kleinste Bandbreite 9 wie bei den Startknoten 22 und 37, und meistens auch nicht
die giinstigen Profileigenschaften.

Ein Grund dafiir ist, dass natiirlich die Ausgangsnummerierung in gewisser Weise in
den Prozess der Neunummerierung einflief}t.



1.1 Algorithmus von Cuthill-McKee 35

Zu den 3 giinstigen Startknoten 22, 37 und 40 geben wir jeweils das Netz mit der
neuen Knotennummerierung, Informationen zur Stufenstruktur und die Bandmatrix

an. Es sind dhnliche Ergebnisse zu erwarten wie vorher mit dem Startknoten 10.

Wurzel =22 — 1

(7
~N
55/ 28 3 41 49 56 o o
7 4 5
26 63 :
101 <3
19 66
9 N 5 4 | a4 60761
12¢ 4 \ \\ 53 65 208
1 Voo 6
17y, 89
\ \ ‘o 30-
\ AR
4 10\ N 58
. \\ \ \ VINO D T e ey
3 \ \ 1 40+
9\ . 50
1 15"\ 4 ' 52
Nzt 2 514 Al
5 44
2 13 2 | 30 38 46 601
7 8 1 6 2‘3 3 1 3 9 45 a:‘ 0 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 é(;

nz =378

Abb. 1.13 Netz nach Neunummerierung der 66 Knoten, Wurzel = 22 — 1
und Besetzungsstruktur der neuen Matrix

1. Stufe, Wurzel 1

2. Stufe (1 Zweig) | 2,5,6,3,4

3. Stufe 7.8,13,14,15,9,10,11,12

4. Stufe (2 Zweige) | 16,22,21 17,18,20,19
5. Stufe 23,29 94,25,27,28,26
6. Stufe 31,30,36 32,34,33,35
7. Stufe 39,38,37,42 40,41

8. Stufe 45,46,44,43,50 47,48,49

9. Stufe 52,51,57 53,54,55,56
10. Stufe (1 Zweig) | 58,64,59,60,61,63,62

11. Stufe 65,66

Tab. 1.3 Stufenstruktur mit Wurzel und 11 Stufen bei CM

Die Bandbreiten sind bw =1+ 2 -9 = 19 und b2 = 9. Die zweite Bandbreite b2 ist
natiirlich kleiner als die maximale Knotennummerndifferenz in benachbarten Stufen,
die hier 15 = 22 — 7 betriigt (siche 3. und 4. Stufe). Aber die Knoten 7 und 22 sind
keine Nachbarknoten.

Mit den Knotenpaaren (5,14), (6,15), (25,34), (26,35) und (43,52) aus benachbarten
Stufen wird die Bandbreite b2 gebildet.
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Wurzel =37 — 1

vt
sop 63 "~ 65 58 52 5
6 5 4
61 42
55 - 36
s 5 59 - 57 49 37/38 %
, @ - |
47 > - 3
401 39~ 7 23
-
~ ~
3 39- -~ - - “ g 2
33 4 24_ -~ - 14 ' 16
6 17_ 41 10 1
2 - 6 7
28 9 2| 4 2 9
27 20 13 5 1 3 8 T

30r

40+

50

60

. . . . . L
10 20 30 40 50 60

Abb. 1.14 Netz nach Neunummerierung der 66 Knoten, Wurzel = 37 — 1
und Besetzungsstruktur der neuen Matrix

1. Stufe, Wurzel 1

2. Stufe (1 Zweig) | 5,4,6,2,3

3. Stufe 13,12,11,10,14,15,7,9,8

4. Stufe (2 Zweige) | 20,19,18,17 21,22,16

5. Stufe 27,28,25,26,24 29,23

6. Stufe 33,34,32 35,31,30

7. Stufe 40,39 41,37,38,36,42
8. Stufe 48,47,46 49,43,44,45,50
9. Stufe (1 Zweig) | 55,56,54,53,59,57,51,52

10. Stufe 61,63,62,60,64,58

11. Stufe 66,65

Tab. 1.4 Stufenstruktur mit Wurzel und 11 Stufen bei CM

Die Bandbreiten sind bw =1+ 2 -9 = 19 und b2 = 9. Die zweite Bandbreite b2 ist
natiirlich kleiner als die maximale Knotennummerndifferenz in benachbarten Stufen,
die hier 16 = 59 — 43 betrégt (siehe 8. und 9. Stufe). Aber die Knoten 43 und 59 sind

keine Nachbarknoten.

Mit den Knotenpaaren (6,15), (7,16) und (43,52) aus benachbarten Stufen wird die
Bandbreite b2 gebildet.
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37

Wurzel =40 — 1

yt .
s6 65 61 54 49 ~ 743
0 4 4
63 39
57 32
58N\g6 50 23 4N\ 3/54
521 5 . 24
0 / /3
P 7 30l
e - /
454 & 2% 17
_ 7 4 s

— 7 L
3 56—~ _ - -1 18 40

374 - 7 _12 ' 10
9 20~ 14713 11 50|

1 14~
2 5 4
31 2 5] 8 7 6ot
30 23 16 9 3 2 6 T 0 0 2

. . . .
30 40 50 60
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Abb. 1.15 Netz nach Neunummerierung der 66 Knoten, Wurzel = 40 — 1
und Besetzungsstruktur der neuen Matrix

1. Stufe, Wurzel 1

2. Stufe (1 Zweig) | 3,5,4,2

3. Stufe 9,8,13,12,11,10,7,6

4. Stufe (2 Zweige) | 16,15,14 19,18,17

5. Stufe 23,22,21,20 26,25,24

6. Stufe 30,31,28,29,27 35,33,34,32
7. Stufe 37,38,36 40,41,42,43,39
8. Stufe 45,44 47,48,49,46
9. Stufe 52,51,50 53,54

10. Stufe (1 Zweig) | 57,58,56,55,59,60,61

11. Stufe 63,65,64,62

12. Stufe 66

Tab. 1.5 Stufenstruktur mit Wurzel und 12 Stufen bei CM

Die Bandbreiten sind bw =1+ 210 = 21 und b2 = 10. Die zweite Bandbreite b2 ist
natiirlich kleiner als die maximale Knotennummerndifferenz in benachbarten Stufen,
die hier 16 = 43 — 27 betrégt (siche 6. und 7. Stufe). Aber die Knoten 27 und 43 sind

keine Nachbarknoten.

Mit den Knotenpaaren (24,34) und (25,35) aus benachbarten Stufen wird die Band-

breite b2 gebildet.
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Mit dem Startknoten 40 fithren wir noch 3 einfache Handnummerierungen aus.
Dabei dndern wir wenig an der Stufenstruktur im Vergleich zur Abb. 1.15.

Wir bezeichnen diese Varianten mit V;l(oi), 1=1,2,3.

Zunichst notieren wir die zugehorigen Permutationsvektoren p®, die sich nur an den
entsprechenden Positionen in den einzelnen Stufen geringfiigig unterscheiden.

o)
54
62
38
23

19
42

50
65
41
23

14
37

54
62
38
24

19
42

53
56
36
14
13
25
40

51
60
43
19

21
39

53
56
36
14

26
40

60
57
30
15

26
41

56
59
32
18
10
20
38

60
57
30
15
10
27
41

61
55
29

12
32
46

55
61
33
13

30
47

61
55
29

13
32
47

59
52
28
16

35
48

57
52
34
17

27
45

59
52
28
16

35
49

64
50
31

10
33
47

63
54
31
12

29
46

64
50
31

11
33
48

65
51
27

11
34

62
53
35

28

65
51
20

12
34

63
44
20

17
43

64
49
26
11
16
36

63
45
21

17
43

58
45
21

18
49

58
48
25

15
44

58
46
22

18
44

66 ...
37 ...
22 ...
24 ...
39 ...

66 ...
42 ...
24 ...
22 ...
40 ...

66 ...
37 ...
23 ...
25 ...
39 ...

Es zeigt sich, dass man dabei durchaus noch kleine Verbesserungen erzielen kann.
So erweist sich die Variante / Handnummerierung \/4(3 ) mit ihrer Brandbreite b2 = 9

als giinstig.
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Wurzel = 40 — 1: \/4(01 ), Handnummerierung in den Stufen von “links nach rechts®

yt -~
66463 61 54 48 ~ 7 42 o
0 47 4
62 43
55 N 35
ONg7 59 73 46 33//34 o
501 B 3 26
2 / /3
P i’ // / / 0l
444 5 A 419
- - 4 s
—_ Ve L
3 s~ _ - -1 18 “
36 4 -7 2779 11
0 23- 1678 10 sof
29 2 3 4
28 1 51 7 12 60f
27 20 14 6 2 5 13 T 0 10 2 20 20 50 50

Abb. 1.16 Netz nach

Neunummerierung der 66 Knoten, Wurzel = 40 — 1

und Besetzungsstruktur der neuen Matrix

1. Stufe, Wurzel 1

2. Stufe (1 Zweig) | 2,3,4,5

3. Stufe 6,7,8,9,10,11,12,13

4. Stufe (2 Zweige) | 14,15,16 17,18,19

5. Stufe 20,21,22,23 24,25,26

6. Stufe 27,28,29,30,31 32,33,34,35
7. Stufe 36,37,38 39,40,41,42,43
8. Stufe 44,45 46,47,48,49
9. Stufe 50,51,52 53,54

10. Stufe (1 Zweig) | 55,56,57,58,59,60,61

11. Stufe 62,63,64,65

12. Stufe 66

Tab. 1.6 Stufenstruktur mit Wurzel und 12 Stufen bei CM

Die Bandbreiten sind bw =1+ 2-10 = 21 und b2 = 10. Die zweite Bandbreite b2 ist
natiirlich kleiner als die maximale Knotennummerndifferenz in benachbarten Stufen,
die hier 16 = 43 — 27 betrégt (siehe 6. und 7. Stufe). Aber die Knoten 27 und 43 sind

keine Nachbarknoten.

Mit dem Knotenpaar (6,16) aus benachbarten Stufen wird die Bandbreite b2 gebildet.
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Wurzel = 40 — 1: V),

(2)

yt -
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65 36
61 5 27
60N\s9 57 P47 o/ 28
541 e - /o 20
2 L/ 3
- 7y
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_ 7 4 s
4 - P 15
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30r

40+

50

60

. .
0 10 20

. . . .
30 40 50 60
nz =378

Abb. 1.17 Netz nach Neunummerierung der 66 Knoten, Wurzel = 40 — 1
und Besetzungsstruktur der neuen Matrix

1. Stufe, Wurzel 1

2. Stufe (1 Zweig) | 5,4,3,2

3. Stufe 13,12,11,10,9,8,7,6

4. Stufe (2 Zweige) | 19,18,17 16,15,14

5. Stufe 26,25,24,23 22,21,20

6. Stufe 35,34,33,32,31 30,29,28,27
7. Stufe 43,42,41 40,39,38,37,36
8. Stufe 49,48 A7,46,45,44
9. Stufe 54,53,52 51,50

10. Stufe (1 Zweig) | 61,60,59,58,57,56,55

11. Stufe 65,64,63,62

12. Stufe 66

Tab. 1.7 Stufenstruktur mit Wurzel und 12 Stufen bei CM

Die Bandbreiten sind bw =1+ 2-11 = 23 und b2 = 11. Die zweite Bandbreite 02 ist
natiirlich kleiner als die maximale Knotennummerndifferenz in benachbarten Stufen,
die hier 16 = 43 — 27 betrégt (siehe 6. und 7. Stufe). Aber die Knoten 27 und 43 sind
keine Nachbarknoten.
Mit den Knotenpaaren (28,39), (29,40), und (32,43) aus benachbarten Stufen wird
die Bandbreite b2 gebildet.



1.1 Algorithmus von Cuthill-McKee 41

Wurzel = 40 — 1: \/4(3 ), leicht modifizierte Handnummerierung in den Stufen von
“links nach rechts®

yk

66163 61 54 49 42
6 0 4 4
62 43
55 1 35
50Np7, 59 P8 47 33/
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2 o3
- - s, / 30r
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Abb. 1.18 Netz nach Neunummerierung der 66 Knoten, Wurzel = 40 — 1
und Besetzungsstruktur der neuen Matrix

1. Stufe, Wurzel 1

2. Stufe (1 Zweig) | 2,3,4,5,6

3. Stufe 7,8,9,10,11,12,13

4. Stufe (2 Zweige) | 14,15,16 17,18,19

5. Stufe 20,21,22,23,24 25,26,27

6. Stufe 28,29,30,31 32,33,34,35
7. Stufe 36,37,38 39,40,41,42,43,44
8. Stufe 45,46 47,48,49

9. Stufe 50,51,52 53,54

10. Stufe (1 Zweig) | 55,56,57,58,59,60,61

11. Stufe 62,63,64,65

12. Stufe 66

Tab. 1.8 Stufenstruktur mit Wurzel und 12 Stufen bei CM

Die Bandbreiten sind bw =1+ 2 -9 = 19 und b2 = 9. Die zweite Bandbreite b2 ist
natiirlich kleiner als die maximale Knotennummerndifferenz in benachbarten Stufen,
die hier 16 = 44 — 28 betrégt (siche 6. und 7. Stufe). Aber die Knoten 28 und 44 sind
keine Nachbarknoten.

Mit den Knotenpaaren (4,13), (7,16), (14,23), (15,24), (34,43), (36,45), (37,46), (40,49)
und (56,65) aus benachbarten Stufen wird die Bandbreite b2 gebildet.
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1.1.2 Varianten des Algorithmus von Cuthill-McKee

Der urspriingliche Algorithmus von Cuthill-McKee wurde in verschiedener Hinsicht
verfeinert oder modifiziert, um auf diese Weise praktischen Erfahrungen gerecht zu
werden.

Wie in den Beispielen bereits festgestellt worden ist, wird die Bandbreite einer Ma-
trix im Allgemeinen nur durch sehr wenige Nichtdiagonalelemente bestimmt, und die
einzelnen Zeilen weisen eine variable Bandbreite auf. Aus diesem Grund wird in Ver-
feinerung des Begriffs der Bandbreite einer symmetrischen Matrix A der Ordnung n
das sogenannte Profil eingefiihrt. Zu diesem Zweck bezeichne f;(A) den Kolonnenin-

dex des ersten von Null verschiedenen Matrixelementes a;; der ¢-ten Zeile,
d. h.

fi(A) = min(j | a; #0, 1< < ). (L.7)
Weiter sei
mi(A) =i — fi(A), i=1,2,...,n, (1.8)

die (linksseitige) Bandbreite der i-ten Zeile.
Fiir die in (1.10) erkldrte Bandbreite b2 der Matrix A gilt offenbar

b2 = lg%})cnm,(A) (1.9)

Soll ein LGS mit der Systemmatrix A aufgeldst werden, kann gezeigt werden, dass
wahrend des Losungsprozesses z. B. mit dem Verfahren von Cholesky nur diejenigen
Matrixelemente eine Rolle spielen, deren Indexpaare (7, j) der Hiille oder Enveloppe
von A angehoren, definiert durch

Eno(A) = {(i,4) | f(4) <j <i, i =1,2,.,n}. (1.10)
Die Hiille von A umfasst somit jene Indexpaare (i,j) von Elementen A, welche in-
nerhalb der zeilenabhingigen Bandbreiten liegen. Die Anzahl der Indexpaare, welche

der Hiille angehoren, nennt man das Profil Prof der Matrix A. Sein Wert ist gegeben
durch

Prof = |Env(A) :n—ierz-(A). (1.11)

Das Profil Prof ist gleich der Anzahl der Elemente von A, welche im Verlauf des
Cholesky-Algorithmus effektiv benétigt werden. Deshalb ist das Profil einer Matrix A
mafigebend fiir den Speicherbedarf bei Verwendung einer entsprechenden Anordnung
der Matrixelemente. Aus diesem Grund wird eventuell die Minimierung des Profils
anzustreben sein und nicht die Minimierung der Bandbreite.



1.1 Algorithmus von Cuthill-McKee 43

Beispiel 1.6 Zur Illustration der verschiedenen Begriffe betrachten wir eine sym-
metrische Matrix A(10,10) mit ihren NNE als Kreuz markiert.

Abb. 1.19 Hiille oder Enveloppe einer symmetrischen Matrix A

Die Hiille der Matrix ist dadurch veranschaulicht, indem die Elemente, deren Index-
paare dazu gehoren, eingerahmt sind.

1 1 0
1 1 1
3 2 1
4 1 3
Y 2 3
6 4 2
7 5 2
8 4 4
9 6 3
10 7 3

Tab. 1.9 Kolonnenindizes und linkseitige Bandbreiten der Matrix

Es sind nne = 10+ 2 - 15 = 40 NNE, die Bandbreiten bw =1+2-4 =9, b2 =4 und
das Profil

10
Prof =10+ Zml(A) = 32.
i=1
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Beispiel 1.7 Anwendung einer FEM-Diskretisierung

Wir kehren zum Beispiel 1.5 mit dem ringférmigen Gebiet sowie der symmetrischen
Triangulierung und Nummerierung der Knotenpunkte zuriick.

yk
1
b8 4 . 65 61 N—
66 63 :

11 g 3 58
14 55

12N/ 75 2 608 Np60
161 9 60 » 53

7 M5 50
181 19 50 51

20 1 18 49
221 93 N 2 46 147

31 38

5 0 35 3 &
2 9 33 | 36 40 44
27 28 32 34 37 41 42 ZL‘ 0 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 éO

nz =378

Abb. 1.20 Gebietsvernetzung mit 90 Dreieckelementen bei 66 Knoten und
Besetzungsstruktur der Matrix bei geg. Nummerierung, Wurzel = 1

Bei zeilenweiser Durchnummerierung wiirde eine Bandmatrix mit recht grofler Band-
breite resultieren.

Hier sind die Knoten radial im Gegenuhrzeigersinn nummeriert. Damit sind die Kno-
tenpunkte 1 und 2 mit den Konten 64 bis 66 durch Dreieckseiten verbunden. Be-
trachtet man die zugehorige Adjazenzmatrix, so treten in der rechten oberen und
linken unteren Ecke von Null verschiedenen Untermatrizen der Ordnung 3 auf.
Damit ist die Bandbreite wie bei einer vollen Matrix trotz der vielen Nebendiagona-
len, die nur Nullen enthalten.

Im Beispiel 1.5 ist die Generierung der sparsen Matrix A(66,66) in MATLAB mit
den Indexpaaren der NNE oberhalb der Hauptdiagonalen durchgefiihrt worden. Thre
Bandbreite betragt bw = 131 = 14265, die Anzahl der NNE nne = 378 = 66+2-156.

Betrachten wir auch das Profil der Matrix. Zumindest hat die Matrix trotz der letz-
ten drei Zeilen mit den linksseitigen Bandbreiten mgqs = 62, mgs = 64, mgg = 65 ein
sehr kleines Profil Prof.

Kolonnenindizes f;(A), i =1,2,...,66

111 1 2 4 3 4 5 8 8 6 7 11 9 12 13 16 15 18
19 18 20 22 22 21 25 24 24 23 26 28 30 32 31 34 34 35 36 37
37 41 38 41 39 39 44 43 46 48 47 50 51 50 53 52 53 55 58 54

57 56 57 2 1 1
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Linksseitige Bandbreiten m;(A) =i — f;(A), i =1,2,...,66

0 1 2 3 3 2 4 4 4 2 3 6 6 3 6 4 4 2 4 2
2 4 3 2 3 5 2 4 b5 7 5 4 3 2 4 2 3 3 3 3
4 1 5 3 6 7 3 b 3 2 4 2 2 4 2 4 4 3 1 6
4 6 6 62 64 65

Das Profil ist
66
Prof(A) =66+ Y m;(A) =478,
i=1
Ein Weiterverarbeitung in dieser Struktur wére moglich.

Wir nehmen die Version des umgekehrten CM von MATLAB zur Bandbreitenreduk-
tion mit der Funktion symrcm, wo auch die Profileigenschaften eine Rolle spielen.

p = symrcm(A)
p =
1 59 65 66 2 10 3 4 61 63 58 62

64 5 8 6 11 7 57 55 56 60 9 12
14 13 53 52 54 15 16 17 51 50 19 18
47 49 48 20 21 22 44 42 45 46 43 23
26 25 27 24 41 40 31 39 38 30 28 29
35 37 33 36 32 34

B = A(p,p);

spy (B)

print bild15.ps -dps

[i j s] = find(B);
bwb = 1+max(i-j)-min(i-j); % =23=1+2x11

PT = zeros(66,66);

for i = 1:66
PT(i,p(1)) = 1;

end;

B = PT*xAxPT’;

spy (B)

Die transformierte Matrix B hat die Bandbreite bw =23 =1+2-11.
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Betrachten wir auch hier das Profil der Matrix nach der Umnummerierung.

Kolonnenindizes f;(B), i =1,2,...,66

i1 21 1 1 1 1 8 2 3 2 3 4 5 7 7T 6 8 911
12 12 14 15 17 18 19 21 21 23 25 24 27 28 30 31 33 33 34 35
35 36 37 43 37 37 39 40 41 42 50 42 43 45 49 45 47 48 50 52
55 53 55 56 58 61
Linksseitige Bandbreiten m;(B) =i — f;(B), i =1,2,...,66
00 23 456 077 99 9 9 8 9111010 9
910 9 9 8 8 8 7 8 7 6 8 6 6 5 5 4 5 5 5
6 6 6 1 8 9 8 8 8 8 110 10 9 6 11 10 10 9 8
6 9 8 8 7 5

Das Profil ist
66
Prof(B) =66+ Y _m;(B) =526
=1

und damit durch die Bandbreitenreduktion sogar etwas grofier geworden.
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Der Permutationsvektor fiir die Umnummerierung der Knoten ergibt sich aus p geméif
pi=7J < ¢ =1 und ist

q =
1 5 7 8 14 16 18 15 23 6 17 24

26 25 30 31 32 36 35 40 41 42 48 52
50 49 51 59 60 58 55 65 63 66 61 64
62 57 56 54 53 44 47 43 45 46 37 39

38 34 33 28 27 29 20 21 19 11 2 22
9 12 10 13 3 4
y‘ // \\ — - T T~
715 ~ 8 1 3 — 9
6 2
6 7 4 10
174 11
25 20
D) . 187, 5 P 9
31% 23 29 p 27
30 29 8
36 35 34 33
49 41 39 8
42 49 47 »37
48 4
5830 g1 91756
5 5
50 0 3 6 5 43
51 59 65 66 62 53 44

Abb. 1.21 Ringgebiet mit 66 Knoten nach Umnummerierung

Die Stufenstruktur des umgekehrten CM ist gut zu erkennen.

Denn, wenn man als Startknoten bzw. Wurzel die Nummer 66 wihlt, kann man
jeweils die weiteren Stufen aus den néchsten dariiber liegenden noch nicht erfas-
sten Nachbarknoten bilden. Diese Stufen miissen sich wegen des Ringgebiets einmal
“verzweigen“ und dann am oberen Ende wieder zusammenfinden.

Das Kommando symrcm nimmt den Originalknoten 34 als Wurzel (siehe Abb. 1.20),
macht von hier aus die Stufenstruktur und nummeriert dann “umgekehrt®. Damit
hat man zunéchst die folgende Stufenstruktur.
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1. Stufe, Wurzel 34 =1

2. Stufe 2,4,6,3,5

3. Stufe (2 Zweige) | 8,7,9,12 10,11,13,14

4. Stufe 16,17,15,19,18 20,21,22,24,23
5. Stufe 25,27,26 28,29,30

6. Stufe 31,32 33,34

7. Stufe 36,35,37 38,39,40

8. Stufe 42,43,41,44 45,46,48,47

9. Stufe 50,52,51,49,53 54,55,57,58,56
10. Stufe (1 Zweig) | 61,59,60,62,63,64,65

11. Stufe 66

Tab. 1.10 Stufenstruktur mit Knoten in den Stufen beim CM

Die Umkehrung der Nummerierung bedeutet nun, dass aus der Nummer £ die neue

Knotennummer n + 1 — k& wird.

11. Stufe 1 — 66

10. Stufe 65,63,61,64,62

9. Stufe (2 Zweige) | 59,60,58,55 57,56,54,53
8. Stufe 51,50,52,48,49 47,46,45,43,44
7. Stufe 42,40,41 39,38,37

6. Stufe 36,35 34,33

5. Stufe 31,32,30 29,28,27

4. Stufe 25,24,26,23 22,21,19,20
3. Stufe 17,15,16,18,14 13,12,10,9,11
2. Stufe (1 Zweig) | 6,8,7,5,4,3,2

1. Stufe, Wurzel 66 — 1

Tab. 1.11 Stufenstruktur mit Knoten in den Stufen beim umgekehrten
Cuthill-McKee-Algorithmus in MATLAB

Die Wurzeln sind also nicht Knoten mit kleinem Grad, z. B. ein Eckknoten mit dem
Grad 2, sondern der Knoten 66 bzw. 1 mit dem Grad 5.

Die Bandbreite von B ist bw = 1 + 2 - 11 = 23. Die zweite Bandbreite 2 = 11 ist
natiirlich kleiner als die maximale Knotennummerndifferenz in benachbarten Stufen,
die hier 17 = 26 — 9 betrégt (siehe 3. und 4. Stufe in Tab. 1.11). Aber die Knoten 9
und 26 sind keine Nachbarknoten.

Mit den Knotenpaaren (6,17), (7,18) und (45,56) aus benachbarten Stufen wird die
Bandbreite b2 = 11 gebildet.
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Beispiel 1.8 Kehren wir zum Cuthill-McKee-Algorithmus fiir das ringférmige Ge-
biet mit der symmetrischen Triangulierung und Nummerierung der Knotenpunkte

zuriick.

A

Yy
8 4 1 65 61
10 7 59
6 3 66 63
11 58
1 19 7 2 62 5 5
13 5 64 56
164 9 - 53
17 s 54 52
184 19 50 51
20 o1 18 49
224 26 43 ' 47
%3 46
303! 35 38739
2 45
25 9 33 36 40 44
27 28 32 34 37 4 42 T

Abb. 1.22 Gebietsvernetzung mit 90 Dreieckelementen bei 66 Knoten,
bisher untersuchte Startpunkte beim CM: 10, 22, 37, 40,
RCM: 34 + 1

Es soll ermittelt werden, welche Nummerierung nach CM ein kleineres Profil oder
eine kleinere Bandbreite zu liefern vermag.

Fiir die Startpunkte mit den Nummern 22 und 37, welche den Grad 5 besitzen, erge-
ben sich mit dem genannten Programm Nummerierungen mit jeweils einer maximalen
Indexdifferenz von 9, so dass die zugehdrigen Matrizen die Bandbreiten bw = 19 und
b2 = 9 erhalten, die aber nur von wenigen Nichtdiagonalelementen unterhalb der
Diagonale bestimmt wird. Der Speicherbedarf zur Speicherung der symmetrischen
Bandmatrix der Rechteckdarstellung aus [64] (1.11) betréigt bei n = 66 Knotenvaria-
blen N = (1 +9) - 66 = 660 Speicherplitze.

Entspricht ein Knotenpunkt einer (3 x 3)-Untermatrix, wie das bei der FEM-Methode
z. B. mit 3 Knotenvariablen an einem Knotenpunkt sein kann, dann ist n = 198.
Dazu sind die entsprechenden Groéflen der Matrix bw’' = 59, 62" = 29 und N' =
(1+29) - 198 = 5940. Die Aussagen in der folgenden Tabelle, die mit CM und RCM
gerechnet worden sind, beziehen sich sowohl auf die Werte n = 66 als auch n = 198.
Dabei sind bei letzterem n Profilwerte zu erwarten, die natiirlich im Vergleich mit
denen aus Beispiel 1.7 ungefihr 9 Mal grofier sein werden (dreimal mehr Knoten und
dreimal mehr Nebendiagonalen).
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Einige Werte der resultierenden Profile sind tabellarisch zusammengestellt.

Nummerierung | Abb. Algorithmus mit Startpunkt

1.22 40 61 28 41 o8 59 42
n = 66
Bandbreite b2 65 10 10 11 11 11 11 11
Profil Profq, 478 503 505 502 508 504 504 520
Profil Profgpcay, - 463 458 469 467 458 456 477
Profil symrcm 526
n =198
Profil Profq,, 4104 4302 4320 4338 4347 4347 4365
Profil Profgpen, - 3924 3987 4041 3960 3996 3978

Tab. 1.12 Werte des Profils Prof nach CM und RCM

Die Originalnummerierung im Gegenuhrzeigersinn liefert das kleinste Profil im Ver-
gleich zu denjenigen, wie sie mit CM erhalten werden kénnen.

Interessanterweise resultiert mit dem im Innern gelegenen Startknoten mit der Num-
mer 40 ein kleines Profil mit dem CM, wihrend die Eckpunkte mit den Nummern
10, 27, 42 und 59 mit dem kleinsten Grad als Startknoten bei 10 und 59 zu kleinen
Profilen sowie bei 27 und 42 zu leicht gréfleren Profilen fiihren. Kleine Profile liefert
der Algorithmus auch fiir die Startknoten 28, 41, 58 und 61, deren Grade 4 oder 5
betragen.

Die geringen Unterschiede sind teilweise durch die bestehende Willkiir der Nummerie-
rung der Knotenpunkte bei gleichen Graden und durch die gegebene Nummerierung
zu erkliaren, welche den Ablauf des Prozesses mitbestimmt. Das Profil der Matrix
lasst sich in diesem Beispiel durch eine im Folgenden dargelegte Modifikation noch
geringfiigig reduzieren.

In Abb. 1.23 ist die Besetzungsstruktur der Matrix B fiir CM im Fall des Start-
punktes 40 dargestellt. Dabei ist die Nummerierung der Knoten in den Stufen wegen
einer gewissen Willkiir bei gleichem Grad etwas anders als in der schon einmal durch-
gefithrten Rechnung mit dem Startpunkt 40 (vergleiche Abb. 1.15).

Der Permutationsvektor p ist

54 53 60 61 59 64 62 65 bbb 66 63 58
56 &7 50 b2 b1 46 44 37 36 38 28 29
31 27 30 23 22 21 20 16 15 9 14 8
3 12 5 1 2 6 13 7 4 11 10 19
18 24 17 26 26 32 33 34 35 40 47 39
43 41 42 46 48 49
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66065 61 54 48 — 743
6 0 49 4
63 40
57 > 33
9TN\g6 59 73 46 34/35
521 %5 .0 /s 25
0 / /3
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Abb. 1.23 Netz nach Neunummerierung der 66 Knoten, Wurzel = 40 — 1

30r

40+

50

60

. .
0 10 20

und Besetzungsstruktur der neuen Matrix B

1. Stufe, Wurzel 1

2. Stufe (1 Zweig) | 3,5,4,2

3. Stufe 9,8,12,13,11,10,7,6

4. Stufe (2 Zweige) | 16,15,14 19,18,17

5. Stufe 23,22,21,20 24,26,25

6. Stufe 30,31,29,28,27 32,34,35,33
7. Stufe 38,37,36 39,41,42,43,40
8. Stufe 45,44 46,49,48,47
9. Stufe 52,51,50 53,54

10. Stufe (1 Zweig) | 57,58,56,55,59,60,61

11. Stufe 63,65,64,62

12. Stufe 66

Tab. 1.13 Stufenstruktur mit Wurzel und 12 Stufen bei CM

Die Bandbreiten sind bw =1+ 2-10 = 21 und b2 = 10. Die zweite Bandbreite b2 ist
natiirlich kleiner als die maximale Knotennummerndifferenz in benachbarten Stufen,
die hier 16 = 43 — 27 betrégt (siehe 6. und 7. Stufe). Aber die Knoten 27 und 43 sind

keine Nachbarknoten.

Mit den Knotenpaaren (25,35) und (28,38) aus benachbarten Stufen wird die Band-

breite b2 gebildet.



52 Bandbreitenreduktion

Betrachten wir das Profil der Matrix B.
Kolonnenindizes f;(B), i =1,2,...,66

111 11 2 2 3 3 4 4 5 5 8 9 910 10 11 14
15 16 16 17 17 17 20 21 21 23 23 24 25 25 25 27 28 28 32 33
34 35 35 36 37 39 40 41 41 44 44 45 46 48 50 50 52 52 53 53

54 55 57 58 59 63

Wegen der Stufenstruktur im CM gilt f;(B) < fi11(B).
Linksseitige Bandbreiten m;(B) =i — f;(B), i =1,2,...,66

0 1 2 3 4 4 5 5 6 6 7T 7 8 6 6 7 7 8 8 6
6 6 7 7 8 9 7 7 8 7 8 8 8 910 9 910 7 7
T v 8 8 8 7 7T 7T 8 6 7T 7 7T 6 5 6 5 6 6 7
7 7 6 6 6 3

Das Profil ist
66
Prof(B) =66 + » _m;(B) = 499.
=1

Der Algorithmus von CM, der primér zur Minimierung der Bandbreite der resultie-
renden Matrix konzipiert worden ist, minimiert gleichzeitig auch das Profil, weil auch
die einzelnen Zeilenbandbreiten klein gehalten werden. Studiert man die resultieren-
den Strukturen der transformierten Matrizen A" bzw. B etwas genauer, so stellt man
fest, dass das Profil oft ganz wesentlich verkleinert werden kann, falls die Knotenva-
riablen exakt in der umgekehrten Reihenfolge durchnummeriert werden, wie sie der
oben beschriebene Prozess liefert.

Erfolgt nach ausgefiihrtem CM noch die Umkehrung der Nummerierung vermittels
der Substitution

k — n+1—k, (1.12)

so entsteht der RCM. Durch diese Indexsubstitution wird die Matrix an der Neben-
diagonalen von links unten nach rechts oben gespiegelt. Dadurch verédndert sich ihre
Bandbreite bw ganz offensichtlich nicht, weil die maximalen Betrdge der Indexdiffe-
renzen von benachbarten Knotenpunkten gleich bleiben.

Anders verhilt es sich mit dem Profil der gespiegelten Matrix A’ ,,. Zur Begriindung,
dass sich das Profil dabei im Allg. verkleinert, ist Folgendes zu beachten. Auf Grund
der Strategie, nach welcher die Nachbarknoten der nachfolgenden Stufe im CM num-
meriert werden, bilden die resultierenden Werte f;(A’) mit zunehmendem Index i
eine monotone, nicht abnehmende Folge. Deshalb kann die Hiille der nach dem CM
resultierenden Matrix A’ keinen einspringenden Umriss aufweisen (vergl. Abb. 1.23).
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Rechts von den Matrixelementen, welche die Hiille bestimmen, existieren aber oft
Matrixelemente gleich Null innerhalb der Hiille, zu denen es in derselben Kolonne
unterhalb kein von Null verschiedenes Matrixelement mehr gibt, so dass die zugehori-
ge Kolonnenbandbreite kleiner ist. Diese Situation tritt fiir einen Knotenpunkt immer
dann auf, wenn er in der nachfolgenden Stufe entweder keinen Nachbarpunkt besitzt
oder diese Nachbarpunkte schon nummeriert worden sind. Bei der Spiegelung der
Matrix gehen aber diese Kolonnenbandbreiten in Zeilenbandbreiten iiber, so dass
dadurch das Profil in der Tat reduziert wird. Umgekehrt wurde in [58] gezeigt, dass
das Profil der Matrix A, nicht grofer als das Profil von A’ sein kann. Uberdies
zeigen dort die experimentellen Ergebnisse, dass fiir quadratische und vollstindi-
ge kubische Ansitze in Dreieckelementen die RCM-Nummerierungen gegeniiber den
CM-Nummerierungen drastische Reduktionen des Profils und damit auch des Re-
chenaufwandes zur Losung von zugehorigen LGS bewirken.

Bei anderen Elementen koénnen jedoch die Profile der Matrizen A" und A'y,, sogar
gleich grof} sein.

In der Tab. 1.12 sind auch die Profile Profrcy der Matrizen A%, fiir das ringférmi-
ge Gebiet der Abb. 1.22 angegeben. Mit der zwar nur geringfiigigen Reduktion des
Profils um rund zehn Prozent erhélt man jetzt Besetzungsstrukturen, die im Ver-
gleich zur Nummerierung von Abb. 1.22 ein etwas kleineres Profil aufweisen.

Durch Drehen der Matrix B in der Abb. 1.23 um 180° ergibt sich die Struktur der
Matrix Brey- In Brepyy sieht man den einspringenden Umriss.

yt --

2 1 19 -~ 24
1 6 3 9 20

7 1

4 27
10 5 34

9 s Mgl 33//3?
154 T2 . 2 52

6 - / /3 4

e ‘o
- s,
221 3 7043 50
_ - Ve 7
— Ve
3 s~ -7 T4 49
29 ¢ 0— — 7 b4 57 L ey
9 47- 3. 5545 /56
3 6 62 63
36 5 2 | 59 66 60
37 44 51 58 64 65 61 T

Abb. 1.24 RCM-Nummerierung der 66 Knoten, Wurzel = 66 — 1,
k— n+1-k
und Besetzungsstruktur der “umgekehrten Matrix Broas
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Betrachten wir das Profil der Matrix nach Umkehrung der Nummerierung geméif
RCM.

Kolonnenindizes f;(Brcwm), @ = 1,2, ...,66

11 2 1 3 2 5 65 2 4 5 5 6 7 911 11 13 13 20
14 15 16 19 19 18 20 21 22 22 23 24 26 27 28 29 36 29 29 31
33 32 35 36 38 38 40 43 43 41 44 46 47 48 53 48 49 51 53 57

60 54 56 58 60 62

Linksseitige Bandbreiten m;(Bgrcar) =@ — fi(Browm), ¢ = 1,2, ...,66

011 3 2 4 2 3 7 6 6 7 7 7 6 b5 6 5 6 0
T 7 7 5 6 8 7T 7 T 8 8 8 7 7 7 7 1 910 9
810 8 8 7 8 7 5 6 9 7 6 6 6 2 8 8 7 6 3
1 8 7 6 65 4

Das Profil ist ca. 10 Prozent kleiner geworden als bei Prof(B) und betrigt

66

Prof(Brew) =66+ Y _ mi(Bprea) = 458.

=1

Beispiel 1.9 Die wesentliche Reduktion des Profils und damit des Speicherbedarfs
mit Hilfe des RCM wird am Beispiel des Grundgebietes des Autoldngsschnittes illu-
striert.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
12 413 414 415 16 b 17 18 ¢ = 19
20 21 22 23 2 25 2 27 28 29 30 31 32 [33\ 34
35 ¢ 36 37 $38 304 wi04ld 442 b 43 444 o 45 W 46
47 48 49 50 51 52 53 54 55 | 56 %7 58 | 59 60 61 62 63 64 \ g5
¢ 66 67 468 #69 708 $71  72¢ 73
74 75 76 77 78 79 81 ¢ 82 83 84 86
o A . 80 . 85
87 88 ¢ 89 490 #0192 3 $94 e 95 ‘w96
o7 98 (99 100 |101 102 103 /(104105 |106 107 108
109 4110 ¢ 111 112 ¢ ¢113 b 114
115 116 117 118 119120 121 122

Abb. 1.25 Lingsschnitt eines Autoinnenraums,
Dreieck- und Rechteckelemente mit quadratischem Ansatz,
Knotenpunkte zeilenweise durchnummeriert, n = 122, nne = 1390
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55

Wir testen mit dem Programm CUTHILL.FOR mehrere Startpunkte zwecks Mini-

mierung von Bandbreite und Profil.

NAME DER DATEI

: beisp61l.dat

ALGORITHMUS VON CUTHILL-MCKEE FUER
122 KNOTENPUNKTE

KNOTENNUMMERN PRO ELEMENT

47
74
97
97
20
101
101
80
80
55
26
57
57
104
104
118
106
106
85
85
32
32
63
49
76
99
115
22
51
78
24
53
26

49
97
99
115
22
80
103
55
103
57
57
59
83
83
106
120
85
108
63
108
34
63
65
51
78
101
117
24
53
80
26
55
28

20
76
76
99
1
78
80
53
55
26
28
28
59
57
83
104
83
85
61
63
11
34
34
22
51
78
101

24
53

26

48
87
98
109
21
91
102
69
92
56
40
58
70
93
105
119
95
107
73
96
33
44
64
20
49
76
99

22
51

24

36
88
89
110
13
79
92
54
81
40
41
42
71
70
94
113
84
96
62
86
19
45
46
50
7
100
116
23
52
79
25
54
27

35
75
88
98
12
90
91
68
69
39
27
41
58
82
93
112
94
95
72
73
18
33
45
37
67
90
111
14
38
68
15
39
16

21
50
7
100

23
52

25

36
66
89
110
13
37
67
14
38
15



Bandbreitenreduktion

120 122 106 104 121 114 105 113
28 30 9 7 29 17 8 16
59 61 30 28 60 43 29 42
83 8 61 b9 84 72 60 71
30 32 11 9 31 18 10 17
61 63 32 30 62 44 31 43

MINIMALER GRAD = 5  MAXIMALER GRAD
MINIMALE BANDBREITE = 11

21

VORGEGEBENE STARTNUMMERN
1 12 19 33 34 63 64 65 74 87
88 97 98 109 1156 117

ERGEBNISSE DER NEUNUMERIERUNGEN
STARTPUNKT BANDBREITE PROFIL CM  PROFIL RCM

1 34 2745 1684
12 33 2686 1633
19 25 1993 1318
33 21 1968 1309 <—-
34 21 1924 1316 <---
63 26 2002 1372
64 23 1838 1288
65 23 1838 1288
74 26 1992 1321
87 26 1992 1321
88 26 1965 1288
97 26 1916 1287
98 26 1957 1281
109 26 1971 1289
115 26 1976 1263 <——-
117 26 2008 1281
MINIMALE BANDBREITE M = 21 FUER STARTPUNKT 33

DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET :

83 81 67 64 50 46 37 35 20 18
6 96 82 65 49 36 19 5 2 98
97 8 84 68 66 51 48 31 28 17
15 8 1 7 113 99 86 70 62 47
42 27 14 4 3 10 115 114 101 100
88 87 71 69 63 61 44 43 30 29
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57

16
32
75
93
94
108
57

13
25
52
76
92
72
58

9
24
34
53
77
59

11
118
33
41
55
56

12
116
26
39
54
112

MINIMALE BANDBREITE M =
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET :

83
10
97
15
42
88
16
32
75
93
94
108
57

81
96
85
11
27
87
13
25
52
76
92
72
58

67
82
84

7
14
71
12
24
34
53
77
59

64
65
68
1
8
69
3
118
33
41
55
56

MINIMALES PROFIL =
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET :

65
18
83
17
57
92
36
48
88
99
112
120
25

64
67
80
16
47
90
14
32
52
101
102
29
24

62
66
76
6
38
89
13
12
44
51
100
23

61
63
74
5
15
85
2
106
31
35
46
26

50
49
66
113

63
4
116
26
39
54
112

1263 FUER STARTPUNKT

59
60
72
79
4
86
1
108
30
21
34
122

102
104
21
22
40
109

21

46
36
51
99
2
61
102
104
21
22
40
109

58
55
71
84
3
70
96
109
8
10
33
119

90
103
117
121

38
110

79
91
120
119
23
74

78
89
105
107
122
73

FUER STARTPUNKT

37
19
48
86
115
44
90
103
117
121
38
110

54
42
56
82
7
68
94
104
107
115
11
118

35
9
31
70
114
43
79
91
120
119
23
74

43
19
53
75
78
49
91
103
111
117

27

20
5
28
62
101
30
78
89
105
107
122
73

115

40
7
41
73
93
45
87
98
110
113
121
28

45
80
95
106
111
60

34

18
98
17
47
100
29
45
80
95
106
111
60

20
81
39
69
95
37
50
97
105
114
116
22
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Wir betrachten die Besetzungsstruktur bzw. Profile einiger Matrizen.

0 il

20

40

60 -

80

100 -

120 ) ) ) ) | o

0 20 40 60 80 100 120
nz = 1390

Abb. 1.26 Besetzungsstruktur der Ausgangsmatrix A, bw = 97, b2 = 48

0

20l

40

60 -

80

100 -

120 i

0 20 40 60 80 100 120
nz = 1390

Abb. 1.27 Besetzungsstruktur der umgekehrten Matrix A%, gemafl symrcm
fiir den ermittelten Startpunkt 64 — 1, b2 =27
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Bei den bandweitenreduzierten Matrizen mit den Startpunkten 33 und 34 sind nur
geringe Unterschiede, insbesondere zu Beginn, erkennbar.

0-- ese

20+ i

40

60 -

80

100 -

0 20 40 60 80 100 120
nz = 1390

Abb. 1.28 Besetzungsstruktur von A,, gemafl CM fiir den Startpunkt 33, 62 = 21
0

20

40

60 -

80

100 -

120 ‘ ‘

0 20 40 60 80 100 120
nz = 1390

Abb. 1.29 Besetzungsstruktur von A,, geméfl CM fiir den Startpunkt 34, 62 = 21
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Abb. 1.30 Lingsschnitt eines Autoinnenraums,
Nummerierung der Knoten nach CM, Startknoten 34 — 1

Durch die Seitenmittelknoten der Elemente ist die Stufenstruktur nicht so deutlich
erkennbar. In jeder Stufe gibt es eine durchgehende Verbindung von Knoten, aus der
weitere Kanten mit Endknoten herausragen.

1. Stufe, Wurzel 1

2. Stufe (1 Zweig) 5,7,6,2,4,3

3. Stufe 10,9,11,8,12

4. Stufe 18,20,19,17,15,14,16,13

5. Stufe 35,37,36,31,28,27,30,29,32,34,33,26,25,24,22.23,21
6. Stufe 46,50,49,51,48,47,44,43,45,52,55,53,54,40,41,39,38
7. Stufe (2 Zweige) | 64,67,65,68,66,70,71,69,63,62,61

72,74,73,60,59,57,58,56
8. Stufe (1 Zweig) 81,83,82,85,84,86,88,87,90,91,89,80,79,76,77,75
9. Stufe 96,98,97,99,101,100,102,104,103,105,107,106,94,95,93,92

10. Stufe (2 Zweige) | 113,115,114
116,118,117,121,120,119,122,112,111,109,110,108

Tab. 1.14 Pseudostufenstruktur mit Wurzel 34 — 1 und 10 Stufen bei CM
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Beispiel 1.10 Die Reduktion des Profils und damit des Speicherbedarfs mit Hil-
fe des RCM wird erneut am Beispiel des Grundgebietes des Autolédngsschnittes mit
verdnderter Netzstruktur illustriert.

24
12 113 #14 915 #16 ¢17 #18 919 #20 921 #22 923 .
o7 28 29 30 3 32 337 34 337 36 377 38 39| M 10
41 42 A8\ 44 45 JA64T 48 49 50 51
52 053 #5455 b6 ¢575 % 62 SOL 63 66 467 63  #69 70
71 72N\IBT4 16 TR /78 79 80 81 82 83
84 . . . . . . . . . 102
85 86 B 87 088 89 90\ 91 97 98 999 100 101
4
1056 100 1074 1088”1094 110 1149115%116 1122117 118
12 24 133
195 126 127|128 1 130 131|132 6137 139 140
1410 142 e 1438 140 e 145¢ 16 1471480 149 1522153154 155
156 - - - ¥ 169
157 138 159 0 161 162 165 166 167 168
170 Yo 171¢ 172" 1736 174 177
178 179 180 181 182 183 184 185

Abb. 1.31 Lingsschnitt eines Autoinnenraums,
Dreieckelemente mit quadratischem Ansatz,
Knotenpunkte zeilenweise durchnummeriert, n = 185

Fiir die Triangulierung nach Abb. 1.31 und mit quadratischen Ansétzen in den Drei-
ecken resultieren n = 185 Knotenpunkte. Obwohl zahlreiche rechtwinklige gleich-
schenklige Dreiecke auftreten, fiir welche die Steifigkeitselementmatrix nicht voll be-
setzt ist, sollen die Elementmatrizen dennoch als voll besetzt behandelt werden.
Fiir den CM ist der Graph der zugehorigen Diskretisation in Verbindung mit dem
verwendeten Ansatz mafigebend. Fiir quadratische Ansétze ist unter der getroffe-
nen Annahme jede Knotenvariable mit jeder anderen desselben Elementes verkniipft.
Deshalb ist der Graph eines Dreieckelementes mit quadratischem Ansatz durch die
folgende Abbildung gegeben.

Abb. 1.32
Graph eines Dreieckelementes,
quadratischer Ansatz
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Kanten, die sich schneiden, bedeuten dabei keine Verbindung. Jeder Knoten des
Graphen hat den Grad 5. Fiir die Anwendung des CM auf die Elementeinteilung
des Autoldngsschnittes ist zu beachten, dass die Netzeinteilung von Abb. 1.31 nicht
identisch ist mit dem einschldgigen Graphen. Infolge der recht allgemeinen Form des
Grundgebietes und der unterschiedlich feinen Einteilung in Dreiecke ist eine opti-
male Nummerierung der Knotenvariablen nicht offensichtlich. Der CM stellt hier ein
brauchbares Hilfsmittel dar.

GeméB [4] sind in einer Tabelle die Werte fiir die Bandbreite 2 und die Profile
Profcy und Profrey zusammengestellt, wie sie auf Grund des CM und des RCM
fiir die ausgewéhlten Startpunkte A, B,C, D, E und F resultieren.

Startpunkt | A=102 B=170 C =125 D=156 FEF =178 F =100
Grad 5) 5) 5 11 11 20
b2 31 38 38 38 37 32
Profou 3816 3871 3953 3813 3891 3789
Profrem 2247 2254 2291 2246 2234 2232
Stufenzahl 11 11 10 10 10 10

Tab. 1.15 Bandbreiten und Profile fiir den Autoléngsschnitt

Es wurde dort eine bei Weitem nicht optimale Startnummerierung gewihlt, bei der
die Knotenpunkte im Wesentlichen zeilenweise von oben nach unten durchnumme-
riert waren.

Die Bandbreiten b2 liegen zwischen 31 und 38, so dass fiir die Speicherung der Ma-
trix in Bandform im besten Fall N = n(m + 1) = 185 - 32 = 5920 Plitze erforderlich
wéiren. Das optimale Profil mit Profrcy = 2232 ist doch wesentlich kleiner und
auch bedeutend kleiner als das optimale Profil aus dem CM. Interessant an der Zu-
sammenstellung ist die Tatsache, dass der Startpunkt F' mit dem sehr hohen Grad
20 (wohl etwas zufillig) das kleinste Profil und die zweitkleinste Bandbreite liefert.

Wir wiederholen die Rechnung mit dem Programm CUTHILL.FOR bei mehreren
Startpunkten mit der Startnummerierung nach Abb. 1.31. Wir wihlen neben den
schon genannten Startpunkten A — F' weitere mit dem Grad 5, auch den giinstigen
Startpunkt 101, ebenfalls den Startpunkt 138, in dem acht Dreiecklemente zusam-
mentreffen, mit dem héchsten Grad 24.

NAME DER DATEI : beisp62.dat

ALGORITHMUS VON CUTHILL-MCKEE FUER
185 KNOTENPUNKTE
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KNOTENNUMMERN PRO ELEMENT
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88 129 90 107 108 89
90 129 131 108 130 109
90 131 133 109 132 110
90 133 92 110 111 91
94 134 136 112 135 113
94 136 96 113 114 95
96 136 138 114 137 115
96 138 98 115 116 97
98 138 117 116 121 119
98 117 100 119 120 99
100 117 140 120 122 118
117 138 140 121 139 122
1256 156 127 141 142 126
127 156 158 142 157 143
127 158 160 143 159 144
127 160 129 144 145 128
129 160 131 145 146 130
131 160 162 146 161 147
131 162 133 147 148 132
134 163 165 149 164 150
134 165 136 150 151 135
136 165 138 151 152 137
138 165 167 152 166 153
138 167 169 153 168 154
138 169 140 154 155 139
156 178 158 170 171 157
158 178 160 171 172 159
160 178 180 172 179 173
163 181 183 174 182 175
163 183 165 175 176 164
165 183 185 176 184 177

MINIMALER GRAD = 5  MAXIMALER GRAD = 24

MINIMALE BANDBREITE = 12
VORGEGEBENE STARTNUMMERN

102 170 126 156 178 100 101
138 185 84 1 169

ERGEBNISSE DER NEUNUMERIERUNGEN

STARTPUNKT BANDBREITE PROFIL CM
A = 102 31 3799
B = 170 38 3865

C = 125 38 3947

11 181

PROFIL RCM

2223
2216
2253

180

===
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Abb. 1.33 Besetzungsstruktur der Ausgangsmatrix A, n = 185, bw = 123, b2 =61
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Betrachten wir dazu die Ergebnisse mit CUTHILL.FOR.

0=
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100

120

140

160

180

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
nz = 1865

Abb. 1.34 Besetzungsstruktur der Matrix By, mit CM fiir den Startpunkt A = 102
mit minimaler Bandbreite 02 = 31

Die Besetzungsstruktur der Matrix By, geméfl CM-Nummerierung fiir den Start-
punkt A = 102 hat eine tridiagonale Blockstruktur auf Grund der zugehérigen
Stufen, genauso die Matrix Bgrcoas. Die Besetzungsstruktur, zugehorig zur RCM-
Nummerierung ergibt sich zum Vergleich durch Drehen der Abb. 1.34 um 180°. Da-
bei wird deutlich die erzielte Reduktion des Profils vermittels des RCM infolge der
zahlreichen tiefen Einbuchtungen des Umrisses.
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Das minimale Profil wird jedoch mit dem Startpunkt D = 156 erreicht. Dabei wird
zuerst mit CM 156 — 1, 102 — 185 und dann mit RCM k£ — 185+ 1 — k, d. h.

185 — 1.

Dieses Profil ist auch kleiner als das von symrcm in Abb. 1.36.

0 Phd

20

40

60

80

100

120

140 -

160

180

0 20 40 60 80 100
nz = 1865

120

140 160 180

Abb. 1.35 Besetzungsstruktur der Matrix Breyr mit RCM fiir den Startpunkt
D = 156 mit Bandbreite b2 = 38, minimales Profil Profrcy = 2208

MATLAB-Kommando symrcm

Permutationsvektor dazu ist

q=124 123 120 112 107 95 93
125 121 122 108 111 94 90
11 10 140 144 139 130 127
65 41 39 9 115 109 102

74
73
110
89

72 49 47 126
68 48 44 12
106 92 88 71
91 75 67 70
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42 45 7 147 141 143 142 128 129 114 105 103
99 96 87 85 69 66 46 40 8 5 116 118

104 98 100 86 83 64 53 43 16 6 3 146
145 159 150 149 137 135 117 113 101 97 79 76
51 50 14 13 1 2 163 151 166 160 148 138
136 131 119 84 82 81 63 52 26 4 29 15
33 34 165 162 170 169 177 164 158 153 152 133
132 78 80 77 62 61 31 27 168 178 179 167
161 1565 1564 134 57 60 59 54 32 35 36 181
184 180 176 174 157 156 55 56 58 37 30 38
28 185 183 175 173 17 21 22 25 182 171 172
18 19 20 23 24

100

120

140

160

180

20

40

60

80 100

nz = 1865

120

140

Abb. 1.36 Besetzungsstruktur der umgekehrten Matrix Broys geméfl symrcem

fiir den ermittelten Startpunkt 101 — 1, b2 =38
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Die Matrix Brcys hier ist in ihrer Struktur dhnlich zu der in Abb. 1.35, auch deshalb,
weil beim RCM die Startpunkte 101 bei ersterer und 102 bei der anderen in direkter
Nachbarschaft im Dreiecksnetz liegen.

Betrachten wir das Profil der Matrix geméifl symrcm.
Linksseitige Bandbreiten m;(Bgrcar) =@ — fi(Browm), ¢ =1,2,...,185

01 2 0 4 5 2 3 4 5 6 212 111 3 0 1 2 3
4 2 3 4 52223 117 2 5 4 731 8 9 7 10 34 27
2 33034 6 637 9 237 126 724 3836 238 6 5
35 8 13 14 26 20 2 21 b5 24 6 256 8 2 9 26 23 23 3 22
20 6 19 7 21 10 12 23 1 18 16 421 6 22121 210 15
513 14 8 1814 2 7 4 18 517 12 9 3 4 156 6 13

3
115 3 4 5 221 115 10 17 18 2 2 22 5 10 3 19 16
115 420 5 6 7 13 22 11 321 18 22 3 24 5 23 20 12
91414 6 7 7 9 6 1 2 0 1 222 4 919 10 12 13

1311 9 7 b

Das Profil ist ca. 40 Prozent kleiner geworden als bei Prof(Bcys) und betrigt

185
Prof(Brew) = 185+ Y mi(Brear) = 2243,

=1

Die Nummerierung der Knoten einer Stufe erfolgt im CM fortlaufend fiir zunehmen-
den Grad der Knoten, wobei der Grad des Knotens im gegebenen Graphen mafige-
bend ist. Eine naheliegende Verfeinerung der Nummerierungsstrategie besteht nach
[59] darin, die Knoten in jeder Stufe auf Grund der Zahl von Nachbarknoten in der
néchsten Stufe anzuordnen und entsprechend durchzunummerieren. Zur Implemen-
tierung ist dazu etwa die Information iiber den Grad eines Knotens laufend nach-
zufithren, indem die bereits nummerierten Knoten und die Nachbarknoten derselben
Stufe in Abzug gebracht werden.

Die vorliegende Stufenstruktur hat auch einen kleinen sichtbaren Nachteil, dass in
der ersten Stufe nur ein Knoten (Wurzel) ist. Um die Stufenbreite insgesamt zu ver-
kleinern, kénnten ja dorthin weitere Knoten aus “breiten“ Stufen verlagert werden.
Somit beruht eine weitere Verbesserung von CM auf der Feststellung, dass die Band-
breite und das Profil im Allgemeinen dann am kleinsten ausfallen, wenn die Anzahl
der Stufen maximal und damit die mittlere Anzahl von Knoten pro Stufe am klein-
sten ist.

Diesbeziiglich gibt es eine Modifikation von Gibbs, Poole und Stockmeyer [4], [15],
[29].
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