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Zusammenfassung Ein grundlegender numerischer Zugang zur Lésung nichtlinearer Operatorglei-
chungen in Banachrdumen durch Diskretisierungsverfahren wird allgemein dargestellt. Konsistenz,
Stabilitéit des diskreten Problems und Konvergenz der Ndherungslosungen werden anhand von Dif-
ferenzenverfahren fiir Zweipunkt-Randwertprobleme bei gewohnlichen Differentialgleichungen sowie
fiir quasilineare Systeme partieller Differentialgleichungen auf dem 2-Torus nachgewiesen.

MSC 2000: 65J15, 65L10, 65L12, 65L20, 65M06

Keywords: Discretization methods, Boundary value problems, Invariant torus

1 Diskretisierung nichtlinearer Operatorgleichungen

In diesem Beitrag betrachten wir allgemeine Aspekte von Diskretisierungsverfahren. Wéh-
rend die Losung von Anfangswertproblemen

d

d—fz:’c:f(t,x), xz(a) =z, f:RxR™—=R™, (1)
beginnend mit dem gegebenen Anfangswert xg, schrittweise mittels eines Einschritt- oder
Mehrschrittverfahrens erfolgen kann, ist diese Vorgehensweise bei Randwertproblemen der
allgemeinen Form

&= f(t,z), g(z(a),z(b)) =0 (2)
mit f:RxR"™ — R™, g: R™ x R™ — R™ nicht moéglich. Deshalb sind die Begriffe
Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz nun so allgemein zu definieren, dafl sie fiir beide

Problemklassen zutreffen. Der von H.B.KELLER [3] und H.J.STETTER [9] entwickelte und
bei ASCHER et al. [1] genutzte Zugang soll hier vorgestellt werden.

Das gegebene Problem wird dazu als Operatorgleichung in den Funktionenrdumen B (Ur-
bildraum) und B° (Bildraum)

(3)

betrachtet. Dabei sind der Urbildraum B und der Bildraum B° vollstéindige normierte Riume
(Banachrdume). Das Tripel P = (B, B° F) heifit Ausgangsproblem, fiir das ein z* € B
gesucht wird, das dieser Operatorgleichung F'(z*) = 0 geniigt. Jedes derartige z* heifit klassi-
sche Losung. Die theoretische Frage, unter welchen weiteren Voraussetzungen eine klassische
Losung x* existiert, ist ein zentraler Gegenstand der qualitativen analytischen Theorie und
wird deshalb hier ausgeklammert.

Beispiel 1 Das Anfangswertproblem
P =t—2*, 2(0)=0, 0<t<]l1
148t sich in die Operatorform F(x) =0 mit dem Differentialoperator
Fa(t) = a(t) —t+x(t)* (4)
tiberfithren. Urbildraum sei der Banachraum (B-Raum)

B = {z|z € C'(0,1), z(0) = 0}
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der auf dem Intervall I = [0,1] stetig differenzierbaren Funktionen, die die homogene
Anfangsbedingung erfiillen und mit der C'—Norm

lalls = max a(t)] + max [#(t)]

versehen ist. Als Bildraum empfiehlt sich der B-Raum der stetigen Funktionen

0 _ 0 ~ _
B”=C"(0,1) mit der Norm ||y||go = grgl%xl|y(t)| <

Eine geeignete Wahl der Funktionenriume B und B ist wesentlich, wenn bestimmte Lésungs-
eigenschaften erwiinscht sind. So bedeutet die Abschétzung ||x||p < C' mit einer Konstanten
C, daB} auler den Funktionswerten auch die Ableitungswerte der Losung durch C' beschrénkt
sind, wogegen dies bei ||z||go < C' nur fiir die Funktionswerte gilt. Aus Vereinfachungs-
griinden betrachtet man dennoch oft den B-Raum

B = {z|z € C°(0,1), z(0) = 0}
stetiger Funktionen als Urbildraum und schrinkt den Definitionsbereich des Operators F'
auf D= C'0,1)N B ein.

Alternativ dazu kann man mittels Integration der Differentialgleichung und Beriicksichtigung
der Anfangsbedingung zu einer dquivalenten Integralgleichung

ibergehen. Da jede Losung dieser Gleichung die Eigenschaft x(0) = 0 besitzt, kann man
nun den Integraloperator

Fa(t) = 2(t) - / s — 2(s)?] ds (5)

und beide Réume mit B = BY = C°(0,1) wiihlen.

Um das Ausgangsproblem numerisch auf einem Computer darstellen und l6sen zu konnen,
mufl man es , diskretisieren“. Dazu betrachtet man zwei Folgen endlichdimensionaler B-
Réaume,

e die Urbildrdume {B,}, n € N, mit dim B, < oo,
e die Bildrdume {B%}, ne N, mit dim B} < o

und definiert eine Folge von Operatoren {F,}, n € N, mit F, : B, — BY. Dabei
ist N C N eine unendliche Teilmenge der natiirlichen Zahlen. Die Folge {P,} der Tripel
P, = (B,, B, F,) wird als diskretes Problem bezeichnet. Jede Elementfolge {u’}, n € N,
mit u; € B, ist eine Ldésung des diskreten Problems, falls

gilt.
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Beispiel 2 (vgl. Bsp. 1) Auf dem Grundintervall [0, 1] kann man mit der Indexmenge N = N
zu jedem n € N ein Gitter der Schrittweite h = 1/n mit n + 1 Knoten

I, = {t|t; = jh, j = 0(1)n}
T

definieren. Urbildraum sei der (n+1)—dimensionale Vektorraum B,, = {u|u = (ug, u1, ..., u,)",
up = 0} mit der diskreten C'—Norm
1
lulls, = max fus| + max [Ous|, Ouj = 7 (u; = uj-s)
Als Bildraum empfiehlt sich B) = R™ mit der Norm [[v||go = max;—_1(1), |v;|. Den diskreten
Operator F,, definieren wir komponentenweise, indem wir die 1.Ableitung #(t;_1) in (4)
durch den Differenzenquotienten ersetzen

1 .
{Fnu}j = %(uj — Ujfl) — t]’,1 —+ U?fl , J= 1(1)n . A | (7)

An diesem Beispiel erkennt man, daf} die endlichdimensionalen Ersatzriume B,, und B keine
Unterrdume der Originalriume B und B° sind. Hierin unterscheiden sich Diskretisierungs-
verfahren von der Klasse der Projektionsverfahren. Um die Beziehung zwischen Ausgangs-
problem P und diskretem Problem {P,}, n € N, herzustellen, miissen lineare Abbildungen
zwischen den entsprechenden Rdumen, sogenannte Restriktionsoperatoren, eingefiihrt wer-
den.

Definition 3 (Restriktion)  Die Folge {p,}, n € N, linearer beschrdankter Operatoren
mit p, : B — B, sei normkonsistent, d.h. fir alle x € B gilt

lim ||p.z|[p, = |lz|lls, neN.
n—oo

Dann heifit p, Restriktionsoperator (Restriktion, Einschrinkung) von B auf B,,. Analoges
gelte fiir die Restriktion p® : B® — BY des Bildraumes.

Wegen der Normkonsistenz ist die Folge der Quotienten ||p,z||p, /||z||p fiir jedes Element
x € B, x # 0, beschrankt. Nach dem Satz von Banach—Steinhaus sind dann die Normen der
Operatoren p, und p? sogar gleichmiBig beschrinkt. Es existieren Konstanten P > 1 und
P°>1, sodaf

lpall <P, lpall <P°, neN (8)

mit den induzierten Operatornormen gilt.

Beispiel 4 (vgl. Bsp. 1 und 2) Zu den Réumen B und B,, definieren wir nun die Operatoren
pn komponentenweise auf dem Gitter I, durch

Pzt = a(t;), j=0(1)n,

Das Bild der Funktion x ist eine Gitterfunktion. Offenbar bildet p, : B — B, ab und ist
linear. Die Beschréanktheit von p,, folgt mit dem Mittelwertsatz aus

1
n = h —lz(gh) —z((j — 1h
lpoalla, = max fo(ih)] + max |2 [e(ih) - (G~ DA)
< max lo(t)| + max o(0)] = llls

0<t<1 0<t<1
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womit sogar ||p,|| < P = 1 gilt. Die Normkonsistenz erhilt man mit aufwendigeren
Abschitzungen wegen der Stetigkeit von z(t) und #(¢) . Analog hierzu definiert man die
Restriktion p® zu den Bildriumen B und B? der Beispiele 1 und 2 komponentenweise durch

{Phyd; = yltim), J=1(1)n.
Auch hier zeigt man leicht, dafl |[p?]| < P® =1 gilt. <

Fafit man nun die 4 eingefiihrten Banachriume B, B, B,,, B® und die 4 Operatoren F, F},, p,,, p°
zusammen, so liefern sie ein Diskretisierungsverfahren. Den Zusammenhang zwischen Aus-
gangsproblem P und diskretem Problem {P,}, n € N, erhilt man in anschaulicher Form
durch das Approzimationsschema

F(z)=0

s
Y

B Losung: z* € B

Dn Pn

Y Y

F.(u,) =0

Y
Sy,
o

B, Losung: w) € B,

Dieses allgemeine Schema verdeutlicht zugleich das Ziel, fiir € B anstelle der vorgegebenen
Gleichung F(z) =0 das diskrete Problem F),(u,) = 0 zu losen. Das gelingt offenbar, wenn
der Operator F' und die Diskretisierung p,, fiir n — oo miteinander vertauschbar sind.

2 Konsistenz und Stabilitat

Wie man an Beispiel 1 — 2 sieht, ist die Wahl der Operatoren F, p,,, p? und der entsprechenden
B-Raume meistens evident. Die grundlegende Frage eines Diskretisierungsverfahrens lautet
dann: Wie ist zu gegebenem Operator F' der diskrete Operator F,, zu konstruieren, damit
F,, das gegebene Problem mit F' in einem gewissen Sinne , approximiert“? Dazu sollten die
Bilder F,(p,z) und plF(z) fiir alle z in einer Umgebung der Losung x* ebenfalls nahe
beieinander liegen.

Definition 5 (Konsistenz)

(i) Das diskrete Problem P, = (B,, BY, F,) heifst konsistent mit dem Ausgangsproblem
P = (B,B° F) im Punkt x € B, falls

lim || Fu(pnw) = ppF(2)llpg = 0, neN (9)

gilt. Ist P, konsistent mit P fiir alle x € D C B, so ist das Diskretisierungsverfahren
auf D konsistent.



2  Konsistenz und Stabilitat 5

(ii) P, ist konsistent (in x € B) mit P mit der Ordnung p € N, falls
1Fa(paz) = puF(2)llpg = O(n'?), neN (10)
ist, d.h. falls Konstanten ng € N und M > 0 existieren, so daf$ fir alle n € N, n > ny,
|| Fn(pa) = ppF(2)|lgy < Mn™"
qgilt.

Anschaulich bedeutet Konsistenz die asymptotische Vertauschbarkeit von F;, und p,, in obi-
gem Approximationsschema. Um die Konsistenz eines Diskretisierungsverfahrens nachzuwei-
sen und seine Konsistenzordnung zu bestimmen, entwickelt man in der Regel die Funktion
z(t) € B an geeigneten Argumentstellen ¢; in eine Taylor-Reihe in Termen von n~! . Vor-
auszusetzen ist dafiir jedoch eine hinreichende Glattheit aller beteiligten Funktionen.

Beispiel 6 Wir betrachten zur Veranschaulichung der Definition die skalaren Anfangswert-
probleme 1.0rdnung
= f(t,x), x(0)=0, 0<t<]1 (11)

mit einer als stetig differenzierbar vorausgesetzten Funktion f. Der Differentialoperator F
lautet dann offenbar

Fzx(t) = @(t) — f(t,z(t)) . (12)
Wir wenden nun beispielhaft das einfachste Diskretisierungsverfahren zur Losung von An-
fangswertproblemen an. Das explizite Euler-Verfahren (Euler-Cauchy-Verfahren) lautet

w; =uj1+hf(ti1,uj—1), Jj=1(1)n (13)

mit h = 1/n, t; = jh . Definiert man den diskreten Operator F,, dieses Verfahrens durch
Umstellung dieser Vorschrift und anschlieSende Division durch A zu

{Fou}; = %(uj —uj-1) = f(t-1,ui-1),  j=11)n, (14)

so kann man die Konsistenz des expliziten Euler-Verfahrens fiir alle 2-mal stetig differenzier-
baren Funktionen x € B leicht nachweisen. Wir definieren dazu die Abbildung G,, : B — B?

mit
Gn(x) = F,(pux) —ng(x) , rE€B

und erhalten fiir deren j-te Komponente mittels Taylor-Entwicklung

{Gnz}; = % [2(t;) — x(tjm1)] — f(tjm1, @(tj—1)) — @(tj—1) + f(tj—1, 2(tj—1))

2

1 ) h= . .
= 7 z(tj—1) + ha(tj—1) + 71’(&‘) —x(tj1)| —2(tj-1) (15)

h.
= 51‘(@-) ;b1 <& <ty
woraus

1Gn(@)l[By < 5 dnax lZ(t)] = M -n

mit einer Konstanten M > 0 folgt. Somit ist das Verfahren konsistent mit Konsistenzordnung
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Eine besondere Rolle unter allen Elementen x € B spielt die vorausgesetzte exakte Losung
r* € D C B des Ausgangsproblems P.

Definition 7 (Lokaler Diskretisierungsfehler)

x* € D C B sei Lisung des Ausgangsproblems F(xz) = 0. Dann heifit das Element T € B?
mit

T = F,(pax”) —ng(x*) = F,(ppz™), meN (16)

lokaler Diskretisierungsfehler des Verfahrens P,,.

Beispiel 6 Hier erhélt man als lokalen Diskretisierungsfehler

1

7= () = ()] = flo, () = 1n.

Umstellung dieser Formel nach dem Wert z*(¢;) ergibt die Darstellung
a*(t;) = a"(tj—1) + hf(tj—1, 2" (tj-1)) + b,

mit der eine anschauliche Interpretation dieses Fehlers fiir das explizite Euler-Verfahren
moglich wird: Fiihrt man ndmlich mit dem Anfangswert n,_; = x*(t;_1) einen einzelnen
Verfahrensschritt aus, so liefert

n; = x*(tj—1) +hf(tj—1, 27(tj—1)

genau den Naherungswert des Verfahrens mit der Fehlerdarstellung «*(¢;) = n; + h7; . Der
Wert 7; stellt folglich in diesem Verfahren den durch die Schrittweite i dividierten Fehler
eines einzelnen Integrationsschrittes (local error per unit step) dar. <

Die Konsistenz eines Diskretisierungsverfahrens bedeutet wegen (9), daf der diskrete Ope-
rator F,, den gegebenen Operator F' in der Umgebung der Losung x* approximiert. Falls
diese Grundbedingung nicht erfiillt ist, so kann im allgemeinen nicht erwartet werden, dafl
die Naherungslosungen u* — falls sie iiberhaupt existieren — die exakte Losung z* approxi-
mieren. In vielen Fillen ist die Konsistenz allein jedoch nicht hinreichend fiir die Konvergenz
der Nédherungslosung, d.h. fiir

lim |ju* —pa¥||p, = 0.
n—oo

Kleine Storungen wie Rundungsfehler, Abschneidefehler etc. diirfen sich moglichst nicht ver-
starken und kumulieren. Das Verfahren muf} ,robust® oder auch ,stabil gegeniiber Storun-
gen® sein. Ersetzt man die rechte Seite des diskreten Problems F,,(u) = 0 durch kleine
Anderungen 4', 82, so lauten nun die gestoérten Probleme

F,(u") = ¢, F,(u?) = 6

mit den vorerst als existent vorausgesetzten Losungen u!, u? € B, . Aus der Theorie der
algebraischen Gleichungssysteme ist bekannt, daf3 die Abbildung F,, stabil ist, wenn kleine
Storungen der rechten Seiten zu endlichen Stérungen der Losungen fithren. Das ist offenbar
garantiert, wenn eine Beziehung

lu' —w?llp, < S-[|0" — &%||my
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mit einer Konstanten S > 0 nachgewiesen werden kann. Damit fiir n — oo diese Stabi-
litdtsrelation nicht verlorengeht, fordert man die Unabhéngigkeit der Konstanten S von n
und gelangt so zum Begriff der diskreten Stabilitét.

Definition 8 (Diskrete Stabilitét)
F, sei stetig auf der Menge S(u°,r) = {u € By|||[u—u°|| < r}. Falls fir alle u*,u? € S(u°r)

lut —v?l|p, < S-||Fu(u') = Fu(u’)llpy  ¥neN (17)

mit Konstanten S >0, r > 0 gilt, so ist der Operator F, stabil auf u® mit der Stabilitts-
grenze S und der Stabilititsschwelle s =1/S .

Fiir Fréchet-differenzierbare (kurz: F-differenzierbare) Operatoren F,, kann die unhandliche
Bedingung (17) durch eine Bedingung an die Inverse [F/ (u")]~! ersetzt werden, die mitunter
einfacher zu verifizieren ist. Dazu nutzt man den

Lemma 9 F, sci fir n € N auf den Mengen S(u°, R) F-differenzierbar und geniige den
Voraussetzungen

(i) FL(u®)"' existiert und ||F,(u®)7Y| < S mit S >0 unabhingig von n.

(ii) F!(u) ist gleichmdipig Lipschitz-stetig (kurz: L-stetig) auf S(u®, R), d.h. es existiert
eine von n unabhdingige Konstante L > 0 mit

1Ey(w) = E)l| < L-lu—vl]|  VuveSw’,R).
Wiihit man r = min [k/(SL), R], k € (0,1), so ist F, stabil auf u® mit Stabilititsgrenze
So = S/(1 = SLr) und Stabilititsschwelle so =1r(1— SLr)/S .

BEWEIS: Seien u',u? € S(u’,r) C S(u°, R) . Fiir t € [0,1] ist dann w := tu' + (1 —t)u’® €
S(u’, R) . Folglich existiert der beschrinkte lineare Operator L : B, — B? mit

1
L= /F;L(tu1+(1—t)u2) dt
0

Mit den Voraussetzungen (i) und (ii) schitzt man leicht ab
1EL ()Y - |IL — EL(®)|] < SLr =: q.

Da ¢ < k < 1 ist, existiert nach dem Stérungslemma der inverse Operator L~! mit
der Normabschétzung ||L7'|| < Sy gemifl Definition von Sy. Mit dem Mittelwertsatz gilt
desweiteren

Fn(ul) - Fn(u2) = L(ul - uz) )

woraus nach Anwendung von L~ und Abschiitzung

[l = w?|| < So- [[Fu(ul) = Fu(u?)]
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folgt. F, ist stetig auf S(u®,r); die Stabilitidtsschwelle ergibt sich zu sq = r/S, =
r(1 —SLr)/S . Damit ist Definition 8 giiltig. 0

Der Nachweis der diskreten Stabilitéit eines Verfahrens ist im Gegensatz zum Konsistenz-
beweis oft aufwendig und soll deshalb hier beispielhaft fiir das explizite Euler-Verfahren,
angewandt auf das Anfangswertproblem (11)

= f(t,x), z(0)=0, 0<t<l,

gefithrt werden.

Beispiel 6 Die Funktion f der rechten Seite wird weiterhin als stetig differenzierbar
vorausgesetzt (Hier wire auch die L-Stetigkeit hinreichend). Wir weisen die Giiltigkeit der
Stabilitdtsdefinition mit den B-Rdumen B,, und B nach. Setzen wir dazu u',u* € S(u’,r) C
B,, d:= F,(u') — F,(u?), e:=u' —u? an. Mit der Definition des Operators F;, erhalten
wir nach Umstellung fiir die j-ten Komponenten der Gitterfunktionen u!, u?

wf =+ hf (o) + (W), k=12

Subtraktion u! — u? liefert mit dem Mittelwertsatz
ej = e+ h[f(tj 1, uj )= f(ti1,ui )]+ hd;
= €1 + hfr(tj—l”r})(u}fl - u?fl) + hd] , ne S(U’O7T)7

woraus wegen der Stetigkeit von f,(t,z) auf S(u",r) die Existenz einer Konstanten L > 0
folgt, mit der

lejl < lejoa| + hiLlej_1| + hldj)|

< (14 hL)lej_1|+h- max |dy|
k=1(1)n

gilt. Setzen wir rekursiv ein und beachten die Tatsache, dafl wegen u! = u? = 0 auch ¢® =0
gilt, so erhalten wir

j
lejol < A (L4 ALY [|d]| g

k=1
(1+hL) —1
= h——||d
(1+hl)—1 4]l
1
< z-ej(hL)-||d||Bg,jh<1
1
< z‘eL'||d||Bg7 j=1(1)n, also
1
| < Z.elyld _
max fe;| < 7ot |ldllgy

Dabei wurde von der Eigenschaft der Exponentialfunktion 1+ z < e®, Vo € R, Gebrauch
gemacht. Da in der Norm des B-Raumes B,, auch max;|0u;| bendtigt wird, notieren wir
mit der Definition des Operators F),, unmittelbar

L&

8u§ = ﬁ(u] — uf_l) = f(tj_l,ué?_l) + {Fn(uk)}] ., k=1,2.
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Subtraktion und Abschitzung liefert mit dem Mittelwertsatz

de; f(tj-1, U;_l) — f(tj-1, U?_1) + d;
0e;| < Llej 1| + |dy]

< L- max |ej|+ max |dj]
j=0(1)n j=1()n

1
L- <z.eL . ||d||Bg> +||d||go, also

max |Je;| < (" +1)-|d||po -
j=1(1)n "

IN

Zusammenfassung der beiden Abschéitzungen ergibt fiir die B,,—Norm schlieflich

llells, = X Iej\+jrznl%>)<n |0e;|
1
< (eL + zeL + 1) ||d||gy  bzw.

' = lls, < S [IFu() — Fuw?) oy

also ist das explizite Euler-Verfahren diskret stabil mit Stabilititsgrenze S = e + %eL +1
und beliebigem festen Wert r > 0. <

3 Existenz und Konvergenz diskreter LGosungen

Wir nehmen nun vereinfachend an, daf§ die diskrete Aufgabe P, eine Losung w) fiir n €
N besitzt. Um die Konvergenz dieser Naherungslosungen gegen eine exakte Losung z* zu
beschreiben, fithren wir die folgenden Begriffe ein.

Definition 10 (Diskrete Konvergenz)
x* €D C B und u € B, seien Liosungen der Probleme P bzw. P,.

(i) Die Grifle e, := u’ — p,a* in B, nennt man globalen Diskretisierungsfehler des
Verfahrens P,,.

(ii) Das Verfahren P, = (B,, B, F,) konvergiert diskret gegen P = (B, B° F), falls
Tim len||p, = lim |ju; —ppa*f[p, = 0, neN (18)
gilt.
(1ii) Pn konvergiert diskret gegen P mit der Ordnung p € N, falls
llur — ppx*||p, = O(n?), neN (19)
15t.

Beziehung (19) schreibt man dann haufig in der Form u} = p,z* + O(n~?) und sagt, dafl
uy mit Ordnung p gegen z* konvergiert.

Kann man die Existenz einer Néherungslosung u; des Problems P, voraussetzen, so lassen
sich hinreichende Bedingungen fiir deren diskrete Konvergenz angeben.
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Satz 11 (Konvergenz)

Mit der Konstanten P aus (8) seien folgende Voraussetzungen erfillt:
(i) x*€ D C B ist Losung von F(z)=0.

(ii) Fir n € N ezistiert ein R > 0, so daf die diskrete Gleichung F,(u) = 0 in der
Kugelmenge S(p,x*, PR) eine Losung u, besitzt.

(111) F, ist stabil auf p,x* in der Kugel S(p,z*, PR) .
(iv) F, ist konsistent mit F auf x*.
Dann konvergiert u;, diskret gegen x*.

BeEwEIs: Nach Voraussetzung (iii) schiatzt man mit den Losungen u’ und z* ab

l[uy, = pnz*l|B, < S |[Fa(uy,) — Fu(paz®)lse
= S ||Fu(pnz”) —ng(x*)HBg, d.h.
lealls, < S-l7llse - (20)

Mit Voraussetzung (iv) folgt fiir n — oo unmittelbar die Konvergenz mit ||e,|| — 0 . O

Die Aussage dieses grundlegenden Satzes der Numerischen Mathematik 1&8t sich in der
einfachen Formel

Konsistenz + Stabilitdt =—> Konvergenz

zusammenfassen. Voraussetzung fiir ihre Giiltigkeit ist jedoch, dafl alle betrachteten Losun-
gen existieren. Kann man zusétzlich nachweisen, dal der Operator F, eine bestimmte
Konsistenzordnung p € N hat, so folgt aus Ungleichung (20) mit einer Konstanten M > 0
unmittelbar

lealls, < S |7l < S M -0,

so dafl das Verfahren auch dieselbe Konvergenzordnung p besitzt.

Beispiel 6 Das betrachtete Anfangswertproblem besitze die eindeutige Losung z*(¢), und
die rechte Seite f sei stetig differenzierbar. Da das explizite Euler-Verfahren unter diesen
Voraussetzungen stabil und konsistent mit Ordnung 1 ist, liefert der Konvergenzsatz fiir
die Naherungslosung ) deren Konvergenz gegen x*(¢) mit Ordnung 1. Fiir die globalen
Diskretisierungsfehler e; = u; — 2*(t;) erhélt man so die qualitative Aussage

1
. —(e. —e. < (C-h
j:HOlf(il))Cn &1 "‘j:Hllf(lf)(n |h(€y ej-1)| <

mit einer Konstanten C > 0 . |
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Im Gegensatz zum expliziten Euler-Verfahren fiir Anfangswertprobleme
uj =wuj o+ hf(tj-, i), Jj=1n,

bei dem die diskrete Losung u* stets existiert, falls nur die rechte Seite f definiert ist, mufl
dies bei impliziten Verfahren nicht der Fall sein. Hier ist der Ndherungswert u; in jedem
Schritt j als Losung einer im allgemeinen nichtlinearen Gleichung zu ermitteln, z.B. beim
impliziten Euler-Verfahren

w; =uj_1 +hf(t;,u;), j=11)n.

Noch diffiziler stellt sich die Situation bei der Losung von Randwertproblemen (2) dar. Hier
muf die Frage beantwortet werden, unter welchen Voraussetzungen das diskrete Problem P,
— zumindest fiir hinreichend grofien Parameter n — eine Losung u* besitzt. Fiir das Aus-
gangsproblem P ist in der Regel eine Losung x* vorauszusetzen, die in einem gewissen Sinne
yisoliert sein muf, also geometrisch getrennt von eventuell weiteren Losungen. Fiir Fréchet-
differenzierbare Operatoren F' mit reguldrer Losung léBt sich eine derartige Voraussetzung
leicht formulieren.

Definition 12 (Regulire Losung)

FEine Lésung x* € D C B der Gleichung f(x) =0 heifit regulér (isoliert), falls die Fréchet-
Ableitung L = F'(z*) existiert und einen beschrinkten inversen Operator L™ besitzt.

Eine regulidre Losung x* ist auch geometrisch isoliert, d.h. sie besitzt eine Umgebung, in
der keine weitere Losung existiert. Fiir derartige regulare Losungen liefert der folgende Satz
neben der Konvergenzaussage auch eine lokale Existenz- und Eindeutigkeitsaussage.

Satz 13 (Existenz, Eindeutigkeit und Konvergenz)
Mit der Konstanten P aus (8) seien folgende Voraussetzungen erfiillt:

(i) F(x) =0 besitze eine requlire Losung x* , die lokal eindeutig in der Kugelumgebung

S(z*,R) C D ist.
(it) F und F, sind F-differenzierbar auf S(z*,R) C D bzw. S(p,z*, PR) C B,,.
(11i) F)(pna*) ist regulir, und es ezistiert eine von n unabhdingige Konstante S > 0, so daff

|1 Ey(paa®) Y| < S VneN  gilt.

(iv) F!(u) ist gleichmdfig L-stetig auf S(p,a*, PR) C B, , d.h. es existiert eine Konstante
L >0, so daf
|11 () = Fy(v)|| < Llju — ||

fir alle u,v € S(p,a*, PR) gilt.

(v) F, ist konsistent mit F auf x*.

Dann ist F,, stabil auf p,a* , und es existieren Konstanten ng € N und r € (0, R, so dafs
fiir alle n € N, n>ng, gult:
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(i) Die diskrete Gleichung F,(u) = 0 besitzt in der Kugelmenge S(p,x*,Pr) eine ein-
deutige Losung u), .

(i1) u’ konvergiert diskret gegen x*.

BeEwEIs: Mit den Voraussetzungen (ii), (iii) und (iv) ist die Stabilitidt von F,, auf u = p,z*

wegen der Giiltigkeit des Lemmas 9 garantiert. Stabilitdtsschranke Sy und Stabilitatsschwelle
r nehmen dabei die Werte
S

0= T 5Thy

an. Fiir u',u? € S(p,x*, Pr) gilt zudem die Stabilitdtsungleichung (17) mit Stabilitétskon-

stante Sy.
Wir zeigen nun die Behauptung (i) und definieren dazu die Operatoren G, : B,, — B,, mit

und r := min (SLLP’R> , ke€(0,1)

Gou = u— F (pua*) ' Fu.

Man beweist leicht die gleichméBige Kontraktivitat von G,,. Denn fiir u,v € S, := S(p,z*, Pr)
ergibt sich

||Gnu—GnU|| = ||Fr/z(pn$*)_1 [F;z(pnlv*)(u_v)_Fnu+FnU]||
L * *
< S5l = paa®|l 4l = pa™|[) - [lu = o]
< SLPr-||lu—1
|Gru — Gool| < K- [lu— ] (21)

mit x € (0,1), unabhéngig von n € N. Zeigen wir nun, dal G, die Kugel S, in sich
abbildet. Unter Benutzung von (21) und Voraussetzung (iii) erhdlt man fiir v € S, mit
obiger Konstante x € (0,1)

||Gru — ™| |Gt — Guppt™|| + ||Grpnr™ — pua™||
kllu — ppx™|| + S| Fopnx™|]

kPr+ ST, .

IAIA A

Nach Voraussetzung (v) existiert ein ny € N, so daf fiir alle n > ng, n € N fiir den
Diskretisierungsfehler 7,, < (1—k)Pr/S gilt. Mit dieser Abschétzung erhalten wir schliellich
aus obiger Ungleichung ||G,u — p,z*|| < Pr, dh. G,u € S,. Nach dem Banachschen
Fixpunktsatz existiert damit fiir jedes n € N mit n > ng genau ein u* € S(p,z*, Pr)
mit G,u* = u*. Wegen der Regularitit von F!(p,z*) ist die Fixpunktgleichung G,u = u
dquivalent zur Gleichung F,u = 0, womit Behauptung (i) folgt.

Behauptung (ii) erhélt man mit Voraussetzung (v) und Stabilitdtsungleichung (17) fiir u* €
S(ppx*, Pr), woraus die Abschéitzung

lu = puz”|| < SoTa, (22)
folgt und wegen 7, — 0 (n — o0) die diskrete Konvergenz von u*. O
Auch fiir diesen Satz ist leicht nachweisbar: Wenn der Operator F), eine bestimmte Konsi-

stenzordnung p € N hat, so besitzt das Verfahren bei entsprechend vorausgesetzter Glattheit
auch die Konvergenzordnung p.
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4 Zweipunkt-Randwertprobleme

Eine wesentliche Anwendung der eingefiihrten Begriffe stellen nichtlineare Randwertproble-
me fiir gewohnliche Differentialgleichungen dar. Wir beschrinken uns auf die Klasse der

Zweipunktprobleme mit allgemeinen Randbedingungen auf vorgegebenem endlichen Inter-
vall I = [a, ]

g = flty), gyla),y(b)) =0
(23)
mit f:RXxXR™ — R™ ¢g:R™ xR™ — R™. Zuerst notieren wir das Randwertproblem als
Operatorgleichung F'(y) = 0 mit einem geeigneten Operator F', der neben den Differential-
gleichungen auch die Randbedingungen enthilt. Mit einer beliebigen, fest gew#hlten Norm
|-l in R™ definiert man dazu die B-Rdume B = C*(I;R™) und B = R™ x C(I;R™)
zweckmifBig mit folgenden Normen:

lylls = mae ly(t) o + mave [90)]}m, (24
2l = lzollm +max 22 (2)

wobei z = (29,21)7 € B mit 29 € R™ und 2; € C(I;R™) ist. Dann kann Problem (23) als
Operatorgleichung
Fly) =0, yeB (25)

geschrieben werden, wenn F : B — BY durch

Fylt) = (giy(a),y(b)) ) (26)

definiert wird. Auf I = [a,b] konstruieren wir zu jeder natiirlichen Zahl n € N (d.h. die
Diskretisierungsmenge N aus Abschnitt 1 ist gleich N) ein Gitter

I, = {tj el | to =a,t, = b, tj = tj—l + hj, j= 1(1)n} (27)
mit den Schritten h; > 0,7 = 1(1)n, und dem Maximalschritt

h:= max h;. (28)

Wir wollen des weiteren eine lineare Konvergenz der Gitterfolge I,,,n € N, fordern und geben
dazu

Definition 14 Die Gitterfolge {I,},n € N, konvergiert linear, wenn Konstanten c¢; > 0,
co > 0 emistieren, fiir die mit den Schritten h; jedes Gitters I, die Bedingung

c/n < hy < c/n, j=1(1)n, (29)

fiir alle n € N erfillt ist.
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Offenbar sind dann die Terme O(hY), O(h?) und O(n™?) asymptotisch dquivalent, weshalb
Fehlerordnungen stets durch O(h?) - wie dies fiir Differenzenverfahren iiblich ist - angegeben
werden sollen.

Zur Formulierung der diskreten Aufgabe F,u = 0 definieren wir diskrete Analoga B, und
B?, die Rdume von Gitterfunktionen darstellen. Seien B, = C(I,;R™) und BY = R™ x
Cn(I,;R™) derartige Rdume von Gitterfunktionen u : I,, — R™ bzw. v = (vg, V1, .., V)T
mit v; € R, j = 0(1)n. Die Normen sind diskrete Analoga zu (24)

ullg, = jgg)?gnllume+jg11%>)<n||9uj||m, (30)
[vllBg = Hvo||m+jg?1>)<n||vjllm,

wobei du; = (u; —u;_1)/h; ist. Fiir die Restriktionsoperatoren p,, : B — B, und p? : B" —
B? benutzt man im Hinblick auf die Definition von F,

{pnyt; = y(t;), 7=01)n  und (31)
20 s j =0
2ty —hi/2) , j=11)n.

Offensichtlich sind p, und p? normkonsistent und erfiillen wegen ||p,|| > 1 und |[p%]lo > 1
die Beziehung (8) mit P = PY = 1. Eine andere Wahl von p? wiire

i) = | (32)

<0 ).]:0

{pgz}j = { 1 (33>

5[21@]') + Zl(tj—l)] ’ ] = 1(1)71,

die offenbar denselben Beziehungen mit P = P° = 1 geniigt.

Zur Definition der Differenzenoperatoren F,, empfehlen sich Einschrittformeln, um spezielle
Approximationen in Randnéhe zu vermeiden und den Aufwand zur Losung der entstehenden
finiten Gleichungssysteme niedrig zu halten. Unter den Einschrittverfahren bieten sich fiir
(26) wegen ihrer Konsistenzordnung 2 die Trapezregel

nlhyy = .
’ (g —ujn) = 5(f(t,w) + f(tio1,uim)) , G=1(1)n
und die Mittelpunktregel
g(u07 un) ) .] = 0
{Fu}; = b widwiy , (35)
DT Ry ug) — fE ey (1)

an. Wéhrend KELLER [4] urspriinglich (35) benutzt, bauen LENTINI & PEREYRA [6] ihre
Verfahren auf der Trapezregel (34) auf, die einfachere asymptotische Entwicklungen besitzt.

In KELLER [5] wird eine vollstéandige Stabilitétstheorie fiir Differenzenverfahren zur Losung
von (23) gegeben, mit der die Stabilitdt von (34) und (35) im Sinne der Maximumnorm
|, = max ||u;]|m,j = 0(1)n, gezeigt wird. Da des weiteren jedoch die diskrete C''-Norm
(30) benutzt wird, geben wir folgendes
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Lemma 15  Besitze (23) die Lisung y* € B, und sei f € CY(I x R™), so gilt fiir alle
u',u* € S(pyy*, R) mit R > 0

O(uf — u?)|m < [|Fout — Fyu? Ko - L= |m 36
e [[0(u; = uj)lm < [|Fnu wllsg + Ko~ max [lu; = ujllm (36)

wobei Ky > 0 konstant und F,, durch (34) oder (35) gegeben ist.

BEWEIS: Fiir (34) hat man mit j € {1,...,n} und f € C' die Abschitzung
1 1
10} = )l < {Fw}s = (il + 5 - Folluad = a2l + 5 - Kolludy = w2
woraus unmittelbar die Behauptung folgt. Analoges gilt fiir (35). a

Kann man nachweisen, dafl die Aufgabe (23) eine isolierte Losung y* € B besitzt, d.h. das
homogene Variationssystem

e(t) — Oaf (t,y7(t))e(t) = 0
A1g(y*(a), y*(b))e(a) + O29(y*(a), y*(b))e(b) = 0
(37)

nur die Losung e(t) = 0 in B hat, so erhéilt man folgende Konsistenz- und Stabilitdtsaussage:

Lemma 16 Sei f € C*(I x R™), g € C*(R™ x R™) und y* € B eine isolierte Lisung
von (23). Dann existieren Konstanten hy > 0 und R > 0, so daf fir alle Gitter I,, mit
0<h<hy gilt:

| Fpny™ — ngy*\|Bg < C-h? und (38)
?|

Ju' = u?||g, < S-||Fu' — Flllpe, u',u® € S(pay*, R) (39)

mit Konstanten C' > 0,5 > 0, wobei F,, (34) oder (35) und p° (31) oder (32) geniigt.

BeEwEIs: Behauptung (i) folgt durch Taylorabgleich unmittelbar. Fiir (35) zeigt damit KEL-
LER [4] mit einer Stabilitdtskonstanten Sp:

1 2 1 2
e} = 2] < Sy | Fuut = Bl

woraus mit Lemma 15 die (B,, BY)-Stabilitit folgt. Fiir (34) verlduft der Beweis analog. O

Beide Differenzenverfahren sind also konsistent mit Ordnung 2 und zudem stabil in den
Rdumen B, und BY. Um die Existenz der diskreten Losungen u* und deren diskrete

Konvergenz gegen die exakte Losung y* nachzuweisen, wenden wir nun den allgemeinen Satz
13 an:

Satz 17 Sei f € C3(I xR™), g € C3(R™xR™) und y* € B eine isolierte Lésung von (23).
Dann existieren Konstanten hg > 0 und R > 0, so daf$ fir alle Gitter I,, mit 0 < h < hg
qgilt:
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(i) Das finite Gleichungssystem

(f(tj,uy) + f(tj-1,u5-1)) = 0, j=1(1)n

&?‘ =
—~
<
<
<
.
|
—
~—
N[

B, < R.

besitzt eine eindeutige Losung u* in der Menge ||lu — p,y*|
(ii) u* konvergiert diskret gegen y* mit u* — p,y* = O(h?).

BeEwEIs: Die Voraussetzungen (i) - (v) des Satzes 13 sind zu verifizieren. (i) und (ii) sind
wegen der Annahmen erfiillt; (v) folgt aus Lemma 16. Die gleichméBige L-Stetigkeit (iv)
von F/(u) iiberpriift man leicht wegen der Annahme f € C3(I x R™), g € C3(R™ x R™).
Es bleibt Voraussetzung (iii) nachzuweisen. Wir wenden die Stabilitdtsungleichung (38) des
Lemmas 16 auf die Werte u! = p,y* +v und u® = p,y* an

[olls, < S+ 1Falpay” +v) — Fulpny")|
1

= 9. ‘/ Fl (poy” + tv)v dtH
0

< S-|[Loff,

wobei L den Operator
1
L = / F! (ppy” + tv) dt
0

bezeichnet. Damit existiert der inverse Operator und es gilt
1 -1
[/ Fl (pny* + tv) dt}
0

woraus fiir v =0 die Voraussetzung (iii) mit H[FT’L(pny*)]_lH < S folgt. O

1L~ < <5, V<R,

Mittels des Lemmas 16 148t sich analog nachweisen, dal die Behauptungen des Satzes 17
ebenfalls fiir die Mittelpunktregel

t]'-‘rtj_l uj+uj_1>
2 ’ 2

(41)

gelten.
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5 Quasilineare Systeme auf dem 2-Torus

Die Approximation invarianter Tori nichtlinearer dynamischer Systeme (vgl. [8]) fithrt auf
Systeme quasilinearer partieller Differentialgleichungen auf dem Standardtorus T? . Wir
betrachten vereinfachend als Grundgebiet den 2-dimensionalen Standardtorus

T>={0|0=(01,0,),0; =Rmod 2r , i =1,2} (42)

und eine darauf definierte Funktion u : T? — R? Die Ermittlung eines durch u(f) =
(u1(0),uz(0)) parametrisierten invarianten Torus fiihrt auf die Torusgleichung

ou du
0,u)~— b, u)=—— = f(0 0 € T° 43
wl( 7u)801+w2( ’u)892 f( au)v € ( )
mit w; : T? x R — R und f : T? x R? — RY. Dieses quasilineare System mit gleichem
Hauptteil wird nun unter der Voraussetzung wy(f,u) # 0 auf T? x R? als zeitabhiingiges
Problem in (61, 02) = (0,t) € T? behandelt und mit stabilen Differenzenverfahren 1. Ordnung
gelost. Um hinreichende Genauigkeit zu erzielen, ist allerdings auf einem feinen Gitter

T; = {(0;,tn) |th=n-7, ;=5 -h, n=0(1)N, j=0(1)J} (44)

mit Schrittweiten 7 = 27 /N und h = 27/J zu approximieren.

Sei B® der Banachraum C°(T? R?) der auf T? stetigen Funktionen v mit der Norm |[v||y =
max ||v(t,0)]]eo - Wir betrachten nachfolgend die auf T? stetig differenzierbaren Funktionen

(die damit beziiglich 6 und ¢ 2m-periodisch sind), und definieren mit der Norm |jul|; =
max{||ullo, ||uello, |ueallo} den Banachraum

B = {ulu € CY(T*,RY), w(f,t) = u(f + 2m,t) = u(f,t +27), (0,t) € T*} . (45)

Das Torusproblem (43) kann unter der getroffenen Voraussetzung mit v € B nunmehr

(46)

notiert werden, wobei die Funktionen w : T? x R — R und f : T? x R? — R? als hinreichend
glatt vorausgesetzt werden. Definiert man den Operator F' : B — B° durch

(Fu)(0,t) = w,(0,) +w(0,t,u(0,8))ug(0,t) — F(O,t,u(0,1)), (47)

so lautet das Problem in Operatorschreibweise

Fu=0, ueB.
(48)

Um die zu untersuchenden Differenzenverfahren in eine analoge Operatorform zu iiberfiihren,
betrachten wir auf dem diskretisierten Torus T? geméf (44) mit der Schrittweitenbedingung

A :=T1/h = const (49)
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entsprechende Banach-Rdume Bj, und B) von Gitterfunktionen w; = {u?} mit j =
0(1)J =1, n=0(1)N — 1. Dabei approximiere u} ~ u(6;,t,) auf Tj .

Mit der Maximumnorm |[[u¥[|« des R? bezeichne

el = mu o -

die diskrete C-Norm und B} = CJ(T?,R?) den entsprechenden Banach-Raum. Bezeichnet
man mit dyu und dyu die Differenzenquotienten

{Owun}y = ;(U? —ul ), (50)
1
{Opun}y = ﬁ(U? —uj_y),

so erhiilt man die diskrete C''-Norm
[unlly = maz{{lunllo, |0vullo; l|Oounllo}
und damit den Banach-Raum
By, = {uplun € Co(TZRY), ulf = uff oq s =ul "N, wy € TH} (51)

Der Operator Fj, : B, — 32 soll allgemein in der Form des 6-Punkt- Schemas

{Fhuh}? = {Z S* ejatfw ;L ?Ii Z S ejvtha 5 ]—&-p} _f(ejathau?)

p=—1 pn=—1

(52)

mit j=0(1)J -1, n=0(1)N —1 definiert werden. S} (0;,tn,u}) und S,(0;,tn, u}) sind

J
g-reihige Diagonalmatrizen fiir p = —1,0,1 . Mit Fj lauten die betrachteten Verfahren in

Operatorschreibweise
Fou, =0, up, € By, .
{—I (53)

In der allgemeinen Operatordarstellung (52) sind alle nachfolgenden expliziten und linear-
impliziten 6-Punkt-Schemata enthalten.

1. Explizite Verfahren vom Upwind-Typ

Bei diesen Verfahren wird die Diagonalmatrix
C(0j,tn,uy) = diag(cy,ca,...,cq) = w(bj,tn,us)l,, I, — Einheitsmatrix

in die Summe einer Matrix C*(0;,t,, u}) mit nur positiven Elementen und einer Matrix
C™ (0, t,, u}) mit nur negativen Elementen zerlegt :

CO;,tn, uf) = CT (05, tn,uj) + C™ (0, tn,u}) . (54)
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(a) Das explizite Courant-Isaacson-Rees Verfahren (CIR) ergibt sich mit
+ - 1
CT = diag i(CH‘!Cz ] >0
- : 1
o™ = diag (5la-laD) <0 . (59
(b) das explizite glatte Upwind-Verfahren mit der Wahl
, 1
C*t = diag (5(@ + (I)(CZ))) >0

1
C" ~ diag (Gei— () <0 (50
mit ®(d) = Vé2+d*> , 0#0, constant.

Die Diagonalmatrizen S, and S}, , p = —1,0,1, besitzen fiir alle expliziten Verfahren
vom Upwind-Typ die Form

S, =A\CT . S, =0
So =I—-XCT+AC™ , Si=1 (57)
S = —AC~ . Si=0.

In der iiblichen Notation ldat sich das explizite Upwind-Verfahren als

1

n n 1 n
{Fhuh}j = ;(UjjJrl )+W(93;tnu >2h( ]+1_uj71)_

—d(w(b;, tn,u]));h( uly —2ul +ui ) —
—r(6,tn,u}) = 0 mit (0;,t,) € T (58)
und  ®(d) = V62 + d2,6 # 0, const.

darstellen.

2. Explizites Friedrichs—Verfahren
In diesem Falle wird die Matrix C(0;,1,, uy) nicht zerlegt, und die Diagonalmatrizen

Sy and S, pp=—1,0,1 besitzen nun die Form

1
Sa=35(I+XC) , §5=0

So =0 , Sp=1 (59)
1
3. Linear implizite Verfahren

Analog zu den expliziten Verfahren vom Upwind-Typ wird die Matrix C'(6;,1,, uj) in
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die beiden Matrizen C7*(0;,t,,u}) und C~(0;,t,,u}) zerlegt, wobei im Falle des

ns ¥l

impliziten CIR-Verfahrens
+ - 1
Ct = diag (et e ))) >0
_ . 1
¢~ = diag (5(02'— | ci |)) <0 ,
und im Falle des impliziten glatten Upwind-Verfahrens
+ . 1
CT = diag 5(01 +®(¢;)) ] >0

o = diag (e~ o)) <0,
with ®(d) = Vo2+d*> , §#0, constant

(61)

gilt. Fiir alle derartigen linear impliziten Verfahren sind die Diagonalmatrizen S,, und

Sy, n=-10,1 durch

S =0 , S, =-ACt
So=1 , Si=T—-\C"+AC"
Si =0 , S;=\C"

gegeben.

(62)

In [11] wird die diskrete Konvergenz der Verfahren (53) mit Operatoren (52) detailliert
nachgewiesen. Der folgende Konvergenzsatz a3t sich unter Benutzung des allgemeinen Satzes

13 verifizieren.

Satz 18 Der Differenzenoperator (52) fir (46) geniige folgenden Voraussetzungen:
1) A=
(ii) w(f,t,u) € C*(T? x R4, R), f(0,t,u) € C*(T? x R?,RY)

= const

=

(iii) (48) besitzt eine lokal eindeutige Lisung u € C*(T?)

(iv) i S0, t,u) =1, i Se(0,tu) =1

/,L:—l ;L:—l

(v) i (S50, t,u) — S, (0,t,u)) = AC',  wobei C = (ci)

p=-—1
- w(0,t,u) firi=j
v 0 sonst .

Dann ist jedes Verfahren (53) konsistent in h und 7 mit Ordnung 1. Gilt desweiteren

(vi) (53) ist von positivem Typ, die Diagonalmatrizen SY; , p = —1,0,1 sind Lipschitz-stetig

in u und zwei der drei Matrizen S}, besitzen Elemente (s},)u <0, k,1 =1(1)q
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(vii) Fir die Anfangswerte sei || v — g(6;) ||< Koh Vi, h < ho, Ko >0,

so konvergiert jedes Verfahren (53) mit Ordnung 1 auf T2, d.h.

BeEwers: Vgl [11],S. 7 - 12.

Ein Differenzenoperator (52) ist dabei von positivem Typ, falls die 3 Matrizen S,,(6,t,u) mit
p=—1,0,1 fiir alle (0,t,u) € T>xR?, || u|[< M, M const, nur nichtnegative Elemente
besitzen.

Im Falle der drei expliziten Verfahren sind die Voraussetzungen (iv) und (v) erfiillt. Der
folgende Satz liefert eine hinreichende Bedingung fiir die Positivitdt (vi) der Verfahren.

Satz 19 Sei auf der Menge G = {(0,t,u) | (0,t) € T?, ||u||< M, M € R, const} die
Schrittweitenbedingung

1
A< D mit D := mgxigé(%f)iq | ci(6,t,u) | (63)

gegeben. Dann sind das explizite CIR-Verfahren und das explizite Friedrichs-Verfahren von

positivem Typ. Ist jedoch
1

A< —
= Ve D

so ist auch das explizite glatte Upwind-Verfahren von positivem Typ.

(64)

BeEwers: Vgl. [11] , S. 13.

Die beiden linear impliziten Verfahren sind von positivem Typ fiir alle A € R*, und die Dia-
gonalmatrizen S; , p = —1,0,1, sind Lipschitz-stetig in u. Desweiteren ergibt sich S*; <0
and ST < 0 aus (60), (61) und (62). Damit sind beide Verfahren konsistent unter den Vor-
aussetzungen (i)- (iv) und konvergent bei geeigneten Anfangswerten.

Um Approximationen héherer Ordnung und gleichzeitig asymptotische Fehlerschatzungen zu
gewinnen, bieten sich insbesondere Extrapolationsverfahren und Defektkorrektur-Verfahren
(deferred correction methods) an. Wahrend die Richardson-Extrapolation gegenwiértig auch
fur partielle DGL-Systeme (vgl. [7]) hdufiger genutzt wird, sind Defektkorrektur-Verfahren
- vermutlich wegen ihres komplizierten theoretischen Hintergrunds - weniger bekannt. In
[10] wird ein einheitlicher Zugang fiir alle betrachteten - expliziten und impliziten - Basis-
Verfahren 1. Ordnung angegeben, der konvergente Losungen 2. Ordnung und asymptotische
Schétzungen des globalen Fehlers der Basislosung liefert. Im Unterschied zur Extrapola-
tion ist bei der Defektkorrektur keine Gitterverfeinerung notig. Werden die nichtlinearen
Gleichungssysteme zudem mit einem Newton-dhnlichen Verfahren gelost, so ist lediglich ein
zusétzlicher Newtonschritt mit modifizierter rechter Seite erforderlich.
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