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Zusammenfassung

Anwendungsgebiete orthogonaler Funktionen und speziell orthogonaler Polynome
sind unter anderem

- Interpolation = Stiitzstellenwahl = Minimax-Eigenschaft,

- Approximation = Fourier-Reihen,

- numerische Integration = Tschebyscheff-, Gau-Formeln sowie
- rekursive Berechnungen.

Des Weiteren werden Abstiegsverfahren zur Losung von linearen Gleichungssystemen
als polynomiale Iterationsverfahren betrachtet und dabei treten spezielle Polynome
auf. Bei Abstiegsverfahren mit einer Minimierung des Residuums treten orthogonale
Polynome auf im Zusammenhang mit sogenannten Kernpolynomen sowie mit spezi-
ellen oder modifizierten Skalarprodukten und reproduzierenden Eigenschaften.

In vielen Fillen erweisen sich Systeme von orthogonalen Polynomen als sehr hilfreich.

In dieser Arbeit fassen wir wichtige Informationen zur Drei-Term-Rekursion bei or-
thogonalen Polynomen sowie viele Eigenschaften speziell der Legendre- und Tscheby-
scheff-Polynome zusammen.

Zahlreiche Hinweise zu orthogonalen Polynomen findet man in [1] - [3].
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Kapitel 1

Rekursive Berechnung von
orthogonalen Polynomen

Wir bemerken zunéchst, dass allgemein orthogonale Funktionensysteme (OGS) und
insbesondere, wie in dieser Abeit, Orthogonalsysteme von Polynomen rekursiven Be-
ziehungen der Gestalt

prs1(z) = (ogx + Bp)pr(T) + Br—1pr—1(z), k=1,2,...,
(1.1)
po(z), p1(z) gegeben,

geniigen. Diese konnen sowohl zur Bestimmung der algebraischen Darstellung der
Polynome als auch zur rekursiven Polynomwertberechnung verwendet werden.

1.1 Theoretische Grundlagen

Betrachten wir das Intervall [a, b], a <b, das Skalarprodukt mit dem Gewicht w(x) >0
b

(f.9) = / w(@) f(@)g(z) d, (1.2)

a

den linearen Raum Py (z) aller Polynome py(z) vom Grad < k mit endlicher Norm
lpkll20 < oo sowie die Folge von Polynomen {pg(z)} mit wachsendem Grad, also
k. € Pr(2)\Pg—1(z), und den zugehorigen Orthogonalitdtsbedingungen

(Prs21) = YiOm, O Kronecker-Symbol, L3
el = (pw.px) = w > 0. '

Die Normierung bzw. Skalierung der Polynome erfolgt oft durch Festlegung des
fithrenden Koeffizienten (Hauptkoeffizient, Hochstk., Leitk.) auf Eins. Somit erhélt
man die Darstellung

pk(ﬂf) = l‘k + 513319—1 + ...+ 0. (14)
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Satz 1.1 FEs gibt unter den Bedingungen (1.2),(1.3) eine eindeutig definierte Folge
von orthogonalen Polynomen (1.4) mit fihrenden Koeffizienten Fins sowie eine Drei-
Term-Rekursion

pr(z) = (@4 Be—)pre1(z) + Broapr_a(z), k=1,2,.., (1.5)
mit p_1(x) =0, po(z) =1 und

3 (xpk—hpk—ﬂ (prk—17pk—1)

6’?71 = - N = -
(plc—hpk—l) V-1
( ) ) (1.6)
~ g’/’ _ _ _ _ _ ~
Bry = — Pr—2,Pk-1) _ _ \Pk-1,Pk—1 :—%1<Ofu'rk>1,ﬁ,1:0.
(pk727 pkd) (pkf% pk72) Vk—2

Beweis. Zu zeigen ist, dass die Bildungsvorschrift (1.5) fiir py(x) genau mit den
angegebenen Koeffizienten gilt, wobei diese jeweils zum k-ten Schritt gehoren.

Das Polynom py(z) = 1 € Po(z) ist gegeben und orthogonal. Als néchstes zu py(x)
orthogonales Polynom erhélt man p; () = x+d; = 2+ 0G0 = (x+B0)po(x)+F-1p_1(z)
mit (p1,po) =0 und B-1 =0, Bo = —(xpo, po)/(Po, Po)-

Es wird nun der Induktionsschritt von £ — 1 auf £ durchgefiihrt.

Gegeben seien die orthogonalen Polynome pg, p1, ..., pr—1 mit Hauptkoeffizienten 1.
Sie bilden eine Basis in Py_;(z).

Sei pr € Pr(x) und pi(x) = 2% + Ga* 1 + ...

Daraus folgen der Reihe nach die Aussagen

Pk — TPk—1 € Pr-1(x),

. (1.7)
Pk — TPh—1 = Y CiPi
1=0
k—1 )
(pj7pk_xpk—1) - Zcz(pjapz) - C](pj7pj>7 J :0717"'7k_17
=0

(pjapk - xpkfl)

Ci , wobei (p;,pr) =0
J (pj,pj) ( J )
_ _(Pj,l’pkfl) _ _(»ij,pkfl)
(s, p;) (s, p;)

Fir j <k —3ist ap; € Py_a(x) und ¢; = 0.
Fir j =k —2und j =k — 1 gelten

N (Tpr—2, Pr—1)

Ck—2 = ——F
(Pr—2, Pr—2)

o (Tpr—1,Pr-1)

Ck—1 = ——F

(pk—lapk—l) '
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Wegen zpj,_o =" 14+ q=pr1+G, GE Pr_o(x), erhilt man

(pk—l ) sz—1)
(pk—27pk—2)

Ck—2 = —

Die Summe (1.7) vereinfacht sich damit zur gewiinschten Drei-Term-Rekursion

Pk — TPk—1 = Ck—2Pk—2 + Ck_1Pk—1,
Pk = (T4 ck—1)Pr—1 + Ch—2Pk—2
mit den Koeffizienten Bk_l = ¢;_; und Bk_g = Cp_9. O

Bemerkung 1.1 (1) Der Satz kann entsprechend auch fiir Polynome der Form
pe(z) = apz®+bpxr® ! + ... mit einem Hauptkoeffizient verschieden von Eins formu-
liert werden.

Die Drei-Term-Rekursion hat dann die etwas allgemeinere Darstellung

pk(x) = (ak,lx —+ ﬁkfl)pk,l(:c) -+ ﬁkfgpkfg(x), k= 1, 2, ceey (18)

mit p_i(z) =0, po(x) = ap und den Koeffizienten

ag
o1 = ) ’Yk:(pk,pk):
Qr—1
by b
P11 = o1 <—— 1)7 (1.9)
ag Ar—1
Ol _ Q0 — _
ﬁk_zz_k17k1:_k2k27kl<0‘
k-2 V-2 Arp_1 Yk—2

Wir machen noch einmal die wichtigsten Schritte dafiir analog zur Vorgehensweise
im Beweis von Satz 1.1, wobei die ersten beiden Koeffizienten im Polynomansatz

pe(r) = apz® + bt + a,i’?zxk_Q + ...+ a(()k), ap >0
pe1(x) = ap 12t bp a2+ a,i’:l)xk’?’ + ..+ a(()k_l), ag_1 > 0,

von ausschlaggebender Bedeutung sind.
Damit ergeben sich die Beziehungen

Dk — rpr—1 € Pr_1(x),
a1
0 (1.10)
Py — —— IPp-1 = Z CiPi-

Af—1 i=0
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k—1
(pj7pk_ a:ﬁl xpk—l) - ;)C’L(p]7pz) - C](pjapj)v jzoa]-a"'7k_17
(pj, P — 525~ TP—1)
c; = - , wobei (p;,pr) =0
J (pj,pj) ( J )
1 Qe ( )
= - — Dy, TPrk—1
(pj>pj) Qp—1 !
1 Qg ( )
= - TPjyPk—1)-
(pj,Pj) Q-1 !
Fir j <k —3ist ap; € Py_a(x) und ¢; = 0.
Fir j =k —2und j =k — 1 gelten
1 Qg ( )
Cp—2 — — TPk—2, Pk—1),
(pkaapka)akfl ket
1 Qg 1.11
Ck—1 = — (ka—hpk—1)- ( )
(pk—1,pk—1) Ag—1
~—~—
Op—1

Die Summe (1.10) vereinfacht sich damit zur gewiinschten Drei-Term-Rekursion

Dk — Qp—1TPk—1 = Ck—2Pk—2 T Ch—1Pk—1,
Pe = (1T + ceo1)Pr—1 + Ch—2Pk—2
mit den Koeffizienten ay,_; = a:fl und ¢x_1, cx_o geméf (1.11).
Weiterhin gelten
Pho1 = Qg1 by 4
Tpp_1 = gz’ + b2+
— “’;;1 (apx® + Z’“‘llaka:k_l +..)
= % (apz® + bpa*~t — b=t + a:flbk,lxk_l +...)
— “Z;l (pr + (aZﬁlbk_l — b))
= (e o (b — by )agaa T )
= M (et (Gl et = )Pk T a), 4 € Proa(2),

_ b
(pr1,pp—1) = Hb(GE-L ) (g py),

(xpkflapkfﬁ _ bkfl_b_k
(pk—lapk—l) Ap—1 ak.
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Somit folgen aus

ag (xpk—hpk—l)

Ck—1 = —
Ag—1 (pk—lapk—l)
g (bk—l _b_k>
Qr—1 \Qf—1 Qg
(bk br—1 >
= Og—1\ — —
Qg Qr—1
- ﬂk—h
Pk—2 = ak_2$k72 + bk_gl’kig + ...,
TPh_o = Qp_ox L by o2 .
_ _ b _
= Z:—j (ap_12" 1+ ﬁak_lxk 24+
. Gk—2 ag—1bp—2  bp—1
o ak—1 (pk_l + (a‘k72 ar—2 ag_o )pk—Q + q)7 q € Pk—3(‘r)7
(Tpr—2, Pe—1) = Zz:f (Pk—1, Pr—1),
(xpkf%pkfl) _ Qr—2 (pkflapkfl)
(pk727pk72) Ag—1 (pk727pk72)
Qr—2 Vk—1 V-1
g _— g ak—l
Q-1 Vk—2 Vk—2
und
Qg (ﬂﬁpk—27pk—1)
Cr—2 =

ar—1 (pk727 pk72)
A Ak—2 Vk—1
Ak—1 Ok—1 Vk—2
k-1 Tk—1

Op—2 V-2
= Bro

die Koeffizienten der allgemeineren Form der Rekursion von orthogonalen Polyno-
men.

(2) Eine weitere Rekursionsformel dieser Polynome mit einem positiven Hauptkoef-
fizienten # 1 ergibt sich durch den Ansatz

pr(r) = (& — an)prr(t) — Bepr_a(z), k=1,2,.., (1.12)

und p_i(z) =0, po(z) = po = ao.
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Der Vergleich der Formeln (1.8)

Pe() = (12 + Br—1)pr—1(x) + Br—opr—2(2),

wobei o ay

Qp—1 = )
Q-1

ay (prkA,Plcq)

ﬁk‘—l = - P
Ap—1 (pk—lapk—l)
ag (prk—%pk—l)
ﬂk72 = - 5
ak—1 (Pr—2;Pk—2)
und
1 B
pe\T) = (T$—~—>pk— ) — —Pr—2T
( ) Tk Vi 1< ) Yk 2( )

liefert die Koeffizienten in (1.12).

_ 1 ag—1
Ye = = 5
Qp—1 ag
ay, B ap (TPr—1,Dk—1)
—— Be-1 = — :
Yk ap—1 (Pr—1,Pk-1)
~ ar (Tpr—1,Pr—1) - (TPk—1,Pr—1)
073 k )
ap—1 (Pe—1,Pk—1) (Pk—1,Pk-1)
Br _ ar (TPr—2,Pr-1)
- /6]{?—2 - )
Tk Ap—1 (pk—mpk—z)
3 ay (M?k—z,pk—ﬂ . (fpk—%pk—l) (1%—2@]%—1)
Br k =
Ap—1 (pk—z,pk—z) (Pk—zapk—z) (pk—27pk—2)
M, falls Hauptkoeffizient = 1.
(pka,pkfz)

Die skalare Multiplikation von (1.12) mit p; ergibt

(Ywpr>pr) = (zpr—1,p1) +0,
- (l’pkfl,pk) . (pkfbxpk)
T = =
= (P, 1) = 1, falls Hauptkoeffizient = 1.
(pkapk)

Falls also der Hauptkoeffizient gleich Eins ist, dann ist die Formel (1.12) mit der
Beziehung (1.5) identisch.
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Die Darstellung (1.12) dient auch zu einer speziellen Polynomauswertung.
Es gilt

Fpe(0) = (0 — p)pr—-1(0) — kaka(o)- (1.13)
Wenn p;(0) =1 fiir alle ¢ ist, dann erhélt man unmittelbar
o = —(ak+ Br). (1.14)

Da fiir die Orthogonalitét in Funktionensystemen die Skalierung mit einem konstan-
ten Faktor ohne Bedeutung ist, bietet sich zur Konstruktion des Orthogonalsystems
der Polynome zunéchst die Rekursionsvorschrift (1.5) mit dem Hauptkoeffizienten
gleich Eins an. Die Umrechnung auf die anderen Darstellungen (1.8) bzw. (1.12) mit
ap > 0, a, # 1, ist ohne Weiteres moglich.

Die Wahl und Skalierung mit a,, ist oft abhéngig von dem Wunsch, dass z. B. a; eine
bestimmte Form hat, alle Polynomkoeffizienten ganzzahlig sein sollen, seine Norm
gleich Eins ist oder das absolute Glied gleich Eins wird.

Beispiel 1.1 Anwendung von Satz 1.1 und der nachfolgenden Bemerkungen.

Seien das Intervall [a,b] = [0, 1], das Gewicht w(z) = 1, das Skalarprodukt geméaf
(1.2) sowie fiir die skalierten orthogonalen Polynome

o) = o™ + 612"+ L+ 0k = apa® 4 bt 4 a,(CI?Q M2 by =a =1,

das Skalarprodukt v, = (pg, pr) > 0.
Es gelten p_1(z) = 0 und po(z) = ag =1, by =0, v = (po,po) = a2 = 1.
Die néchsten Polynome berechnen sich geméf der Drei-Term-Rekursion (1.5)

pe(r) = (v + Bk—l)pk—l(iﬁ) + Bk;—ka—Q(l")

mit den Koeffizienten 3,_; und 3;_» aus (1.6).

o= (v+ Bo)po + 6—1]9—1 = (z+ Bo)Poa
Gy —@popo) _(wpope) g L
(Po, po) Yo 0 2
ﬁ—l - 07
p1o= (95_%)]704‘0 = $—%7

1
= (p1,p1) = f(ﬁ_ %)Qdm = 13-
0
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p2 = (x+ Bl)pl + B()pOa

~ 1
= (zp1,p1) _(932917191) = —12f a(x - %>2 dr — -

(plapl) B a! 0
. : 1
6:_@MM:_1:__<Q
(po, po) Yo 12
p2 = (T—3)p1— 500 = 2® —x+3,

1
Yo = (P2, p2) = bf(xz —x+ %)ng; = ﬁ'

ps = (r+ B2)p2 + Blpla

~ 1 1
N e N C Ty ) STy B S, LI A
(p2,p2) V2 0 2
- 1
:_%mﬁ:_ﬁ:__<Q
(p1,p1) g8 15
o
1
v = (p3,p3) = [(2® — 3% + 32 — 5) dov = 55,
0
usw.
Nehmen wir die nicht skalierten Polynome py(z) = apa® + bpz*~! + a,(i)ﬁk_z + ...

mit v; = (pr, pr) > 0 und p_1(z) = 0, po(x) = ag, by = 0, v = a2, dann berechnen
sich die nédchsten Polynome geméf

pi(z) = (wz + Bo)po(x) + B-1p-1(z)
= (aor + Bo)po(w),
b b b
040:%: ﬁ0:ﬂ<_1__0> :_17 /671207
Qo ap \aq Qo Qg
_ (W b _
pi(x) = (aox + ao)po(x) = ax + by,

1
Y = [(ax +b)? de = 2af + arby + 13,
0

p2(x) = (aaz + Bi)pi(x) + Gopo(x)

= (%x+ %(ﬁ — ﬁ)) (@12 4 by) — %ﬂag,

a1 a1 \az a1 1 7o
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by 1 by
= 24b by —as)— — 2
pg(&?) Aox” + Dox + ( 2 a2)a1 (05} <3 + <CL1> >

N J/

@
0
= agx? + byx + a(Q)

1
1
Yo = f((lgx' +bg$+a0 ) dr = 1
) 900
 00ayatbyby + 90626252 + 30630t + 9002 %h, — 360bya?ash?

+90b2a2b2 — 360b3a1byay + 360b3aia2 + 360a2b])

(8aZai + 15byasal

USw.

Wir wahlen nun solche Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten.

p-1=0

po =1, Y =1,
p1=2r—1, Y =3,
py = 622 — 62 + 1, Yo =%,
p3 = 202% — 3022 + 120 — 1, 3 = %
usw.

Damit berechnet man die jeweiligen zugehérigen Koeffizienten oy und g und es
gelten die Rekursionen

= (wz + Bo)po + B-1p-1 = (2 —1)-1+0,
p2=(ax+B)p+Popo = Br—32)2r—-1)—3-1,
ps=(aoz+ B)po+ Bipr = (Do —32) (622 — 62+ 1) — 2(2z — 1),
Uusw.

Es ist zu beachten, dass gemafl (1.9) z. B. die GroBe 5 = oy (b—Q—a—i) in der Re-
kursionsformel fiir p, trotz gleicher Bezeichnung eine andere ist als §; = —2222 in

@1 Y1
Dp3-

Ein wichtiger Aspekt bei orthogonalen Polynomen ist die Verteilung ihrer Nullstellen
im Intervall (a, ). Diese Nullstellen finden z. B. auch Anwendung bei der Interpolati-
on mit nicht dquidistanten Stiitzstellen sowie bei Quadraturformeln vom Gauf3-Typ.

Satz 1.2 Das orthogonale Polynom py(x) € Pi(z) hat genau k einfache reelle Null-
stellen in (a,b).
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Beweis. Seien z7,x9,...,x, € (a,b) die paarweise verschiedenen Punkte, wo das
Polynom py(z) das Vorzeichen wechselt. Zu zeigen ist, dass m = k gilt.

An den Werten x; hat das spezielle Knotenpunktpolynom

Q
=
I
—

(x — ;)

seine Nullstellen und dort auch Vorzeichenwechsel.
Somit wechselt die Funktion w(z)q(z)pi(x), w(z) > 0, im Intervall (a,b) nicht das
Vorzeichen, woraus

b

(a:) = /W@)Q(x)Pk(x)dx # 0

a

folgt. Das Polynom py, steht aber senkrecht auf Py_1(x), damit kann ¢ nicht den Grad
m < k — 1 haben (was zu (g, py) = 0 fithren wiirde).

q hat also den Grad m > k, genauer m = k. Damit ist ¢(z) = [[(z — x;) und
i=1
x1, %2, ..., T € (a,b) sind die einfachen Nullstellen von py. O



Kapitel 2

Orthogonalsysteme von Polynomen

2.1 Die orthogonalen Legendre-Polynome

Die Legendre-Polynome Py () bilden ein OGS mit dem Gewicht w(z) = 1 auf [—1, 1]
und dem Skalarprodukt

Okt = YOk (2.1)

(P, P) = /Pk(x)Pz(w)dfv = 1

Damit sind die Polynome

2k +1
2

ein Orthonormalsystem (ONS).

Sie ermittelt man praktisch durch die Orthogonalisierung des Systems der linear
unabhiingigen Polynome {1, z, 2% z3,...}.

Einige ihrer Eigenschaften sollen nur aufgelistet werden.

Explizite Formel:

1 d*

_ 2 k _
Hauptkoeffizient:
@)

Die explizite Darstellung (2.2) soll nun hergeleitet werden.
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Die Orthogonalitit der Legendre-Polynome geméafl (2.1) und ihre Konstruktion be-
deutet fir m < k gleichzeitig die Beziehungen (Py, P,,) = 0, (P, 2™) = 0 und
(Py,p) =0, p € Pp(x), insbesondere (Py,p) =0, p € Pr_1(x).

Wir benutzen diese Zusammenhénge, um die normierten Legendre-Polynome

Li(x) = Py(x) /|| Px|| zu bestimmen.

Dazu nehmen wir den Ansatz (siehe [1])

Lufa) = By = TSHD _ gty

mit den Stammfunktionen

(k? m) /Ckk m+1 ’ ng—m)(_l) — 07 1<m S k.

+1
Jew g a - sod o[ - Trod-w
= s [ - oo+ TR
- - —1

+1 +1 +1

= pE 0] =]+ oY o)

(=11 pED G|, pW(E) =0,

—1>

-1 -1

Die Orthogonalitatsforderung (¢x(z), 2™) = (C,gk)(x),xm) =0, m=0,1,..k—1,
fithrt bei m = 0, d. h. p(x) = 1, zunéchst zu

L= e - e = ),

flc (tydt = 1-¢ V()

Damit gelten fiir m = 1 bzw. p(x) = z die Bezichungen (Ckk (x),z) =0 und

0= J e war =1 0] v )| = 0-0- - ),
—_———
=0

0= Ckkﬁ (+1).

Analog kann man bei m = 2 vorgehen und erhélt 0 = (k 3)(—1-1).
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Mit C,gk_m)( 1) = 0 geniigen die Werte C(k ™ (4+1) der Gleichung

m m+1—1
Z Gy I g m=01 k-1
i= j=m(-1)

so dass allgemein 0 = C,gk_m)(—l—l), m=1,2,..., k, folgt.
Damit ist (i (x) also von der Form

(@) = cx(a® —1)*

mit der Normierungskonstanten c.
Daraus ergeben sich die orthogonalen Polynome

dk x2_1 k
pr(z) = Ck(Tk)

sowie das Orthogonalsystem der Polynome

k' db(x® —1)F )

@kl T
mit den Hauptkoeffizienten Eins.
Aus der Normierungsforderung ||Lg|| = 1 bestimmt man die Konstante ¢; geméfl
+1 +1 0 (2 1) +1
t°—1)%12
1= /[gok(t)]2dt = cz/ [T} dt = cg/[g,g’”(t)]’z dt, &(t) = (1> — 1)~
—1 -1 -1

Die Auswertung des Integrals in der Formel erfordert wiederum mehrfach partielle
Integration und beriicksichtigt & ,(j )(il) =0.

+1

e era = [@E’“%t)f,i’“a)—@i’“*2><t>s<’““><t>+ A (e V()]
ff 2k:)

+1

-1

= (—1)’“(2/’6)!_f1 &k (t) dt

= (—1)k(2k)!/(t2 — 1)*at,
—-—

I,
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+1 +1
L= [ =1Fdt = [ -1 -1 dt
-1 -1
= ft2 )P dt — I
+1

= [ 4t 2 —1) " dt — Iy
_1\/%/—’
v’

=1t1(* - 1) ‘ 1 Qkf 2 —1)kdt — I
= —5-Ijy — I,

Iy = —5251
= (- 1)’“255-135? ""%1_07 Iy =2

. k 25 k!
= ("V'"@mm s 2

Daraus folgt nun die Normierungskonstante

o = {T[s,i’“@)]?dt}_lm

-1

= {(—1)k(2k)'(—1)k¢2}_1/2
: (2k+1)(2k—1)-...-3

_ { 2 2k k1 (2%)! }_1/2
=\ 2k+1 (2k—1)-(2k—3)-..3

_ { 2 2’“k!(2k)(2k—1)<...~2~1}_1/2
= \ 2kt1 (k1) (26—3)-.. 31

—1/2
{sE 2k (2k) 2k —2) .. 42}

—1/2
{z (2" K)?)
2%+l 1
2Kl

Die normierten Legendre-Polynome sind damit

[2k+1 1 db(a?—1)
Li(z) = 2 2kl (dxk o L L) = 1.

Man verwendet jedoch im Allgemeinen ihre nicht normierte Darstellung Py (x) wie in
(2 2) mit (Pk,Pk) =

2k:+1
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Rekursionsformel, Drei-Term-Rekursion:

k — P o(x), k=2,3,..., Py(x) =1, Pi(z) =x. (2.4)

Wir wollen hier den Nachweis der Drei-Term-Rekursion fiithren.
Als Ansatz zum OGS {P;} nehmen wir

vP(z) € Pryr(v), 2P(x) = aoPri1(z) + arPr(x) + agPe1(z) + ... + apy 1 FPo()

und bestimmen der Reihe nach seine Koeffizienten.

Zuerst zeigen wir a3 = a4 = ... = axy1 = 0. Sei also m < k — 2.
Wegen (Py, Py,) = Vi0km und (Pg, Q) = 0 fir Grad(Q) < k folgen
k+1
0= (Pk,l‘P ) ka? ZCLJ Pk-‘rl =3 ) _ak+1—m(Pm>Pm)

und somit agyy_p =0 firm=%k—2,k—3,...,0.
Damit erhélt man schon die verkiirzte Form (verkiirzte Rekursion)

ZEPk<J]> = aoPk+1(x) + alPk(x) —+ agpk_l(x).

Pi.(x) besitzt entweder nur gerade oder ungerade Potenzen von z, da einerseits das
Polynom (22 — 1)* nur gerade Potenzen hat, die andererseits durch eine gerade (un-
gerade) Anzahl von Differentiationen in gerade (ungerade) Potenzen iibergehen.
Das Polynom zP(z) enthilt kein Glied mit 2%, das jedoch in Py(x) auftritt, also
muss a; = 0 sein. Damit ist

xPy(z) = agPiy1(x) + agPr_1(x).
Der Koeffizientenvergleich auf beiden Seiten bei 2**+1 liefert

(2k)! (2(k+1))! kE+1
= ag , also a9 = ———.
2k (k1)? 2k (B + 1))2 2k +1
Die Berechnung von as ist mit zwei Varianten moglich.

Das Einsetzen von z = 1 in die verkiirzte Formel bei Kenntnis von Pi(1) = 1V k
ergibt sofort

k
ag + a9 und as ao k1
Anderfalls benutzt man aus den Formeln (2.6) die von [_o = —%, was hier bei
Verschiebung des Index um Eins zu G, = —k—_]il = —Z—f) fithrt und damit das gleiche
Ergebnis
k k
az

B NI Y A

liefert.
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Das modifizierte Legendre-Polynom mit Hauptkoeffizient 1 ist Py(z) = iPk(a:)

Die Norm von Py(x) folgt aus

1
2
w = IRy = (PP = [ Pa)de = 52 (2.5
21
Die Rekursionskoeffizienten erhélt man aus den Darstellungen
P, = (h—17+ Be-1)Pe1 + Br2Pi 2
= apa® + byt + a,(f_)zxk_g + ...+ aék), k=12,..,
Qg 2k —1
A1 = = )
Qpe—1 k (26)
b b
Be—1 = g1 (—k _k 1) =0, by_; ist 2. Koeffizient von P;_; bei 2*72,
A Q-1
Bry = e e Lo N _@k;lkﬁ T k-1 <0
Q—2 Vi—2 ap_y Vk—2 k

Die Summenformel hat die Form

18 Cni@k—2i)
Pi(z) = ﬁ;a(k—i)!(k—zi)!x ’ (2.7)

P(1) = 1, P(~1) = (1), |Pu(a)| <1 fiir |2] < 1.

Die ersten Polynome sind

PO = 17

P1 = x,

P2 - g£2_%7

Py = 523 —3Zu,

P, = %x4—%x2+%,

P, = %xE’ — %x‘?’ + %x,

Py = Bt

P = %:f — %x‘r’ + %xg’ — i’—gx,

Py = 030,8 _ 3003,6 4 3405,4 _ 3l6,2 4 35

Die Legendre-Polynome Py (x) sind Losung der RWA

(1=2?)y) +(k=Dky = (1—2?)y" —2zy+ (k—1ky = 0,

ze[-L1], Jy(£1)] = 1. (28)
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Andere Darstellungen bzw. Rekursionsformeln, u. a. mit seiner Ableitung:
(k+ )Py = (2k+1)zP, — kP, k=1,2,..., Pob=1, P ==z,
(k+1)Pey1 = k+1)2Py—kPyq, k=0,1,...., P1=0, By=1,
(2k+3)xPyy1 = (k+2)Pije + (E+1)F,, (2.9)
(1—2")Py = (k+2)2Pepr — (k+2) P
(

k + 1)Pk - (k? + 1>$Pk+1.

Legendre-Polynome P(k,x), k=0,1,...,.5

0.5+

204 202 02

14

Abb. 2.1 Grafik der ersten Legendre-Polynome Py(z), k= 0,1, ...

Ubersicht zu den Nullstellen der Legendre-Polynome

)

Pii1(z) hat k41 paarweise verschiedene Nullstellen xg, z1, ..., 2k, z; € (—1,1), mit

T, = —Tp—; < 0.
k=0, P:
k=1, P:
k=2 Ps:
k=3, Py:
k=4, Ps:

.ﬁKo:O,

To1 = i% = £0.577 350 269 189 625 764,

Too = j:\/é = +0.774 596 669 241 483 377, x; =0,

15+2+/30

£

13073 =+

-

ot
|

o

30

T12 = +

w0
&

0o
N &
E

7
3

35—2v70

To4 = £

o

T3 ==+

(=]
w

= $0.861 136 311594 052 575,
= 30.339 981 043 584 856 264,
= 30.906 179 845 938 663 993,

= 30.538 469 310105 683 091,

ZEQZO.



18 Orthogonalsysteme von Polynomen

2.2 Die orthogonalen Tschebyscheff-Polynome

Im Zusammenhang mit Konvergenzfragen zum Verfahren der konjugierten Gradien-
ten (CQG) ist im Teil I Abschnitt 3.6.4 das orthogonale Tschebyscheff-Polynom 1. Art
verwendet worden.

Seine explizite Darstellung lautet

Ti(x) = cos(k arccos(z)), k=0,1,.... (2.10)

Dass es sich hierbei wirklich um ein Polynom handelt, sieht man zunéchst nur an den
ersten Polynomen Tj(z) = cos(0 - arccos(z)) = 1 und T3(x) = cos(arccos(x)) = .
Die weiteren Polynome erkennt man durch das Auffinden einer rekursiven Beziehung
zwischen diesen.
Ein einfacher Zugang zu den Tschebyscheff-Polynomen Ty (x) erfolgt iiber die Anwen-
dung der Additionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen {cos(kz), sin(kz)}
gemaf

cos((k+1)z) = cos(kz)cos(z) — sin(kz) sin(z),

cos((k—1)z) = cos(kz)cos(z) + sin(kz) sin(z), (2.11)

sin((k£1)z) = sin(kz)cos(z) £ cos(kz) sin(z),
um bei Funktionsberechnungen damit auf bekannte Auswertungen zuriickzugreifen.
Bezieht man mehr vorhergehende Stufen &k — 2, k — 3 usw. ein, kann man eventuell
noch giinstiger auswerten.

Aus der Addition der 1. und 2. trigonometrischen Beziehung in (2.11) erhélt man die
Drei-Term-Rekursion fiir die Funktionen ¢ (2) = cos(kz) gemafl

cos((k+1)z) +cos((k—1)z) = 2cos(kz)cos(z)
cos((k+1)z) = 2cos(kz)cos(z) — cos((k —1)z), (2.12)
vrt1(z) = 2cos(2) pr(2) — wr-1(2),
die mit
x = cos(z),
z = arccos(x),
or(z) = cos(kz) = cos(k arccos(z)) = Ti(z)
zur Rekursionsformel der Tschebyscheff-Polynome

Ti(x) = 22T 1(x) — Tr—a(x), k=2,3,.., To(x) =1, Ti(z) ==z, (2.13)

fithrt. Die polynomiale Eigenschaft ist damit offensichtlich.

Der iibliche Fall ist der, das Tschebyscheff-Polynom damit als reelle Abbildung
Ty : [-1,1] — [—1,1] zu verwenden.
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Wir stellen fest, dass die T'schebyscheff-Polynome ein orthogonales Funktionensystem

mit dem Gewicht w(z) = ﬁ > 0 auf [—1, 1] bilden.
Es gelten die Orthogonalitdtsbedingungen geméf
x = cos(z), z = arccos(z),
sin(z) + cos?(z) = 1, sin(z) = /1 — cos?(z),
dr = —sin(z)dz,
1 1
de = de = —d
sin(z) v N -
1 1
o = (T, ;) = Ty (x)T;(x) dx
VkOkl (1%, T1) _flmk()l()
0
= — [cos(kz)cos(lz) dz
= [ cos(kz)cos(lz) dz
0 (2.14)

= 3 g"r [cos((k —1)z) + cos((k +1)z)] dz

, falls k =1 =0,
= /2, fallsk=1+#0,
0, falls k& #£ 1.
Damit sind die Polynome ﬁ und #/sz(x), k=1,2,..., ein ONS.
Weitere wichtige Eigenschaften sind die Folgenden.

Explizite Formel:

p V1—a? d* (1- $2)k71/2'

Ti(x) = cos(k arccos(z)) = (—1) k=Dl de (2.15)
Hauptkoeffizient:
ar = 281 E>1, apg=1. (2.16)

Rekursionsformel, Drei-Term-Rekursion:
Ti(z) = 22T 1(x) — Tp—o(x), k=2,3,..., To(x)=1, Ti(z)==z. (2.17)

Méchte man die Rekursionvorschrift mit £ = 1 beginnen, so ist wegen der abweichen-
den Norm vy = 7 dafiir die extra Formel Ty =21y —0-T_1, T 1 =0, Ty =1, zu
notieren.
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Das modifizierte Tschebyscheff-Polynom mit Hauptkoeffizient 1 ist Ty (z) = éTk(x)

Die Norm von T} (z) folgt aus

173 = (T Th) / L R C e
_ _ : — ———T(x)dx = ‘
Vk kll2,w ks Tk 1 N n/2, falls k> 0.

Die Rekursionskoeffizienten, ausgenommen der erste Schritt, erhilt man aus den
Darstellungen

Ty = (ag—12~+ Br-1)Th-1 + Br—2T)—2

= apr® + bt + a,(ck_)2xk’2 + ..+ aék), k=23,..,

a 2]{?71
g1 = = — =2, k>2,
i a1 262 = (2.19)
bk bk,1 . . s k=2
Be—1 = 1| — — =0, bg_1 ist 2. Koeffizient von T}_; bei "=,
Qg ap—1
Bey = e N s _akgk—Q Te—1 _ _1 < 0.
Ap—2 Vk—2 ap 1 V-2
Die Summenformel, deren Herleitung sich aus der Formel von Moivre
(€)™ = (cos(z) + i sin(z))" = cos(nz) + i sin(nz) = "
(siehe [2]) ergibt, hat die Form
Ti(x) = 2% — (g) 7F72(1 — 2?)
+ (Z}) oF4(1 — 2?)% — (lg) P51 —2?)3 £ ..
(2.20)
(k: E 1) ot (1 — 22)*=D/2 " falls k ungerade,
+
(Z) 201 — 2?)k/2, falls k gerade.

Ty(x) ist eine gerade Funktion fiir k& gerade (Ty(—x) = Tk(x)), fiir ungeraden Index
gllt Tk(—x) = —Tk(x)
Ihre explizite Form (Normalform) bzw. Produktdarstellung mit den Nullstellen sind

Ti(x) = 2" 12k —ap o2 2 ap g2 — .. = 2P Yo —zo)(w —21) o (2 — 2p_1).
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Die ersten Polynome sind

TO - 1,
Tl = T,
T2 = 25[)2 - 1,

Ty = 423 — 3z,

T, = 8x*—8x%+1,

Ts = 162° — 202 + b,

Ts = 3225 —48z* + 1822 — 1,

T, 64" — 11225 + 5623 — Tx,

Ty 1282% — 2562° + 160z* — 3222 + 1,
Ty = 256x° — 57627 + 4322° — 12023 + 9z.

Die Tschebyscheff-Polynome T} (z) sind Losung der RWA
(1—2*)y —ay + Ky = 0, ze[-1,1], [y(£1)| = 1. (2.21)

Andere Darstellungen von T (z) bzw. Rekursionsformeln bei Einbeziehung der Ad-
ditionstheoreme (2.11), u. a. mit seiner Ableitung:

Tir1 = cos((k+ 1)arccos(x)) = 22Ty — T, k=1,2,...,
x = cos(z), z = arccos(z),
sin(z) = /1 — cos?(z) = V1 — 22,
1, = ﬁ sin(karccos(r)) = =%~ sin(kz),

sin(z)

T, = —EL sin((k=+1)arccos(r)) = *2Lsin((k41)2),

sin(z)

Tyto = cos((k+ 2)arccos(x)) (2.22)

+ 1)z) cos(z) — sin((k + 1)z) sin(z),

V1—a2 v
k+1 Tk+1 1

_x27

= 2T —

1—z2 v
- ka—H T k1 Tk—i—la

1—22 v
ka = ka_Tk—}—l;

k
T, = ﬁ(wTk —Thy1) = 122 (2T + Tjo—1),
2T = il — = b
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k+1

Die letzte Beziehung gilt wegen 7}, , = === sin((k £ 1)z) und

 sin(z)

sin((k+1)z) —sin((k — 1)z) = sin(z)(k%rlT,gH — ﬁT,g_l),

2sin(z) cos(kz) = ...,

2sin(=) T = sin(2) (g Thay — 5 Thoy).

Tschebyscheff-Polynome T(k,x), k=0,1,...,5

1

0.5+

117208 N0 o4 oz 02 o4 oe / 08 1

0.5

Abb. 2.2 Grafik der ersten Tschebyscheff-Polynome T (z), k£ = 0,1,

Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome

5

Tr+1(z) hat k + 1 paarweise verschiedene Nullstellen xg, z1, ..., 2%, z; € (—1,1),

T = —Tp— <0,

21 +1
i = = , 1=0,1,... k.
x cos(2k+27r) i

Ubersicht zu den Nullstellen

kE, Tpi1: x; = —Cos(;ij_éﬁ), 1=0,1,... k.
k=0, Ty: zog=—cos(5) =0,
k=1, Ty: z9=—cos(T) =—Y2=—0.707106781 186547 524,

(2.23)
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k=2 Ty:
]{323, T4I
k’:4, T5Z

Ty = —cos(§)
r1 = —cos(%)
Ty = — cos(3F)
Ty = —cos(§)
x1 = —cos(3)
Ty = — cos(X)
x5 = — cos()
Ty = —cos({5)
xy = —cos(37)
Ty = — cos(3)
T3 = —cos(%)
x4 = —cos(3%)

|
8
<

= —0.923 879532511 286 756,

= —0.382 683432 365089 772,

= —0.951056 516295153 572,

= —0.587785252292473 129,

@ = —0.866 025403 784 438 647,

Dazu notieren wir noch die folgenden Betrachtungen zu den Nullstellen unter Ver-

wendung von (2.22).

Tk+1(fci) =

Tlé+1(xi) =
Tpio(x;) =

Tioyo(zi) =

cos((k + 1) arccos(z;)) = 0,

= sin((k + 1) arccos(x;)) = £1,

% sin((k + 1) arccos(z;)) = +

2

7$7‘

20 T (w3) — Ti(z5) = —Th(w;),

\/1—x2
$z‘Tk+1(xi> - Tlx

V 1—a7 T

—r T (i) V1 — a3,

V 17x12 TI

Tyo(zi) = — j1 (i)

F/1—a?

7

k+1

TléJrl(Ii)

2

¢\/1 — cos?(arccos(x;)),

+ sin(arccos(z;)) =

=+ sin(

2i+1
2k+2

1—

2
7

1—ua;

).

k+1

\/17.’17?’

2

(2.24)
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Zuweilen ist noch eine Transformation des Intervalls [—1,1] auf das Intervall [0, 1]
sinnvoll, also z =2t — 1, t € [0, 1]. Wegen

dT,(z)  dT,(2t—1)dt  1dT,(2t—1)

dz dt dx 2 dt
notieren wir die Rekursion 27Ty = 5T, — 727}, in der Form
1 dT,1(2t—1) 1 dT,_.(2t—1)
AT, (2t — 1) = _ S on> 1.
( ) n+1 dt n—1 dt "
Fiir die ersten beiden Tschebyscheff-Polynome haben wir extra Formeln
1dT(2t — 1) dTy (2t — 1)
ATV (2t —1) = ————= 2T(2t—-1) = ——=.
i )= a0 ) dt

Einige zusitzliche Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome

(a) Das Tschebyscheff-Polynom 2. Art ist Ug(z) = %HT,;H(JU).

2 _ o 1
(b) [ Ti(e)dz = 1 <1firk>1

4k2—1
-1

L {—Zﬁirk—o,

s

(c) Oka(cos(z)) cos(iz)dz = 0, i=0,1,....,k—1.

(d) Tigj(2x) + Ty (z) = 2Ti(2) Tj(2).
(e) |Tk(z)| <1furz e [—1,1] und alle k, [|[Tx(2)|lo =1, |z| < 1.

(f) Tx(z), k> 1, hat im Intervall [—1,1] k + 1 Stellen mit Extremwerten £1.

Dies sind
T; = —cos(Z), i=0,1,....k mit Tp(z)=(-1)"" Tp(1) = 1. (2.25)

(g) Minimax-Eigenschaft
Sei pi(z) ein beliebiges Polynom k-ten Grades mit dem Koeffizienten 1 bei z*.

Dann gilt
1—-k <
‘max [27Th(2)] < max [pi()]. (2.26)

Die geringe Abweichung der Tschebyscheff-Polynome von der x-Achse entsteht durch
ihr oszillierendes Verhalten sowie die Verteilung der Nullstellen und damit der Ex-
tremalstellen im Intervall [—1, 1].

(h) Falls Ty(z) = > a; 27, so sind die nicht verschwindenden Koeffizienten

e b () (0] e
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(i) Aus den binomischen Formeln fiir 2% = (1 + 1)* und 0 = 0F = (1 — 1)* folgt

k-1 _ (K k k
= (6)+ (5) + (4) +
() T(1) =1, Ti(=1) = (=1)F, To41(0) =0, Tp(0) = (=1)".
(k) Fiir |x| > 1 haben die Tschebyscheff-Polynome die Darstellung
Ti(z) = cosh(karcosh(z)), |z] > 1, cosh(z) = 3(e* +e 7). (2.28)

Diese geniigen derselben Rekursion, was aus der Produkteigenschaft von Hyperbel-
funktionen folgt.

cosh(a) cosh(8) = i[cosh(a + 3) + cosh(a — 3)],
cosh(kz)cosh(z) = 3[cosh(kz + z) 4 cosh(kz — z)],
cosh(kz) cosh(z) = 3[cosh((k + 1)z) + cosh((k — 1)z)], z = arcosh(z),
2cosh(z) pe(2) = wr+1(2) +@r-1(2),
20 Ty(x) = Try(x) + Ti_q(x).

Somit kann man eine gemeinsame Darstellung und Rekursion auf R finden.

cos(k arccos(x)), falls © € [—1, 1],
Ty(x) = < cosh(karcosh(z)) >0, falls © > 1,
(—1)* cosh(k arcosh(—=z)), falls z < —1.

(1) Mit T (z) = x und der Identitét

1 1
x:—xi\/x2—1+—> 2.29
2< ZL‘:i:*/:L‘Q—l ( )
hat man
1 1
Ty(z) = —<:ci\/:c2—1+—>, e3> 1. 2.30
o) =3 TEVE T (2:50)
(m) Sehr niitzlich ist die Formel
1 1 1 1 1+ 2k
A )) - 2 ) -
2 x—i_a: 2 o +xk 2k ( )

die fiir beliebiges (komplexes) z # 0 mit vollstdndiger Induktion und der Rekursi-
onsformel gezeigt werden kann. Fiir reelles x > 0 ist %(x + i) > 1 und damit grob
abgeschitzt Tj(5(z + 1)) > sz~
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(n) Folglich gilt wegen (2.29),(2.31) fiir beliebiges z € C in den verschiedenen Formen

Tk<%<x:|:\/x2—l+$i\/%>>

e~ VT (Va1

@+ Va2 =1)F + (x 12 — 1)*]
Ha+w/1—22) + (v — /T — 22, 1= /—1,

H(z + Va2 =1)F + (x + Va2 — 1)7"].

(2.32)

Der Nachweis von (2.32) kann auch mit der Substitution x = cos(¢) und der Formel
von Moivre durchfiihren.

(0) Weiterhin hat man die Beziehungen und Abschétzungen

To(z) = %[(H\/my“ 4

1
k> Zpk fir z > 1,

(W{,ﬂ—_m =23

To(@) > |ef fiir [a] > 1,

1 1 1 —1
rhl_ _<\/E+ +\/_ ) fir x > 1,
z—1 2\Vr -1 Jx+1
r+1 \F+1 Vo —1
n(:=) = 15 )
z—1 2 \/E—l V41
B 1[<\/5—|—1) _l_(\/_ 1>] - 1<\/E—|—1>k
o 2l\r—1 VI +1 —2\z—-1/"
andererseits mit
JiFl 11 1 T YEVE TS
insbesondere
r+1 r+1
Tk( 1) [(y + Vy? - — V=D = ¢F = (x—l
und mit den Groflen
—1 -1
| > = T NG
x+1 Ve +1
die Formeln
2¢ 1—+/1—n?

).

(2.33)
(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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1 1+ c? 1 1
P by
n 2c 2 C+c
1 i 1++/1—1n? 1 1\2
1 < - = - S (—)—1.
¢ 1—+/1—n?2 Ui n Ui

(p) Das Verhalten von Ty (x) fir groBe Argumente |z| > 1, z = (1+y)/(1 —y), wird
durch die Ungleichungen

W) < (1) < (0 o
2\1 -y 1—y 11—y
charakterisiert.
(q) Es gilt
To(x) +2 i L) = ——t (2.40)
— 1 —-2tx 41t
(r) Die Darstellung der ersten Potenzen mittels Tschebyscheff-Polynomen ist
1 = Ty,
r = T,
2 = 27 YT+ Ty),
x3 272(3Ty + T3),
xt = 273(3Ty + 4Ty + Ty),
° = 274107y + 5T + Ts),
2% = 27°(10Tp + 15T + 6T + Tp),
x7 275(35T + 21T + 715 + T%),
8 277(35Ty + 56Ty + 28T, + 8T + Tg),
29 = 278(126T) + 84Ts + 36T5 + 9T+ + Ty),
mit der Umrechnung der Koeffizienten von z* auf die von z*! gemif
ab = 270Dy Ths + oo T + & Tk), cx =1,
gt = 7R+ Ths+ ¢ T + Cop1 k1) mit
/ —
G = b ) (2.41)
i = Ciy1+Ciy fﬁri:k—l,k—3,...,{3},

c, = € fiir £ ungerade,

i = 2co+cy  fiir k gerade.
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