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Zusammenfassung

Die Entwicklung moderner numerischer Algorithmen hat zu einem hohen Bedarf
an effizienten, robusten iterativen Gleichungssystemlosern gefiihrt. So entstand eine
Vielzahl von Verfahren, die man zur Gruppe der Projektionsmethoden und Krylov-
Unterraum-Methoden z&hlt.

Gegenstand der Betrachtungen in dieser mehrteiligen Arbeit sind grundlegende Ab-
stiegsverfahren als Vertreter dieser Algorithmengruppe, die auf Minimierungsaufga-
ben nach Umformulierung eines reguléren linearen Gleichungssystems fithren.

Unter bestimmten Voraussetzungen an die Matrix des Gleichungssystems werden ge-
eignete Funktionale konstruiert und damit der Weg des Abstiegs illustriert.

Das Verhalten der Abstiegsverfahren ist in den normalen gutartigen Féllen hinrei-
chend bekannt und untersucht worden. Hier soll zundchst eine Gegeniiberstellung zu
anderen Situationen gemacht werden, wo man unter verédnderten Voraussetzungen
arbeitet, und damit der typische Charakter der Minimierungsaufgabe nicht mehr vor-
handen ist. Dabei ist teilweise noch mit zufrieden stellenden Ergebnissen zu rechnen,
es konnen aber auch starke Abweichungen vom Normalfall auftreten. Diese Darstel-
lungen findet der Leser in den Teilen I (Preprint No. M 19/04 IfMath TUI) und II
(Preprint No. M 20/04).

Des Weiteren betrachten wir in diesem Teil 11T die Abstiegsverfahren als polynomiale
Iterationsverfahren, machen einige Aufwandsuntersuchungen zu Matrizen und zum
Matrix-Vektor-Produkt, das bei Abstiegsverfahren auftritt, und untersuchen den Ein-
fluss von Rundungsfehlern bei der Implementation der Verfahren im Zusammenhang
mit ihrer (eventuell) theoretischen Endlichkeit sowie mit der Notation des Formelap-
parates und seiner numerischen Auswertung (Verhalten und “Fehlererinnerung*).

Praktische Rechnungen mit kleindimensionierten Beispielen, wo man dies auch gut
illustrieren kann, demonstrieren die unterschiedlichen Situationen.
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Kapitel 6

Polynomiale Iterationsverfahren

Polynomiale Iterationsverfahren (polynomial based iteration methods) entstehen durch
verschiedene Zugénge bei der iterativen Losung von LGS.

Wenn man bereits mit einem Basisverfahren berechnete Iterierte noch einmal kom-
biniert, um die Konvergenz zu verbessern, ergibt sich die sogenannte Semiiteration,
das Beschleunigungsverfahren bzw. die polynomiale Konvergenzbeschleunigung (sie-
he [17] Abschnitt 3.6).

Wenn man bei Abstiegsverfahren die Iterierten und Residua (Residuenvektoren)
untersucht, stoft man auf polynomiale Darstellungen. Um den dabei auftretenden
Losungsfehler moglichst klein zu machen, sind der Einsatz und Eigenschaften von
speziellen Polynomen notwendig sowie damit Abschéitzungen durchzufiithren. Dies
wurde im Teil I Abschnitt 3.6 der Reihe Abstiegsverfahren (Preprint No. M 19/04
TU Imenau 2004) beim Nachweis der Konvergenz des Verfahrens der konjugierten
Gradienten (CG) angewendet.

Bei Abstiegsverfahren mit einer “Minimierung® des Residuums (minimal residual
property, extremal property) treten orthogonale Polynome auf im Zusammenhang
mit sogenannten Kernpolynomen sowie mit speziellen oder modifizierten Skalarpro-
dukten und reproduzierenden Eigenschaften (reproducing property).

In allen Fillen erweisen sich Systeme von orthogonalen Polynomen und speziell die
Tschebyscheff-Polynome als sehr hilfreich.

6.1 Polynomiale Konvergenzbeschleunigung

Die Idee dieser “Nachbesserung” der Vektoren einer Basisiteration geht auf R.S.
VARGA und P.L. TSCHEBYSCHEFF zuriick.

Wir gehen von der Normalform des LGS Ax = b, A(n,n) regulér, mit der Voraus-
setzung a; # 0, 1 = 1,2,...,n, was z. B. durch eventuelle Zeilenvertauschungen zu
erreichen ist, und z* = A7) als exakte Losung aus.

Iterationsverfahren (IV) beruhen auf einer reguliren Zerlegung (Splitting) von A und
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der allgemeinen Umformung des LGS geméf

A = N—P, det(N)+#£0,

Nx—Px = b,
Nx = Pzx+0b, (6.1)
_ -l -1
r = N "Px+Nb,
H c
r = Hzr+ec (6.2)

Die Beziehung (6.2) ist die Fixpunktgleichung oder iterierfahige Form.

Fiir reguldres N sind die Darstellungen Ax = b und = Hx + ¢ mit den Beziehungen
fiir H und ¢ konsistent, d. h., dass die Losung bzw. der Grenzvektor des konvergenten
IV auch der Normalform gentigt.

Die allgemeine Iterationsform (allgemeines Iterationsverfahren, Fixpunktiteration)
lautet

) = Ha2® 4 e k=0,1,..., H=N"'P, ¢=N"'b. (6.3)

Da die Iterationsmatrix H konstant ist, wird (6.3) auch lineare stationdre Fixpunkt-
iteration genannt. Sie wird das Basisiterationsverfahren (Basis-1V) sein.

Damit erhebt sich die Frage, wann mit einem beliebigen Startvektor z(*) die Aus-
sage lim 2® = 2* und somit die Konvergenz des Verfahrens gelten. Hinreichende

k—oo

Konvergenzbedingung ist ||H|| < 1, als hinreichend und notwendig erweist sich die
Ungleichung mit dem Spektralradius p = p(H) = max(|]\(H)|) < 1. Mehr zu Kon-
vergenzuntersuchungen findet man u. a. in [17].

Im Teil I der Reihe Abstiegsverfahren (Preprint No. M 19/04) genannte IV waren:
(1) Gesamtschrittverfahren (GSV), JACOBI-IV (JA)

Zerlegung der Koeffizientenmatrix A= N — P =D — (E+ F), D =diag(A),
E linke (untere) Dreiecksmatrix (Diagonale und oberes Dreieck sind Null), F' rechte
(obere) Dreiecksmatrix.

Matrix-Vektor-Form des GSV
g+ = Db+ (E 4 F)a®]
= (I-D'A)2® + D1 (6.4)
= 0 4+ D-1r® mit r®) = p — Az® als Residuum,

H = J = I—D'A Iterationsmatrix,
W = D Wichtung, Skalierungsmatrix,
D™ gewichtetes Residuum (weighted residual),

Verbesserung (update) fiir .
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(2) Relaxationsverfahren mit parameterabhéngiger Skalierung (Vorkonditionierung)
Regulidre Vorkonditionierungsmatrix W, = W (w).
Matrix-Vektor-Form des IV

g = (I =W A)z® + Wb

6.5
= o™ 4+ W r® mit r® =p - Az®  als Residuum, (6.5)
H = I-—W,'A Tterationsmatrix,
W = W, Wichtung, Skalierungsmatrix.

Das GSV gehort zu dieser Verfahrensgruppe, wobei W, = D ist.
(3) Richardson-Verfahren mit festen Parameter (RF, Extrapolationsverfahren)

Matrix-Vektor-Form des IV
gD = (I —wA)z® 4 wb

6.6
2® 4+ wr® mit r® = b — Az®  als Residuum, (6.6)
H = I —wA Tterationsmatrix,
W = w '  Wichtung, Skalierungsmatrix.
Fiir den Fall A = AT > 0 kann man sogar ein optimales w = Wopt Wéhlen.
(4) In Betracht kénnen noch weitere Basis-IV kommen (siehe [17]).
— Relaxationsverfahren von Jacobi (JOR, JA(w)) mit W, = D und
H=J, = I—-wD'A (6.7)

Falls A = AT > 0 gilt, ist JOR fiir einen bestimmten Parameterbereich w > 0
konvergent. Unter diesen gibt es einen optimalen Wert w = wy, und man erhilt das
Verfahren JOR-OE (Jacobi optimum extrapolated).

— Einzelschrittverfahren (ESV), GAUSS-SEIDEL-IV (GS) mit W), = D — E und
H =H =1-(D-E)'A (6.8)
— Uberrelaxationsverfahren von Gauf-Seidel (Successive OverRelaxation, SOR) mit

W, = w'!'D—F = w(D—-wF), 6.9
H = H, = I —wD-wE)'A = (D-wE) (1 -w)D +wF). (6.9)

Praktisch berechnet man den neuen Iterationsvektor 2+ komponentenweise
w i—1 n
R (bz' DAY a@-wﬁ“) =12
i j=1 j=it1

Fiir A = AT > 0 und konsistent geordnet sowie w € (0,2) ist das SOR konvergent.
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— Symmetrisches IV von Gauf-Seidel (SGS) mit
W, = (D-E)DY(D-F), (6.10)
H = H = 1-WA (6.11)
Praktisch fiihrt man zwei Halbschritte durch.

Vorwirtsiteration (forward sweep):

x(k-ﬁ-%),x;k-i-%) (k+3)

1 s eeey Ty nach dem ESV auf der Basis von 2"

70

Riickwartsiteration (backward sweep):

o), xgil), s ﬂ’“*” nach dem ESV auf der Basis von xEH%).
Die Zusammenfassung beider Teilschritte liefert
%3 = Db+ Bzt 4 Fz®),
2R Db+ Exk+3) 4 Fx(k:—&-l))
= 2® 4 [(D - E)D™YD - F)]7' (b — Az®)
= (I-w{'A)2® + (D - F)"'D(D — E)"'b.
— Symmetrisches SOR (SSOR) mit
W = o35 (D—wE)D™N(D —wF) = (1D - E)(32 D) '(LD - F),
H = H, = I-W;'A (6.12)

= (D—-wF) (1 —w)D +wE)(D —wE)™ ' ((1 —w)D + wF).

SSOR mit w =1 fithrt zum SGS.

Auch hier sind es zwei Halbschritte, aber mit Einbeziehung der Relaxation.
Vorwirtsiteration:

1 1 1
$§k+2), J:ékJr?), o :USHQ) nach SOR auf der Basis von xl(k),
Riickwértsiteration:
1
xffﬂ), ffjll), ceey xgkﬂ) nach SOR auf der Basis von x§k+2).

Wir fassen beide Iterationen
et = (1 —w)z® 4 wD b+ Extta) 4 Fa®)
= (D-wE) Y ((1-w)D+wF)z® +w(D - wE)™ 1,
2D (1 —w)w(’”%) +wD—1<b+Ex(k+§) + F$(k+1))
= (D—wF) (1 —w)D+wE) %2 4 w(D — wF)™b,
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wiederum zusammen und erhalten verschiedene Darstellungen des IV.
g5 = (D —wF)" (1 —w)D +wE)(D —wE) (1 —w)D + wF)z® + ¢
— o 4+ [(1D - B)(Z2D) (D — F)] (b — Az)
= (I-W;'A) z® + w2 —w) (D —wF)'D(D —wE)'b

= H,z® +c.
Damit konnen wir nun einen Konvergenzsatz des SSOR beweisen.

Satz 6.1 Sei A=AT >0 und w € (0,2).
Dann gelten die folgenden Aussagen.
(1) Alle Eigenwerte von H, (6.12) sind reell und nicht negativ.

(2) Es gilt p(H,) <1, d. h. das SSOR ist konvergent.

Beweis.

Wegen A = AT gilt fiir die Matrixzerleeung A= D —-E—~F =D—-E—ET, F = ET.
AuBlerdem liefert A > 0 dazu D > 0 sowie die Existenz der beiden spd Quadratwur-
zelmatrizen A2 und A=1/2 (siehe [18], Kap. 2).

Zu (1): Wir zeigen die Ahnlichkeit der Matrix H,, zu einer symmetrischen und po-
sitiv semidefiniten Matrix.

Wir notieren mit (6.12)

AVZH AT =
= AVZ(D-wF) (1 -w)D+wE) (D-wE) (1 -w)D+wk) A7

J

-~ -~

= Hb = 1w
= AYVZH,A"Y? AYV2H A2 wobei gemiB SOR
Hy=1-wD—-wE)A, H,=1-w(D—wET)™A,

= AVl —w(D —wET)TAJATY2 AV2H A2

= [[ —wAY?(D —wET)"1AY?) AV2H, A2

= [[ —wAY(D —wE) 'AYV2|T AV2H, A2

= [AYV2AY2 —WAY2(D —wE)TAATVAT AV2H, A2
= [AY2(I —w(D — wE) TA)A V2T AYV2H, A-1/?

_ 1/2 1/2\T  71/2 ~1/2

(AV2H,A-V2)T AV2E, A
—_————

o) -¢

Da die Matrix CTC symmetrisch und positiv semidefinit ist, gilt dies auch fiir die zu
ihr dhnliche Matrix H,,, die damit nur reelle EW > 0 hat.
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Zu (2): Da #hnliche Matrizen dieselben EW besitzen, ergibt sich geméaf Teil (1) fiir
den Spektralradius

p([:]w) = /0<A1/2I:[wA71/2)
— p((A1/2HWA—1/2)T(Al/QHwA—1/2)).

Man zeigt, dass der letzte Spektralradius kleiner Eins ist.
Im SOR ist die Skalierungsmatrix W, = w™' D — E (6.9) und damit gilt

2_
W, +Wl —A=w'D-FE+w'D-E' - D+E+E =2"“D>0.
w

Die spd-Eigenschaft der Matrix W, + W — A notieren wir als W, + W1 > A.
Mit einer beliebigen reguldren Matrix K folgt aus der Definition der Definitheit auch

Wo+Wr'>A — K'(W,+WHK > KTAK.
Wir betrachten also unter Verwendung von (6.9) den Matrixausdruck
(Al/QHwA_1/2)T(A1/2HWA_1/2) —

— (A1/2(] _ Ww_lA)A_l/Q)T(Al/Q([ _ Ww_lA)A_l/Q)

— ([ _ A1/2WJTA1/2) (] _ A1/2Ww—1A—1/2>

= T—AVEWT + W HAY2 4 AVPW T AW LAY

= I — (WTAT (W, + WD (WTAY?) + AW T AW AY?

—_———— ——
> A =K

< I — (WW_IAI/Q)TA (Ww—lAl/Q) + A1/2WW_TA Ww_lAl/Q

= I
Daraus folgt fiir die Spektralradien

p((AV2H ATV (AV2H,ATV) < p(I) = 1,

wobei die Folgerung B = CTC, 0 < B= BT <1 — p(B) <1 mit p(B) = Aae(B)
und Bv = A\ (B)v, ||v]|e = 1, einfach zu zeigen ist. O

Die Implementation des SSOR ist nicht viel teurer als die von SOR. Jeder Iterations-
schritt ist zwar ein Doppelschritt (Vorwérts- und Riickwértsiteration), aber die in der
Vorwértsrechnung zu berechnenden Gréfien 23;11 aijmg-kﬂ/ 2), 1 =1,2,...,n, tauchen
in dieser Form auch in der Riickwértsrechnung wieder auf und brauchen nur einmal
ermittelt zu werden. Ebenso kénnen die Werte Zyziﬂ aijxg.kﬂ), jJ=nn—1,..1
fiir die néachste Stufe verwendet werden. Dazu bedarf es etwas Speicherplatz in Form
von Vektoren.
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6.1.1 Tschebyscheff-Beschleunigung

Nun steht die Frage, wie man aus der Folge der Vektoren {z(®} eine zweite (se-
kundire) Folge {v®)} konstruieren kann, die moglichst schneller gegen die Losung z*
konvergiert als {z(*)} selbst.

Das Beschleunigungsverfahren bzw. die Verbesserung durch eine gewichtete reelle
Linearkombination ist

k k
R = Zakix(i), k=0,1,.. ZO"“' — 1. (6.13)
=0 i=0
Die Bedingung fiir die Koeffizienten ist plausibel, denn bei 2@ =2 = | =z®) =g*

sollte natiirlich v®) = z* sein. Die Bestimmung der Koeffizienten kann z. B. gemifl
Cesaro : Oy = Tl = v® = arithmetisches Mittel,

Tschebyscheff : Koeffizienten «4; auf der Basis von Eigenschaften
der Tschebyscheff-Polynome,

erfolgen, wobei wir uns fiir den zweiten Fall interessieren.

Moglich ist nun eine Riickfithrung von v*) auf den Startvektor z(*) der Basisiteration
durch die folgende Betrachtung.

0 = x(0)7
v = a0z + agz®
= (ap+anH)z© + aye,
0@ = a0z 4 ama® + agr®
= (ag + ag H + apH?)x® + agc+ an(H + e,
= (Bt} (RS ) e i oy
i= i= J=

Fiir die beiden Fehler e® = z* — 2 der Basisfolge und d® = z* — v®) der
modifizierten Folge gelten unter Beriicksichtigung von (6.13) und d© = e© die
Beziehungen
e® = Hke)
. . k . (6.15)
d® = o =3 apat = 3 agi(a* =) = 3 o H' ) = pi(H) d©).
i=1 i=1 i=1

Dabei ist
k
pr(x) = Zamxz (6.16)
i=0

ein Polynom k—ten Grades, d. h. pi(z) € Pg(x), mit pi(1) =1, also pi(z) € Pi(z).



8 Polynomiale Iterationsverfahren

Daraus leitet sich die Minimierungsaufgabe

min H 6.17
pk(x)ep,g(x)"pk( )| (6.17)

fiir das Matrixpolynom py(H) ab, die gerade auf die Wahl der T'schebyscheff-Polynome
mit den Koeffizienten oy,; fiithrt.

Eine rekursive Berechnung von v® ist durchfithrbar.

W0 = O

’U(l) — H’U(O)+C — Hl‘(o)+c f— aj(l)7

fu(k) — (]_ —_— wk)”[)(k72) + Wk (Hv(k_l) + C); k - 2’ 3) A
N—
pk=1)

2T, 1(1
wobei  w; =1, wk:M

s (6.18)

pTi(1/p) ’

T () cos(k arccos(z)), falls » € [—-1,1],
€T —=
g cosh(k arcosh(x)), sonst,

p = p(H) = max(|]AH)]) <1.

Bemerkung 6.1 Es gibt eine Ahnlichkeit zur stationiren oder instationiren Ex-
trapolation (hier dndert sich die Ubergangsmatrix H in jedem Schritt). Anstelle von
%=1 wird zumeist wieder eine Extrapolationsformel derselben Gestalt eingesetzt.

Die obige Formelzeile mit drei aufeinander folgenden Iterierten v, i = k, k—1, k—2,
wird auch als dreistufiges Verfahren oder, wie schon bei Polynomsystemen benutzt,
als Drei-Term-Rekursion bezeichnet (siche [33]). Eine weitere VergroBerung der An-
zahl der einbezogenen Stufen (stage) ist im Allgemeinen nicht mehr sinnvoll und
meist schon zu aufwéndig. Ein gewisses Mafl an “Vergangenheit® sollte beriicksich-
tigt werden. Dazu reichen meist die Zwei- und Drei-Term-Rekursionen aus.

Wenden wir uns also der sekundiren Folge {v®} und ihrem Fehler d*) zu.

Damit letzterer moglichst klein wird, kommt man auf die Idee anstelle der Norm
llpe(H)|| in (6.17) den Spektralradius p(pg(H)) zu minimeren. Dieser ist zwar allge-
mein nicht bekannt, aber héufig ldsst sich eine geeignete Abschitzung finden.

Wir nehmen an, dass die Iterationsmatrix H nur reelle Eigenwerte A(H) sowie das
Spektrum o(H) hat. Ferner gehen wir von Schétzungen a und b fiir ihren kleinsten
bzw. grofiten Eigenwert aus, so dass

a < Apin < ANH) < Ao < b < 1 (6.19)
mit a < b gilt. Statt die Aufgabe

| A 6.20
pk(A)Igl%,i(A) A gl?f(H) PR (V) (6.20)
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zu l6sen, betrachten wir das etwas einfachere Ersatzproblem

min max Al 6.21

) P10 A ey [Pk ()] (6.21)
Dafiir ist die Losung bekannt und durch ein geeignet transformiertes und skaliertes
Tschebyscheff-Polynom gegeben.
Im Teil I Abstiegsverfahren sind in den Lemmata (3.12) — (3.15) die Grundlagen und
Formeln dazu beschrieben. Die wichtigste Eigenschaft finden wir in der folgenden
Aussage.
Mit —oo < a < b < 1, der bijektiven Intervallabbildung

20 — (a+0b)
6@ = o
dem k-ten Tschebyscheff-Polynom Ty (x) = cos(k arccos(z)) : [—1,1] — [—1, 1] sowie
dem skalierten Polynom

:la,b] — [—1,1], (6.22)

pr(z) = % (6.23)

gelten pi(x) € Pi(x), also pr(1) = 1, und
max (@) < max{lau(o)] : aulx) € P}, (6.24)

a<z<b

Die gesuchten Koeffizienten ay; sind damit gerade die Koeffizienten des Polynoms
pr(x) aus (6.23), die wir aber nicht explizit ermitteln miissen.
Wir nutzen die Drei-Term-Rekursion Ty 41 (x) = 22Ty (2) —Tj—1 (z) der Tschebyschefi-
Polynome (siehe [33]), um eine einfache Bildungsvorschrift fiir die Vektoren {v*)}
zu erhalten, ohne die Basisfolge {z®} direkt zu berechnen und schon gar nicht alle
Vektoren 2, (1, .. 2®) abspeichern zu miissen. Fiir (6.22) erhilt man

2H — (a+b)1 2 a+b

H = g H_
g(H) b—a b—a b—a

Dann gelten wegen (6.15), (6.23)
d*D = pp (H)dO

I. (6.25)

T (9(H)) 40

T (9(D)
29(H)Ti(g(H)) — Tica(9(H)) o

- Toma (9(D) " (6.26)

_ og(m)Leltl Tk(g(H))d(o) Tia(9(1)) Tia(9(H)) 1o

) Tr(g(1)) - Tiy1(9(1)) Ti-1(g(1))

)
)

) Tma(9(D) ey
o) Tarle(D)

Trr1(g(

)
1
_ T3 (g(1)
= 29U T (g(1



> k=1 (6.27)

>

(6.28)
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sowie mit d®) = * —v® | Tp ) + Tpy = 22T, (I — H)z* = c und (6.25) weiter
oD = px gkt
_ o Ty (9(1)) Tre-1(g9(1 )
- Qg(mml(ga» Tin(o(1)
Ti(g(1)) Ti-1(9(1)
g em ™ Ty
_ Te(g(1)) | Tra(g(1))
= (=25 T+ Ty )
Ti(9(1) oy 20(1)Tk(9(1) — T (9(1) s
sy Tir(9(D) v
(T (9(1) | Te-a(g(1)) Ti(g(1) \
- (TkH(g(m Tino)' % Tk+1<g<1>>>
2 a+b \ Ti(g(1)) Ti(g(1))
+2(b i) Tty (207 Gy
s
o (29(1)Ti(9(1)) Ti(9(1)) \ .
= Tty L~ 2 gy ™+ 5
s B
4 Tl
R Tk Ty R
_ 4 m) |
b—a Ti1(g(1))
2 a+b Ti(9(1)) (% k(9(1)) k-1
+2(b—aH_b—a[) Tear(9(1) ! )+<1 29(1)Tk+1(g(1)))v( )
Mit den Abkiirzungen
- T-1(9(1))
P = O
B 2
v= 2—b—a’
oy = 220

v=1und g(1) =1/b, falls a = —b,
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vereinfacht sich die Darstellung zur gewiinschten Form

o+ — 2p+1 o4 PER ( 2 _a+ b]) Ti(9(1)) o®
gM)b—a)  gM)\b—a  b—a /) Tin(g(1))

(1 = pgyr) oY

— ﬂﬁ [QH'U(k) + 2¢c — (b + a)v(k)] + (1 o Pk+1) U(k—l) (629)

= pk+1[’Y(HU(k) +c)+ (1 - ’Y)U(k)] + (1 = pry1) v(k_l),
k=1,2,....

Die Drei-Term-Rekursion der Tschebyscheff-Polynome erlaubt auch die rekursive Be-
rechnung der Parameter py aus (6.28) gemifl

_ 29(1)Ti(g(1))
Phett T (g(1))

2g(1)T(g(1))
2g9(1)Tx(9(1)) — Tr-1(g(1))

49(1)? (6.30)

2 _ 29(M)Tk_1(g(1))
49(1)( ; Ti(o(D)
4g(1
4g(1)* — pp
1

—
11— Ig(1)2 Pk

Um alle Rekursionen fiir v**1) und p;,; zu verwenden, brauchen wir noch die Start-
groBen v, v™ und p;. Aus (6.28) folgt sofort

= 2g(1)ﬁ =2

Zur Bestimmung von v, v*) nehmen wir die Beziehungen (6.14), (6.23) und erhal-
ten

o To(g(x)) _
Pl = gy T
pi(z) = %Eig;; = 2—_bb—_aa + 5 i — aﬂﬁ =y + oz = (1 —7) + v,
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00 = aga® = 2O
fu(l) — alox(o) _|_ Oé].laj(l)
= Oélol'(o) + Oéll(Hl'(O) + C)
= (HvO +¢)+ (1 —)®,

Bei der Berechnung von v(!) tritt kein Parameter p; auf, man konnte sich diesen
jedoch in (6.29) werteméBig als Eins denken.

Algorithmus der Tschebyscheff-Beschleunigung einer Basisiteration auf-
grund einer Matrixzerlegung

H, 0(H), a < Xpin(H) S MNH) < Mpaa(H) <b < 1
7= ﬁ’ pr= 2
v©®  Startvektor (= 2(©)
v = F(HvO +¢) + (1 —4)o@
k=1,2,.. (6.31)
B 1
Pe+1 = 1_ ﬁ P
oD = [y (Ho® ) + (1= 7)oW ]+ (1 = prga) v
end k

Die Tschebyscheff-beschleunigten IV kiirzt man oft mit der Bezeichnung
“T-Basisiteration* ab, z. B. T-GSV, T-ESV, T-SGS, T-SOR, T-SSOR.

Als mogliches Abbruchkriterium empfiehlt sich im T-IV neben der Beschrinkung der
Anzahl der Iterationen z. B. der Test

I — Av®

T < 6.32
Io— Av@| = € (6.32)

bei vorgegebener Toleranz ¢ > 0.

Natiirlich sollte die Basisiteration (6.3) moglichst konvergieren, also —1 < a <
Amin(H) < Apaz(H) < b < 1 gelten. Dann bietet sich manchmal an mit b = —a < 1
zu arbeiten, was zur Formel v = 1 fiihrt. Falls insbesondere p(H) = b = —a < 1
ist, dann ist neben v = 1 noch ¢g(1) = 1/p(H) und wir gelangen zu den eingangs
notierten Beziehungen (6.18).
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6.1.2 Modellproblem mit Vergleich von Iterationsverfahren

Als Modellproblem wird eine einfache eindimensionale Zweipunktrandwertaufgabe
(RWA) mit homogenen Randbedingungen gewihlt. Das zur numerischen Behand-
lung verwendete Diskretisierungsverfahren fithrt auf ein LGS, dessen Eigenschaften
dargestellt werden. Des Weiteren werden fiir die Losung des LGS einige IV unter-
sucht, insbesondere die Fragen der Konvergenz im Zusammenhang mit dem Spektrum
der jeweiligen Iterationsmatrix sowie der Effizienz des Verfahrens.

e Zweipunktrandwertaufgabe mit Dirichletschen (homogenen bzw. inhomogenen)
Randbedingungen (RB):

-U"(z) = F(x), z€Q=(0,1) CR,

(6.33)
U = ¢ fir x€0Q bzw. U(0) =gy, U(1l)= .
e Gitter: Q = {x|xz=ih, i=11)N, h=1/N}, h Maschenweite.
e Gitterfunktion: up = (g, ug, ...;uy_1)T mit u; & U; = U(ih).

e Analog fiir rechte Seite: fn=(f1, for s [n_1)T mit f; = F; = F(ih),
d. h. auf dem Gitter wird die rechte Seite exakt dargestellt.

e Approximation der Ableitungen (Operatoren) mittels Differenzenausdriicken:

1

Upw ~ ﬁ(Ui+1 —2U; + U;_1) zentraler Differenzenquotient 2. Ordnung.

e Diskretisierte Aufgabe als LGS:

1 .
_ﬁ(uz?kl _2ui+uifl> = f’ia L= 1727“'7N_ L, (634)
U = Yo, UN = 1.
e Matrixschreibweise (Matrix-Vektor-Notation) des LGS:
Apup, = by, bzw. Au = b (6.35)
mit
2 —1 cee 0 0 f1 + (,00/]12
1 2 1 -~~~ 0 0 £
1 o -1 2 -- 0 0
A=l =P ’
0 0 0 - 2 -1 Fxs

0 0 0 - 1 2 fro1+ /b2
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2 —1 0 0 f1+§00/h2
1 2 -1 -~ 0 0 £

0 0 0 - 2 —1 Fys

0 0 0 - —1 2 fro1+ /b2

A = tridiag(—1,2,—-1).

Fiir die rechte Seite F(x) = % sin(7z) und homogene RB U(0) = 0, U(1) = 0 ist die
exakte Losung U(z) = sin(mz), so dass auch ein Vergleich mit der Néherungslosung
aus (6.35) moglich ist.

Da die Systemmatrix symmetrisch und tridiagonal ist, betrachten wir zunéchst einige
mit ihr zusammenhéngende Matrix-Eigenwertprobleme.

EW und EV von speziellen Tridiagonalmatrizen

Fiir Tridiagonalmatrizen mit jeweils gleichen Elementen auf den Diagonalen und Ne-
bendiagonalen kann man das EWP direkt 16sen. Wir fassen die Ergebnisse zusammen.

Ay = tridiag(1,0, 1),
EW X\, =2cos(in/(n+1)), i=1,2,...,n,
—2< A < A1 < e < A2 < Ap =2cos(m/(n+ 1)) < 2,

Angi-i = =N, i=1,2,..,[5], falls n ungerade, dann Anp1 =0,

EV 0@ = @l o o)T mit vj@ = sin(ijm/(n + 1)).

Ay = tridiag(d, 0,d™ 1), d >0,
EW X\, =2cos(in/(n+1)), i =1,2,...,n, von d unabhéngig.

EW und EV der Systemmatrix A(n,n), n=N —1

A = tridiag(—1,2, —1),
EW \; = 2[1 —cos(in/(n + 1))] = 4sin’(in/(2(n+1))), i=1,2,...,n, (6.36)
EV 0@ = i o 0T mit vj(i) = sin(ijm/(n +1)).

Wegen h = 1/(n+1), cos(x) =1—2sin*(x/2), gelten die Bezichungen
\; = 4sin?(inh/2),
v, vj@ = sin(ijmh),
0 < 2[1 — cos(mwh)] = 4sin*(7h/2) = Apin = M < A2 < oo < Ap = Mpa =

= 4sin*(nmh/2) = 4[1 — sin®(7h/2)] = 4 cos®(7h/2) = 4 — Apin < 4,
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A\~ m2h2, lim A\ =0,
h—0

A &4 —m2h?, lim N\, = 4,
h—0

A g1 = 2, falls n ungerade.

Damit hat A das reelle Spektrum o(A) € (0,4).

Insgesamt gilt A = AT > 0, dariiber hinaus ist A irreduzibel diagonaldominant und
als spd Tridiagonalmatrix konsistent geordnet (vergl. [17]).

Vergleich der Eigenschaften der Basis-1V

Die Kenntnis der EW der Matrix A ist ein gute Ausgangsbasis fiir Abschétzungen
der EW der Iterationsmatrix H und zugehorige Konvergenzbetrachtungen.

EW: X = \(A) € (0,4),
AL = Apin = 4sin?(7h/2), Ap = Mgz = 4 — Amin = 4cos?(nh/2).

Die spektrale Konditionszahl von A ist

)\max o 40052(7Th/2> ~ 1 — 4 = 4(n + 1)2 (637)

r = condy(A) = Asin?(nh/2)  (th/2)2  n2h? 2

Die Konvergenz der untersuchten Basis-IV ist wegen der giinstigen Eigenschaften der
Matrix A gesichert (siehe Konvergenzsitze in [13], [14], [15], [17], [31]).

Iterationsmatrix EW p(H)
v
H p=p(H) max |1 (H)| ~
Amaz — Ami 2,2
RF R=1-wA 1 —w; _fmaw Tm 1—h
“ “ >\max + )\mm 2
2 1
W(I;{p}z = W = 5 = COS(ﬂ'h)
— 71.2 2
JA =1—3A wi € (=1,1) =1 = 2 Azl
Hi = —Hn41—i =1-2 Sinz(ﬂ—zh)
fintr =0, n ung. = cos(mh)
ESV,| Hi=1I—-(D—-E)'A 0 sowie p3 = cos?(mh) 1—72h?
GS 1z (J) € [0,1) < p1
0, ooy 15, 113
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Iterationsmatrix EW p(H)
v
H p=p(H) max | (H)| R
JOR, | J,=1-wD'A 1— 2 1 — %\ nin ] — wmh?
JA(w) =1—-%A we(0,1] =1 —2w sin*(Z)
JOR _ 2 =1 1 2 si 2(mh 1 m2h?
o = 5 — 2sin () -
SOR | H,=I-w(D—wE)'A |w<1— | Ho | a 1-|O(h)|
1 €(0, 1)
we [1,1+0]
—uelo, u?
w=——"7r= w>1l4+6— | =4/—F=——=
L+ val neC,6>0 VI +7
y=00R2), T =0(1) | lu<iu
2 uweC 1—nh
Wopt = ———F——— H,,,.)=wop—1 i
SN = plH,) | P Eloene) = Tmh
2
= %1—{%}71’]1
1+ /(1= ) (14 1)
2
=—— uw EW von J, dann X' EW von H,, mit
1 + sin(wh)
R 1,2 N —1)2 = Nw?p?
T an L2 (N +w—1)7% =X p
~2(1—7h) Mo = l—wtswp? £ wpy/1—w+3w?p?
p(Hy,) =
1—w—|—d1—i—w,u“/1—w+%d1, w € (0, wept)
w — 1, w e [wopta 2)
wobei z1 aus GSV und d; = sw?u?
SSOR | H,, = I-[ ;5= (D—-wE)- | €[0,1) <1 1—|0(h)|
-D7YD —-wF)7tA
Wopt = wie bei SOR

Tab. 6.1 Vergleich ausgewéhlter IV mit Iterationsmatrix H, EW pu(H),
Spektralradius p(H) (/= heiit gerundet) sowie EW \;(A), N (H,)
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Fiir diese Modellgleichung sind die Vorteile von SOR und SSOR gegeniiber den an-
deren IV in Bezug auf den kleineren Spektralradius der Iterationsmatrix deutlich
erkennbar. Weiterhin braucht bei gleicher Genauigkeit das ESV ungefihr die Hélfte
der Iterationsschritte des GSV, was durch den Faktor 2 im gerundeten Spektralradius
ausgedriickt wird.

Wir vergleichen die IV RF, GSV, JOR, ESV, SGS, SOR, SSOR und einige Tscheby-
scheff-beschleunigten Versionen (siche auch [31]).

Dabei testen wir wachsende Dimensionen n. Als rechte Seite wéhlen wir einfach
b = h*(1,1,...,1)T. Der Startvektor ist der Nullvektor. Die Abbruchbedingung ist
(6.32) mit der Toleranz € = 1075.

Da hier der Spektralradius der Jacobi-Iterationsmatrix

p(J) = = 1— %)\min = cos(mh) = cos <n : 1) <1 (6.38)
bekannt ist, wird im SOR auch der optimale Relaxationsparameter
2 2 5
Wopt = Tt m = 7 T sn(rh)’ i = p(Hy) < p, (6.39)
gewahlt.
n 4 8 16 32 64

p(J) =y | 0.809016 0.939692 0.982973 0.995471 0.998 832
Wopt 1.259616 1.490290 1.689546 1.826390 1.907826

Tab. 6.2 Spektralradius p(J) und optimaler Parameter w,,; fiir SOR
in Abhéngigkeit von der Dimension n

Fiir das SSOR ist der optimale Parameter im Allgemeinen nicht bekannt, deshalb
wird meistens we,; vom SOR verwendet. Andere Parameterwerte w nahe w,; fithren
in Testrechnungen eher zu einer geringfiigigen Vergroflerung der Iterationszahlen.
Gleiches gilt fiir T-SSOR. Fiir die T-IV haben wir auflerdem die Intervallgrenzen a, b
zu wahlen. Wir vergleichen u. a. die folgenden Varianten bei n > 4.

T-GSV: a = —cos(mh), b=cos(wh), h= n+r1,

T-ESV: a=0, b = cos®(rh),
T-SGS: a =0, b = cos®(mh),
T-SOR: a=—wept +1, b=we — 1,

a =0, b= wept — 1,

a=—1+mh, b=1-—mh,
a=0, b = cos®(mh), cos(rh),
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T-SSOR: a=0, b= ~ p(H,) vom SOR,

14+7mh
a=0, b=1—27h, 1—7h, 1 - 1_1h

27 4
cos?(mh), cos(rh),
mh T

Es wird das gute Konvergenzverhalten des optimalen SOR im Vergleich mit GSV
und ESV bestétigt. SSOR mit seinen Parameterwerten kann die Giite von SOR
nicht erreichen. Allerdings sei hier darauf hingewiesen, dass wir fiir das SOR u. a.
den optimalen Prameter gewéhlt haben, wihrend dies fiir SSOR nicht der Fall ist.
SSOR ist aber im Allgemeinen weniger empfindlich auf Verdnderungen dieser. Die
mit Abstand besten Resultate werden allerdings mit T-SSOR erzielt.

Versuchen wir, die Auswertung etwas detaillierter zu machen, um damit auch die
Ergebnisse in den nachfolgenden Tabellen noch zu untermauern.

Um die Tschebyscheff-Beschleunigung auf konvergente Basis-IV anzuwenden, sollten
die EW der Iterationsmatrizen reell und paarweise verschieden sein sowie giinstige
untere und obere Schranken dafiir vorliegen. Wie verhélt sich dies in unserem Mo-
dellproblem?

Die Iterationsmatrix des GSV J = [ — D7 A erfiillt p(J) < 1 und ist dhnlich zur
Matrix J = DY2JD~Y2 = [ — D"12AD~1/2 die ihrerseits symmetrisch und somit
nur reelle EW hat. Dies ist eine zusétzliche Bestatigung zum Ergebnis in Tabelle 6.1,
dass J nur reelle EW hat.

Die Iterationsmatrix des ESV H; = I — (D — E)~'A hat zwar nur reelle EW im
Intervall [0, p(J)?], aber die Null-EW sind i. Allg. mehrfach und das beeintriichtigt
das beschleunigte IV.

Das SOR mit H, = [—w(D—wF)~' A hat im Bereich seiner Konvergenz bei w € (0, 2)
fiir Parameterwerte w < 1 reelle EW seiner Iterationsmatrix, in manchen Situationen
z. B. bei n gerade auch fir w <1446, 0 < < 1.

Wenn ;1 EW von J ist, dann ist A’ EW von H, mit

N +w—-1)2 = Ny (6.40)

bzw.

1 1
N =1-w+ §w2u2 + wu\/l —w+ Zuﬂu?. (6.41)

Das heifit, fiir w < 1 ist der Radikand nicht negativ und die EW ) sind reell.
Insbesondere gilt beim ESV mit w = 1 die Beziehung X = p? oder X = 0.

Fiir ungerades n ist 4 = 0 EW von J, so dass der zugehorige EW von H, reell und
gleich 1 — w ist. Das heif}t fiir diesen EW

1—w>0 fir w <1,

N(HL) = { (6.42)

—(w—-1)<0 firw>1,

insbesondere ist \'(H,

Wopt

) = —(wopt —1) <0 zu p=0.
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Fiir n = 4 wollen wir die Schranken der reellen EW X(H,) (6.40) in Abhéngigkeit
von pu(J) fir w = 0(0.2)1 angeben. Dabei sind

p(J) = 1 =cos(;77) = 0.809016 994,
p(Hy) = 12 =0.654508497, wyy = 1.259616 183,

w u < N(H,) <o
0 1, 1
0.2 0.667778, 0.958403
0.4 0.396285, 0.908436
0.6 0.188982, 0.846641 | .1 6.3
0.8 0.052170, 0.766715 | Schranken der reellen EW N(H,)
1 (ESV) | 0, 0.654509 | fiir w = 0(0.2)1

Fiir wachsendes w < 1 nimmt die Konvergenzrate des SOR langsam zu.

lamda’_omega(mu), —1<=mu<=1, omega=0(0.2)1

om=0 ]

17

I’ ]

0.8

om= ]

0.6

om=0.4 ]

0.4~

om=0.6

om=0.8 ] om=1 — |

-1 -08 -06 04 -02 0 02 04 06 08 1
Abb. 6.1 n =4, Schranken der EW X(H,) in Abhéngigkeit von u(.J)
fir w = 0(0.2)1

Fiir groflere w werden im SOR immer mehr der EW komplex. Insbesondere haben
wir bei w = w,y; auch die Stelle, ab der die EW i. Allg. komplex und in jedem Fall
betragsgleich sind und wo das beste Konvergenzverhalten mit

2

1—\/T— 2 1— /12

P(Hopy) = wopr —1 = A (—”1> (6.43)
M1

14+ /1 —u?

vorliegt.
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Fiir g = 41 und w = wop Gilt wepy — 1 = iwgptu% und mit (6.40)
Nt wom = 1)* = Nug,ui
= Nd(wept — 1),
[(Wopt = 1) + (Wopr = D) = [2(wope = D) = 4(wopr — 1) (wop — 1)
ist das zugehorige EW-Paar von H,,,

)\/(Hw) = wopt — 1.

. reell und

Damit versagt aber beim SOR i. Allg. die Tschebyscheff-Beschleunigung in Parame-
terbereich w € (1,2). Fiir andere Werte w treten jedoch auch Probleme auf.

Betrachten wir in der Beziehung (6.41) den betragskleinsten nicht verschwindenden
EW f1,(.J) = 0.309 016 994 fiir den Fall n = 4.

Der Radikand 1 —w + jw?p? ist zwar fiir ein anféngliches w > 1 negativ, wird jedoch
bei p nahe p(J) positiv (Nulldurchgang). Somit sind der zugehorige EW von H,
und auch alle anderen reell. Erst wenn w eine Schranke 1 + ¢ iiberschreitet, wird
der Radikand 1 —w + %wQ,uz negativ und es entsteht ein erstes konjugiert komplexes
EW-Paar von H,. Thre Anzahl nimmt stetig zu mit wachsendem w. In der Abb. 6.2
ist noch 1 —w + jw?u? > 0 fiir w = 1.02, aber 1 —w + sw?u? < 0 fiir w = 1.03.

Je kleiner dieses f5(.J) ist, desto frither, d. h. schon fiir w sehr nahe der Eins, treten

komplexe EW von H, auf.

1-omega+1/4 omega”2 mu"2, 0<=mu=<mul=0.809016, omega=1,...,2

0.4 1
0.2 1
] om=1
1 om=1.02 | 0 |
0 Om=1.03 02 mus 04 mu muy 1
] om=1.2
—0.2

—0.41
~0.6

-0.8 1

-1

Abb. 6.2 n =4, Funktion/Radikand 1 —w + iuﬂ/ﬂ in der Formel
der EW N(H,) in Abhéngigkeit von u(J) € [0, py] fir w =1, ..., 2,
Nulldurchgang der Funktion im Intervall (0, 1) bel w € (1, wopt)
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Das SSOR mit H, = I —[;5-5(D—wE)D(D — wF)] A hat fiir w € (0,2) nur
reelle und nicht negative EW und es gilt H, < 1 (vergl. [31]). Damit ist es bestens
geeignet fiir seine Beschleunigung. Insbesondere trifft das auch fiir das SGS mit H,

als Sonderfall des SSOR bei w =1 zu.

Wir wollen noch einige EW und/oder ihre Betrége fiir verschiedene Dimensionen und
[terationsmatrizen tabellarisch darstellen (Angaben mit 6 Nachkommastellen).

w(J) M Hoogo) | A(H) A Hi.02) A(Hj.03) |AN(H1.03)|
—0.809016 | 0.000151 0 0.000624 | 0.001421 0.001421
-0.309016 | 0.000887 | O 0.007752 | 0.020653+0.02175&8z2 | 0.03

0.309016 | 0.112703 | 0.095491 | 0.051596 | 0.020653-0.021758z | 0.03
0.809016 | 0.661332 | 0.654508 | 0.640325 | 0.632946 0.632946
p(J) p(Hogo) | p(H1) p(H1.02) p(Hq.03)
0.809016 | 0.661332 | 0.654508 | 0.640325 0.632946
A(H 2) [A(Hi.2)| AMH,,,,) A(H.3)
0.088012 0.088012 0.259616 0.253059+0.1611232
-0.131246+0.150912: | 0.2 —0.183861+0.183291¢ 0.253059-0.1611232
-0.131246-0.150912% | 0.2 —0.183861 -0.183291¢ | —0.2193094-0.2047027
0.454479 0.454479 0.259616 -0.219309 —0.2047022
p(Hi.2) p(Hy,,,) = [MHu,,)| | p(His) = |A(Hys)|
0.454479 0.259616 0.3
)\(‘Hl) A(‘[’V{Wopt_(ll) )\(‘Hwopt) )\(ﬁwopt+0-1)
0 0.000013 | 0.000413 0.003526
0.131126 0.229284 | 0.304322 0.386839
0.221477 0.277540 | 0.335287 0.405732
0.538020 0.493807 | 0.488591 0.505399

p(f]1> p<ﬁwopt*0.1) p<H~-wopt) p(gwopt+0-1>

0.538020 0.493807 | 0.488591 0.505399

Tab. 6.4 n =4, EW und Spektralradius der Iterationsmatrizen von Basis-IV

Beziiglich des Verhaltens der EW der Matrix H, in Abhéngigkeit von w € (0,2)
und speziell w = wyp; = 1.259616 findet man die gemachten Aussagen bestétigt. Das
SSOR mit seinen Parametern kann die Giite von SOR nicht erreichen, der Spektral-
radius ist grofer. Es zeigen sich jedoch die starke Empfindlichkeit des Spektralradius
p(H,) von w, dass der optimale Parameter w,, von SOR auch fiir das SSOR gut
geeignet ist und SSOR i. Allg. weniger empfindlich auf Verdnderungen von w ist.
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Fiir die Dimension n = 5 gilt

V3

, 3 4
77 /J’l - Z) wOpt - g — 1333333

_ <7T>_
[41 = COS 5) =

und g = 0 ist “mittlerer EW von J.
Damit ist fiir w > 1 ein EW von H,, gleich 1 —w < 0 (siehe (6.42)).

u(J) M Hogg) | A(H1) A(Hi.o7) AM(H.08) |A(Hy.03)]
—0.866025 | 0.000132 | O 0.052007 | 0.065800+0.045501z | 0.08
-0.5 0.000377 | O 0.006884 0.065800-0.045501z | 0.08

0 0.01 0 -0.07 —0.08 0.08
0.5 0.264647 | 0.25 0.094217 | 0.009068 0.009068
0.866025 | 0.754942 | 0.75 0.711790 0.705731 0.705731
p(J) p(Hoge) | p(Hi) p(Hi.07) p(Hi08)
0.866025 | 0.754942 0.75 0.711790 0.705731
A(Hy3) [A(H13) M H.y,,,) A(H1.4)
—0.0887504+0.2865717 | 0.3 —0.111111+0.3142697 | —0.155000+0.3687472
—0.088750-0.2865717 | 0.3 —0.111111-0.3142697 | —0.155000—0.3687471
-0.3 0.3 —0.333333 -04
0.187500 0.187500 0.333333 0.335000+0.2185741
0.48 0.48 0.333333 0.335000-0.2185741
p(Hy.3) P(Hoy) = [MHuy, ) | p(Hia) = |A(H1g)|
0.48 0.333333 0.4
)\(ﬁl) A(‘[’V{L&)opt_o-l) )\(gwopt) )\(ﬁwopt-i-().l)
0 0.000028 | 0.000547 0.004146
0.123010 0.280912 | 0.362771 0.450379
0.168944 0.298603 | 0.373760 0.456775
0.296273 0.352995 | 0.408110 0.476989
0.634428 0.565693 | 0.559241 0.573786
p(ﬁ1> p(‘l:lwopt_&l) p(‘gwopt) p(ﬁwopt+0~1)
0.634428 0.565693 | 0.559241 0.573786

Tab. 6.5 n =5, EW und Spektralradius der Iterationsmatrizen von Basis-IV

Die Bewertung der Eigenschaften der Iterationsmatrizen von Basis-1V trifft auch auf
hohere Matrixdimensionen zu. Wir stellen noch einige Vergleiche fiir n = 8, 16, 32, 64
an.
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n=2~8 n =16 n =32 n = 64
n(J) A(Hy) n(J) A(H1) u(J) A(Hy) n(J) A(H1)
-0.939692 | 0 +0.092268 | 8 x 0 40.047581 | 16 x 0 +0.024163 | 32 x 0
~0.766044 | 0 +0.273662 | 0.008513 | 40.142314 | 0.002264 | +0.072434 | 0.000583
0.5 0 +0.445738 | 0.074891 | 40.235758 | 0.020253 | +0.120536 | 0.005246
~0.173648 | 0 +0.602634 | 0.198682 | +0.327067 | 0.055582 | +0.168357 | 0.014529
0.173648 | 0.25 +0.739008
0.5 0.301536 | +0.850217 | 0.722869 | +0.959492 | 0.920626 | +0.981370 | 0.979122
0.766044 | 0.586824 | +£0.932472 | 0.869504 | +0.981928 | 0.964183 | +0.995331 | 0.990685
0.939692 | 0.883022 | +0.982973 | 0.966236 | +0.995471 | 0.990964 | +0.998832 | 0.997665
p(J) p(H1) p(J) p(H1) p(J) p(H1) p(J) p(H1)
0.939692 | 0.883022 | 0.982973 | 0.966236 | 0.995471 | 0.990964 | 0.998832 | 0.997665
n=3~8 n =16 n =32 n = 64
wopt = 1.490290 wopt = 1.689546 wopt = 1.826390 wopt = 1.907826
A(Hopp: ) A(Hoyp, ) A(Hoyp, ) A(Hopp, )
0.161367+0.462974i | —0.677395+0.128879; | ~0.82261440.078909i | —0.906763-0.043911
0.161367-0.462974i | —0.582655+0.368764i | —0.79261040.233858i | —0.898277-+0.131323i
~0.212669+0.441765i | —0.4059704+0.5573713 | -0.111144+0.818882i | —0.06378840.905582i
~0.212669 -0.441765i | ~0.171202+0.667955i
~0.4568054-0.178083i |  0.08994140.683655i |  0.047214+0.825040i 0.02411140.907506i
~0.456805-0.178083i |  0.342192+0.598647i |  0.709077-+0.424417i 0.874080-0.245219i
0.490290 0.551483+0.413933; |  0.7817244-0.268006i 0.89512240.151344i
0.490290 2 x 0.689546 2 x 0.826390 2 x 0.907826
p(Hwopt) p(Hwopt) p(Hwopt) p(Hwopt)
0.490290 0.689546 0.826390 0.907826
n=8 n =16 n =32 n = 64
)\(ﬁl) )\(ﬁwopt) )\(_Hl) )\(‘ﬁwopt) )\(ﬁl) )\(ﬁwopt) )\(‘ﬁl) A(ﬁwopt)
0 0.000845 | 0 0.001241 | 0 0.001517 | 0 0.001681
0.115353 | 0.501584 | 0.112109 | 0.691765 | 0.111354 | 0.826748 | 0.111171 | 0.907877
0.129316 | 0.502995 | 0.115171 | 0.691831 | 0.112088 | 0.826751 | 0.111351 | 0.907878
0.157423 | 0.505916
0.209969 | 0.511728 | 0.479482 | 0.704042 | 0.775994 | 0.835344 | 0.930577 | 0.912883
0.309465 | 0.524409 | 0.619098 | 0.714007 | 0.860025 | 0.841651 | 0.959692 | 0.916446
0.498829 | 0.558535 | 0.785006 | 0.739464 | 0.932455 | 0.857379 | 0.981663 | 0.925221
0.801870 | 0.689131 | 0.936004 | 0.826319 | 0.982200 | 0.907816 | 0.995350 | 0.952454
p(ﬁl) p(ﬁwopt) p(ﬁl) p(ﬁwopt) p(‘gl) p(‘gwopt) p(ﬁl) p(ﬁwopt)
0.801870 | 0.689131 | 0.936004 | 0.826319 | 0.982200 | 0.907816 | 0.995350 | 0.952454

Tab. 6.6 n = 8,16,32,64, (ausgewéhlte) EW und Spektralradius
der Iterationsmatrizen von Basis-IV
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Noch einige Bemerkungen zur Anwendung der Tschebyscheff-Beschleunigung auf die
konvergenten Basis-IV.

In allen Varianten ist zunéchst eine geeignete Wahl der EW-Grenzen zu treffen. Die
Kenntnis der EW der Iterationsmatrizen in unserem Modellproblem gestattet einige
zusétzliche Testrechnungen.

Das T-GSV ist wesentlich besser als das GSV. Als EW-Grenzen bieten sich b £ i

und a $ — jiq an.

Das T-ESV scheint bei kleinen Dimensionen n mit dem sinnvollen EW-Intervall
la,b] = [0, %] noch zu funktionieren und das ESV zu {ibertreffen, aber es versagt
bei grofien n.

T-SGS konvergiert gut bei [a,b] = [0, u7]. Es kann aber noch verbessert werden, wenn
die obere Schranke b ZNAmQI(H 1) gewahlt wird, was natiirlich die Kenntnis iiber ge-

wisse EW der Matrix H; voraussetzt.

T-GSV und T-SGS liegen beziiglich der Konvergenzrate in der Nachbarschaft von
SOR mit optimalem Relaxationsparameter.

Das T-SOR hat i. Allg. wegen der komplexen EW von H,, Konvergenzprobleme. Diese
verstirken sich bei ungiinstiger Wahl der EW-Grenzen a und b sowie des (eigentlich
unbekannten optimalen) Relaxationsparameters w. Dazu sind einige Varianten gete-
stet worden. SOR nicht mit optimalen Parameter zu rechnen, um z. B. bei w < 1
reelle EW \(H,) zu garantieren, und dann anschlieBend das entsprechende T-SOR
zu nehmen, ist nicht besser als die Rechnung mit optimalem SOR und trotzdem gibt
es mit T-SOR bei wachsender Matrixdimension erneut Konvergenzprobleme.

T-SSOR erzielt die besten Resultate mit w ~ w,,: vom SOR.

Auch der Einfluss einer geschickten Wahl der EW-Grenzen, insbesondere der oberen
Schranke, ist erkennbar. Man vergleiche dazu nur die Ergebnisse mit den Schranken
b=1—-3"_bh=1— " sowie b = )\max(ﬁwopt) bei Kenntnis der entsprechenden

4n+l” n+1
EW von H,,, wie im Modellproblem.
Es gilt
1- " < Aaz(Ho,,) < 1— s_m

n+1 An+1

Die Iterationsanzahlen, die man zu b = )\max(ﬁwopt) erhélt, werden durch benachbarte
b-Werte nicht unterschritten. Giinstiger ist es, die obere Schranke b eher etwas grofer
als zu klein zu wéahlen. Meistens werden also die notwendigen Informationen fiir T-
SSOR auf der Grundlage von SOR genommen.

Die geringe Empfindlichkeit von T-SSOR auf Verdanderungen in der Wahl w ist relativ
zu sehen. Sehr abweichende Parameterwerte wie w = 0.9 oder 1 liefern schon sichtbar
schlechtere Iterationsanzahlen.

Giinstige Varianten der IV sind in der folgenden Tabelle fett hervorgehoben.
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n 4 8 16 32 64
RF w=wl =7 66 222 800 3025 11741
GSV 66 222 800 3025 11741
JOR  |w=wloF=1 66 222 800 3025 11741
w=wy®—0.1 74 247 890 3362 13046
w = w‘o]potR +0.1 29 Divergenz
T-GSV | a = —cos(;37), b= cos(;55) 22 41 78 152 300
ESV 34 112 402 1514 5872
T-ESV | a=0, b=cos(;57) = 1 — 3(;:37)° 24 76 406  Divergenz
a=0,b=1-3(;7) 23 76 434  Divergenz
a=0,b=cos’(;i7) = 1 - (;57) 16 50 193  Divergenz
a=0,b=1~- () 16 49 194  Divergenz
a=0,b=1-2(;5) 29 49 124  Divergenz
a=0,b=1-4(;5) 44 76 140  Divergenz
cos(5) > 1—3(:17)% > cos® () > 1—(25)* > 1-2(55)°
SGS 23 63 208 765 2944
T-SGS | a =0, b= cos*(;17) 11 21 38 73 143
b= 0.655 0.884 0.967 0.991  0.998
a=0, b= cos(;i5) 16 29 53 102 199
a=0, b= Anaa(H) 9 16 27 56 114
von n abhingiges Ames(Hi) |0.539 0.802 0.937 0.983  0.996
SOR W= Wept + 0.1 15 29 67 198  Div.
W = Wept + 0.05 14 26 53 124 384
W = Wopt 14 26 50 97 192
W = Wept — 0.05 19 36 74 167 414
W = Wt — 0.1 22 43 93 224 601
w=1 (ESV) 34 112 402 1514 5872
w=0.9 42 138 492 1851 7177
T-SOR | w = wopt
a=—Wopt +1, b=weop — 1 13 33 397 Divergenz
a=0, b=wu —1 18 373 Divergenz
a=-1+"50=1--5 14 48 Divergenz
a=0, b= cos’(;27) 69 Divergenz
a=0, b= cos(Z5) Divergenz

n+1
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n 4 8 16 32 64
T-SOR |w=1, a=0,b=cos’(;75) 16 50 193  Divergenz
w=09, a=0,b=cos’(;75) 19 36 99  Divergenz
w=09, a=0,b=cos(;i7) 17 50 154  Divergenz
SSOR | w = wep + 0.1 21 40 83 221  Div.
W = Wept + 0.05 20 39 76 160 413
W = Wopt 20 38 74 148 297
W = wWepr — 0.05 20 38 75 152 321
W= wWep — 0.1 20 39 78 164 380
w =1 (SGS) 23 63 208 765 2944
T-SSOR | w = wop
a=0, b=cos(rh) = 1—3(=25)? 16 30 55 108 205
a=0,b=cos*(mh) =1 - (-%)° 11 21 39 79 155
a:o,b=1—g—h:1—ﬁ 18 23 35 47 66
a=0,b=1-5=1— 5" 12 16 23 34 48
— _ Th  __ T
a=0b=1-gms=1-7 11 16 23 34 48
a=0,b=1-3rh=1-3"1 9 14 18 28 40
= 10.528 0.738 0.861 0.928 0.963
a:(),bzl—ﬂ'h—l—niJrl 13 16 21 28 37
b= 10371 0.650 0.815 0.904 0.951
— __ 1-—7h __ 2
a_07b_]i+7rh_1_n+1+7r 16 24 36 53 78
a=0,b=1-2rth=1-25 23 30 41 57 80
cos(mh) > cos*(rh) > 1—(mh)* > 1-2 > 1-2 > 1—q7h > 1-27h
W= Wopt, a=0, b= \par(H,,,,) 9 12 17 25 36
von n abhiingiges Apae(H,,,,) 0489 0.690 0.827 0.908 0.953
w=we+0.1, a=0,b=1--"5 14 18 26 55  Div.
W =W +0.05, a=0, b=1--"5 14 17 22 33 70
w=wept—0.05, a=0, b=1-"5 13 17 22 30 48
w=wyp—0.1, a=0,b=1-"5 14 17 23 36 64
w=1, a=0b=1-"5 16 33 83 226 632
w=0.9, a=0,b=1-"5 18 40 101 277 776
Tab. 6.7 Anzahl der Iterationen der verschiedenen IV fiir die diskretisierte RWA,

e =107% in (6.32), Startvektor ist Nullvektor
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6.2 Auf Polynomen basierende Iterationen

Die Abstiegsverfahren in den Teilen I und II der Reihe Abstiegsverfahren (Preprint
No. M 19/04, 20/04) werden zunéchst als polynomiale IV dargestellt.

6.2.1 GV

Wir notieren die Formeln kompakt geméafl Teil I Abschnitt 3.2 der Reihe Abstiegs-
verfahren (Preprint No. M 19/04).

2@ O =p— Az

(k+1) (k) (k) P
x = X + AEry, O = W, (644)
r+) — p = A+l — Az — x(k+1)) = Ae+D),
D) = p®) —q Ar®) = (I — apA)r®),

Fiir die ersten Schritte erhéilt man die folgenden Darstellungen mit den Polynomen
¢i(A) und p;(A).

Lo = 50 4 @ = 4O 4 11O

= 2+ go(A)r,
qO(A) - CYOIa

rM = b= Az = b — A®@© + go(A)r®) = O — Agy(A)r©
= [I—Ag(A)r®
= p(A)r©),
pi(A) =1 — Ago(A) = I — apA.

2@ = 20 44y ® = 2O 4 00r O 4y (T — agA)rO
= 2O 4+ [(ag + 1) — agay AJr®
= 2O+ ¢ (A)rO,
@1 (A) = (ap + 1) — oy A,

r@ = b— Ax® =b— A(z© + ¢ (A)r®) = rO) — Ag (A)r®
= [I—Aq(A))r?®
= pQ(A)T(O),
pa(A) =T —Aq(A) =T — (ag + a1)A + apa A%
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23 = 2@ 4 ayr® =20 4 ¢, (A)r©® + ay [T — Agy (A))r©
= 2O 4 [(ag + a1 + )T — (g + g + aan) A + agagap A2r©)
= 20 4 g(A)r©),
¢2(A) = (ag + a1 + ) — (apag + apas + aas) A + agagan A?,
r® = b— Az®) =b— A(2© + g (A)r D) = 1O — Agy(A)r©®
= [ — Ag(A))r®
= p3(A)7’(0)7
p3(A) =1 — Aga(A)
= I —(ag+ai+as) A+ (apar +apas+agan) A% — apagap A3,

4. Allgemein

e ® = 2O 4 g (A0, g1 (A) € Proa(A),

(6.45)
r®) = pp(A)r©, pp(A) =1 — Agr_1(A) € Pe(A), pie(0) = 1.
Betrachtung als reelle Polynome:
CIo(x) = Qp,
q1 (l‘) = + oy — o1,
@(z) = ag+ ag + ay — (g + apan + aas) T + apagasr?,
E—1
G-1(x) € Pr1(z), qu—1(0) = > o,
i=0
pO(x) - 17
pl(x) = 1- Qo, pl(()) = ]-a
pa(r) = 1— (g + 1)z + apayz?, p2(0) =1,
p3(x) = 1—(o+ar+ag)z+ (apon +agan+aias)a? —aparase?®,  ps3(0) = 1,
pe(r) = 1—zqe_1(z) € Pp(x), pe(0) =1, d. h. pp(z) € Pl(z).

Betrachtung im Zusammenhang mit Vektorrdumen und Krylov-Unterraum &y (A, r()):

g1 (A)r© = Golr® + & Ar© 4 4 G AP0
k—1 ]
- (Saa)
=0

c span{r® Ar©® _ AF=1O1 = [ (A, r@),
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k—1) k—1)

!t + a7
= 2O 4 apr® + ayr® + 4 qp_yrED

c¢ 2O+ Ry, Rp=span{r® rO _ pE=D1
z® = 2O pg (A)r©® ¢ 20 4 K (A, r©®),
r® = (A = [I = Agp 1 (AP0 € Kra(A,r©),
e® = g — 20 = A71(b— AzP) = A~1pK)
= A7p(A)r® = A7lp (A)AAT O = p(A)e®
= [I—AQk—l(A)]e(O) = el —qr-1(A) Ae® = ¢l —qr-1(A) r©

(6.46)

k—1
_ 0 (z diAi) FO) € (O 4 Ky (A, rO),
=0

In den Beziehungen £ = 2 + ¢, _;(A)7r® kann man g_,(A) als Iterationspolynom
(iteration polynomial) und in r*) = p;.(A)r©® den Term p;(A) als Residuumpolynom
(residual polynomial) bezeichnen.

Zusammen ergibt sich das auf Polynomen basierende AV (polynomial based method).

2® = 2O 4 g (AP0, g1 (A) € Pei(A)
MO = D (AN, py(A) € Pu(A) (647
pe(x) =1 — zq,_1(z) € Pi(x)

Das GV beruht auf der Minimierung des Funktionals
1 1 .
Q) = Ja"Ar —a”h = §<||e(;c)||§, . Tb) (6.48)

und damit der von der A-Norm ||e(z)|| 4, d. h. “minimale Fehlereigenschaft* (minimal
error property, minimal energy norm) und bedeutet

le®]a = fle(@®)[a = flz* —2®a
= ||Pk(A)€(O)||A (6.49)
= min  ||p(A)e| 4 '
p(x) € Pi(z)
p(0) =1
mit
le®]% = (pe(A)el)T Apy(A)el®
= 07Ty, (A) Apy(A)e®
k(A) Api(A) (6.50)

= (pk(A)apk(A))GV
= (pk,pk)cva
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wobei in der letzten Beziehung das modifizierte Skalarprodukt

(P, )av = €OTp(A) Ag(A)e” (6.51)

definiert wurde. In der Minimierungsstrategie (6.49) widerspiegelt sich das gute Kon-
vergenzverhalten des AV. Sowohl dort als in der Formel fiir 7*) tritt das Residuum-
polynom px(A) als “Wachstumsfaktor® auf.

Natiirlich ist in (6.50) die praktische Nutzung wegen der Verwendung der exakten
Losung z* sehr eingeschrankt.

Man erhélt jedoch damit eine dquivalente Formulierung zur Problemstellung des GV.

Finde ein solches Polynom p(x) € Pi(x), so dass

(prspR)av < (D, P)av (6.52)
fiir alle p(z) € Pl(x) gilt.

Auf diese Art haben wir den Zugang zur Minimierungsaufgabe iiber die Moglichkeit
der Betrachtung von Systemen von Polynomen und spéter der damit verbundenen
Ermittlung im Rahmen von Drei-Term-Rekursionen gemacht.
Da das GV im Allgemeinen ein unendliches IV ist, Orthogonalitétseigenschaften nur
schwach ausgeprigt sind und die Dimensionen der Unterrdume nicht stetig wachsen
miissen, verzichten wir hier auf weitere Untersuchungen dazu.

6.2.2 CG

Die Vorgehensweise lehnt sich sehr an das GV an.
Wir notieren die Formeln kompakt geméafl Teil I Abschnitt 3.6 der Reihe Abstiegs-
verfahren (Preprint No. M 19/04).

2O 20 = Az© O = O

(R)T (k)
(k+1) _ (k) (k) — L —
T x -+ aEp , Ok p(k)TAp(k)’ k 0) 17 ceey
rtH) = h — Ax*+D = A(g* — p*HD) = AelktD), (6.53)
(k+1)T . (k-+1)
(k+1) _—  .(k+1) (k) = L
P r + Gkp™ B ()T (k)

Man sieht, dass beim CG zwei gekoppelte Zwei-Term-Rekursionen verwendet werden:
eine fiir die Berechnung des Residuumvektors unter Benutzung einer Suchrichtung
und eine fiir die Berechnung der néchsten Suchrichtung unter Benutzung eines neu
bestimmten Residuums.
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Fiir die ersten Schritte erhélt man die folgenden Darstellungen mit den Polynomen
q;(A), pi(A) und p;(A).

1. M =

3. Allgemein

x(o) _|_ aop(o) — x(o) _|_ OZOIT(O)
x(o) + q(](A)T(O),
q0<A) = 050]7

b— Az =b— Az + go(A)r@) = 7O — Agy(A)r®
[T — Ago(A)]r®
pl(A)T(O),

pi(A) =1—Aq(A) =1 — apA,

r + Gop@ = p1(A)r® + Gor©
[BoI + pr(A)}r”
[(1+ Bo)I — agAJr©®,
P1(A) = (1+ Bo)] — apA, po(A) = 1.
2O + qyp®)
2O 4+ go(A)r©® + oy [Bo] + py(A)]r©®
2O + [go(A) + a1 foI + cnpr (A)]r©®
2O + [(ao + 1 fo + 1) I — agoan AJr©
2@ + ¢ (A)r©
q1(A) = (a0 + ar1(1+ By)) I — apan A,
b— Az® =b— Az + ¢, (A)r@) = 7O — Ag (A)r®
[ — Aq(A)]r©
p2(A)7"(0),
pa(A) =1 —Aq(A) =T — (o + ar(1 + Bo)) A + apag A2,
r@ 4 51]?(1) = ]92(14)7“(0) + Bilfol + p1(A)]T’(O)
[BoB1I + Bip1(A) + pa(A)]r©

(14 B1(1+ Bo))T — (ao(1 + B1) + a1 (1 + Bo)) A + aga A2r®),
pa(A) = (14 B1(1 + Bo)) I = (ao(1 + 1) + ar(1 4 £o)) A + g A

2O + g1 (A)r®, gr_1(A) € Pr_i(4),
r® 4 B 1pFY) = i (A)r©) pr(A) € Pr(A).
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Betrachtung als reelle Polynome:

QO(Q:) = Qp,

q(z

X

]

0

(z)
1(z) =
(7)
(z)

s

Xz

e

2

X

ks

k

=1

) = ao+a(1+ 5 — aparz,
Ge—1(z) € Pr_1(x),

)

1— o, pl(o) 17
1 — (o + ar1(1+ Bo))z + apenz?, p2(0) = 1,
1 —zqr1(z) € Pi(z).

Betrachtung im Zusammenhang mit den Unterrdumen Ry, = span{r® 1 pE=11

Py = span{p?,
bzw. Pi(z)) und

Qkfl(A>71(O) =

pM .., p~DY (nicht verwechseln mit den Polynomriumen 7 (A)
dem Krylov-Unterraum KCp(A, 7)) = span{r® Ar© . Ak=1,0)1.

k—1
&0[7"(0) + 0~51A7“(0) —+ ..+ dkflAk_lT'(O) = (Z ONQAZ> 7"(0)
=0

€ Kp(A,r®),
2B = gD 4 g )
= 20 4 agp® + a;p® + .. + app*D
e 29+ 7P,
2B = 20 g (A € 2O LG (A,r0) = 20 4 K,
r®) = p(A)r©® = [ — Ag_(A))r® € Kpi1(A,r@), (6.55)
P = 4 Gt = (AN € K (4,rO),
ek = gpx— ) = Ail(b—Aa:(k)) = A 1p®)
= A_lpk(A)r(o) = A_lpk(A)AA_lr(O) = pk(A)e(O)
= [[—Ag_1(A)]e® = e —g,_(A) Ae® = O —g,_;(A)r©®
_ 0 - (’“faim) KO € () 4 (A4, rO),
i=0
Es gilt weiterhin
K=K = Kp(A,rO) =Ry =Pr, +® L Ly = Ky (A, 7). (6.56)

Das CG ist eine orthogonale Krylov-Unterraum-Methode mit K = Ly = Kx(A, 7,(0)).
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Die mit (6.55), (6.56) verbundene Bedingung
r 1Ry & (r® )y =0, j<k & (P, ApYV) =0, j<k < p® LAP, (6.57)

wird im ersten Teil als Galerkin-Bedingung bezeichnet. Sie gestattet eine effiziente
Implementierung des Algorithmus.

Mit den Beziehungen ) = 2©) + ¢, 1(A)r©® und r® = p.(A)r©® ergibt sich das
auf Polynomen basierende AV (polynomial based method).

z® = 2O p g (A g1 (A) € Pr_1(A)
) = p(A)r©@) p(A) € Pr(A)

pe(r) =1 = 2qp-1(x) € P(x) (6.58)
p® = r® 4 g ptt) = 5 (A Fr(A) € Pi(A)

Pe(®) = pr(x) + Br—1Pr—1(x) € Pr(x)

Pr(0) = 1+ Br1{1 + Br—af... + Bi(1 + Bo)]}

Das CG beruht ebenfalls auf der Minimierung des Funktionals (6.48) und damit der
von der A-Norm |[|e(x)]| 4, d. h. “minimale Fehlereigenschaft“ (minimal error property,
minimal energy norm) und liefert die Bedingung (6.49).

Analog zur A-Norm

™% = e©Tp(A) Api(A)e® = (b, pr)car (6.59)
(vergleiche (6.50)) betrachtet man auch die euklidischen Normen

™3 = (pr(A)e)T pr(A)e® = eOTpy(A) p(A)el® (6.60)
= (]%(A)apk:(A))CGe = (pkypk>CGe '
bzw.

||7"(k)||§ = (pk(A)T(O))TPk(A)T(O) = T(O)Tpk(A)pk(A)T(o) (6.61)
= (Pe(A),pe(A))car = (PrsPr)car-
In der Beziehung (6.59) erscheint das modifizierte Skalarprodukt
(P, q)car = e OTp(A)Ag(A)e. (6.62)

Man erhélt damit eine dquivalente Formulierung zur Problemstellung des CG.

Finde ein solches Polynom py(x) € Pi(x), so dass

Pk, Pr)car < (p,P)aat (6.63)
fiir alle p(z) € Pl(x) gilt.
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6.2.3 CR

Wir notieren die Formeln kompakt geméafl Teil IT Abschnitt 4.3 der Reihe Abstiegs-
verfahren (Preprint No. M 20/04).

2@ 1@ =y Az pO = O

Y

(k)T (k)
k+1)  — (k) (k) _ AT
x o\ 4 ap\, oy (AT Ap()” k=0,1,...,
PO = b — At = A — 24D = Ak, (6.64)
pOHD = B gy Ap®),
(k+1)T Ay (k+1)
(k+1) _—  (k+1) (k) a7
P r + ﬁkp ) ﬁk T(k)TAT(k)

Die ersten Schritte kann man wie im CG nachvollziehen, aber mit den verdnderten
Schrittzahlen, und man erhilt analoge Darstellungen mit den Polynomen ¢;(A), p;(A)
und p;(A).

Allgemein gelten auch hier die Beziehungen (6.53), aus denen sich die entsprechenden
reellen Polynome gj,_1(x) € Py_1(x) und pi(z) = 1 — zq,_1(x) € P} (x) ergeben.

Betrachtung des CR im Zusammenhang mit den Unterrdumen Ry, Pr und dem
Krylov-Unterraum Ky (A, r©):

1 (A)r© = G Ir® + @, Ar© + 4 q A0 e (A, r0),
x(k) — 1'(0) _I_ aop(o) + alp(l) _I_ + O{k;—lp(kil) 6 I(O) + Pk:a

™ = 20 L g 1 (A)r® e 20 4+ (A, 7)) = 2O + K,

(6.65)
r®) = p(A)r©® = [I — Age_(A)]r® € K (A, rO),
p® = r® g ptD = 5 (ArO e K (A, @),
e = AT = 5 (A)el® € O £ [Cp (A, r0),
Es gilt weiterhin
Ky =Kp = K(A,rO) =Ry =Pp, ™ L L, = AKL(A,7©), (6.66)

Das CR ist eine schiefe Krylov-Unterraum-Methode mit Ky = Kx(A, T(O)) = P, und
L, = A}Ck(A, T(O)) =AR, C ,Ck+1(A, 7‘(0)).

Mit den Beziehungen z¥) = 2 + ¢ 1 (A)r©® und r® = p,(A)r©® ergibt sich das
auf Polynomen basierende AV (polynomial based method) in der Gestalt (6.58).
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Das CR beruht auf der Minimierung des Funktionals

1
R(z) = éxTATAx—:ETATb
1

= (@B - =7A78) = 2 (Jle(@)ra — t7)

(6.67)

und damit der von der euklidischen Norm ||7(x)]|2, d. h. “minimale Residuumeigen-
schaft“ (minimal residual property) und bedeutet

Ir®lly = llr@®)]2 = [Ib— Az®],

= [pu(A)r O]

= min  [|p(A)r®]
p(z) € Pr(x)
p(0) =1

(6.68)

mit
[r®2 = F0T 0
= (pe(A)r )" pr(A)r©
= OTpi(A) pu(A)r® (6:69)
= (pe(A), Pe(A)) mr
= (Pk, Pr) MR,

wobei in der letzten Beziehung das modifizierte Skalarprodukt (beziiglich A und r(®))

p,)arr = rOTp(A)g(A)r©® (6.70)

definiert wurde.
Man erhélt damit eine dquivalente Formulierung zur Problemstellung des CR.

Finde ein solches Polynom pi(x) € Pi(x), so dass

(Prspe)vr < (Psp)MR (6.71)
fiir alle p(z) € Pl(z) gilt.

Bleibt die Frage nach der expliziten Losung dieses Problems.

Von den Tschebyscheff-Polynomen wissen wir schon, dass solche “Minimalpolynome*,
wie sie in (6.63) und (6.71) zu finden sind, gewisse Orthogonalitidtseigenschaften
haben und mit diesen zusammen ihre verkiirzte rekursive Berechnung (Drei-Term-
Rekursion) erlauben.
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6.2.4 Orthogonale Residuumpolynome

Das auf Polynomen basierende AV verwendet in der Formel fiir das Residuum r*) =
pre(A)r® das Residuumpolynom py(z) = 1 — 2q,_1(z) € Pr(z).

Hier sollen seine Orthogonalitéitseigenschaften in Verbindung gebracht werden mit
der rekursiven Berechnung als Drei-Term-Rekursion, wie dies bei den Untersuchungen
in [33], Kap. 1.1, schon gemacht worden ist.

Die Polynome k-ten Grades py, = pi(x) € Pi(z) sollen ein Orthogonalsystem (OGS)
bilden im Sinne von

( ) = 0 firj #Ek, (6.72)
Pi> B3 > 0 firj=k. '

Die Fourier-Reihenentwicklung des Polynoms xp;_;(x) nach dem OGS {p;} liefert

(xpj—la pi)

(03, p2) pi(z)

zpj-1(x) =
(Pj—l; ﬂﬁpi) Z(SU)

(pz',pz‘) <6'73)

-1

i
M,o

_ (l‘pj—h pz') z(x)

Sy (opi)

Das Polynomsystem {po, p1, ..., pj—1, Tpj—1} ist eine Basis in P;(z), so dass wir fiir
p;(x) mit folgendem Ansatz arbeiten konnen.

p](x) = (5jxpj_1($) + 5]'_1]?]'_1(37) + 5j_2pj_2($) + ...+ 51}?1 ($) + 50,

5, o

Lpi(e) = (z+%)pa(2) + 52y o) + o+ Ep(2) + 2, (6.74)

J J J

vpi(r) = (x—a))pj—1(z) = Bipj—a(x) + dj_spj_s(x) + ... + dipr(x) + do.

Wir zeigen nun, dass Sj_g = .. = 51 = 50 = 0 sind. Dazu untersuchen wir die
Beziehung

i3
Vip;(®) — apj-1(x) = —a;pj-1(x) — Bipj-2(z) + ;)@Pi(fﬁ) € Pj(x)
und ihr Skalarprodukt mit py(x) fir £ =0,1,....7 —1,j
i3
(i), 2305(2) = 252 (2) = (pr(e), ~5p31(x) = Bipy-ae) + () ).

Fir £=0,1,...,5 — 3 ist apg(x) € Pj_2(z) sowie

(pr(x), 35 (x) — 2pj-1(2)) = bk (pr(), Pu())
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und somit

(Pk,pk) o (pk,pk) T (Pk,pk) =0

gk _ %‘(Pk,pj) - (plmxpjfl) . (Pr, xpj—l) (xpk,pj,l)

Fir k=7 — 2 gelten

5o  %i(pj=2, ) — (Pj—2,xpj—1)  (Tpj—1,pj—2)
j—2=—fF; = =
(pj—Qapj—2) (Pj—Q,pj—z)
_ (xpj—1,pj—2) _ (Pj—1,7pj-2)
B =

(Pj—2,Pj-2) N (pj—2,Pj—2)
Falls der Hauptkoeffizient von pg, k = 0,1, ..., gleich Eins ist, gilt

8 — (Pj-1,7pj—2)  (Pj—1,Pj—1 + Cj—2pj—2 + ...+ copo)  (Pj—1,Pj-1)
=

(pj—z, pj—z) B (pj—2> Pj—2) (pj—2> Pj—2)

Fiir k= j — 1 erhélt man

(pjflapjfl) B (pjflapjfl)
o — (xpjflapjfl) _ (pjflaxpj?l)
! (pjflapjfl) (pjflapjfl)

Y

5= _ Yi(pj—1,0;) — (Pj—1,7Pj—1) o (pj-1,2pj—1)
1=~ =

Fiir k = j folgt sofort

v = (zpj-1,p5) _ (zpj, pj-1)

’ (pjvpj) (pjapj)

Damit kann man die Drei-Term-Rekursion der Polynome zusammenfassend notieren.
p-1(z) =0, po(z) = po,

(6.75)
(zpj-1,p5) (zpj—1,pj-1) (zpj—1,pj—2)
ry.:—’a.:—’ﬁA: ,/8120
! (pjs pj) T (pi—npi-n) T (2 pi—2)
Die Zusatzbedingung (Skalierung, interpolatory constraint)
p;(0) = p;_1(0) = pj_2(0) = 1, damit auch py = 1, fithrt auf die Beziehung
vio= —(a+08), j>1, m=—a, (6.76)
zwischen den Rekursionsparametern und die beiden Darstellungen
—(aj + Bj)pj(z) = (¥ —a;)pj—1(x) — Bjpj—2(2), 6.77)

Vipi(@) = (x+7 + B))pj-1(x) — Bipj-2().
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Der Algorithmus zur Drei-Term-Rekursion der skalierten Polynome lautet somit

p71<$> = 0, pO(x) =1

J=12,
( ) 0 firjg=1
o \TPi-1,Pj-1) o , '
aj rrpy) T EeRia) g o, | (678)
(pj—Qapj—Q)
—(aj + Bypi(x) = (z —aj)pj-1(x) — Bipj-2(v)
end j

Natiirlich findet man viel Ahnlichkeit zum Satz 1.1 in [33] und zu den Ergebnissen
im Zusammenhang mit der dortigen Rekursionsformel (1.5).

6.2.5 Polynomiale Iterationsverfahren

Wir betrachten die allgemeine Form polynomialer IV geméfl
a® = 2O 4 g1 (A)r®, g1(A) € Proi(A),
0 = (AN, pi(A) € Pu(A), (6.79)
pe(x) =1 —2q,_1 () € Pi(x).

Ziel ist es, entweder die A-Norm |le(x®)|l4 bzw. |e(z®)||% wie bei GV, CG oder
besser noch die euklidische Norm [|7(x®)||5 bzw. ||r(z*))||2 = (pr, pr)ccr (6.61) beim
CG bzw. ||r(z")||2 = (pr, pr)arr (6.69) beim CR kontinuierlich zu verkleinern.

In jedem Fall ist es eine “minimale Eigenschaft“ und bedeutet bei s(z®)) = e(z*))
bzw. s(x®)) = r(z*))

Is@®)ll2 = lpe(A)s ]l
= min  [|p(A)s©@][s. (6.80)
p(x) € Pr(x
p(0) =1
Wenn [[r®)||y = [|r(2*))|s monoton fallend ist, dann gilt das wegen der Minimalei-

genschaft von py(A) bzw. pr(x) und e® = p.(A)e® auch fiir den Fehler ||e®)]],.
Und wie verhilt es sich dann mit dem Fehler ||e(®]| 47
Wegen

le® )% = (Ae®, e®) = eOTp, (A) Apy,(A)e®

ist die A-Norm meistens auch abnehmend.
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Wo wenden wir nun die Drei-Term-Rekursion mit ihren Eigenschaften an?
Der entscheidende Aspekt ist, das Residuum r*) = pk(A)r(O) und damit das Residu-
umpolynom pg(x) als Wachstumsfaktor geeignet in die Rekursionsformel einzubetten
und daraus wiederum die rekursiven Beziehungen als GV (6.44), CG (6.53), CR (6.64)
oder anderer AV zu erhalten.
Wir werden sehen, dass dies moglich ist. Betrachten wir also die Drei-Term-Rekursion
(6.77) und wenden diese einfach auf das Residuum r*) (6.79) an
Ypr(z) = (2 + %+ Br)pr—1(z) — Brpr—a(2),
Npr(A)r? = (A4 (v + ) D)pr—1(A)r — Brpr_a(A)r(®),
fykr(k) — (A + ("}/k _|_ ﬂk)]—)r(k_l) — /Bkr(k_2)

= fykr(k_l) —+ Ar(k_l) + /Qk(r(k_l) — /r(k_2))

= 3D Al g b — Az — (b — Ax(k=2)]

= r‘)/kr(k_l) + Ar(k_l) + /8 A(x(k_Q) — m(k_l))

— ’}/k?“(k_l)-i-A[ (k—1) "‘6( (k—2) (k:—l))]

P ) = L geen g ) pe-ny))
TN ~~ o
—wk=D (6.81)
AL ko) = (g0 gy - L ey
Yk
w(kil) — —T(kfl) — Bk('r(kfz) — w(kil))

= ﬁk(x(k_l) - x(k_2)) — =D k1) — g A= Tp(k—1)
= Bu(zr — At x4 1p(E-2)) (kD)
= ﬁkA ( (k—2) (k—l)) _ p(k=1)

R N N )
V-1
Cpn =gt B ey
V-1

Somit folgen die Aufdatierungsformeln (update formulae)

S N T S N (| N (S <_ i>(_w<k—1>)7

Tk Tk (6.82)
L0,
Yk

Boo— k1) _

T( r(

Der Vektor —w®*~1 entspricht der Suchrichtung, die Grofle —A/ik ist die Schrittzahl.
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Gegeben sei also die Drei-Term-Rekursion (6.77), (6.78) fiir ein System von orthogo-
nalen Residuumpolynomen py ()

Ypk(z) = (T + v + Br)pr—1(x) — Brpr—2(z).

Dann ist der Algorithmus des auf diesen Polynomen basierenden AV mit
r®) = p(A)r©® wie folgt.

x(o)’ 7'(0) — b— Aaj(o)’ w(_l) — O’ /81 — 0
k = 1,2,...
—r(k=1) firk=1
(k—1) _
w =
—ﬁk w2 — =D i > 2 (6 83)
Vk—1 ’
W — p0-n L ke
x = + —w
Tk
b0 — - _ g6
Yk
end k
Dabei ist
B _ (xpk—1,Pk—2) (Pk—1,Pk—1) _ (pk—lapk—l)
Vk—1 (pk—Q;pk—Z) (pk—lyxpk—Q) (pk—Qapk—Q)
und
i _ _<Oék+6k)71 _ _((xpk—lvpk—l) + ("L‘pk—hpk—Q))_l.
Yk (pk—l,pk—ﬂ (pk—2,pk—2)

Man erkennt, dass sich im Algorithmus (6.83) die Formeln von CG und CR wider-

spiegeln: 2, r(® und Schrittzahlen anders bezeichnet.
CG ‘ CR
k=0,1,
~ (R)T (k) - - (R)T Ap(F) ~
r &ty r r
ﬁkflzm (k>1), 8-1=0 51#1:W (k>1), 8-1=0
r) fir k=0
o) = _
r®) 4 B p®Y) fiir k> 1
~ 7 (BT (k) ) rT Ay (k)
U = LT Ap®) U= AT Ap®)

204D = 20 4 5, p®)

P41 = 10 G, Ap®)
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6.2.6 Explizite Losung des CG als polynomiales Iterations-
verfahren mittels orthogonaler Residuumpolynome

Die orthogonalen Residuumpolynome des CG findet man in zwei Schritten.
Dabei wollen wir uns auf die euklidische Norm des Residuums ¥ konzentrieren.

Zuniichst verwendet man die Skalarprodukte (beziiglich A und () (6.61), (6.70),
um ein orthonormales Polynomsystem {4y} zu erzeugen, d. h.

(Vs ve)mr = (¥, ¥r)cer = Gj- (6.84)

Daraus berechnet man die orthogonalen Residuumpolynome, auch Kernpolynome
(kernel polynomial) genannt,

A _ Vi () _ A A 1
Pt = T O =1 6 e = (6.85)

Man erhalt damit die néchste dquivalente Formulierung zur Problemstellung des CG
(extremal property).

p¢AL(z) ist ein solches Polynom, so dass

(pk;GALupI?AL>MR S (p7p>MR

6.86
fiir alle p(z) € Pi(x) gilt. (6.86)

Die Orthogonalitit der Residuumpolynome p${AL(x) ergibt bei j # k mit (6.70) und

dem modifizierten Skalarprodukt (6.62) die Beziehung

0 = (p]GALakaAL)MR =

(AN LAY

_ T(o)TpJGAL(A) PEAL( 4),0)

= (AeD)TpFAL(A) pi it (A) Ae”
— OO (A) A (ApEAL(A)) O

(TGAL (j))T 7“G’AL(Ic)

= (ijALa APEAL)GALa

so dass die Residuumpolynome p$4L(x) auch orthogonal beziiglich des Skalarpro-
dukts (-,7-)gar sind. Die Residua rAF*) = pGAL(A)r©) erfiillen die so genannte

Galerkin-Bedingung (daher auch die Bezeichnung)

(pGAE pFA Y g = (rOALD)T pGALK) — o j £k, (6.87)
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Somit findet man die Koeffizienten der Drei-Term-Rekursion sowie eine neue Dar-
stellung des CG aus (6.83) (vergl. [6]).

x(o)’ 71(0) = b — Aw(o)’ mGAL (0) = x(o), fr'GAL (O) == 7’(0)’ w(_l) = O
k =1,2,...
wk=b = &w(k_m — r*D | wobei
V-1

0 fuir k=1

Bk _ (pgAlL7kaA1L)MR (TGAL (kfl))T yGAL (k—1)
Vi—1 ~ — = — — fiir k > 2

(pCAL pCALY .~ (rGAL(—=2))T pGAL(k-2)

QGAL(K)  —  LGAL(k-1) 4 iw(kz—l)’ wobei
Yk (6.88)
1 _((xpgflLﬂpkaflL>MR (xpS AL, P R )—1
o e W T
=0
(pGAL pGALY (PGAL (k=D)T GAL (b=1)
T @l A e w DT Ay
FGAL(K)  _  GAL(k-1) _ iAw(k—l)
Tk
end k
Definiert man p*—1 = —w*=1 3, = 75—: und ay = %, so hat man die urspriingliche
Form des CG.

6.2.7 Explizite Losung des CR als polynomiales Iterations-
verfahren mittels orthogonaler Residuumpolynome

Die orthogonalen Residuumpolynome des CR findet man in zwei Schritten.
Zunéchst verwendet man das modifizierte Skalarprodukt (beziiglich A und ) (6.70),
um ein orthonormales Polynomsystem {1y} zu erzeugen, d. h.

(Y, Yr)Mr = - (6.89)

Daraus berechnet man die skalierten oder Kernpolynome (kernel polynomial)

> i (0) () 1
120—7 pé\/[R(O) - 1a (pli\;/[Rap;qV[R)MR e (690)

z 502 z 502
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Man erhélt damit die néchste dquivalente Formulierung zur Problemstellung des CR
(extremal property).

pME(z) ist ein solches Polynom, so dass

MR , MR
pr oy e < (P, p)MR
(x5 pp ) ) (6.91)
fiir alle p(z) € Pl(x) gilt.
Unter Verwendung des Ansatzes
ae(z) = qu(0)pp ™ (x) + zqr—1(z) = qi(0 )+ Z SipME
zeigt man die Eigenschaft (reproducing property)
e ar)ur = qe(0) V gu(z) € Pr(x). (6.92)

Insbesondere folgt daraus fir den speziellen Fall g (z) = zqr—1(x) die Beziehung

(PR 2q—)pr = 0 ¥ gri1(2) € Pros(a). (6.93)

Die Kernpolynome p2#(z) sind damit orthogonal beziiglich des modifizierten Ska-
larprodukts

(p7xQ)MR = T(O)Tp(A) AQ(A)T(O)a (694)

das somit die Grundlage fiir die Drei-Term-Rekursion der Polynome bildet.
Die Residua rME®) = pME(A)7(©) erfiillen damit die A-Orthogonalitiit

(" 2 = (MO AMED 0,5 Ak (6.95)
Aus (6.78) entnehmen wir den Koeffizienten «; der Drei-Term-Rekursion gemé8

o (ij—hpj—l)
&= (—
p]—lapj—l)
(xpjj\{lfaxpjﬂ{lf)MR
(Pj]\/yfa xpjj‘{liz)MR
(ATMR(j—l))TATMR (G-1)
(rMEG=1)T ApME (1)

und finden eine neue Darstellung des CR aus (6.83) (vergl. [6]).
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CR als polynomiales AV

x(o)’ fr(o) f— b — Am(o)’ mMR(O) f— x(0)7 TMR(O) = 7"(0)’ w(_l) = O
k =1,2,...
wk=b = &w(k_m — r*=1 | wobei
Ve—1
0 firk=1
S Al an _ (RN a0
V-1 MR % = fur k > 2
(DB 2pMB) 11n (rMR(+=2))T ApMR(k-2)
gME®F) = MR(E-1) 4 iuf(k’l), wobei
(6.96)
1 _((xpﬂ”_}f,xpkM_?)MR (zpp™, epi™) v >—1
Vk (Pkai $p]kwj)MR . (p%};, IP;Q{]%) MR
0
B (pzkw_liz7 CUPJZCVI_IDMR B (TMR(kq))T ApME (k=1)
et aep e (AwED)T A1)
FMR(k) . MR(k=1) _ iAw(k—l)
end k
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6.3 Vergleich des Fehlerverhaltens von CG und
CR

Die Funktionale, das Abstiegsverhalten sowie die Entwicklung der verschiedenen Feh-
ler im CG und CR haben wir ausfiihrlich erldutert. Fiir ausgewéahlte Modellprobleme
sollen diese Eigenschaften zusammen mit numerischen Ergebnissen noch einmal ge-
geniibergestellt werden.

Zunichst aber einige Vorbetrachtungen.

6.3.1 Moglichkeiten der Generierung von Matrizen und Vek-
toren

Wir beziehen uns hier bez. der Modellprobleme auf das Preprint No. M 10/03 Spe-
zielle Aspekte zu CAS Maple und Matlab, IfMath TU Ilmenau 2003.

Als Matrizen des zu l6senden LGS treten so genannte Laplace-Matrizen auf.

Solche erhélt man z. B. bei elliptischen Randwertaufgaben.

Zunichst soll kurz ihre Entstehung im ein- und zweidimensionalen Fall erlautert wer-
den.

(1) Tridiagonalmatrix, 1D-Laplace-Matrix

Als Modellproblem fiir die Erzeugung einer solchen Matrix wird die Stabdurchbie-
gung als einfache eindimensionale Zweipunktrandwertaufgabe (RWA) mit inhomoge-
nen Randbedingungen gewahlt.

Das zur numerischen Behandlung verwendete Diskretisierungsverfahren fithrt mit
dem 3-Punkte-Differenzenstern auf ein LGS, dessen Eigenschaften kurz dargestellt
werden.

e Zweipunktrandwertaufgabe mit inhomogenen Randbedingungen:

-U"(x) = F(z), 2e€Q=(0,1) CR,
U = ¢ fir x€0Q bzw. U(0) =gy, U(l)= .

Gitter: Q, = {o|x=ih, i=01)N+1, h=1/(N+1)}, h Maschenweite.

Gitterfunktion: up = (U, ug, ...;uy)? mit u; ~ U; = U(ih).

Analog fiir rechte Seite: fn=(f1, fo, -, fn)T mit f; = F, = F(ih),
d. h. auf dem Gitter wird die rechte Seite exakt dargestellt.

Approximation der Ableitungen (Operatoren) mittels Differenzenausdriicken:

1
—Q(Uiﬂ —2U; + U;_1) zentraler Differenzenquotient 2. Ordnung.

M) s
U(‘/L‘Z) h
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e Diskretisierte Aufgabe als LGS:

1
—ﬁ(ui+1—2ui+ui,1) = fi, i:1,2,...,N,

Uy = Yo, UN+1 = 1.
e Matrixschreibweise des LGS:

Apup, = by, bzw. Au = b

mit
2 -1 0 0 f1+ @o/h?
1 2 -1 0 0 i
1 0 -1 2 0 0
Av=m | b= | B ,
000 2 -1 N1
00 0 -1 2 v+ 1 /h?
2 00 fi + o1
12 -1 0 0 5
A = O _1 2 . O 0 7 b — h2 f.f)). ’
0 0 o -.-. 2 1 fN_1
00 0 =12 fn + o1 /h?

A = tridiag(—1,2,—1).

Die Koeffizientenmatrix A(n,n) ist schwach besetzt. Sie hat etwa 3n nichtverschwin-
dende Elemente (n = N) an Stelle von n? Elementen bei voll besetzten Matrizen.
Sie ist eine Tridiagonalmatrix, d. h. ihre Bandbreite ist 3. Dazu ist sie symmetrisch
und positiv definit (spd).

>n := 8:
Bl := band([-1,2,-1],n); # spd 1D-Laplace-Matrix

I
—_
N}

I

o
(a)
I

I
OO =N~ OOO

— NN O O O OO

SR N HE OO OO

N = OO OO oo

SO OO N O
1
S OO~ NKHE OO

o O O O
o O O O
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(2) Weitere RWA

T"(x) = —sin(mz), 0 <x <1, T(0)=T(1) =0, Tepare(z) =

Definition der Komponenten im LGS Ax = b

> n:=8;
h:=1/(n+1);
i:=’i’:
xii:=vector(n, [seq(i*h,i=1..n)]1);
Texakt:= evalf(evalm(sin(Pi*xii)/(Pi*Pi)));

B11 := band([-1,2,-1],n): # Tridiagonalmatrix

i:=71’: j =73

b := hxh*sin(Pi*xii);
evalm(%) ;

evalf (%) ;

T := vector(n):

B11E := matrix(n,n+1):
B11E :

augment (B11,b):  # erweiterte Matrix

# B11E := concat(B11l,b); # Synonym fuer augment

B11E:
% = evalm(%);

n =
h:=

ol o]

12145278

= [9’ 9°3°90°9°3 9 9]

Texakt := [0.03465388573, 0.06512800142, 0.08774671895, 0.09978188716,
0.00978188716, 0.08774671895, 0.06512800142, 0.03465388573]

1
b= 1 sin(7 xii)

s (5) o (5) 36 5o (9) s (§): 2 o (5

9

% sin(rx)

).

1.
— sin

81

E

9

)

[ 0.004222470904, 0.007935649501, 0.01069167165, 0.01215812041, 0.01215812041,

0.01069167165, 0.007935649501, 0.004222470904]

2 -1 0 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 O

0
-1 2 -1 0 0 O
0
0

0
0
0
0
B11E := 0
0

o o o o O
o o o O

(@)

I

—

[N}

I

—_

Silsin(%) i
8—11 Sin(?”)
V3
162

a7 sin(
8% sin(
V3
162

8—11 sin(<F)

N

)
)

olf <l

N

9
1 (7
3 sm(§> |
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(3) Blocktridiagonalmatrizen, 2D-Laplace-Matrix

Betrachten wir den Temperaturverlauf in einer diinnen quadratischen Platte gegeben
durch die partielle Differentialgleichung fiir eine Funktion U(z,y) auf dem Einheits-
quadrat.

~8U) =~ (g5 + ) = Qe (o) €2 = 017

Auf dem Rand des Gebietes sei U(z,y) gleich Null.

Das ist eine elliptische Randwertaufgabe bzw. die Poisson-Gleichung.

Der Diskretisierungsparameter bzw. die Maschenweite des quadratischen Gitters sei
h = 1/(N + 1). Man diskretisiert die partiellen Ableitungen mittels zentraler Diffe-
renzenquotienten 2. Ordnung

AU (i, y;) ~ %(Um,j + Uic1j + Uijia + Uij1 — 4Uy)
und notiert die Differenzenformel (5-Punkte-Differenzenstern) fiir alle inneren (zwei-
dimensionalen) Knoten (z;,y;), ¢,7 = 1,2,..., N, in linearer Reihenfolge zeilenweise
geméf (j — 1)N + 4.

Die diskretisierte RWA schreibt man als LGS Au = h?%q.

Welche Struktur und Eigenschaften hat die Matrix A? Wie grof ist ihre Bandbreite?
A besitzt die folgende Blockstruktur.

B -1
-1 B —I
A =
.o—=1
-1 B
mit der (N x N)-Matrix
4 —1
-1 4 -1
B—
S
-1 4

und der (N x N)-Einheitsmatrix I. A ist eine diinn besetzte symmetrische Matrix
mit Bandstruktur. Die Bandbreite betrdagt 2N + 1. Die Matrix ist irreduzibel diago-
naldominant.
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>nl := 4: # ni1=N
nlq := nl172:
T := band([-1,4,-1],n1);
ml := diag(-1$n1);
B2 := band([mI,T,mI],n1):
evalm(B2) ;
B2 := band([evalm(mI),evalm(T),evalm(mI)],nl1); # Error

41 0 0
1 4 -1 0
=191 471
0 0 -1 4
10 0 0
0 -1 0 0
mb=1 19 01 o
0 0 0 -1

T mlI 0 0
ml T mI 0

0 mI T mi

0 0 mI T

Error, (in evalm) unnamed vector or array with undefined entries.

Korrekt: Blocktridiagonalmatrizen vom 2D-Laplace-Operator auf quadratischem

Gitter
Variante 1
>nl := 4.
nlq := nl172:
T := band([-1,4,-1],n1): # Diagonalblock
B21 := diag(T$nl): # Blockdiagonalmatrix
for i from 1 to nig-nl do # Blocknebendiagonalen ergaenzen
B21[i,i+nl1] := -1;
B21[i+n1,i] := -1;
end do:
B21 := evalm(B21); # Blocktridiagonalmatrix
r 4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17
.1 4 -1 0 0 -1 0 0 0O O O O O O O O
0 -1 4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 4 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0
B2l — 0 0 0 -1 0 0 -1 4 0 0 0 -1 0 0 0 0
~] 0o o o o0 -1 0 0O O 4 -1 0 0 -1 0 0 O
0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 4 0 0 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 4 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 4 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 4 -1
Ll o o o 0o 0 0 0 0O 0O O O0-1 0 0 -1 4]
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Variante 2

>nl := 4.
nlq := nl172:
B22 := band([-1,0$(n1-2),-1,4,-1,0$(n1-2),-1]1,n1q);
# 5 Diagonalen belegt
# evtl. noch einige -1 zu Null machen, z.B. B22[4,5], B22[5,4],...
B23:=evalm(B22):
for i to nl1-1 do

ii := i*nil;

B23[ii,ii+1] := O;

B23[ii+1,ii] := O;
end do:

B23 := evalm(B23): # wie B21

r4 - o o0 -1 0 O O O O O O O 0 0 07
-1 4 -1 0 O-1 0 O O O O O O o0 o0 o
o -1 4 -1 0 O0O-1 0 O O O O O O 0 O
o o0 -1 4 -1 0 O0O-1 0 O O O O O o0 O
-1 0 0 -1 4 -1 0 O0O-1 0 0O O O O 0 O
o -1 o0 O0O-1 4 -1 0 O0O-1 0 0 O O 0 O
o o0 -1 0 O0O=-1 4 -1 0 O0O=-1 0 0 0 0 O

B29 — o o 0 -1 0o O-1 4 -1 0 O -1 0 O 0 O
o o o o0-1 o0 O0O=-1 4 -1 0 O -1 0 0 O
o o o0 o o0-1 0 O0O-1 4 -1 0 O0 -1 0 O
o o o o o oO0O=-1 0 O=-1 4 -1 0 0 -1 o0
o o0 o o0 o o0 O0O-1 0 O -1 4 -1 0 0 -1
o o o o o o o0 o0-21 0 O -1 4 -1 0 O
o o o o o o o o0 o0o=-1 0 O -1 4 -1 O
o o o o0 o o o o o o0o-1 0 O -1 4 -1
L 0 o o 0 0 0 0 0 0o O O -1 0 0 -1 4

(4) Poisson-Gleichung auf Rechteckgebiet

Gegeben sei die partielle Differentialgleichung fiir eine Funktion U(z,y) auf einem
Rechteckgebiet.

~8Ug) = - (554 5 ) = Qo). (@) €9 = (@) x (c.d)

Auf dem Rand des Gebietes sei die Funktion U(x, y) vorgegeben (Dirichletsche Rand-
bedingungen).

Zur Losung verwenden wir die finite Differenzenmethode auf einem (2 x 5)-Gitter
(z;,y;) mit der Maschenweite h. Wir fithren die Nummerierung der Gitterpunkte im
rechteckigen Gebiet zeilenweise durch.

ol 02 03 o4 ob

o6 o7 o8 09 ol0
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So erhalten wir eine Matrix mit der Blockstruktur

=(5)

Blocktridiagonalmatrizen vom 2D-Laplace-Operator auf Rechteckgitter 2 x 5,
5-Punkte-Differenzenstern

>m = 2:
>n := b5:
mn := m*n:

B24 := band([-1,0$(n-2),-1,4,-1,0$(n-2),-1],mn);

# evtl. noch einige -1 zu Null machen, z.B. B24[5,6], B24[6,5],...
B25 := evalm(B24):
for i to m-1 do

ii := i*n;

B25[ii,ii+1] := O;

B25[ii+1,ii] := O;
end do:

B25 := evalm(B25);

4 -1 0 0 0 -1 0 0 0 0]
-1 4-1 0 0 0-1 0 0 O
0-1 4-1 0 0 0-1 00
0o 0-1 4-1 0 0 O0-1 0
0 0 0-1 4 0 0 0 0 -1
B2o:= -1 0 0 00 4-1 0 0 0
0-1 0 0 0-14-1 00
o 0-1 0 0 0-1 4-1 0
0o 0 0-1 0 0 0-1 4 -1
| 00 0 0-1 0 0 0 -1 4]

(5) Van der Vorst Matrix mit Shift

> c 0: # Shift

n 100:

i=’i’:

Cl := evalm(diag(seq(-11+2%i,i=1..n))-c*diag(1$n)):
seq(C1[i,i],i=1..n);

9,-7,-5,-3,-1,1,3,5,7,9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35
37, 39, 41, 43, 45, 47, 49, 51, 53, 55, 57, 59, 61, 63, 65, 67, 69, 71, 73, 75, 77,
79, 81, 83, 85, 87, 89, 91, 93, 95, 97, 99, 101, 103, 105, 107, 109, 111, 113, 115,
117, 119, 121, 123, 125, 127, 129, 131, 133, 135, 137, 139, 141, 143, 145, 147,
149, 151, 153, 155, 157, 159, 161, 163, 165, 167, 169, 171, 173, 175, 177, 179,
181, 183, 185, 187, 189
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0.97: # Shift

100:

)i):

C2 := evalm(diag(seq(-11+2*i,i=1..n))-cxdiag(1$n)):
seq(C2[i,i],i=1..n);

B O

-9.97, -7.97, -5.97, -3.97, -1.97, 0.03, 2.03, 4.03, 6.03, 8.03, 10.03, 12.03, 14.03, 16.03,
18.03, 20.03, 22.03, 24.03, 26.03, 28.03, 30.03, 32.03, 34.03, 36.03, 38.03, 40.03,
42.03, 44.03, 46.03, 48.03, 50.03, 52.03, 54.03, 56.03, 58.03, 60.03, 62.03, 64.03,
66.03, 68.03, 70.03, 72.03, 74.03, 76.03, 78.03, 80.03, 82.03, 84.03, 86.03, 88.03,
90.03, 92.03, 94.03, 96.03, 98.03, 100.03, 102.03, 104.03, 106.03, 108.03, 110.03,

112.03, 114.03, 116.03, 118.03, 120.03, 122.03, 124.03, 126.03, 128.03, 130.03,

132.03, 134.03, 136.03, 138.03, 140.03, 142.03, 144.03, 146.03, 148.03, 150.03,

152.03, 154.03, 156.03, 158.03, 160.03, 162.03, 164.03, 166.03, 168.03, 170.03,
172.03, 174.03, 176.03, 178.03, 180.03, 182.03, 184.03, 186.03, 188.03

(6) Laplace-Matrizen mit/ohne Shift

> # 1D-Laplace-Matrix

c :=0.0: # Shift
n := 100:
> Al := band([-1.0,2.0,-1.0],n):
A1 := evalm(Al+c*diag(1$n)):
> # 2D-Laplace-Matrix
c = 0.0: # Shift
nl := 10:
n := nl"2:
> T := band([-1.0,4.0,-1.0],n1):

A2 := diag(T$nl):
for i from 1 to n—nl1 do

A2[i,i+n1] := -1.0;
A2[i+n1,i] := -1.0;
end do:

A2 := evalm(A2+cxdiag(1$n)):
Dazu werden in den LGS geeignete rechte Seiten definiert, so dass eine einfache exakte
Losung, zum Beispiel z* als Einsvektor, erhalten wird, die dann auch in Fehlerbe-
trachtungen einbezogen wird.

> xs1 := evalm(vector(n,[1.0$n])):
bl := vector(n,[1.0+c,c$(n-2),1+c]):
# bl := evalm(Al&*xsl):

> xs2 := evalm(vector(n,[1.0$n])):
b21 := 2.0+c, (1.0+c)$(n1-2),2.0+c:
b22 := 1.0+c,c$(n1-2),1.0+c:

b2 := vector(n, [b21,seq(b22,i=2..n1-1),b21]):
# b2 := evalm(A2&*xs2):
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6.3.2 Aufwand und Zeitmessungen beim Umgang mit Ma-
trizen

Bei der Einschitzung der Effizienz von Algorithmen werden oft drei wichtige Pro-
bleme betrachtet: Aufwand an Operationen, Rechenzeit, Speicherbedarf. Aber dazu
kann man auch noch andere Aspekte einbeziehen, wie die Vorbereitung von Daten,
die Auswertung der Ergebnisse, Dateiarbeit allgemein, Ergibtanweisungen, die Ar-
beit mit Steuerstrukturen u. 4. Aus dieser Vielfalt wird man sich jedoch auf einige
wesentliche Fragen beschrinken. Manchmal bleibt es dann bei der Bestimmnung der
Anzahl der arithmetischen Operationen, also bei der Berechnung einer sogenann-
ten Komplexitatsfunktion in Abhéngigkeit vom Problemumfang (Dimension), sowie
bei Rechenzeitvergleichen. Die Programmiersprachen und CAS bieten oft mehrere
Moglichkeiten der Unterstiitzung bei Aufwandsbetrachtungen.

In Maple kann man Zeitmessungen vornehmen und dann auch bei Kenntnis der
Komplexitatsfunktion ndherungsweise eine durchschnittliche Anzahl von Gleitpunkt-
Operationen (GP-Operationen) (floating point operations, flops) pro Sekunde fiir die
benutzte Rechnerplattform ermitteln. Die Kommandos fiir die Zeit sind grob notiert

> ta := time():
y := evalm(A&+*x); # Algorithmus
te := time(): # bzw. tdiff := time()-ta:

tdiff := te-ta:

Matlab bietet zwei Varianten, einmal zur Bestimmung der Anzahl der durchgefiihr-
ten GP-Operationen mit flops sowie die Zeitmessungen mit clock, etime.

t0 = clock;
flops(0);
y = Axx; % Algorithmus

fl1 = flops; % oder einfach flops
tl = etime(clock,t0);

Das Kommando flops(0) (nicht flops = 0) setzt den Zahler auf Null zuriick. So
kann die Eingabe von flops(0) unmittelbar vor dem Beginn des Algorithmus und
der Aufruf flops gleich nach seiner Beendigung die flops ermitteln. Die Funktion
clock gibt die aktuelle Zeit mit der Genauigkeit auf eine Hundertstel Sekunde an.
Mit zwei solchen Zeiten kann etime die abgelaufene Zeit (Zeitdifferenz) in Sekunden
bestimmen. Seit der Version 4.0 gibt es die bequemere Variante einer Stoppuhr mit
tic, toc, ab der Version 6 ist das Kommando flops nicht mehr verfiigbar.

Bei der Anzahl der GP-Operationen wird man bestrebt sein, die verschiedenen arith-
metischen Operationen extra zu zéhlen, denn auf den Rechnern sind die Zeiten dafiir
durchaus nicht gleich. Inzwischen dauert auf modernen Computern die Auswertung
einer Addition, Subtraktion oder Multiplikation ungeféhr gleich lang, wéhrend die Di-
vision schon mehr Zeit braucht und die Berechnung von Standardfunktionen natiirlich
wesentlich langer dauern kann.
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6.3.3 Matrixgenerierung sowie Operationen auf Matrizen

Moglichkeiten der Generierung von Matrizen und Vektoren sind im Kap. 6.3.1 schon
gezeigt worden, wobei noch keine Aufwandsbetrachtungen durchgefiihrt worden sind.

In den AV spielt die Matrix-Vektor-Multiplikation ein wichtige Rolle und macht
zusammen mit der Iterationsanzahl den wesentlichen Aufwand aus. Die klassische
Matrix-Vektor-Multiplikation n-dimensionaler Matrizen und Vektoren y = Ax braucht
n? Multiplikationen und n? — n Additionen.
Diesen Aufwand driicken wir durch die Komplexititsfunktion K(n) = 2n*—n aus.
Wir notieren dies auch in der Form

K(n) = O(2n?),
wo nur der fithrende Ausdruck (Potenz) steht. Im Operationsmix {+, *} ist der Auf-
wand O(n?) und er muss also verdoppelt werden.
Fiir eine Bandmatrix mit der Bandbreite bw = o + § + 1 < n erhélt man die Kom-
plexitat O(2n(a + [+ 1)), im Fall einer Diagonalmatrix die Groe O(n).
Somit wird schon deutlich, dass man einfache Matrixstrukturen auch addquat verar-
beiten sollte, um den Aufwand klein zu halten.

Mit dem CAS Maple Version 9.5 untersuchen wir nun den Aufwand und machen
dazu Zeitmessungen auf einem PC Pentium IV (2.4 GHz) fiir folgende Aufgaben:

— Generierung/Erzeugung von Matrizen,

— Umspeichern von Matrizen,

— Matrix-Vektor-Multiplikation,

— eventuell Losung des LGS und Berechnung von A™1.

Dabei nehmen wir verschiedene Matrixstrukturen. Auflerdem sind exakte Rechnun-
gen (mit Rationalarithmetik) wie solche in einer Gleitpunktarithmetik (GPA) moglich.
Um Vergleiche eventuell zu hoheren Programmiersprachen und Matlab anzustellen,
wo das double-Format gebrauchlich ist, kann man in Maple die Rechengenauigkeit
Digits:=16 nehmen.

Will man die exakte (symbolische) Rechnung in Maple beziiglich der Ergebnisge-
nauigkeit moglichst gut nachvollziehen, kann man die Einstellung im Kommando
Digits:=... entsprechend erhthen. Dabei gibt es hier keine signifikanten Unterschie-
de, ob man z. B. mit Digits:=30 oder Digits:=50, rechnet, jedoch schon sichtbare
Zeitdifferenzen zwischen Rechnungen mit Digits:=16 bzw. Digits:=50.

Exakte Berechnungen mit Maple werden meist nicht zum Vergleich herangezogen,
auch wenn sie bei kleindimensionierten Problemen oder einfachen Matrixstrukturen
in der Rechenzeit manchmal mit der GPA konkurrieren konnen. Unsere Betrachtun-
gen beziehen sich zwar nur auf einige Situationen, sind aber durchaus hinreichend
aussagekriftig und konnen zu Vergleichen herangezogen werden.

Nicht zu vernachléssigen sind Einfliisse durch Auslastung/Belastung des Rechners
bzw. des Rechnernetzes, was sich auch auf Rechenzeiten in numerischen Algorithmen
auswirken kann. So sind die Rechnungen mehrmals wiederholt worden, um dann die
besten Zeiten abzulesen.
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Rechnungen in Maple (Datei: timearr2.mws)

Erzeugung von GP-Zahlen in Matrizen, die exakt (symbolisch) definiert
sind

Berechnungsfunktionen evalm, evalf

# noch keine GPZ erzeugt

# noch keine GPZ erzeugt

> H := hilbert(4);
x := vector(4, [seq(i,i=1..4)]1);
y := evalm(H&*x) ;
Digits := 16:
Hf := evalf(H);
Hf := evalf(evalm(H)); # GPZ
Hf := evalf (hilbert(4));
xf := evalf(x);
xf := evalf(evalm(x)); # GPZ
xf := evalf(vector(4, [seq(i,i=1..4)]1));
y := Hf&*xf;
Yy
y := evalm(Hf&*xf) ;

1.
0.5000000000000000
0.3333333333333333

| 0.2500000000000000

[ 1.
0.5000000000000000
0.3333333333333333

| 0.2500000000000000

# Berechnung

1 1 1
L3 3 1
101011
H=|% 7173
54 5 6
11 1 1
4 5 6 7
z:=1[1,2,3,4]
o, 163 21 241
Y160 107 140
Hf .=H
Hf .=

0.5000000000000000
0.3333333333333333
0.2500000000000000
0.2000000000000000

Hf =

0.5000000000000000
0.3333333333333333
0.2500000000000000
0.2000000000000000

0.3333333333333333
0.2500000000000000
0.2000000000000000
0.1666666666666667

0.3333333333333333
0.2500000000000000
0.2000000000000000
0.1666666666666667

xf =x

xf:
xf:
Y

1.,
1.,
=Hf &* xf

2.,3.,4]
2.,3.,4]

Hf & xf
y := [4.000000000000000, 2.716666666666667, 2.100000000000000, 1.721428571428572]

0.2500000000000000 |
0.2000000000000000
0.1666666666666667
0.1428571428571429 |

0.2500000000000000
0.2000000000000000
0.1666666666666667
0.1428571428571429 |
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Achtung: Die komponentenweise Belegung eines Tableaus heif3t noch nicht, dass
man es mit einer Matrix zu tun hat.

> for i from 1 to 4 do

for j from 1 to 4 do
H1[i,j] := 1.0/(i+j-1.0);
end do:

end do:

H1[1,1];

Hi;

evalm(H1);

Hil:=evalm(H1);

evalm(H1&*x) ;

whattype (H1) ;

type (H1,symbol) ,type(H1,table) ,type(Hl,array),type(Hl,matrix);

1.000000000000000
H1
H1
H11:=H1
H1&*(1, 2, 3, 4]
symbol
true, true, false, false

Deshalb vorher: Matrixdefinition

> H2 := matrix(4,4,[1);

for i from 1 to 4 do

for j from 1 to 4 do
H2[i,j] := 1.0/(i+j-1.0);
end do:

end do:

H2;

evalm(H2) ;

evalm(H2&*x) ;

whattype (H2) ;

type (H2,symbol) ,type (H2,table) ,type (H2,array) ,type (H2,matrix) ;

]{2;:anay(1“4,1“4,H)

H2
1.000000000000000  0.5000000000000000 0.3333333333333333 0.2500000000000000
0.5000000000000000 0.3333333333333333  0.2500000000000000 0.2000000000000000
0.3333333333333333  0.2500000000000000 0.2000000000000000 0.1666666666666667
0.2500000000000000 0.2000000000000000 0.1666666666666667 0.1428571428571429

[4.000000000000000, 2.716666666666667, 2.100000000000000, 1.721428571428572]
symbol

true, true, true, true
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Generierung und Umspeichern von Matrizen

Die Rechnungen wurden auf dem PC Pentium IV (2.4 GHz) durchgefiihrt.

— Diagonalmatrizen, z. B. Van der Vorst Matrix (DM)

— Tridiagonalmatrizen vom 1D-Laplace-Operator auf dquidistantem Gitter
mit 3-Punkte-Differenzenstern (TDM)

— Blocktridiagonalmatrizen vom 2D-Laplace-Operator auf quadratischem Gitter
mit 5-Punkte-Differenzenstern (BTD)

— (voll besetzte) Hilbert-Matrix (H-M)

Matrizen der Dimensionen 9,16,25,...,625 in verschiedenen Formaten,
das Umspeichern erfolgt stets wie eine voll besetzte Matrix (vM)

> Digits := 50: # 16
> kmax := 25:

> timel := vector (kmax, [0$kmax]):
time2 := evalm(timel): time3 := evalm(timel): timed := evalm(timel):
time5 := evalm(timel): time6 := evalm(timel): time7 := evalm(timel):
time8 := evalm(timel): time9 := evalm(timel):
> for n1 from 3 to kmax do
nlq := nl172:
sta := time():
B91 := band([-1.0,2.0,-1.0],n1q): # TDM Tridiagonalmatrix
timel[n1] := time()-sta;
sta := time():
B92 := evalm(B91):
time2[nl1] := time()-sta;
sta := time():
T := band([-1.0,4.0,-1.0],n1):
B93 := diag(T$nl):
for i from 1 to nigq-nl do
B93[i,i+n1] := -1.0;
B93[i+nl1,i] := -1.0;
end do: # BTD Blocktridiagonalmatrix
time3[nl1] := time()-sta;
sta := time():
B94 := evalm(B93):
time4[nl1] := time()-sta;
sta := time():
B95 := evalf(evalm(hilbert(nlq))): # H-M Hilbert-Matrix

# B95 := evalm(hilbert(nlq)):
time5[nl1] := time()-sta;

sta := time():
B96 := evalm(B95):
time6[nl1] := time()-sta;
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sta := time():
for i from 1 to nlq do
for j from 1 to nlq do
B97[i,j] := 1.0/(i+j-1.0);
end do:
end do: # H-M Hilbert-Matrix
time7[nl1] := time()-sta;

B98:=matrix(nlq,nliq, [1):
sta := time():
for i from 1 to nlq do
for j from 1 to nlq do
B98Ti,j] := 1.0/(i+j-1.0);
end do:
end do: # H-M Hilbert-Matrix
time8[nl1] := time()-sta;

sta time():

B99 evalm(B98) ;
time9[nl1] := time()-sta;
end do:

printf(‘Zeiten in Sekunden\n‘):
printf (¢ Gen(TDM) Umsp(vM) Gen(BTD) Umsp(vM) Gen(H-M) Umsp(vM)
Gen(H-M) Gen(H-M) Umsp(vM)\n‘):

printf (¢

p-H.table p.H.matrix \n‘):
printf (‘Dim. time[3..kmax] \n‘):
printf(‘n1"2  timel time2 time3 time4 timeb time6

time7 time8 time9\n‘):
for k from 3 to kmax do
printf(¢%3d %7.3f %7.3f %7.3f U%7.3f Y%7.3f %7.3f %7.3f
%7.3f  %7.3f\n‘,k"2,timel[k],time2[k],time3[k] ,time4d [k],
timeb5[k] ,time6[k] ,time7 [k] ,time8[k] ,time9[k]) :
end do:

Digits := 50

Zeiten in Sekunden
Gen(TDM) Umsp(vM) Gen(BTD) Umsp(vM) Gen(H-M) Umsp(vM) Gen(H-M) Gen(H-M) Umsp(vM)
p.H.table p.H.matrix

Dim. time[3. .kmax]
nl~2 timel time2 time3 timed timeb time6 time7 time8 time9
9 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
16 0.000 0.000 0.016 0.000 0.000 0.000 0.000 0.015 0.000
25 0.000 0.000 0.000 0.016 0.063 0.015 0.000 0.016 0.000
36 0.000 0.015 0.000 0.000 0.032 0.000 0.015 0.016 0.016
49 0.000 0.015 0.047 0.016 0.047 0.015 0.031 0.032 0.078
64 0.000 0.015 0.016 0.016 0.062 0.094 0.047 0.047 0.093
81 0.000 0.047 0.000 0.032 0.156 0.062 0.141 0.141 0.062
100 0.000 0.047 0.016 0.109 0.219 0.078 0.203 0.187 0.079
121 0.000 0.140 0.016 0.140 0.297 0.188 0.328 0.266 0.203
144 0.000 0.187 0.000 0.125 0.531 0.172 0.500 0.422 0.250
169 0.016 0.219 0.015 0.235 0.703 0.343 0.594 0.625 0.344
196 0.000 0.297 0.015 0.391 0.891 0.453 0.859 0.860 0.531
225 0.015 0.360 0.109 0.391 1.219 0.703 1.140 1.172 0.672
256 0.000 0.578 0.031 0.719 1.719 0.891 1.702 1.735 0.875
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289 0.125 0.734 0.047 0.906 2.500 1.281 2.282 2.438 1.422
324 0.000 1.093 0.032 1.297 3.140 1.797 3.172 3.391 1.765
361 0.000 1.720 0.046 1.610 4.562 2.438 4.547 4.578 2.656
400 0.000 2.156 0.282 2.250 6.125 3.3569 6.484 6.750 3.344
441 0.016 3.093 0.079 2.985 7.718 4.532 8.437 8.781 4.578
484 0.000 3.672 0.390 3.891 10.125 5.890 11.578 11.953 6.360
529 0.000 5.234 0.469 5.078 13.781 7.781 15.671 15.969 8.281
576 0.000 6.516 0.531 6.891 17.671 10.093 20.532 20.922 10.672
625 0.000 8.609 0.625 9.031 22.890 13.828 27.375 28.501 14.765
Digits := 16

Zeiten in Sekunden
Gen(TDM) Umsp(vM) Gen(BTD) Umsp(vM) Gen(H-M) Umsp(vM) Gen(H-M) Gen(H-M) Umsp(vM)
p.H.table p.H.matrix

Dim. time[3. .kmax]
ni~2 timel time2 time3 timed timeb time6 time7 time8 time9
9 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
16 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
25 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.016 0.000 0.000 0.016
36 0.000 0.000 0.000 0.000 0.016 0.015 0.016 0.015 0.000
49 0.000 0.015 0.000 0.016 0.031 0.016 0.031 0.031 0.015
64 0.000 0.015 0.000 0.016 0.062 0.078 0.047 0.047 0.032
81 0.000 0.031 0.000 0.032 0.141 0.047 0.094 0.078 0.062
100 0.000 0.047 0.015 0.047 0.188 0.093 0.141 0.156 0.062
121 0.000 0.078 0.016 0.078 0.281 0.172 0.219 0.265 0.172
144 0.000 0.110 0.000 0.172 0.484 0.188 0.344 0.359 0.235
169 0.015 0.204 0.015 0.219 0.735 0.344 0.515 0.500 0.406
196 0.000 0.281 0.015 0.297 1.000 0.516 0.813 0.734 0.516
225 0.000 0.453 0.032 0.375 1.453 0.703 1.125 1.157 0.687
256 0.000 0.594 0.031 0.625 1.891 0.969 1.578 1.609 1.000
289 0.000 0.828 0.031 0.922 2.734 1.406 2.218 2.266 1.281
324 0.000 1.203 0.047 1.125 3.406 1.969 3.125 3.016 1.938
361 0.015 1.532 0.047 1.797 4.890 2.641 4.204 4.421 2.704
400 0.000 2.141 0.047 2.484 6.563 3.640 5.953 6.250 3.656
441 0.000 2.844 0.078 3.313 8.422 4.860 7.733 8.548 4.516
484 0.015 3.656 0.375 3.875 11.079 6.218 10.828 11.235 6.375
529 0.000 5.328 0.093 5.579 14.250 8.516 14.782 15.109 8.453
576 0.000 6.750 0.547 7.156 18.828 10.953 19.376 20.265 11.078
625 0.016 8.953 0.094 9.579 23.593 14.235 25.985 26.874 14.500

Bemerkenswert ist die schnelle Generierung von sparsen Matrizen, wie es die Tridiago-
nal- bzw. Blocktridiagonalmatrizen sind. Lange dauern ihre Umspeicherungen, wobei
die vielen Nulleintrage sich schon bemerkbar machen im Vergleich zur Umspeiche-
rung von voll besetzten Matrizen.

Noch mehr Zeit kosten Generierung und Umspeicherung grofler voll besetzter Ma-
trizen. Dabei ist es glinstiger, vordefinierte Versionen (in exakter Form) zu nehmen
und nicht selbst die Matrixelemente als GP-Zahlen entsprechender Genauigkeit ein-
zutragen (per Hand). In dlteren Maple-Versionen war es zum Teil umgekehrt.

Bei der Generierung der Hilbert-Matrix kostet die zuséitzliche Umwandlung ihrer
Eintrdge in GP-Zahlen mittels dem evalf-Kommando, also

B95:=evalf (evalm(hilbert(nlq))): anstelle von B95:=evalm(hilbert(niq)):,
noch etwas Zeit.

Die Genauigkeit der GPA (Digits:=...) ist fiir den Zeitaufwand hier nicht aus-
schlaggebend, es sei denn bei der Matrixbelegung werden die Elemente durch kom-
plizierte Ausdriicke ermittelt.
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Zeitmessungen zur Matrix-Vektor-Multiplikation
(1) Voll besetzte Matrix mit verschiedenen Formaten und Strategien

> Digits := 16: # 50

> kmax := 25: # kmax := 16:
ftime := vector(kmax, [0$kmax]):
etime := evalm(ftime):

> for k from 5 by 5 to kmax do # for k from 1 by 1 to kmax do

m := k™2: # m := 40%*k:
Hf := evalf(evalm(hilbert(m))); # Hilbert-Matrix
xf := evalf(evalm(vector(m, [seq(i,i=1..m)]1)));

# Variante float

sta := time():
yf := evalm(Hf&*xf);
ftime[k] := time()-sta:

# Variante float+loop
yf :=vector(m, []):
sta := time():
for i from 1 to m do
z :=0.0;
for j from 1 to m do z := z+Hf[i,jl*xf[j]; end do;
yf[i]l := z;
end do;
etime[k] := time()-sta:
end do:

printf(‘Zeiten in Sekunden fuer y=Ax, A(m,m) voll besetzt\n‘):
printf (¢ float float+loop\n‘):

printf(‘m  ftime[l..kmax] etime[1..kmax]\n‘):

for k from 5 by 5 to kmax do

printf(¢%3d %7.3f %7.3f\n‘,k~2,ftime[k] ,etime[k]):
end do:

Darstellung der Ausgaben in zusammengefasster Form

Zeiten in Sekunden fuer y=Ax, A(m,m) voll besetzt

Digits=16 Digits=50
float float+loop float float+loop

m ftime[k] etimel[k] ftime[k] etimel[k]
=k"2

25 0.015 0.016 0.031 0.000
100 0.219 0.110 0.281 0.219
225 1.437 0.954 2.359 1.297
400 6.578 3.953 11.563 5.719

625 22.765 14.780 49.656 20.735
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Digits=16 Digits=50
float  float+loop float  float+loop
m ftime[k] etime[k] ftime[k] etime[k]

=40k

40 0.031 0.109 0.031 0.016
80 0.156 0.110 0.157 0.093
120 0.344 0.234 0.407 0.250
160 0.578 0.469 0.859 0.484
200 1.078 0.672 1.532 0.890
240 1.703 1.047 2.640 1.422
280 2.484 1.641 4.172 2.141
320 3.578 2.438 6.203 3.016
360 4.921 3.219 8.360 4.140
400 6.594 3.984 11.640 5.516
440 8.219 5.172 16.062 7.437
480 10.531 6.766 21.250 9.564
520 13.516 8.078 26.172 12.171
560 16.297 9.985 35.219 15.141
600 20.719 12.891 45.031 18.734
640 25.390 14.813 57.531 23.907

Die exakte Multiplikation, die hier nicht mit aufgefiihrt ist, dauert natiirlich am
léngsten, denn die dabei zu speichernden rationalen Zahlen haben immer mehr De-
zimalstellen.

In der GPA fithren hohere Genauigkeiten generell zu langeren Rechenzeiten.
Warum aber bei der GPA Digits:=16,50 die nutzerdefinierten Schleifen zu einer
etwas kiirzeren Rechenzeit fithren, ist nicht nur damit zu erklédren, dass eine einfache
Hilfsvariable zur Erzeugung der Skalarprodukte genommen wurde. Denn eine innere
Schleife der Form

yf[i]:=0.0; for j from 1 to m do yf[i]:=yf[il+Hf[i,jl*xf[j]; end do;
vergrofert nur geringfiigig die Zeiten in der Spalte etime.

Damit bringt es Maple mit der GP-Genauigkeit Digits:=16 (Format double) pro
Sekunde auf ca. 60000..120000 flops + Aufwand fiir Steuerung.

Mit Matlab und den Anweisungen tic; A*b; toc mit Zeitmessung ist man um
GroBenordnungen schneller und erhélt ca. 200000000 flops per sec.

(2) Bandstrukturen im Vergleich zur voll besetzten Matrix
Matrizen der Dimension nlq = 100, 225,400, 625

> Digits := 50:

>nl := 10: # 15, 20, 25
nlqg := nl1"2:
> B9d := evalm(diag(seq(2.0,i=1..n1q))): # DM Diagonalmatrix

band([-1.0,2.0,-1.0],nl1q): # TDM Tridiagonalmatrix
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> T := band([-1.0,4.0,-1.0],n1):
B9m := diag(T$nl):
for i from 1 to nig-nl do

BO9m[i,i+nl1] := -1.0;

BO9m[i+n1,i] := -1.0;

end do:

evalm(B9m) : # BTM Blocktridiagonalmatrix
B9n := evalf(evalm(hilbert(niqg))): # H-M Hilbert-Matrix

> x := evalf(evalm(vector(nlq, [1.0$n1q]l))):

> sta := time(): y := evalm(B9d&*x): print(time()-sta);
sta := time(): y := evalm(B9t&*x): print(time()-sta);
sta := time(): y := evalm(B9m&*x): print(time()-sta);
sta := time(): y := evalm(B9n&*x): print(time()-sta);

Zeiten in Sekunden fuer y=Ax, A(m,m) wie voll besetzt behandelt

m=nlq
Matrix 100 225 400 625
DM 0.079 0.640 3.250 11.406
TDM 0.110 0.688 3.126 11.736
BTD 0.109 0.687 3.000 12.281
H-M 0.219 1.657 11.031 32.578

Die Matrix-Vektor-Multiplikationen fiir eine Diagonal-, Tridigonal- bzw. Blocktridia-
gonalmatrix dauern in der GPA, als volle Matrizen interpretiert, etwa gleich lang.
Man hat etwas Zeiteinsparung durch viele Nullen in der Matrix im Vergleich mit
richtig voll besetzten Matrizen.

Somit entstehen in numerischen Algorithmen mit vielen Matrix-Vektor- oder Matrix-
Matrix-Produkten bei groflen Dimensionen enorme Rechenzeiten.

(3) Bandmatrizen mit Beriicksichtigung ihrer Strukturen

(3.1) Diagonalmatrizen

Erhebliche Zeiteinsparungen hat man durch die Beriicksichtigung der Diagonalstruk-
tur der Matrizen.

Wir vergleichen 3 Varianten von y = Az bei Behandlung der Matrix A(m,m) als voll
besetzte bis zur optimalen Berechnungsformel y; = a;;z;, i =1,2,....m

> Digits := 50:

> kmax := 10:
ftime := vector(kmax, [0$kmax]) : # zum Speichern der Zeiten
etime :=evalm(stime): dtime :=evalm(stime):

> for k from 1 to kmax do
m := 100*k: i := ’i’:
Cl := evalm(diag(seq(-11+2*i,i=1..m))): # Van der Vorst Matrix
x := vector(m, [seq(i,i=1..m)]):
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Cif := evalf(evalm(Cl)):
xf := evalf(evalm(x)):

# float

sta := time():

yf := evalm(Clf&*xf);
ftime[k] := time()-sta:

# loopt+float

yf := vector(m,[]):

sta := time():

for i from 1 to m do

z := 0.0;

for j from 1 to m do z:=z+C1f[i,jl*xf[j]; end do;
yi[i]l := z;

end do;

etime[k] := time()-sta:

# loopt+float+diagonal

yf := vector(m,[]):

sta := time():

for i from 1 to m do
yE[il := C1f[i,il*xf[i];

end do;

dtime[k] := time()-sta:

end do:
printf(‘Zeiten in Sekunden fuer y=Ax, A(m,m) diagonall\n‘):
printf (¢ float float+loop float+loop+diagonal\n‘):
printf(* m ftime[l..kmax] etime[l..kmax] dtime[1..kmax]\n®):
for k from 1 to kmax do

printf(%3d %7.3f W7 .3f W7 .3f %7.3f\n¢,

k*100,ftime[k] ,etime[k] ,dtime[k]):
end do:

Zeiten in Sekunden fuer y=Ax, A(m,m) diagonal
float float+loop float+loop+diagonal

m ftime [k] etime [k] dtime [k]
=100k

100 0.109 0.047 0.000
200 0.593 0.250 0.000
300 1.672 0.797 0.000
400 3.563 1.672 0.000
500 6.625 3.000 0.000
600 11.031 4.469 0.000
700 18.109 7.578 0.000
800 26.625 10.453 0.000
900 40.703 15.484 0.016
1000 60.812 22.453 0.000
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Wir ergénzen noch, dass bei nur wenigen Operationen (z. B. wegen der Diagonalform)
die Rechenzeit der exakten (symbolischen) Arithmetik mit der der GPA (1. Spalte
float) konkurrieren kann. Dazu betrachten wir also die Diagonalmatrix C'1.

# symbolisch
> sta := time(): yf := evalm(Cl&*x); stimel[k] := time()-sta:

Zeiten in Sekunden fuer y=Ax, A(m,m) diagonal
m=100k
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
float ftimel[k] 0.1 6 11.0 18.1 26.6 40.7 60.8
symb. stime[k] 0.1 .0 15.8 27.4 42.5 63.8 98.1

(3.2) Tridiagonalmatrizen

Ahnliche Zeiteinsparungen hat man durch die Beriicksichtigung der Tridiagonalstruk-
tur der Matrizen. Wir vergleichen analog zur Vorgehensweise in Punkt (3.1) auch
hier 3 Varianten von y = Az bei Behandlung der Matrix A(m,m), definiert als
band([-1.0,2.0,-1.0],m), als voll besetzte bis zur optimalen elementweisen Be-
rechnungsformel.

# looptfloat+tridiagonal
> yf[1] := B9t[1,1]1*xf[11+B9t[1,2]*xf[2];
for i from 2 to m-1 do
yEf[i] := BOt[i,i-1]*xf[i-11+BOt[i,i]*xf[i]+BOt[i,i+1]*xf[i+1];
end do;
yf[m] := B9t [m,m-1]*xf [m-1]1+B9t [m,m] *xf [m] ;

Zeiten in Sekunden fuer y=Ax, A(m,m) tridiagonal
float  float+loop float+loop+tridiag.

m ftime [k] etime [k] dtime [k]
=100k
100 0.094 0.078 0.000
200 0.359 0.203 0.000
300 1.047 0.515 0.000
400 2.296 0.985 0.015
500 4.000 1.546 0.000
600 6.531 2.297 0.000
700 10.797 3.234 0.015
800 15.906 4.375 0.015
900 23.000 5.703 0.015
1000 33.797 T.437 0.015
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(3.3) Blocktridiagonalmatrizen
Genauso verfahren wir bei den 2D-Laplace-Matrizen, definiert geméfl

>nl := 10: # 15,20,25,30,35
nlq := nl172:

> T := band([-1.0,4.0,-1.0],n1):
B9m := diag(T$nl):
for i from 1 to nigq-nl do

BOm[i,i+n1] := -1.0;
BOm([i+n1,i] := -1.0;
end do:
Wir vergleichen wiederum 3 Varianten von y = Az bei Behandlung der Matrix

A(m,m) als voll besetzte bis zur optimalen Berechnungsformel.

# loop+float+blocktridiagonal
> yf[1] := BO9m[1,1]*xf[1]+B9m[1,2]*xf [2]+B9m[1,1+n1]*xf [1+n1];

for i from 2 to nl do

yf[i]l := B9m[i,i-1]*xf[i-1]1+B9m[i,i]*xf [i]
+BOm[i,i+1]*xf[i+1]+B9m[i,i+n1]*xf[i+nl];

end do;

for i from nl+1 to nlg-nl do

yf[i]l := B9m[i,i-n1]*xf[i-n1]+B9m[i,i-1]*xf[i-1]
+B9m[i,1i]*x[i]+BO9m[i,i+1]*xf [i+1]+B9m[i,i+n1]*xf [i+nl];

end do;

for i from nig-nil+l1 to nlqg-1 do

yf[i]l := B9m[i,i-n1]l*xf[i-n1]+B9m[i,i-1]*xf[i-1]
+B9m[i,i]*xf[i]+B9m[i,i+1]*xf [i+1];

end do;

yf[nilql := B9m[nlq,nlq-n1]#*xf[nlq-n1]+B9m[niq,niq-1]*xf[niq-1]
+B9m[nlq,nlql*xf [niq];

Zeiten in Sekunden fuer y=Ax, A(m,m) blocktridiagonal
float  float+loop float+loop+blocktrid.
m=nl1"2 ftimel[k] etime [k] dtime [k]

100 0.094 0.047 0.000
225 0.500 0.282 0.015
400 2.282 1.047 0.000
625 7.875 2.797 0.015
900 23.906 6.390 0.032
1225 66.859 13.344 0.031

Die nutzerdefinierten Schleifen mit der optimalen elementweisen Berechnung liefern
die sichtbar kleinsten Rechenzeiten. Diese sollten in AV auch Verwendung finden.
Das volle Matrix-Vektor-Produkt mit Schleifensteuerung ist mehr als doppelt so
schnell wie die Ausfithrung des Kommandos y:=evalm(A&*x) ;
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6.3.4 Aufwandsbetrachtungen fiir spezielle Matrizen

Die nutzerdefinierten Schleifen mit der optimalen elementweisen Berechnung bei der
Matrix-Vektor-Multiplikation y = Az, A = A(n,n), sind die Grundlage fiir die fol-
gende Prozedur.

Dabei werden mittels des Eingangsparameters trid die Félle der Tridiagonalstruk-
tur (trid=3 und n1 beliebig) bzw. Blocktridiagonalstruktur (trid=5 und n=n1"2)
der Matrix unterschieden.

# Prozedur fuer Matrix-Vektor-Multiplikation y=Ax

> Amx:=proc(n::posint,nl::posint,trid::posint,A::matrix,x::vector)
local 1i,y;

y := vector(n, [seq(0.0,i=1..n)]1):

if trid=3 then # Tridiagonalmatrix A(m,n)
y[1] := A[1,11*x[1]+A[1,2]*x[2];
for i from 2 to n-1 do
y[i] := A[i,i-1]*x[i-1]+A[i,i]*x[i]+A[i,i+1]*x[i+1];
end do;
y[n] := Aln,n-1]1*x[n-1]+A[n,n]*x[n];

elif trid=5 then # Blocktridiagonalmatrix A(n,n)=A(n1"2,n172)
y[1] := A[1,1]*x[1]+A[1,2]*x[2]+A[1,1+n1]*x[1+n1];
for i from 2 to nl do
y[i]l := A[i,i-1]*x[i-1]+A[i,i]*x[i]+A[i,i+1]*x[i+1]+A[1i,i+n1]*x[i+nl];
end do;
for i from ni+1 to n-nl do
y[i] := A[i,i-n1)*x[i-n1]+A[i,i-1]*x[i-1]+A[i,i]*x[1]
+A[1i,i+1]*x[i+1]+A[i,i+n1]*x[i+nl];
end do;
for i from n-ni+l1 to n-1 do
y[i] := A[i,i-n1)*x[i-n1]+A[i,i-1]*x[i-1]+A[i,i]*x[i]+A[i,i+1]*x[i+1];
end do;
y[n] := Aln,n-n1l*x[n-n1]+A[n,n-1]*x[n-1]+A[n,n]*x[n];
else
end if;

evalm(y) ;

end:

Zeitmessungen von Operationen fiir Matrizen (Datei: timearr3.mws)

Dabei testen wir sowohl Kommandos aus dem “alten“ Maple-Paket 1inalg als auch
aus LinearAlgebra. Letzteres beinhaltet effiziente und robuste Algorithmen der nu-
merischen linearen Algebra. Dabei verzichten wir hier jedoch auf die Moglichkeiten
der expliziten Nutzung von Matrixstrukturen durch entsprechende optionale Para-
meter, die zu einer zusétzlichen Effizienz beziiglich Aufwand, Speicherplatz und Re-
chenzeit fithren konnen.
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Wir ermitteln fiir die Test-Matrizen die Zeiten zu folgenden Kommandos:

— Generierung der Matrix A

— Losung des LGS Az =0
linalg[linsolve] (A,b)
LinearAlgebra[LinearSolve] (A,b)

— Matrix-Vektor-Produkt Ax
evalm(A&*x)
LinearAlgebra[MatrixVektorMultiply] (A,x)
Prozeduraufruf Amx(n,nl1,trid,A,x)

— Berechnung der Inversen A~}
linalg[inverse] (A4)
LinearAlgebra[LinearSolve] (A,I)

Die Rechenzeiten mit zusétzlichen Zuweisungen des Ergebnisses an eine Variable

unterscheiden sich nicht signifikant.

(1) Tridiagonalmatrix

Maple-Kommandos und Rechenzeiten fiir die 1D-Laplace-Matrix mit einem Shift ¢

# Tridiagonalmatrix mit Shift
> Digits := 50: # 30, 40, 50

c := 0.0: # Shift

trid := 3:

nl := 1: # nicht relevant bei TDM
>n := 625: # 100, 200, 225, 625, 900,
> sta := time():

Al := band([-1.0,2.0,-1.0],n):

Al := evalm(Al+c*diag(1.0%n)):
print(time()-sta);

> xs1 := evalm(vector(n,[1.0%$n])):
bl := evalm(vector(n, [1.0+c,c$(n-2),1.0+c])):

# The LinearAlgebra package is an efficient and robust suite
# of commands for doing computational linear algebra

> In := Matrix(n,n,shape=identity,datatype=float): # Einheitsmatrix

Alm := Matrix(m,n,(i,j)->A1[i,j],datatype=float):

# nicht Alm:=evalm(Al):, dann ist Alm vom Typ matrix bzw. array

bim := Vector(n,i->b1[i],datatype=float):

sta := time(): linsolve(Al,bl): print (time()-sta);
sta := time(): xsl1l := linsolve(Al,bl): print (time()-sta);
sta := time(): LinearSolve(Alm,bim): print(time()-sta);

sta := time(): xsilm := LinearSolve(Alm,blm): print(time()-sta);

sta := time(): evalm(Al&*xsl): print(time()-sta);
sta := time(): bls := evalm(Al&*xsl): print(time()-sta);
sta := time(): MatrixVectorMultiply(Alm,xsim): print(time()-sta);

sta := time(): blsm:=MatrixVectorMultiply(Alm,xslm) :print(time()-sta);
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# Prozedur Amx()
> sta := time(): Amx(n,nl,trid,Al,xs1): print(time()-sta);

sta := time(): bls := Amx(n,nl,trid,Al,xs1): print(time()-sta);
> sta := time(): inverse(Al): print (time()-sta) ;
sta := time(): Alinv := inverse(Al): print (time()-sta);
sta := time(): LinearSolve(Alm,In): print (time()-sta);
sta := time(): Alminv := LinearSolve(Alm,In): print(time()-sta);

Zeiten in Sekunden fuer Al(n,n) tridiagonal mit Shift c=0
(MVMultiply = MatrixVectorMultiply)

n=100 n=200 n=225 n=625 n=900
Digits Digits Digits Digits Digits
30 40 50 50 30 40 50 30 40 50 50

Generierung A1l 0.046 0.047 0.047 0.312 0.313 0.328 0.328 3.813 4.125 4.265 11.876
linsolve(A1,b1) 0.235 0.235 0.234 1.204 1.438 1.484 1.485 22.032 23.562 23.501 76.704
LinearSolve (Alm,bim) O 0 0 0.031 0.031 0.031 0.046 0.250 0.265 0.265 1.031
evalm(A1&*xs1) 0.063 0.078 0.109 0.641 0.672 0.672 0.763 9.718 11.062 10.094 32.234
MVMultiply(Aim,xsim) O 0 0 0 0 0 0 0.078 0.093 0.078 0.172
Prozedur Amx() 0 0 0 0 0 0 0 0.015 0.015 0.016 0.031
inverse(Al) 5.172 5.625 5.687 61.876 80 85 85 4150 4423 4369 22898
LinearSolve(Alm,In) 0.344 0.532 0.547 3.203 3.486 4.016 4.296 63 80 90 340

(2) Blocktridiagonalmatrix
Analog gehen wir fiir die 2D-Laplace-Matrix unter Einbeziehung eines Shift ¢ vor.

# Blocktridiagonalmatrix mit Shift

> Digits := 50: # 30, 40, 50

c := 0.0: # Shift
trid := 5:

> nl := 25: # 10, 15, 25, 30
n := nl"2:

> sta := time():

T := band([-1.0,4.0,-1.0],n1):
A2 := diag(T$nl):
for i from 1 to n—nl1 do

A2[i,i+n1] := -1.0;
A2[i+n1,i] := -1.0;
end do:

A2 := evalm(A2+cxdiag(1.0%n)):
print(time()-sta);

> xs2 := evalm(vector(n,[1.0$n])):
b2 := evalm(A2&*xs2):

> In := Matrix(n,n,shape=identity,datatype=float): # Einheitsmatrix
A2m := Matrix(m,n, (i,j)->A2[i,j],datatype=float):
b2m Vector(n,i->b2[i],datatype=float):
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> sta := time(): linsolve(A2,b2): print(time()-sta);
sta := time(): xsl:=linsolve(A2,b2): print(time()-sta);
sta := time(): LinearSolve(A2m,b2m): print(time()-sta);

sta := time(): xs2m := LinearSolve(A2m,b2m): print(time()-sta);

> sta := time(): evalm(A2&*xs2): print (time()-sta) ;
sta := time(): b2s:=evalm(A2&*xs2): print (time()-sta) ;
sta := time(): MatrixVectorMultiply(A2m,xs2m): print (time()-sta);

sta := time(): b2sm:=MatrixVectorMultiply(A2m,xs2m): print(time()-sta);

# Prozedur Amx()
> sta := time(): Amx(n,nl,trid,A2,xs2): print (time()-sta);
sta := time(): b2s := Amx(n,nl,trid,A2,xs2): print(time()-sta);

> sta := time(): inverse(A2): print (time()-sta) ;
sta := time(): A2inv := inverse(A2): print (time()-sta);
sta := time(): LinearSolve(A2m,In): print (time()-sta);
sta := time(): A2minv := LinearSolve(A2m,In): print(time()-sta);

Zeiten in Sekunden fuer A2(n,n), n=nl1"2, blocktridiagonal mit Shift c=0
(MVMultiply = MatrixVectorMultiply)

n=100 n=225 n=625 n=900
Digits Digits Digits Digits
30 40 50 30 40 50 30 40 50 50

Generierung A2 0.046 0.047 0.046 0.343 0.358 0.359 4.422 4.608 4.516 13
linsolve(A2,b2) 0.390 0.469 0.484 2.767 3.031 3.250 50.812 53.658 55.062 201
LinearSolve(A2m,b2m) 0.078 0.234 0.266 0.704 1.578 1.875 12.313 23.657 26.609 91
evalm(A2&*xs2) 0.062 0.062 0.063 0.594 0.594 0.620 9.938 10.875 9.812 66
MVMultiply (A2m,xs2m) O 0 0 0.015 0.016 0.015 0.093 0.093 0.094 0.203
Prozedur Amx() 0 0 0 0 0 0 0.016 0.015 0.031 0.062
inverse (A2) 7.781 10.375 10.829 121 137 147 5446 6380 6780 52628
LinearSolve(A2m,In) 1.968 3.734 4.469 20 39 46 1267 2168 1624 7152

Fiir die Implementierung der AV ist sehr wichtig der Einsatz der zeitsparenden
Prozedur Amx() fiir das Matrix-Vektor-Produkt Az im Vergleich zu den Maple-
Kommandos evalm(A&*x) bzw. MatrixVektorMultiply(A,x).

Die erhaltenen Rechenzeiten fiir die verschiedenen Prozeduren unterscheiden sich zum
Teil erheblich. Da die Algorithmen im Prinzip “black®* Boxen sind, ist es unmdoglich
etwas iiber ihre Vorgehensweise und den Aufwand an arithmetischen Operationen zu
erfahren.

Aus obigen und weiteren Rechnungen kénnen wir die folgenden Zeiten entnehmen.

Zeiten in Sekunden fuer Ax, Al(n,n) tridiagonal mit Shift c=0
Digits=50
n
625 900 1255 1600 2025
MatrixVectorMultiply (Alm,xsim) 0.078 0.172 0.328 0.563 0.875
Prozedur Amx(n,nl,trid,Al1,xsl) 0.016 0.031 0.046 0.047 0.078
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Zur Nutzerprozedur Amx () lassen sich damit Aufwandsabschiatzungen beziiglich der
GroBlenordnung machen.

Legen wir bei der n-dimensionalen Tridiagonalmatrix pro Zeile 5 wesentliche Opera-
tionen zu Grunde (3 x {*} und 2 x {+}), so betrégt die Komplexitit an Operationen
K(n) = 5n + O(1). Dabei vernachlissigen wir die Berechnungen der Indizes, die
Steuerung der Schleifen und Ergibtanweisungen.

Zudem bemerkt man, dass die Rechenzeiten in Maple natiirlich nicht auf die Ge-
nauigkeit einer Tausendstel Sekunde angegeben werden, sondern dort Zeitspriinge
zwischen 0.015 und 0.017 Sekunden erkennbar sind.

Aus der Komplexitédtsfunktion und der Rechenzeit ermitteln wir die ungefihre Anzahl
der arithmetischen Operationen pro Sekunde flops fiir den PC Pentium IV (2.4GHz).

Anzahl der arithmetischen Operationen pro Sekunde (gerundet) bei Ax
mit Prozedur Amx(n,nl,trid,Al,xsl), Al(n,n) tridiagonal
Digits=50

n 625 900 1255 1600 2025

flops 195000 145000 135000 170000 130000

Damit ndhern wir uns den Bereich 60000..120000 flops pro Sekunde an, der im
Zusammenhang mit Maple 9.5 bei der Genauigkeit Digits:=16 schon genannt wurde.

6.3.5 Komplexitit bei LGS und Invertierung von Matrizen

Da in den bisherigen Rechnungen auch die Losung von LGS sowie die Invertierung von
Matrizen einbezogen worden ist, sollen dazu einige Aufwandsbetrachtungen gemacht
werden. Sie sind die Grundlage fiir die Rechenzeiten mit entsprechenden Befehlen
im CAS Matlab und Prozeduren in héheren Programmiersprachen, gestatten jedoch
nicht den direkten Bezug auf die Rechenzeiten der Maple-Kommandos.

Zentraler Punkt fiir die beiden genannten Problemstellungen ist der bekannte Gauf-
Algorithmus (GauB-Elimination, GA) fiir das LGS Az = b ( vergl. [17]). Er basiert
auf der LU-Faktorisierung der Matrix A mit der unteren und oberen Dreiecksmatrix
L bzw. U gemidl A = LU. In dieser Grundvariante entspricht er vom Formelappa-
rat und Rechenaufwand her auch der Darstellung als Resttableau-Algorithmus oder
verketteter GauB-Algorithmus (VGA).

Steht nun die LU-Faktorisierung der Matrix A zur Verfiigung, so kann man das LGS
Ax = LUx = b durch die weniger aufwéandigen gestaffelten LGS Ly = bund Uz =y
der Reihe nach losen.

Bezieht man die rechte Seite b beim GA gleich mit ein, so entsteht aus der rechten
Seite der Vektor y und es bleibt nur die Riickwértssubstitution gemafl Uz = y iibrig.
Der Gesamtaufwand bleibt in jedem Fall der gleiche.

Ein vorliegende LU-Faktorisierung der Matrix A kann unter Verwendung der n Ein-
heitsvektoren als rechte Seiten des LGS natiirlich auch fiir die Ermittlung der inversen
Matrix dienen.
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Effizienz des Gauf3-Algorithmus

Der arithmetische Hauptaufwand liegt in der LU-Faktorisierung der Matrix bzw.
Vorwirtselimination des LGS mit rechter Seite.

Wir betrachten jeden der drei Schritte, also LU-Faktorisierung A = LU, [;; = 1, in
der einfachen Variante als Resttableau-Algorithmus

k= 1,2,..n
p = Qg
1= k+1,k+2,....n (6.97)
s = ap/p '
Qix, = S — L
Q35 = Q45 — S Ay, j:k+1,k+2,,n — U
die Vorwiértselimination Ly = b, [; = 1, geméf
k—1
ve = b= liy, k=1,2,..n, (6.98)
i=1
sowie Riickwiértssubstitution Uz = y geméaf
! ( zn: ) k 1.1 (6.99)
T = —\Yr — Uk; T ), =n,n—1,...,1, .
UKk

i=k+1

fiir sich und fassen schlielich die Strichoperationen {4, — } bzw. Punktoperationen
{x, /} =1, :} jeweils zusammen.

In der Faktorisierung (6.97) verursacht die Anweisung a;; = a;; — say; im Inneren
aller Schleifen mit einer Addition und einer Multiplikation den Hauptaufwand.

Wir haben mit dieser Vorschrift n — 1 Resttableaus der Reihe nach zu erzeugen, das
sind also (n—1)*+(n—2)?+...+1% Elemente mit je 1 Addition und 1 Multiplikation.
Dazu kommen noch (n—1)+ (n—2)+...+ 1 Divisionen fiir die Spalten. Damit ergibt
sich der Gesamtaufwand beim Durchlaufen der k-Schleife

Tiw(n) = Si—k? {+5} +3 =8 {/} = S B {+5} +3 K1/}
_ (n=1n(2n-1) (n—1)n
- ; fhe + 22 )
=3 otg g3
B on® n? n
-3 2%
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Ly=1b
< (n—1)n
n* n n> n
BRI T
= n?—n,
Ur=y

(n—1)n

Ta) = Sk (o) o+ {/y = U gy DR

= n.

Damit betragt der Aufwand zur Losung des LGS bei gegebener Faktorisierung LU
Ty (n) 4+ Tr(n) = 2n* —n sowie der arithmetische Gesamtaufwand
2n3  3n? n

Hat man m rechte Seiten im LGS zu verarbeiten, so ist die Komplexitét

T(n) = Try(n)+m[Ty(n)+ Tr(n)] = (2?71 + 2m>n2 - % + % —mn

2 3
~ %+2mn2, m > 1.
Zur Berechnung der inversen Matrix A~! muss das LGS n Mal gelost werden, und
zwar mit den n rechten Seiten als Einheitsvektoren.
Dazu kommen 2n? flops fiir das Produkt A~'b. Damit ist grob gerechnet

Ti(n) = n[Ty(n)+ Tr(n)] = 2n® — n?,
8n3 2 (6.101)
Tinw(n) = Try(n) + Ti(n) + 2n* = e LR
3 2 6
Beachtet man jedoch, dass das gestaffelte System Ly = b mit Einheitsvektoren auf
der rechten Seite wegen der Nullen nur ca. die Hélfte von Ty (n) braucht, dann ergibt

sich eine genauere Abschétzung geméafl

~ 1 13n3
Tono(n) = Trvr(n) + n[iTV(n) 4 Tr(n)| +2n% = T” +n? 4 % (6.102)
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Wir machen nun die Aufwandsuntersuchung fiir die Vorwiértselimination im LGS
Ly =bmit b= ey, e, ..., e, detaillierter. Zu l6sen ist das System

1 0 0 0 1 00 0
b1y 1 0 0 010 0
l31 33 1 0O lY=1]1001 0
lnl ln2 ln3 1 0 0 0 1

Fiir die 1. Losung y = (y1, 92, ..., yn)? als 1. Spaltenvektor von Y braucht man fol-
gende Multiplikationen und Additionen:

Y1 0,
Y2 ! 1 {*}7
Y3 2 {«}, 1{+},

Yno1: n—2{x} n—3{+},

Yn - n_l{*}an_2{+}a
also insgesamt (n — 1)n/2 {*} und (n —2)(n —1)/2 {+}.
Fiir die weiteren Losungsvektoren reduziert sich der Aufwand jeweils um die “untere
Zeile®. Damit gilt

— “~ (k—1)k — (k—1)k
T = Y By o O Dy
k=2 k=2
n E— 1)k n—1 n 1
2 2
k=2 k=1 k=2
2
k=2 k=2
1 (n+1)n (n—1)n
= 6n(n+1)(2n—|—1)—1— (T_1> -y
3 2 6
B
3 2 6
und
Tino(n) = Try(n) + Ty (n) + nTr(n) +2n* = 2n® +n? + o (6.103)

3
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Etwas einfacher stellen sich die Komplexitéatsfunktionen dar, wenn man 1 Addition
und 1 Multiplikation zu einer Grundoperation {0} zusammenfasst und in den Be-
trachtungen nur die fithrende Ordnung nimmt.

Verfahren T,(n) bez. {o}

A=LU n/3

Ly=0bUzr =y n? Tab. 6.8

At n3 Fithrende Ordnung der

Komplexitdt von Verfahren

_ _ 3

A=LU L Az =} n’/3 im Operationsmix {+, *}

A=LU & A™! 4n3 /3

In élterer Literatur wird der wesentliche Aufwand meist nach der Anzahl der Multi-
plikationen /Divisionen gerechnet. Damit ergeben sich

3

. nt no,, n> n o, nz n
Lip =5 -3 T =5 -5 Taln=7+3.
Tivn)+Ty(n) = —+ ———=-n(n—1)(2n + 5), (6.104)
3 2 6 6
T*(n) = Try(n) + Ty (n) + Tr(n) = 5T Ty (6.105)

Bei Beriicksichtigung der Additionen/Subtraktionen hat man ungeféhr eine Verdopp-
lung des Aufwands, was im Vergleich mit (6.100) nur gréBenordnungsméBig richtig
ist.

(1) Komplexitidt von Algorithmen zur Losung von LGS

Wir vergleichen hier die Operationszahlen und Rechenzeiten von 5 Losungsalgorith-
men.

Die Implementation ist in einer dlteren Version von Matlab gemacht worden, wo man
die Anzahl der flops noch ermitteln konnte.

Ax =b, AB ist die erweiterte Koeffizientenmatrix (Alb),

lu : [L,U] = 1u(A); Losung z als U\ (L\b)
gaussel : AT = gaussel(AB); z mit Riickwértseinsetzen
A\b . A\b

rref : rref (AB)

inv : inv(A)*b

Wir notieren die Matlab-Befehle. Die Generierung der voll besetzten Matrix und
rechten Seite des LGS ist dort zu erkennen.

Die verschiedenen Ergebnisse werden so abgespeichert, um sie u. a. als vergleichendes
Balkendiagramm (Grafik) darzustellen.
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title (’SPEEDTEST for SOLUTION of Ax=b for n = 20x20 .. 400x400 ’)
clear n t s sn ns tn nt q tt ss echo off

h = 1; % Skalierung des Balkenabstandes
na = 20;
nsw = 20;
ne = 200;

for n = na:nsw:ne

A = rand(n)+n*eye(n); % Matrix zufaellig und streng diagonaldominant
b = rand(n,1);
AB = [A b];

yA
t0 = clock; flops(0);
(L U] = 1lu(d);
U\ (L\Db) ;
t(n) = etime(clock,t0); s(n) = flops; q(n) = 0;
if (t(n)"=0), q(n) = s(n)./t(n); end;
yA
t0 = clock; flops(0);
AT = gaussel(AB);
for i = n:-1:1
hh = AT(i,n+1);
for j = i+l:n

hh = hh - x(j)*AT(i,j);

end;

x(i) = hh/AT(i,i);
end;
t(n+2xh) = etime(clock,t0); s(n+2xh) = flops; q(n+2*h) = 0;
if (¢t (n+2*h)~=0), q(n+2*h) = s(n+2*h)./t(n+2xh); end;
yA
t0 = clock; flops(0);
A\b;
t(n+4*h) = etime(clock,t0); s(n+4xh) = flops; q(n+4*h) = 0;
if (t(n+4%h)~=0), q(nt+4xh) = s(n+4*h)./t(n+4*h); end;
yA
t0 = clock; flops(0);
rref (AB);
t(n+6%h) = etime(clock,t0); s(n+6xh) = flops; q(n+6%h) = 0;
if (t(n+6%h)~=0), q(n+6*h) = s(n+6*h)./t(n+6%h); end;
yA
t0 = clock; flops(0);
inv(A)*b;
t(n+8xh) = etime(clock,t0); s(n+8xh) = flops; q(n+8*h) = 0;

if (t(n+8+*h)~=0), q(n+8+h)
yA

s(n+8+*h) ./t (n+8*h); end;
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% Grafik, Balkendiagramme
[ns,sn] = bar(s);
plot(ns,sn,’g’)
xlabel(’dimension n’)
ylabel(’flops’)

print graph31l.ps -dps
pause

[nt,tn] = bar(t);

plot(nt,tn)

xlabel(’dimension n’)
ylabel(’elapsed time in sec’)
print graph32.ps -dps

pause

bar(q)

xlabel(’dimension n’)

ylabel(’quotient of flops / time(sec) ’)
print graph33.ps -dps

pause

clf

% Tabellen fuer flops und Rechenzeiten

disp(’ )
disp(’flops’)
disp(’ n lu gaussel A\b rref inv?)

ss = zeros(round((ne-na)/nsw)+1,6);
for j=na:nsw:ne
ss(round((j-na)/nsw)+1,1) = j;
for k=0:2:8
ss(round ((j-na) /nsw)+1,round(k/2)+2) = s(j+k*h);
end
end;
disp(ss)

disp(’ ?)
disp(’times’)
disp(’ n lu gaussel A\b rref inv?)
tt = zeros(round((ne-na)/nsw)+1,6);
for j=na:nsw:ne
tt(round((j-na)/nsw)+1,1) = j;
for k=0:2:8
tt (round ((j-na)/nsw)+1,round(k/2)+2) = t(j+kx*h);
end
end;
disp(tt)
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Die Rechnungen wurden auf einem PC Pentium II (350MHz) durchgefiihrt.

n lu | gaussel A\b rref inv
20 6028 6221 8028 27435 18518
40 45238 46021 53482 132595 138062
60 149648 151421 168380 357758 454650
80 351258 354421 384674 748467 1064234
100 682068 687021 734390 | 1349225 2062840
120 | 1174078 | 1181221 | 1249514 | 2214142 3546454
140 | 1859288 | 1869021 | 1962066 | 3378712 5611096
160 | 2769698 | 2782421 | 2903782 | 4896733 8352502
180 | 3937308 | 3953421 | 4107164 | 6812084 | 11867174
200 | 5394118 | 5414021 | 5604018 | 9170035 | 16250918
250 | 10511393 | 10542521 | 10840204 | 17335976 | 31642579
300 | 18136168 | 18181021 | 18609462 | 29346143 | 54564812
350 | 28768443 | 28829521 | 29412540 | 45912719 | 86518365
400 | 42908218 | 42988021 | 43750234 | 67730467 | 129004034
K %n?’ n? 2n3
Tab. 6.9 Ergebnistableau fiir PC Pentium II: flops
n 1u gaussel A\b rref inv
20 0 0.05 0 0.39 0
40 0 0.49 0 1.43 0
60 0 1.54 0 3.02 0
80 0 3.51 0 5.28 0
100 0 6.70 0 8.02 0.05
120 0 11.53 0 11.48 0.11
140 0.06 17.96 0 15.43 0.22
160 0.06 26.69 0.11 20.32 0.22
180 0.11 37.79 0.11 25.76 0.33
200 0.11 56.35 0.11 34.49 0.44
250 0.21 99.26 0.32 50.92 0.49
300 0.38 169.34 0.66 74.70 1.26
350 0.71 271.50 0.66 104.63 1.49
400 1.10 400.79 1.04 140.56 3.89
Vergl. sT 1007 5T 35T T

Tab. 6.10 FErgebnistableau fiir PC Pentium II: t¢me in sec
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Bei der Anzahl der GP-Operationen werden mit flops alle arithmetischen Ope-

rationen extra gezéhlt. Die sonst {ibliche Angabe des Aufwandes fiir den GA mit

T*(n) = %5 +n? — 2 im Operationsmix {+,*} muss also verdoppelt werden. Trotz-

dem treten noch Ungenauigkeiten auf.

Sinnvoll ist es also, die Komplexitatsfunktion (6.100) T'(n) = % + % + & zu ver-

wenden. Somit ergibt sich die Gréflenordnung K = %n?’ + O(n?) fiir die Verfahren
lu, gaussel und A\b.

Der Zugang iiber die inverse Matrix hat auf der Basis von (6.105) 7™*(n) = %3+n2—§
bei n rechten Seiten die Komplexitiit Tjn,(n) = 2(%3 +n-n*—%)= % — 2

Dieselbe Grofienordnung besitzt auch (6.101) Tj,,(n) = % + %2 + &, wihrend die
genauere Betrachtung mit den Einheitsvektoren die Beziehungen (6.102) Ty, (n) =
% +n?4+2% bzw. (6.103) Ti(n) = 2n*+n?+% ergab, was auf die Groenordnung
K = 2n® + O(n?) fiihrt. Gleichzeitig bedeutet der Vergleich der fiihrenden Koeffi-
zienten von T(n) und Ty, (n), dass die explizite Verwendung der inversen Matrix
zur Losung des LGS 2 : % = 3 Mal mehr arithmetischen Aufwand erfordert. Die
Verhéltnisse sind bei kleinen Dimensionen n noch nicht so ausgeprégt, werden aber
mit wachsendem n immer deutlicher.

Deshalb noch ein Vergleich von Ergebnissen aus den hergeleiteten Formeln mit den
ermittelten flops am PC Pentium II.

Verf. | n Formel Wert flops
lu | 20| T(n) =22 4300 4o 5937 6028
2T*(n) = 2 4 2% — 20 6120
200 | T'(n) 5393367 | 5394118
27*(n) 5413200
inv 20 | Tiny(n) = 2n3 +n? + 2 16 407 18518
Thny(n) = B2 4 n? 4 2 17737
T () = % +2 4o 21537
Tino(n) = 5~ = % 21320 Tab. 6.11
200 | Tipo(n) 16040067 | 16250918 | Aufwand
Tino(n) 17373367 von Verfahren
Ty (1) 21353 367 gelgéﬁ F;fénel
~ unda am
inv(1) 21333200 Pentium I

Die Kommandos 1u, gaussel und A\b bestétigen die Formel T'(n) fiir die flops, wo-
bei A\D fiir kleinere Dimensionen etwas mehr braucht.
Genauso passen die flops bei inv am ehesten zu T';,,(n).
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Die Kommandos 1u und A\b zeigen sowohl fiir flops als auch in der Rechenzeit
time = T &dhnliches Verhalten. Entsprechend seiner Komplexitdt ist inv dreimal
schlechter. Dass gaussel trotz gleicher flops wie lu in der Rechenzeit deutlich
schlechter ausfillt, liegt nicht hauptsédchlich am timesharing Modus des Rechners.
Es ist zu vermuten, dass auch die Struktur der einfachen Laufanweisungen in der
Funktion gaussel zu Rechenzeitverlusten fithrt gegeniiber solchen, die eventuell in
den anderen Kommandos Teilvektoren und Untermatrizen nutzt und eine schnelle
Adressenmanipulation beim Zugriff auf Feldkomponenten realisiert.

Auch rref wird im Vergleich mit gaussel trotz groflerer flops beziiglich der Re-
chenzeit immer giinstiger, kann aber bei weitem nicht mit 1u konkurrieren.

Der GA ohne Pivotstrategie (Funktion gausseo) zeigt dhnliche Komplexitit wie
gaussel. Das unterstreicht, dass die Auswertung von Bedingungen/Tests grofienord-
nungsméafBig die Komplexitét nicht beeinflusst.

(2) Komplexitit von Algorithmen zur Bestimmung der Inversen

Analog zum LGS vergleichen wir hier die Operationszahlen und Rechenzeiten von 4
Losungsalgorithmen.

A7l AFE ist die um die Einheitsmatrix I erweiterte Koeffizientenmatrix
inv : inv(A)
A\I : A\I
lu : [L,U] = lu(A); U\C\D)
rref : rref (AE)

Wir notieren ausgewéahlte Matlab-Befehle.

title (’SPEEDTEST for INVERSION of MATRICES n = 10x10 .. 400x400 ’)
clear n t s sn ns tn nt q tt ss echo off

h=1; % Skalierung des Balkenabstandes

na = 10; nsw = 10; ne = 100;

for n=na:ns:ne

A = rand(n)+n*eye(n); % Matrix zufaellig und streng diagonaldominant
I = eye(n);
AE = [A I];

yA

t0 = clock; flops(0);

inv(A);

t(n) = etime(clock,t0); s(n) = flops; q(n) = 0;

if (t(@)"=0), q) = s(n)./t(n); end;

yA

t0 = clock; flops(0);

A\T;

t(n+2xh) = etime(clock,t0); s(n+2xh) = flops; q(n+2*h) = 0;
if (t(n+2*h)~=0), q(n+2*h) = s(n+2*h)./t(n+2xh); end;
t0 = clock; flops(0);
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[L U] = 1u(p);
t(n+4xh) = etime(clock,t0);
if (t(nt+4*h)~=0), q(n+d4*h) =

/A

U\ (L\D) ;

t0 = clock; flops(0);
rref (AE);
t(n+6*h) = etime(clock,t0);

if (t(nt+6*h)~=0), q(n+6*h) =

s(n+4*h) = flops;
s(n+4%*h) ./t (n+4*h); end;

s(n+6*h) = flops;
s(n+6+*h) ./t (n+6*h); end;

q(n+4xh)

q(n+6%h)

end % Fortsetzung analog zu LGS
n inv A\I lu rref
20 17708 22840 22750 47497
40 134814 176676 176280 277181
60 447356 289548 588610 826784
80 1051446 1389568 1387740 1840280
100 2042818 2704470 2701670 3457743
150 6846281 9085008 9078745 | 11084328
200 | 16171200 | 21484502 | 21473320 | 25605056
250 | 31517269 | 41902646 | 41885395 | 49264454
300 | 54384734 | 72339686 | 72314970 | 84330436
350 | 86273097 | 114795124 | 114762045 | 133003654
400 | 128683576 | 171270178 | 171226620 | 197482589
K 2n3 83 3n3

3

Tab. 6.12 FErgebnistableau fiir PC Pentium II: flops

n inv A\I 1u rref
20 0 0 0 0.55
40 0 0 0 2.04
60 0 0 0 4.72
80 0.06 0 0.05 8.63
100 0.06 0.06 0.11 13.89
150 0.22 0.22 0.27 31.53
200 0.44 0.61 0.87 59.65
250 0.68 1.21 1.48 100.02
300 1.26 2.08 3.40 154.40
350 1.49 2.25 4.01 225.14
400 3.89 6.32 9.39 312.91
Vergl. T T.3T | T.2T

Tab. 6.13 FErgebnistableau fiir PC Pentium II: ¢t2mes in sec
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Wir hatten schon vorher die Komplexitét fiir die Bestimmung der Losung eines LGS
mittels inv(A)*b untersucht. Die alleinige Invertierung der Matrix macht geméfl
(6.103) den Aufwand 2n® — n? + £ und unterscheidet sich in den flops eben nur
durch 2n? von den fiir die Losung inv(A)*b. So betriigt die GroBenordnung der
Komplexitit fiir die inverse Matrix auch KC(n) = 2n® + O(n?). Auch die Rechenzei-
ten T' sind ungefiahr die gleichen.

Die Kommandos A\I und lu zeigen sowohl fiir flops als auch in der Rechenzeit &hn-
liches Verhalten, sind aber nicht so gut wie inv. Thre Komplexitit ist ~ §n3. Der
Befehl rref fillt im Vergleich als sichtbar schlechteste Variante auf.

Die Kommandos A\I und 1lu geraten aber beziiglich der Rechenzeit im Vergleich mit
inv mit wachsendem n immer mehr ins Hintertreffen. Das Verhéltnis anders als bei
den flops verschlechtert sich. Der Befehl rref braucht die langste Rechenzeit.

A\I braucht ca. 4 Mal mehr flops und time als A\b. Ahnlich ist es bei 1u, wobei die
Rechenzeitrelation von 1u(A™!) : lu(Az = b) noch zunehmend schlechter wird.
Wird die inverse Matrix explizit gebraucht, so ist die built-in-Funktion inv fiir die
Berechnung am besten geeignet.

Im CAS Maple ist es in der Tat sehr schwierig solche Zusammenhénge wie in Matlab
zu erkennen.

Wir bemerken zunéchst, dass wir in Maple mit zwei Bandmatrizen gerechnet haben.
Die Rechenzeiten fiir die Blocktridiagonalmatrix sind grofler und teilweise wesent-
lich groler als die fiir die Tridiagonalmatrix. Diese nehmen meistens noch zu mit
wachsender Genauigkeit, wobei diese Zunahmen bei den Kommandos evalm(A&*x),
linsolve, inverse ausdem Paket 1inalg weniger stark ausgeprégt sind als bei dem
anderen Kommado LinearSolve aus dem Paket LinearAlgebra.

Sind wir in der Lage, nun einige Komplexitatsfunktionen, wie sie in Tabelle 6.11 zu-
sammengefasst sind, fiir die Maple-Kommandos nachzuvollziehen?

Dabei wollen wir von der Rechnerleistung des PC Pentium IV mit 150000 flops
ausgehen und auch voraussetzen, dass die Ordnung der Komplexitét erhalten bleibt.
Wir probieren es wegen der Bandstruktur der Matrix aber auch mit anderer Ord-
nung. Zu bestimmen ist also der Faktor bei dem fiihrenden Glied n*, k = 2, 3.

Wir betrachten die Tridiagonalmatrix (1D-Laplace-Matrix mit Shift) Al aus Ab-
schnitt 6.3.4.

> Al
Al

band([-1.0,2.0,-1.0],n):
evalm(Al+cxdiag(1.0%n)):

und die Rechenzeiten der Algorithmen bei Digits:=50.
Als Komplexitatsfunktionen versuchen wir die Ansétze

zu verifizieren.
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n K(n)
Kommando 100 295 625 900 theor.
evalm(A&*x) 1.6n2 o2n? 4n? 6n? 2n?
MatrixVectorMultiply 0.030n? 0.031n? 2n?2
linsolve 0.035n> | 0.020n® | 0.015n | 0.016n3 2n3
Test mit n? | 3.5n2 4.4n? 9.0n? 14.2n2
LinearSolve, Az =b 0.00060n3 | 0.00016n° | 0.00021n% | 2n?
Test mit n? 0.14n> 0.10n2 0.19n2
inverse 0.85n3 1.12n3 2.68n3 4.71n3 2n3
Test mit n? | 85n2 251n? 1677n? 4240n?
LinearSolve, A™! 0.082n3 | 0.056n° 0.055n> 0.069n> 2n3
Test mit n? | 8.2n? 12.7n? 34.5n? 62.9n2

Tab. 6.14 Umrechnung der Rechenzeiten von Maple-Algorithmen fiir A1

auf die Komplexitéitsfunktion K(n) = an? bzw. an

3

Mit diesen Ergebnissen liegen wir weit weg von der theoretisch erhaltenen Kom-
plexitédt. Die Deutung des Aufwands an flops sowie Angabe eine geeigneten Kom-
plexitatsfunktion fiir die Maple-Kommandos sind nicht machbar, auch wenn sich in
Einzelfillen wie bei 1insolve ein Trend beim Aufwand von ungefihr 0.02n3 bzw. bei
MatrixVectorMultiply die Trendfunktion 0.03n? (auch bei den weiteren Dimensio-
nen n = 1225,1600,2025) andeuten. Es scheint fiir die gegebenen Dimensionen n
auch nicht auszureichen, im Ansatz nur das fithrende Glied n* zu betrachten.
Ansétze mit anderen Exponenten kommen, wie man leicht aus der Tabelle 6.14 ent-
nehmen kann, erst gar nicht in Frage.

Unter denselben Voraussetzungen betrachten wir auch die Blocktridiagonalmatrix
A2 aus Abschnitt 6.3.4 und bestétigen damit die genannten Resultate.

n K(n)
Kommando 100 9295 625 900 theor.
evalm(A&*x) n? 2n? 4n? 12n? 2n?
MatrixVectorMultiply 0.044n% | 0.036n2 0.037n? 2n?
linsolve 0.072n | 0.042n* | 0.033n | 0.041n3 2n3
LinearSolve, Az =b | 0.040n | 0.024n* | 0.016n> | 0.018n3 2n3
inverse 1.6n? 1.9n3 4.2n3 10.8n3 2n3
LinearSolve, A~! 0.67n3 0.60n3 0.99n3 1.47n3 2n3

Tab. 6.15 Umrechnung der Rechenzeiten von Maple-Algorithmen fiir A2
auf die Komplexititsfunktion K(n) = an? bzw. an?
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6.3.6 CG und CR fiir spezielle Matrizen

Eine Implementierung des CG soll sich auf die Versionen 1 (3.96) und 2 (3.97) im Teil
I stiitzen. Alle auftretenden Matrix-Vektor-Produkte werden mit der zeitsparenden
Prozedur Amx () aus Abschnitt 6.3.4 berechnet. Ergénzt um die zusétzliche Abfrage
des Nenners bei der Berechnung der Schrittzahl a, die Bestimmung von Werten des
Funktionals sowie einige FErgebnisfelder, Zwischenausgaben und Dateiarbeit entsteht
dann die erweiterte Maple-Prozedur in Anlehnung an diese Versionen des CG, die
wir in den Beispielrechnungen verwenden.

Dieser Algorithmus liefert in Maple die folgenden Kommandos.

> cg6:=proc(n::posint, nl::posint, trid::posint, A::matrix, b::vector,
x0::vector, maxiter::posint, eeps::numeric,
aus::name, fileaus::name)
local k,i,x,p,r,sr2,v,xh,alpha,alphaold,alphanew,beta,
Q,fh,fh1,fh2,h,d,Ax;
global Qv,epsv,epsv2,rv,Ainv,xs,lp,filel;

# Matrix-Vektor-Produkt y=Ax
Ax:=proc(n::posint, nl::posint, trid::posint, A::matrix, x::vector)
local 1i,y;

y:=vector(n, [seq(0,i=1..n)]):
if trid=3 then # Tridiagonalmatrix A(n,n)
y[1]:=A[1,1]*x[1]+A[1,2]*x[2];
for i from 2 to n-1 do
ylil:=A[1i,i-1])*x[i-1]+A[i,i]*x[i]+A[i,i+1]*x[i+1];
end do;
y[n]:=A[n,n-1]*x[n-1]1+A[n,n] *x[n];
elif trid=5 then # Blocktridiagonalmatrix A(n,n)=A(nl1"2,n1"2)
y[1]:=A[1,1]*x[1]+A[1,2]*x [2]+A[1,1+n1] *x[1+n1];
for i from 2 to nl do
ylil:=A[i,i-1]*x[i-1]+A[i,i]*x[i]+A[1i,i+1]*x[i+1]+A[i,i+n1]*x[i+n1];
end do;
for i from ni+l1 to n-nl do
ylil:= A[i,i-n1]*x[i-n1]+A[i,i-1]*x[i-1]
+A[1,i]*x[i]+A[i,i+1]*x[i+1]+A[i,i+n1])*x[i+nl1];
end do;
for i from n-ni+l1 to n-1 do
ylil:=A[i,i-n1)*x[i-n1]+A[i,i-1]*x[i-1]+A[i,i]*x[i]+A[1i,i+1]*x[i+1];
end do;
y[n]:=A[n,n-n1]*x[n-n1]+A[n,n-1]*x[n-1]1+A[n,n] *x[n];
else
end if;
evalm(y) ;
end:

fh2:=%.16e‘; fhl:=‘%+.10e‘; # Ausgabeformate einstellen
fh :=fhi;

for i from 2 to n do

fh:=cat(fh,‘ ¢,fhl);

end do;
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k:=0:

x:=evalf (evalm(x0)):

v:=Ax(n,nl,trid,A,x): # v:=evalm(A&*x) :
Q:=0.5*evalm(transpose(x)&*v)-evalm(transpose (x)&*b) :
r:=evalm(b-v):

p:=evalm(r): 1lp:=evalm(p):
alphaold:=evalm(transpose (r)&*r) ;

Qv1]:=Q;

h:=evalm(transpose(xs)&*Db);

epsv[1] :=abs(sqrt(2.0*Q+h)) ;

epsv2[1] :=sqrt(evalm(transpose (evalm(xs-x))&*evalm(xs-x)));
sr2:=evalf (sqrt (alphaold));

rv[1] :=s1r2;

fprintf (default, ‘k = %3d, |lrll_2 = ‘|[fh2||‘\n‘,k,sr2);
if fileaus=ja then

fprintf(filel, ‘k = %3d, I|lrll_2 = ¢|[fh2|]|‘\n‘,k,sr2);
end if;

if aus=ja then
fprintf (default, ‘\n‘):
fprintf (default, ‘Schritt k = %g\n‘,k);

fprintf(default, ‘Startvektor X =
[“I'1£hl | “1\n¢,seq(x[i],i=1..n));
fprintf (default, ‘Funktionswert Q(x) = “I1fh2]]‘\n‘,Q);

fprintf (default, ‘Residuum/Suchr. r =b-Ax =

[“I'1£h] | “1\n¢,seq(r[i],i=1..n));
fprintf (default, ‘Anfangsfehlerquadrat r’r = ‘||fh2]||‘\n\n‘,alphaold);
end if;

if fileaus=ja then
fprintf(filel, ‘\n‘):
fprintf(filel, ‘Schritt k = %g\n‘,k);

fprintf(filel, ‘Startvektor X =
C“I'1fhl]“I\n‘,seq(x[i],i=1..n));
fprintf(filel, ‘Funktionswert Q(x) = “I1fh2]]\n‘,Q);

fprintf(filel, ‘Residuum/Suchr. r =b-Ax =
C“I'1fhl]“I\n‘,seq(r[i],i=1..n));

fprintf(filel, ‘Anfangsfehlerquadrat r’r = ‘||fh2||‘\n\n‘,alphaold);

end if;

while (sqrt(1.0%*alphaold)>eeps) and (k<maxiter) do
# absoluter Fehler mit ||r]||
v:=Ax(n,nl,trid,A,p); # v:=evalm(A&*p);
d:=evalm(transpose (v)&*p);
if d=0 then
lprint (‘Abbruch wegen Nenner p’Ap=0°¢):
RETURN (x,k) ;
end if;

alpha:=alphaold/d;
x:=evalm(x+alpha*p) ;
r:=evalm(r-alpha*v) ;
alphanew:=evalm(transpose (r)&*r) ;
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beta:=alphanew/alphaold;
p:=evalm(r+beta*p); lp:=evalm(p);
k:=k+1;

alphaold:=alphanew;

v:=Ax(n,nl,trid,A,x): # v:=evalm(A&*x) ;
Q:=0.5*evalm(transpose(x)&*v)-evalm(transpose (x)&*b) ;

if aus=ja then
fprintf (default, ‘\n);
fprintf(default, ‘Schritt k = %g\n‘,k);

fprintf(default, ‘Iterationsvektor X =
[l 1£fhl]‘I\n¢,seq(x[i],i=1..n));
fprintf(default, ‘Funktionswert Q(x) = “|I1fh2]]‘\n‘,Q);
fprintf (default, ‘Suchrichtung p =
C“I1£fh|]‘I\n¢,seq(p[il,i=1..n));

fprintf(default, ‘Residuum r = b-Ax
CI1£fhl 1 “I\n‘,seq(r[i],i=1..n));

fprintf(default, ‘Fehlernormquadrat r’r = ‘||fh2|]|‘\n‘,alphaold);

end if;

if fileaus=ja then
fprintf(filel, ‘\n‘);
fprintf(filel, ‘Schritt k = %g\n‘,k);

fprintf(filel, ‘Iterationsvektor X =
CIIfh] | “I\n¢,seq(x[i],i=1..n));
fprintf(filel, ‘Funktionswert Qx) = ‘|l Ifh2l]1‘\n*,Q);
fprintf(filel, ‘Suchrichtung p =
C“II£h]|“I\n‘,seq(p[il,i=1..n));

fprintf(filel, ‘Residuum r = b-Ax
C“II£fhl | “I\n¢,seq(r[i],i=1..n));

fprintf(filel, ‘Fehlernormquadrat r’r = ‘||fh2||‘\n‘,alphaold);

end if;

fprintf(default, ‘k = %3d, |lrll_2 = ‘|Ifh2]||‘\n‘,k,sqrt(alphaold));

if fileaus=ja then

fprintf(filel,‘k = %3d, |lrll_2 = ‘||fh2]||‘\n‘,k,sqrt(alphaold));
end if;
Qv [k+1] :=Q;

xh:=evalm(xs—-x);

v:=Ax(n,nl,trid,A,xh);

epsv[k+1] :=abs(sqrt (evalm(transpose(xh)&*v)));
# epsv[k+1] :=abs(sqrt(2.0%Q+h));

epsv2[k+1] :=sqrt (evalm(transpose(xh)&*xh)) ;

rv[k+1] :=evalf (sqrt(alphaold));

end do:

lprint (‘| lxs-x||_2 = ¢, evalf (norm(xs-x,frobenius))):
lprint (‘| IA(-Drl||_2 = ¢,evalf(norm(Ainv&*r,frobenius))):
lprint (¢ ¢):

[x,k];

end:
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Die Implementierung des CR erfolgt in Maple geméafl Teil II, Abschnitt 4.3, mit der
Prozedur Amx () fiir die Matrix-Vektor-Produkte wie in CG.

Ergianzt um die zusétzliche Abfrage des Nenners bei der Berechnung des Parameters
(3, die Bestimmung von Werten der Funktionale sowie einige Ergebnisfelder, Zwi-
schenausgaben und Dateiarbeit entsteht dann die erweiterte Prozedur.

> cr6:=proc(n::posint, nl::posint, trid::posint, A::matrix, b::vector,
x0::vector, maxiter::posint, eeps::numeric,
aus::name, fileaus::name)
local k,i,x,xh,p,r,r2,sr2,v,t,s,alpha,alphar,alphas,beta,betar,
Q,R,fh,fh1,fh2,h,Ax;
> global Qv,Rv,epsv,epsv2,rv,Ainv,xs,1lp,filel;

# Matrix-Vektor-Produkt y=Ax
Ax:=proc(n::posint, nl::posint, trid::posint, A::matrix, x::vector)

local i,y;
fh2:=%.16e‘; fhl:=‘%+.10e¢; # Ausgabeformate einstellen
fh :=fhi;

for i from 2 to n do
fh:=cat(fh,‘ ¢,fhl);

end do;

k:=0:

x:=evalm(x0):

v:=Ax(n,nl,trid,A,x): # v:=evalm(A&*x) :
Q:=0.5*evalm(transpose (x)&*v)-evalm(transpose (x)&*b) :
R:=0.5%evalm(transpose (v)&+*v)-evalm(transpose (v)&*b) :
r:=evalm(b-v):

t:=Ax(n,nl,trid,A,r): # t:=evalm(A&*r):

alphar:=evalm(transpose (t)&x*r):
p:=evalm(r): lp:=evalm(p):
s:=evalm(t):
alphas:=evalm(transpose(s)&*s) ;

Qvl1]:=Q;

Rv([1]:=R;

h:=evalm(transpose (xs)&*Db) ;

epsv[1] :=abs(sqrt(2.0*Q+h));

epsv2[1] :=sqrt(evalm(transpose (evalm(xs-x))&*evalm(xs-x)));
r2:=evalm(transpose (r)&+*r) ;

sr2:=evalf (sqrt(r2));

rv[1] :=sr2;

fprintf (default, ‘k = %3d, |lrll_2 = ‘|[fh2|]|‘\n‘,k,sr2);
if fileaus=ja then

fprintf(filel, ‘k = %3d, |Ilrll_2 = ‘||fh2]]‘\n‘,k,sr2);
end if;

if aus=ja then
fprintf (default, ‘\n‘):
fprintf (default, ‘Schritt k = %g\n‘,k);
fprintf (default, ‘Startvektor X =
[l 1fhl1“I\n¢,seq(x[i],i=1..n));
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fprintf (default, ‘Funktionswert Q(x)
fprintf (default, ‘Funktionswert R(x)
fprintf(default, ‘Residuum/Suchr. r =b-Ax =

“I1£h2] ] “\n‘,Q);
“I1£h2] | ‘\n‘,R);

CT1£hl 1 “I\n‘,seq(r[i],i=1..n));

fprintf(default, ‘Anfangsfehlerquadrat r’r = ‘|[|fh2]|‘\n\n‘,r2);
end if;
if fileaus=ja then
fprintf(filel, ‘\n‘):
fprintf(filel, ‘Schritt k = %g\n‘,k);
fprintf(filel, ‘Startvektor X =

CII£fhl]I\n‘,seq(x[i],i=1..n));
fprintf(filel, ‘Funktionswert Q(x) = “I1fh2]]‘\n‘,Q);
fprintf(filel, ‘Funktionswert R(x) = ‘| |fh2]]|‘\n‘,R);

fprintf(filel, ‘Residuum/Suchr. r =b-Ax =
CII£fhl]I\n‘,seq(r[i],i=1..n));

fprintf(filel, ‘Anfangsfehlerquadrat r’r = ¢||fh2||‘\n\n‘,r2);

end if;

while (sr2>eeps) and (k<maxiter) do
if alphar=0 then
lprint (‘Abbruch wegen Nenner r’Ar=0°¢):
RETURN (x,k) ;
end if;

alpha:=alphar/alphas;
x:=evalm(x+alpha*p) ;
r:=evalm(r-alphaxs) ;
r2:=evalm(transpose (r)&+*r) ;
sr2:=evalf (sqrt(r2));
betar:=1/alphar;

t:=Ax(n,nl,trid,A,r): # t:=evalm(A&*r):
alphar:=evalm(transpose (t)&x*r) ;
beta:=alpharx*betar;

p:=evalm(r+beta*p); 1lp:=evalm(p);
s:=evalm(t+betax*s) ;

k:=k+1;

alphas:=evalm(transpose(s)&x*s);

v:=Ax(n,nl,trid,A,x): # v:=evalm(A&*x) :
Q:=0.5*evalm(transpose (x)&*v)-evalm(transpose (x)&*b) :
R:=0.5*evalm(transpose (v)&+*v)-evalm(transpose (v)&*b) :

if aus=ja then
fprintf (default, ‘\n‘);
fprintf (default, ‘Schritt k = %g\n‘,k);

fprintf (default, ‘Iterationsvektor X =
CI1fhl]“I\n‘,seq(x[i],i=1..n));
fprintf (default, ‘Funktionswert Q(x) = ‘|Ifh2|]‘\n‘,Q);
fprintf (default, ‘Funktionswert R(x) = “||fh2||‘\n‘,R);
fprintf (default, ‘Suchrichtung p =
[“I'1£h] | “I\n‘,seq(p[i],i=1..n));

fprintf(default, ‘Residuum r = b-Ax
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CI'Nfhl]“I\n‘,seq(r[i],i=1..n));
fprintf (default, ‘Fehlernormquadrat r’r = ‘| |fh2|]|‘\n‘,r2);
end if;
if fileaus=ja then
fprintf(filel, ‘\n‘);
fprintf(filel, ‘Schritt k = %g\n‘,k);

fprintf(filel, ‘Iterationsvektor X =
CI1£hl | “I\n‘,seq(x[i],i=1..n));
fprintf(filel, ‘Funktionswert Q(x) = “|Ifh2]]‘\n‘,Q);
fprintf(filel, ‘Funktionswert R(x) = “||fh2]]‘\n‘,R);
fprintf(filel, ‘Suchrichtung P =
CI1£hl 1 “I\n¢,seq(p[i]l,i=1..n));
fprintf(filel, ‘Residuum r = b-Ax =
CI1£hl | “I\n¢,seq(xr[i],i=1..n));
fprintf(filel, ‘Fehlernormquadrat r’r = ‘||fh2|]‘\n‘,r2);
end if;
fprintf(default, ‘k = %3d, |lrll_2 = ‘||fh2]|‘\n‘,k,sr2);
if fileaus=ja then
fprintf(filel,‘k = %3d, |lrll_2 = ¢|[fh2|]|‘\n‘,k,sr2);
end if;
Qv [k+1]:=Q;
Rv[k+1] :=R;

xh:=evalm(xs-x);
v:=Ax(n,nl,trid,A,xh);
epsv[k+1] :=abs(sqrt (evalm(transpose(xh)&*v)));
# epsv[k+1] :=abs(sqrt(2.0%Q+h));
epsv2[k+1] :=sqrt(evalm(transpose (xh)&*xh)) ;
rv([k+1] :=sr2;
end do:

¢,evalf (norm(xs-x,frobenius))):
¢,evalf (norm(Ainv&*r,frobenius))):

lprint (‘| |xs-x||_2
lprint (‘| A" (-Dr||_2
lprint (¢ “):

[x,k];
end:

Fiir die speziellen Tridiagonalmatrizen und Blocktridiagonalmatrizen mit Shift aus
Abschnitt 6.3.4 stellen wir vergleichenden Berechnungen zu den AV CG und CR an.
Mit den absoluten Fehlern

le®La, Ne® 2, 7@z, k=0,1,2,...,

die man als Ergebnisvektoren epsv[1l..maxiter+1], epsv2[1l..maxiter+1] bzw.
rv[1..maxiter+1] der obigen Prozeduren cg6 und cr6é erhilt, folgen grafische Ver-
gleiche der relativen Fehler der AV, die aus Griinden der besseren Ubersicht als
Funktionen log,,() in Abhéngigkeit von der Iterationszahl k dargestellt werden, also

_ €™ 4 €™ [l P _
f(k) - 1OglO (He(O)HA ) 108210 |’6(0)H2 ) 1OglO ||T(0)H2 ) k_()? 1727 ceee (6106)
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Test-LGS: Al(n,n) und A2(n,n), n=n?, n =100, 625

# Tridiagonalmatrix TDM mit Shift
> Digits := 50:

c :=0.0: # 0.0, 1.0, 2.0, -1.0, -1.5 Shift
trid := 3:
nl := 1: # nicht relevant bei TDM
>n := 100: # 100, 625,
A1l := band([-1.0,2.0,-1.0],n):
A1 := evalm(Al+cxdiag(1.0%n)):

# Loesung

> xs1 := evalm(vector(n,[1.0%$n])):
# rechte Seite

> bl := evalm(vector(n,[1.0+c,c$(n-2),1.0+c])):
# bl := evalm(Al&*xsl):

# Blocktridiagonalmatrix BTM mit Shift
> Digits := 50:

c := 0.0: # 0.0, 1.0, 2.0, -1.0, -2.0 Shift
trid := b:

> nl := 10: # 10, 25
n := nl"2:

> T := band([-1.0,4.0,-1.0],n1):

A2 := diag(T$nl):
for i from 1 to n-nl do

A2[i,i+n1] := -1.0;
A2[i+n1,i] := -1.0;
end do:

A2 := evalm(A2+c*diag(1.0$n)):

# Loesung
> xs2 := evalm(vector(n,[1.0$n])):
# rechte Seite
> b21 := 2.0+c, (1.0+c)$(n1-2),2.0+c:
b22 := 1.0+c,c$(n1-2),1.0+c:
b2 := vector(mn, [b21,seq(b22,i=2..n1-1),b21]):
# b2 := evalm(A2&*xs2):

Die folgenden Abbildungen zeigen die Entwicklung und den Verlauf der drei ge-
nannten relativen Fehler von CG und CR in verschiedenen Gegeniiberstellungen und
geeigneten Ausschnitten (Zoomtechnik).

Dabei sind die Fehler in der Grafik zu einem AV gekennzeichnet mit den Linienarten

log1o(le®™ | a/lle®@]l4) solid line ———
10g10(H€(’“)Hz/He(°) HZ) dot line  ..........
log1o([|r®|la/Ir@|l2)  dash line - - - - -

und bei Gegeniiberstellung der zwei AV als CG mit relativem Fehler (solid line,
bold) bzw. CR mit relativem Fehler (dash line, thin).
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Ergebnisse zu A1(100,100) tridiagonal

CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler

50

0 i%

-20 !

1 log10(|le[k]ll_2/|le[0]ll_2) _

] log10(||e[k]||_A/||e[0]I|_A) ......
-40 ]

\m

60 logLO(KII_2/Io]ll_2)
-80 *

0

100
K

150 200

Abb. 6.3 Datei ccgalc0l.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ = 0,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)200

CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler

log10(]|e[K]||_2/|e[0]||_2)

o log0(|[e[K]I|_A/[le[O]1]_A)

80 100

Abb. 6.4 Datei ccgalcOla.ps, Matrix A1(100, 100), Shift ¢ = 0,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen & = 0(1)100 (Zoom)
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CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
0%
-20 !
| log10(][e[K]II_A/lle[O]I|_A) _
f log20(|[e[K][|_2/|le[0][_2) -.....
-40 i
\\‘
—60 1 log10(|[r[KIlI_2/IIr[O]|]_2)  ----
-80 *
0 50 100 150 200
k
Abb. 6.5 Datei ccralc0l.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ = 0,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen & = 0(1)200
0 CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
1\ log20(||e[K1Il_2/|[e[0]]]_2) |.....
~11 . loglo(le[KIlI_Avlle[0]l_A) ___
o 10g10(IAKIIL_2/IMO)I|_2) -~
-4 T
-5 7 N
-6 7
-7 7
80 20 40 60 80 100
k
Abb. 6.6 Datei ccralc0la.ps, Matrix A1(100, 100), Shift ¢ = 0,

CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen & = 0(1)100 (Zoom)
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Die beiden AV CG und CR sind fiir die spd Matrix A1 = A1(100, 100), Shift ¢ = 0,
theoretisch endlich und brauchen héchstens n = 100 Schritte.

Die numerischen Rechnungen in der sehr genauen GPA mit Digits:=50 widerspiegeln
dieses Verhalten, wobei bei n/2 sichtbare Verbesserungen und erst kurz vor bzw. bei
n die deutliche Fehlerverkleinerung stattfinden. Solche “Genauigkeitsspriinge® treten
bei Vielfachen von n auch auf. Dazwischen liegen i. Allg. nur kleine Genauigkeits-
zuwéchse. Alle Fehler tendieren natiirlich gegen Null. Die Konvergenz ist langsam,
weil die spektrale Kondition der Matrix x = 4133.642 grofl und damit der Quotient

 WE—1
LN/ |

im Konvergenzfaktor ¢* nahe der Eins liegt.

= 0.969

Im Fall A spd erzeugt das CG eine monoton fallende Folge von Werten [|e®)|| 4 und
das gilt auch fiir || ||y (siehe [11]), wihrend sich dieses Eigenschaft nicht auf die
Residuumnorm ||r®*||, iibertrigt. Das CR erzeugt eine monoton fallende Folge von
Werten [|r®||; und das gilt auch fiir die Fehlernormen ||e®|| v (siehe 6.67) und
le®)||5 (siche Abschnitt 6.2.5) sowie meistens auch fiir ||e*)]| 4.

Ergebnisse aus Berechnungen mit Maple

Startvektor (%) = (1,0,0,...,0)”, die rechte Seite b wird so gewihlt, dass die exakte
Losung z* = (1,1,..,1)T ist, Q(z*) = —32*"b= -1, R(z*) = —3b"b= —1.

CG : Iterationsverlauf mit verschiedenen Fehlern

i Qix[i)= [1e[il || _A=|lxs-x[i]|]_A [lelilll_2= [1rli] 1] _2=
(Ilelil || ~2_A-xs’b)/2 =sqrt (2Q(x[i])+xs’b) [ 1xs-x[i]1]_2 | 1o-Ax[1111_2
0 0.0000000000000000e+00 1.4142135623730950e+00 9.9498743710661995e+00 1.7320508075688773e+00
1 -5.6250000000000000e-01 9.3541434669348535e-01 9.8955482415073901e+00 6.1237243569579452e-01
2 -6.8750000000000000e-01 7.9056941504209483e-01 9.8385402880711933e+00 4.3301270189221932e-01
3 -7.6250000000000000e-01 6.8920243760451109e-01 9.7684121022815167e+00 3.3911649915626341e-01
4 -8.0831408775981524e-01 6.1917027099205071e-01 9.6996148123665450e+00 2.7062205477269659e-01
5 -8.3904569892473118e-01 5.6736989887597812e-01 9.6308067140027897e+00 2.2752799967203039e-01
6 -8.6137820512820513e-01 5.2653925755216936e-01 9.5610868084256588e+00 1.9611613513818403e-01
7 —-8.7825584225900682e-01 4.9344535207253332e-01 9.4909691227581839e+00 1.7215261469580199e-01
8 -8.9146719234018586e-01 4.6590301063593512e-01 9.4203521196363611e+00 1.5348899223289991e-01
9 -9.0209378369509165e-01 4.4250698594464777e-01 9.3492020888588396e+00 1.3846202502834299e-01
10 -9.1082456710596300e-01 4.2231607332432185e-01 9.2775249525063955e+00 1.2611239252975046e-01
46 -9.7881977366426983e-01 2.0581655101439327e-01 6.1688697624376245e+00 2.9953363338121414e-02
47 -9.7925907123003103e-01 2.0367095409001733e-01 6.0598256587457008e+00 2.9332102762704438e-02
48 -9.7968051619624720e-01 2.0159109009950216e-01 5.9487834950868423e+00 2.8736089575687653e-02
49 -9.8008517515709714e-01 1.9957366982096040e-01 5.8356291881490573e+00 3.6634928535231181e-02
50 -9.8211802069014463e-01 1.8911361299417537e-01 5.2471557269007441e+00 6.4479624320772592e-02
51 -9.8607940425578742e-01 1.6685679934730007e-01 4.0887404493964836e+00 1.2158535049195702e-01
52 -9.9435950008762339e-01 1.0621205122185159e-01 1.6643246681351613e+00 9.0592126004430260e-02
53 -9.9717126206729499e-01 7.5216194169939331e-02 8.4123520685311445e-01 6.9347573583406189e-02
54 -9.9890394108280373e-01 4.6820058034912043e-02 3.3628798012720312e-01 3.9611556103418771e-02
55 -9.9941023480406673e-01 3.4344291983771472e-02 1.9049126103784081e-01 2.8271084925483177e-02
56 -9.9971350449555091e-01 2.3937230602101391e-02 1.0509291789416009e-01 1.8276869302777970e-02
57 -9.9982759751954063e-01 1.8568924603184164e-02 7.3785406338384905e-02 1.3607362642169915e-02
58 -9.9990209235651387e-01 1.3993401551169106e-02 5.3435987398372842e-02 9.6936086082524931e-03
59 -9.9993595367025126e-01 1.1317802768094459e-02 4.3782544119487365e-02 7.5238193711179504e-03
60 -9.9995967482665534e-01 8.9805538074949883e-03 3.6308002095191291e-02 5.7169838331495342e-03
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-9.9999991673786636e-01 4.0807385027313578e-04 5.3273587497804452e-03 1.4057903511741740e-04
91 -9.9999992573122022e-01 3.8540570773331604e-04 5.1476996372223225e-03 1.3078020693730777e-04
92 -9.9999993392591590e-01 3.6352189507044574e-04 4.9701240246364960e-03 1.2231797306058303e-04
93 -9.9999994074344540e-01 3.4425732992578682e-04 4.8102858644735600e-03 1.1401571133444982e-04
94 -9.9999994703929261e-01 3.2545570326615905e-04 4.6506826262118239e-03 1.0810957806864678e-04
95 -9.9999995234314745e-01 3.0872917758548657e-04 4.5061757893700331e-03 9.8246024124274322e-05
96 -9.9999995681687121e-01 2.9388136651406531e-04 4.3737333193217495e-03 9.4413159862330889e-05
97 -9.9999996197675379e-01 2.7576528500379629e-04 4.2105710572729169e-03 1.0469652819685816e-04
98 -9.9999996551160015e-01 2.6263434599001654e-04 4.0961672434221437e-03 2.2482133712107785e-05
99 -9.9999996602734663e-01 2.6066320558506495e-04 4.0457695769842436e-03 3.9522331272582655e-05
100 -1.0000000000000000e+00 1.8079823007983236e-48 9.0480053050382326e-48 4.6715407814001545e-49
101 -1.0000000000000000e+00 1.8085906114983568e-48 9.0480108311164173e-48 1.3982821707364548e-50
102 " " " 1.0344256061401024e-50
197 " " " 3.3920116198710879e-54
198 " " " 2.8534290834278875e-54
199 " " " 8.5809146238921482e-54
200 -1.0000000000000000e+00 1.8085906114983568e-48 9.0480108311164173e-48 3.3217615111071637e-95
CR : Iterationsverlauf mit verschiedenen Fehlern
i Qx[il)= [lelil || _A= [lelilll_2= [1r[illl_2= R(x[il)=
(I'lelill1"2_A-xs’b)/2 |lxs-x[illl_A= |lxs-x[1111_2 [|lb-Ax[ill]_2= (Irlil1172_2-b°b) /2
sqrt (2Q(x[i])+xs’Db) sqrt (2R(x[1]1)+b’b)
0 0.0000000000000000e+00 1.414213562e+00 9.949874371e+00 1.732050807e+00 5.0000000000000000e-01
1 -5.5555555555555566e-01 9.428090415e-01 9.899494936e+00 5.773502691e-01 -8.3333333333333333e-01
2 -6.7040000000000000e-01 8.119113252e-01 9.858032258e+00 3.464101615e-01 -9.4000000000000000e-01
3 -7.4044436396559529e-01 7.204937696e-01 9.808541727e+00 2.423291238e-01 -9.7063829787234043e-01
4 -7.8740927960223195e-01 6.520593844e-01 9.755755688e+00 1.805294829e-01 -9.8370455289878808e-01
5 -8.1960000000000000e-01 6.006662967e-01 9.703006120e+00 1.414213562e-01 -9.9000000000000000e-01
6 -8.4329553324099723e-01 5.598293789e-01 9.649823134e+00 1.147078669e-01 -9.9342105263157895e-01
7 -8.6148883634549666e-01 5.263291055e-01 9.596238066e+00 9.545820586e-02 -9.9544386546660351e-01
8 -8.7587927195268092e-01 4.982383526e-01 9.542363728e+00 8.106032845e-02 -9.9671461157532709e-01
9 -8.8755383966027194e-01 4.742281314e-01 9.488181974e+00 6.995416863e-02 -9.9755320714555128e-01
10 -8.9721635217058600e-01 4.533952973e-01 9.433693937e+00 6.117322823e-02 -9.9812891807340583e-01
50 -9.7628182325316343e-01 2.177988831e-01 6.997921829e+00 6.826128219e-03 -9.9997670198676685e-01
60 -9.9860483174079736e-01 5.282363598e-02 1.678498354e+00 3.314149263e-03 -9.9999450820732878e-01
70 -9.9999639097466506e-01 2.686643011e-03 4.260487744e-02 4.984442837e-04 -9.9999987577664799e-01
80 -9.9999952974180361e-01 9.698022441e-04 1.006478597e-02 1.394646453e-04 -9.9999999027480634e-01
90 -9.9999987725492666e-01 4.954696223e-04 6.406609491e-03 5.487453852e-05 -9.9999999849439251e-01
95 -9.9999992968875004e-01 3.749966665e-04 5.408111362e-03 3.717792949e-05 -9.9999999930890078e-01
96 -9.9999993648351182e-01 3.564168575e-04 5.244180436e-03 3.459254818e-05 -9.9999999940167781e-01
97 -9.9999994125486290e-01 3.427685431e-04 5.123225326e-03 3.284608656e-05 -9.9999999946056730e-01
98 -9.9999996304271317e-01 2.718723480e-04 4.369213593e-03 1.855243161e-05 -9.9999999982790364e-01
99 -9.9999996402323955e-01 2.682415346e-04 4.306339390e-03 1.679416127e-05 -9.9999999985897807e-01
100 -1.0000000000000000e+00 1.285457117e-48 5.834989288e-48 1.742687231e-49 -1.0000000000000000e+00
101 " 1.305220287e-48 5.840239721e-48 1.310656099e-50 "
102 " 1.305220287e-48 5.840239721e-48 9.045345342e-51 "
149 " 1.340074624e-48 6.562248090e-48 4.988403985e-52 "
150 " 1.340000000e-48 6.575180605e-48 4.323844535e-52 "
197 " " " 1.554362920e-54 "
198 " " " 1.515213524e-54 "
199 " " " 1.500830512e-54 "
200 -1.0000000000000000e+00 1.340000000e-48 6.575180605e-48 4.449693400e-96 -1.0000000000000000e+00
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0 CG - CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
11  cG CR
log10(|le[K]II_A/lle[Olll_A) __ log10(|le[K]I_A/lle[O]|_A) |-----
21
-3
4] Abb. 6.7
. Datei ccgralc011.ps
Matrix A1(100,100), ¢ = 0,
1 CG versus CR:
7] Verlauf des
. ‘ ‘ ‘ ‘ relativen Fehlers
-89 20 40 60 80 100 o(k)
‘ logyo (5w k= 0(1)100
0 CG - CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
41 cG CR
log10(|[e[K]ll_2/lle[0]l|_2) __ log10(]|e[K]I|_2/||e[0]]|_2) | -----
2
-3
4] Abb. 6.8
. Datei ccgralc012.ps
Matrix A1(100,100), ¢ = 0,
e CG versus CR:
-7 Verlauf des
. ‘ ‘ ‘ ‘ relativen Fehlers
-8 20 40 60 80 100 (k)
k 10%10(“40)”2)7 k = 0(1)100
0 CG - CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
cG
11 log20([|r[K]l|_2/|Ir[01I|_2) _
—21
CR
31 log10(]|r{K]I|_2/[Ir[O]]|_2) -----
2] Abb. 6.9
o Datei ccgralc013.ps
Matrix A1(100,100), ¢ =0,
1 CG versus CR:
-7 Verlauf des
. ‘ ‘ ‘ ‘ | relativen Fehlers
-89 20 40 60 80 100 (B
k IOglo(w)’ k= 0(1)100
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Fiir die Matrix A1(100,100) mit Shift ¢ = 1 liegen die Fehler bei den ersten 100
Iterationen des CG sehr dicht beieinander. Es gilt [[e® ||y < [le® |4 < [r®]..

Zusitzlich ist ||| = 9.949..., [|e@||4 = 10.049..., |||, = 10.029..., so dass sich
die relativen Fehler ebensfalls nur minimal unterscheiden.

0 CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler
] log10(/le[KII|_A/|[e[0]l_A) ___
20 log10(le[KIIl_2/I[e[O]_2) -....
—-40
-60
-100 *
~120 log10(|[{KII|_2/[Ir0][|_2) -
-140
-160 *
6 50 100 150 200
k

Abb. 6.10 Datei ccgalcll.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ = 1,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)200

0 CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler
-10 A .
] . Jog10(lIr[K]I_2/[Ir[0]]|_2) ~ -----

—20 A
log10(]|e[K]||_A/||e[0]I|_A)
log10(|[e[K][|_2/]|e[0]||_2) ......

-30

401

=50 g 20 40 60 80 100

k

Abb. 6.11 Datei ccgalclla.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ =1,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)100
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Analoges gilt fiir das CR bei den ersten 100 Iterationen und genauso ist

le®l2 < fle®a < [Ir®]..

0 CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
log10(||e[k]||_A/|le[0]ll_A) __
—20 ] log10(||e[K]||_2/||e[0]]|_2) -.....
-40 *
—60 *
-80 *
-100 *
-120 * log10(|[r[k]ll_2/|Ir[O]}|_2) ----
-140 *
-160 *
0 50 100 150 200
k

Abb. 6.12 Datei ccralell.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ = 1,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)200

CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler

0 4
~107] log20(||r[K][|_2/[Ir[O]]|_2) -----
~20 |
log10(||e[K][|_A/[le[O]]|_A) __~
a0 log10(/[e[KIIL_2/|[e[0]l[_2) ...
40 |
50 ¢ 20 40 60 80

100

k

Abb. 6.13 Datei ccralella.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ = 1,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)100
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Im Vergleich der AV ist bei den Fehlern ||e®)|| 4 und [|e®)||, das CG minimal besser
als CR, bei ||r®||, umgekehrt.

CG - CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler

CR
-101 log10(|le[K]||_A/lle[O]I|_A) -----

2 Abb. 6.14
tog10(lelMILAelollA) Datei ccgralclll.ps

- Matrix A1(100,100), ¢ = 1,
401 CG versus CR:
Verlauf des
relativen Fehlers
50 : ‘ ‘ : o(k)
0 20 40 ) 60 80 100 log,( He“””i)’ k = 0(1)100

Ein sehr &hnliches Bild wie in Abb. 6.14 ergibt sich zu CG versus CR fiir den Verlauf

]|

des relativen Fehlers logy( EOIP ), k=0(1)100.

CG - CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler

CG
-101 log10(Ir[K]I_2/IM[0I_2) __

S B Abb. 6.15
rog1 Otk 2/rTolll_2) = Datei ccgralcll3.ps

= Matrix A1(100,100), ¢ = 1,
0] CG versus CR:
Verlauf des
relativen Fehlers
-50 y ‘ y y r(F) 2
0 20 40 ] 60 80 100 log,( Hr“’)”2)’ k= 0(1)100

Mit dem Schift ¢ = 1 wird die Diagonaldominanz der Matrix Al verstérkt.

Damit verbessert sich die spektrale Kondition der Matrix auf x = 4.994 und man
erhilt den Quotienten ¢ = 0.381 deutlich kleiner als Eins im Konvergenzfaktor ¢".
Somit nehmen die Fehler stetig ab.

Fiir die Matrix A1(100, 100) mit Shift ¢ = 2 folgen analoge Aussagen und Ergebnisse
wie in der Situation zu ¢ = 1. Die Fehler tendieren jedoch noch schneller gegen Null
wegen k = 2.998 und ¢ = 0.267.
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CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler
0 -
7 log10(||e[K]II_A/lle[0lll_A) __
7 log10(||e[Kll_2/le[O]l]_2) ......
—50 \
—100 \
| log10(]Ir{k]II_2/lIr[OIl_2)  -----
—150
—200 ‘
0 50 100 150 200
k

Abb. 6.16 Datei ccgalc2l.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ = 2,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)200

CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler

30
40

50

log10(|Ir{K]lI_2/Ir[O][|_2)  -----

log10(][e[K]I|_A/lle[O]]|_A) ___
log10(|[e[K]I|_2/|le[0NIl_2) -.....

60 g

Abb. 6.17 Datei ccgalc2la.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ = 2,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)100
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CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
0 ,
’ log10(|[e[K]I|_A/[le[O]I_A) __
| log10(]|e[K]l_2/le[O1l_2) ......
—50 \
—-100 - ‘\
7 log10(||r(KI[|_2/IIr[O]||_2) -----
—150 A
—200 A
0 50 100 150 200
k

Abb. 6.18 Datei ccrale2l.ps, Matrix A1(100, 100), Shift ¢ = 2,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)200

0 CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler

~10-

] log10(|Ir[KIlI_2/lIr[ONlI_2)  -----
—20
30 -

1 logl1O(|le[K]lI_A/lle[0]Il_A) _

log10(|le[KIIl_2/1|e[O1ll_2) -.....
—40
-50 7 \\\
—60 o 20 40 60 80 100
k

Abb. 6.19 Datei ccrale2la.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ = 2,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)100
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Im Teil IT, Abschnitte 5.2 und 5.4, sind die AV CG und CR unter veréinderten Voraus-
setzungen getestet worden. Sowohl fiir symmetrische indefinite Koeffizientenmatrizen
als auch im allgemeinen Fall haben wir in einigen Beispielen konvergente Iterations-
folgen erhalten. Andererseits konnten jedoch auch Probleme bei der Durchfiihrung
wie vorzeitiger Abbruch (Nulldivision bei Schrittzahl) und Divergenz auftreten.

Deshalb soll hier zusétzlich die symmetrische tridiagonale Matrix A1(100,100) mit
dem Shift ¢ = —1 betrachtet werden, womit dann ihre positive Definitheit verloren
geht. Gliicklicherweise ist die Matrix regulidr. Aber die Regularitdt geht z. B. bei
n = 20 und n = 200 verloren. Thre spektrale Konditionszahl ist k = 166.503.

Wie bei den anderen Shifts interessieren wir uns fiir die Fehlerverldaufe von CG und
CR. Dabei kann man beim CG kein monoton abnehmendes Verhalten der Fehler
erwarten. Aber, wenn es nicht vorzeitig abbricht, ist es nach spétestens n Schritten
(theoretisch) an der Losung. Fiir das CR erhilt man eine stetig abnehmende Folge von
Fehlern ||r®]|; und damit auch von ||e® ||, mit spétestens ||e™]|, = 0, [|r™|, =0
(theoretisch), auch hier vorausgesetzt, dass kein vorzeitiger Abbruch eintritt.

CG : Iterationsverlauf mit verschiedenen Fehlern
i Qx[il)= [1e[il || _A=|Ixs-x[i]]]_A [lelill]_2= [lr[illl_2=
(llelil|1~2_A-xs’b)/2 =sqrt (2Q(x[i])+xs’b) | Ixs-x[i111_2 | lo-Ax[i]|]_2
0 5.0000000000000000e-01 9.8488578017961047e+00 9.9498743710661995e+00 9.8994949366116653e+00
1 5.1585106382978723e+01 2.2738101868796012e+00 1.8062564173892619e+00 3.4320012916008675e+00
2 4.9084410170904544e+01 4.1087752653203986e-01 8.5032315286715664e-01 7.8400589240135916e-01
3 4.8844321013289037e+01 5.5799459981430547e-01 9.1701118116390518e-01 6.9315658787957674e-01
4 4.9272865572561313e+01 7.3873618100281636e-01 1.2668524149555819e+00 1.3054750076141928e+00
5 4.9014434904776772e+01 1.6991118136704115e-01 5.4873415373663436e-01 3.1914850663886181e-01
6 4.8962427479661435e+01 2.7412595768575148e-01 6.0786194603334466e-01 3.5009901510336904e-01
7 4.9092971754114268e+01 4.3121167450399132e-01 1.0082261436757950e+00 7.8080917520517559e-01
8 4.9005648098724350e+01 1.0628357092561661e-01 4.3537229457122492e-01 1.9755663662587520e-01
97 4.8996369104379080e+01 8.5216144255884130e-02 1.9629319039133859e+00 4.1610229139626280e-01
98 4.9000230367447483e+01 2.1464736079582463e-02 1.7495680971123633e-01 4.8298592570897498e-03
99 4.9000204918032787e+01 2.0244408254472900e-02 1.5964153778344787e-01 5.2644395814201348e-03
100 4.9000000000000000e+01 3.3199610784314927e-44 3.3232983669691772e-44 3.3192332742482961e-44
101 4.9000000000000000e+01 2.1657483917343677e-45 1.2652586361293884e-45 3.7576485453894170e-45
102 4.9000000000000000e+01 1.2207506051606118e-46 1.4907823248214342e-46 1.3832573305141553e-46
CR : Iterationsverlauf mit verschiedenen Fehlern
i Qx[il)= [lelil || _A= [lelilll_2= [Mr[illl_2= R(x[i])=
(I'lelill1"2_A-xs’b)/2 |lxs-x[ill|_A= | lxs-x[1111_2 [|Ib-Ax[ill]_2= (Hrlill1"2_2-b°b) /2
sqrt (2Q(x[i])+xs’b) sqrt (2R(x[1])+b’b)
0 5.0000000000000000e-01 9.848857801e+00 9.949874371e+00 9.899494936e+00 0.0000000000000000e+00
1 5.0997010097049309e+01 1.998504489e+00 1.825410721e+00 3.242661173e+00 -4.3742574257425743e+01
2 4.9090243934537600e+01 4.248386388e-01 8.587296820e-01 7.620487324e-01 -4.8709640864714086e+01
3 4.8894734040468245e+01 4.588375737e-01 8.300702973e-01 5.127653697e-01 -4.8868535837786859e+01
4 4.8989058600444105e+01 1.479283580e-01 7.442914343e-01 4.772695514e-01 -4.8886106887638741e+01
5 4.9012012121454340e+01 1.549975577e-01 5.678943605e-01 2.652987958e-01 -4.8964808274470232e+01
6 4.8982435710741257e+01 1.874261948e-01 5.490603689e-01 2.114465761e-01 -4.8977645172707520e+01
7 4.8997024333341326e+01 7.714488523e-02 5.280027489e-01 2.040953004e-01 -4.8979172554159506e+01
8 4.9003630225893968e+01 8.520828473e-02 4.561727977e-01 1.419489615e-01 -4.8989925246154862e+01
97 4.9000004080910611e+01 2.856890131e-03 1.364977852e-01 3.706761129e-03 -4.8999993129960965e+01
98 4.9000140746971011e+01 1.677778120e-02 1.370607766e-01 2.940571429e-03 -4.8999995676519834e+01
99 4.9000167638593095e+01 1.831057580e-02 1.392412813e-01 2.567226996e-03 -4.8999996704672774e+01
100 4.9000000000000000e+01 2.404643542e-43 2.405837469e-43 2.403440368e-43 -4.9000000000000000e+01
101 4.9000000000000000e+01 1.397385040e-45 8.379934024e-46 2.438296023e-45 -4.9000000000000000e+01
102 4.9000000000000000e+01 2.250986035e-46 2.460196567e-46 2.314869139e-46 -4.9000000000000000e+01
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Die fehlende Definitheit der Matrix fithrt zu einer “Sattelpunktsituation® an der
Losung und zu oszillierendem Verhalten aller Fehler des CG.

CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler
OW

—20

log10(|le[K]l|_2/[|e[0]]]_2) -.....
log10(||e[k]lI_A/lle[0ll_A) __

- W

log10(]IrK]I|_2/[Ir[0]]|_2) -—---

—60

—80

0 50 100 150 200
K

Abb. 6.20 Datei ccgalemll.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ = —1,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)200

0 CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler
_14 b v , log10(|le[K]Il_2/[le[O]l|_2) -.....
1 Vi \L ARy L/ i }.‘ll {
—2 VAYAWLY \J ‘V,’/\\,“\, \\ ,’/\\ / | | ll‘\ '\\ A A A Aoa A \ JHi
] PV LARARARAAARARAR AR
-3 'z
] log10(||rIKI|I_2/[Ir[O]Il_2)  -----
-4 log10(|le[K][|_A/[le[O]ll_A) ___
-5
-6
-7
80 20 40 60 80 100
k

Abb. 6.21 Datei ccgalemlla.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ = —1,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)100
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Die fehlende Definitheit der Matrix hat keinen Einfluss auf das Abstiegsverhalten
der Iterationsfolge |||, im CR, das gilt auch fiir [|e®)||,. Man bemerkt jedoch ein
oszillierendes Verhalten oder einen unregelméifiigen Verlauf der Fehler [le®)|| 4.

CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
O -
] 1
1 log10(||e[KlIl_2/]le[O]]l_2) -.....
—20
] log10(||e[K]I|_A/lle[O]ll_A) __
—40
60 1 log1O(||r[K]I_2/]Ir[O1I|_2) ----- ‘
—80
0 50 100 150 200
k

Abb. 6.22 Datei ccralemll.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ = —1,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)200

0, CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
1
—1*: \ log10(]|e[K]|]_2/|le[O]l]_2) -....-
—2 ’ \ \“‘-\\>\[Qg}9(llf[k]|I_2/ lIfo_2) ---
—3% 0%%% _ e
—47 log10(|le[k]||_A/[le[O]]l_A) ___ \
5
61
]
-8 20 40 60 80 100
k

Abb. 6.23 Datei ccralemlla.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ = —1,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)100
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0 CG - CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
CG
-1 log10(|le[K]l|_A/lle[0ll_A) __
-2
—3
CR
—41 log10(|le[K]l|_A/lle[O]||_A) -----
5]
-6
7
80 20 40 60 80 100
k
0 CG - CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
CG
log10(le(K]lI_2/|le[0l_2)|
—1
—21 CR
log10(|[e[K][|_2/||e[0]]|_2) -----
-3
—4-
-5
—6
7
-80 20 40 60 80 100
k
0 CG - CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
CG
1] log10(Ir[k]l_2/|Ir[O]II_2) ___
—2
-37 CR
log10(Ir[k]|I_2/|Ir[O]ll_2) -----
—44
—5
—6
—71
-89 20 40 60 80 100
k

Abb. 6.24
Datei ccgralemlll.ps

Matrix A1(100,100), ¢ = —1,
CG versus CR:

Verlauf des
relativen Fehlers

logyo(lelay k= 0(1)100

BRI

Abb. 6.25
Datei ccgralem112.ps

Matrix A1(100,100), ¢ = —1,
CG versus CR:

Verlauf des

relativen Fehlers
l[e™ 12

logy( He(o)||2)v k = 0(1)100

Abb. 6.26

Datei ccgralem113.ps
Matrix A1(100,100), ¢ = —1,
CG versus CR:

Verlauf des

relativen Fehlers
logyo (1212, & = 0(1)100

I (O]




104 Polynomiale Iterationsverfahren

Ergebnisse zu A2(100,100) = A2(10%,10%) blocktridiagonal

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler o CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

° 1og10([e[K][_2/[e[O)|_2) ... T logIO(IKIL_2AON_2)
log10(Ie[KII_AMIe[0]l_A) 0] T

50| L log10(lefdILAEIOILA)
\ 20 log10(/le{KJl|_2/[e[O]|_2) ... \

—100

log10(|IrKll_2/|IO]||_2) -~ \\\ 30 \
—150 A \\ \
- —40 \
\.
N
N
—200 ~ 501 ‘;
N log10(||rKJlI_2/Ir[ON|_2)  -----
0 50 100 150 200 0 10 20 30 40 50
k K

Abb. 6.27 Dateien ccga2c01.ps, ccga2c0la.ps, Matrix A2(100, 100), Shift ¢ = 0,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir & = 0(1)200 bzw. k£ = 0(1)55

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

2509 10 20 3 4 50
k

Abb. 6.28 Datei ccga2c0laa.ps, Matrix A2(100, 100), Shift ¢ = 0,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)51 (Zoom)
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CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler o CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

-50

—100

—150

—200 -

0 = —
log10(|le[K]ll_2/[e[0]||_2) -..... \"%n\\\ Eglod|r[k]||_2/||r[0]||_2) -----
log10(|le[K]Il_A/lle[0lll_A) ___ _10 \‘\\‘

B 5 log10(|[e[KIII_A/|[e[0]l_A) __

.
201 log10(lle[Kll|_2|[e[0]|_2) ... \

N \
log10(|IrKll_2/|I[0]||_2) - N 30
\\ \
N —40 \
\\
h 50 ‘
T log20(Ir{KII_2Ar{0)I_2) -\
50 100 150 200 0 10 20 30 40 50
k k

Abb. 6.29 Dateien ccra2c01.ps, ccra2c0la.ps, Matrix A2(100,100), Shift ¢ = 0,

CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir £ = 0(1)200 bzw. k = 0(1)55

CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

259 10 20 30 40 50
k

Abb. 6.30 Datei ccra2c0laa.ps, Matrix A2(100, 100), Shift ¢ = 0,

CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k = 0(1)51 (Zoom)
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Die beiden AV CG und CR sind fiir die spd Matrix A2 = A2(100,100) = A2(10?,10?),
Shift ¢ = 0, theoretisch endlich und brauchen hochstens n = 100 Schritte.

Die numerischen Rechnungen in der sehr genauen GPA mit Digits:=50 widerspiegeln
dieses Verhalten. Nach stetigen Genauigkeitszuwéchsen findet bei ungefihr n/2 eine
deutliche Fehlerverkleinerung statt und das AV konnte dort schon beendet werden.
Solche “Genauigkeitsspriinge” treten in abgeschwéchter Form auch bei Vielfachen
von n/2 auch auf. Alle Fehler tendieren natiirlich gegen Null.

Die Konvergenz ist linear. Die spektrale Matrixkondition betrigt x = 48.374, womit
sich der Quotient

-1
= L = 0.748

VE+1

im Konvergenzfaktor ¢* ergibt.

Im Fall A spd erzeugt das CG eine monoton fallende Folge von Werten [[e®)|| 4 und
das gilt auch fiir ||e®) ||, wihrend sich dieses Eigenschaft nicht auf die Residuumnorm
|[7®) ||, iibertrigt. Unter anderem ist |71y < [[r19]|; und [|r®D]]y < ||r®O)]],.

Das CR erzeugt eine monoton fallende Folge von Werten ||r*)||, und das gilt ebenfalls
fiir die Fehlernorm ||e(® ||, sowie meistens auch fiir ||e®| 4.

Ergebnisse aus Berechnungen mit Maple

Startvektor (%) = (1,0,0,...,0)”, die rechte Seite b wird so gewihlt, dass die exakte
Losung z* = (1,1,...,1)T ist, Q(z*) = —32*b=—20, R(z*) = —1b"b = —24.

CG : Anfaenglicher Iterationsverlauf mit verschiedenen Fehlern

i Qx[iD)= [lelil || _A=|lxs-x[i]1|]_A [lelilll_2= [1r[illl_2=
(lleli] | |~2_A-xs’b)/2 =sqrt (2Q(x[i])+xs’b) | 1xs-x[1i]11_2 | 1b-Ax[i]|1_2

0 0.0000000000000000e+00 6.3245553203367587e+00 9.9498743710661995e+00 7.3484692283495343e+00
1 -9.8513513513513514e+00 4.5052521901994895e+00 8.7749435764513632e+00 4.5625672293594894e+00
2 -1.3534340407314537e+01 3.5960143472142774e+00 7.7916154491590559e+00 3.1443314810131379e+00
3 -1.5641769106395488e+01 2.9523654562416597e+00 6.7385350857346332e+00 2.4713248962242881e+00
4 -1.6881449902766298e+01 2.4974187062780251e+00 5.7549797018094259e+00 2.0128868138977892e+00
5 -1.7782031107433942e+01 2.1061666090630428e+00 4.6908090567818488e+00 1.7284519868010718e+00
6 -1.8472331750529316e+01 1.7479520871412259e+00 3.5442005646010258e+00 1.6940679806435351e+00
7 -1.9272356202718886e+01 1.2063530140726756e+00 1.8594203053074264e+00 1.7593421078431320e+00
8 -1.9855980189202056e+01 5.3669322857279186e-01 4.8288438015877369e-01 1.0095700822883297e+00
14 -1.9999987108101611e+01 5.0777747861388104e-03 6.8533618928396889e-03 5.8559794279624553e-03
15 -1.9999992167360939e+01 3.9579386201860088e-03 5.6964174118295831e-03 3.7535504783425540e-03
16 -1.9999996196787741e+01 2.7579747131895826e-03 3.5560352295934717e-03 3.8557885860914568e-03
17 -1.9999998767501060e+01 1.5700311715283447e-03 1.9221139112787468e-03 2.0249917391132715e-03

48 -2.0000000000000000e+01
49 -2.0000000000000000e+01
50 -2.0000000000000000e+01
51 -2.0000000000000000e+01
52 -2.0000000000000000e+01
53 -2.0000000000000000e+01
54 -2.0000000000000000e+01
55 -2.0000000000000000e+01
56 -2.0000000000000000e+01
57 -2.0000000000000000e+01
58 -2.0000000000000000e+01

.9716985036655688e-19
.4028708219873577e-21
.9546453661351455e-22
.9320300134889479e-48
.9320300134889479e-48
.9320300134889479e-48
.9320300134889479e-48
.9320300134889479e-48
.9320300134889479e-48
.9320300134889479e-48
.9320300134889479e-48

.9848163058816136e-20
.2161703322381503e-22
.9038432642523064e-23
.7097953093864774e-48
.7097953093864774e-48
.7097953093864774e-48
.7097953093864774e-48
.7097953093864774e-48
.7097953093864774e-48
.7097953093864774e-48
.7097953093864774e-48

.9330537658980067e-19
.7528771971485625e-21
.8961808467506797e-22
.7258890898546815e-51
.1829029696763784e-50
.2166805798733452e-53
.8707826331324879e-54
.7551718856583891e-55
.7530120833168704e-55
.1649241141506141e-56
.7748317292946816e-57
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CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

0
CR
log10(|e[K]Il_A/|le[0]||_A) -----
-5
-10
CG
log10(|[e[KIIl_A/lle[OlIl_A) __
—15
-20
259 10 20 30 40 50
k
0 CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
CR
log10(|le[kIIl_2/lle[0]l|_2) -----
-5
-10
CG
log10(|le[KIll_2/lle[0]l|_2) __
—15
—20 -
259 10 20 30 40 50
k
0 CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
CG
log10(||rKIlI_2/IF[ONNl_2) ___
-5+
-10 A
CR
log10(||r[KIIl_2/Ir[0]]|_2) -----
-15
—20
259 10 20 30 40 50
k

Abb. 6.31
Datei ccgra2c011.ps

Matrix A2(100, 100), ¢ = 0,
CG versus CR:
Verlauf des

relativen Fehlers
lle®]|.4

logo(Lla), & = 0(1)51

Abb. 6.32
Datei ccgra2c012.ps

Matrix A2(100,100), ¢ =0,
CG versus CR:

Verlauf des

relativen Fehlers
l[e™ 12

logy( EE ), k=

0(1)51

Abb. 6.33
Datei ccgra2c013.ps

Matrix A2(100,100), ¢ =0,
CG versus CR:

Verlauf des

relativen Fehlers
[l |l

togy(012), & = 0(1)51
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Fiir die Matrix A2(100,100) mit Shift ¢ = 1 liegen die Fehler bei den ersten 51 Ite-
rationen des CG sehr dicht beieinander. Es gilt [[e®]l; < [[e® (|4 < [|[r®|..

Zusitzlich ist ||e©@]| 4 = 11.789..., [[e©@ ]y = 9.949..., |||, = 15.264..., so dass sich
die relativen Fehler ebensfalls nur minimal unterscheiden.

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

O,
] log10(|le[K]||_A/lle[O]I|l_A) ___
] log10(|le[KII_2/|le[0]I_2) ......

—50 1
: ~.
-100 , \

log10(||r{K]||_2/|I[0]||_2) ----- ~

~150 1 \\

4 \\\
—200 1 i

] .

-

4 \\
—250 - : : :

0 50 100 150 200

k

Abb. 6.34 Datei ccga2cll.ps, Matrix A2(100,100), Shift ¢ = 1,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)200

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

-15 | N
] log10(|[e[K]I|_A/]|e[O]1]_A)
20 log20(|[e[K]IL_2/|[e[O]ll_2) ......
-25 1
-30
0 10 20 30 40 50

k

Abb. 6.35 Datei ccga2clla.ps, Matrix A2(100, 100), Shift ¢ = 1,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k = 0(1)51
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Analoges gilt fiir das CR bei den ersten 51 Iterationen und genauso ist

le®l2 < fle®a < [Ir®]..

CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
0,
] log10(||e[K]ll_2/l|le[0]l]_2) -....-
1 log10(||e[K]||_A/lle[O]||_A) ___
-50 !
1 \.
—100 ] \\
4 ‘\\
‘\
log20(||r{K]||_2/|Ir[O]||_2) ----- o
] \\
] \\\
—200 )
—250 - ‘ | ‘ N
0 50 100 150
k

Abb. 6.36 Datei ccra2ell.ps, Matrix A2(100,100), Shift ¢ = 1,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)200

CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

-5 S 1oglO(KIIL 21Ol 2)

~10 1

k

~151
] log10(|le[K]||_A/|[e[0]]|_A)
20 log10(|le[K]||_2/||e[0]l_2) ......
~25 1
-30
0 10 20 30 40 50

Abb. 6.37 Datei ccra2clla.ps, Matrix A2(100,100), Shift ¢ = 1,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)51
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Im Vergleich der AV ist bei den Fehlern ||e®)|| 4 und [|e®)||, das CG minimal besser
als CR, bei ||r®||, umgekehrt.

0 CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
54 CR
log10(]|e[K]lI_A/le[O]]|_A) ---—
~10
_15 Abb. 6.38
Igglo(||e[k]||_A/||e[0]||_A) o Datei ccgra2clll.ps
20 Matrix A2(100,100), ¢ = 1,
_25 CG versus CR:
Verlauf des
-30 relativen Fehlers
0 10 20 30 40 50 e ] _
K logy( HZ(O)HQ)’ k=0(1)51

Ein sehr dhnliches Bild ergibt sich zu CG versus CR fiir den Verlauf des relativen
Fehlers loglo(%), k= 0(1)51.

0 CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
54 CG
log20(||r[KIlI_2/Ir[01ll_2) __
~10
-15 Abb. 6.39
Io9L0(IKII_2/IOI_2) Datei ccgra2cll3.ps
207 Matrix 42(100,100), ¢ = 1,
251 CG versus CR:
Verlauf des
-30 relativen Fehlers
0 10 20 30 20 50 [l ] _
‘ logy( Hr(0>llz)’ k= 0(1)51

Mit dem Schift ¢ = 1 wird die Diagonaldominanz der Matrix A2 verstéarkt.

Damit verbessert sich die spektrale Kondition der Matrix auf x = 7.605 und man
erhilt den Quotienten ¢ = 0.467 deutlich kleiner als Eins im Konvergenzfaktor g¢*.
Somit nehmen die Fehler stetig ab.

Fiir die Matrix A2(100, 100) mit Shift ¢ = 2 folgen analoge Aussagen und Ergebnisse
wie in der Situation zu ¢ = 1. Die Fehler tendieren jedoch noch schneller gegen Null
wegen k = 4.550 und ¢ = 0.361.
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CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
0 ,
] log10(|[e[K]I|_A/[le[O]I_A) __
] log10(||e[K]l_2/lle[O1ll_2) .....-
—50 !
1 \
\x
100 \
] \\\
~150 | log10(|[r[KII|_2/IIr[O]}|_2) -----
200 - \\
250 L
1 ~
0 50 100 150 200
k

Abb. 6.40 Datei ccga2c21.ps, Matrix A2(100,100), Shift ¢ = 2,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)200

0 CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
-5 7

~10
~15
~20 log10(||e[K]II_A/]|e[O]II_A)

1 log10(||e[KIll_2/]|e[0]ll_2) ......
-25
~30 1
~35 1

0 10 20 30 40 50

k

Abb. 6.41 Datei ccga2c2la.ps, Matrix A2(100,100), Shift ¢ = 2,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen & = 0(1)51
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CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
0,
] log10(||e[Kl|_2/|e[O]l]_2) ......
] log10(|[e[K][l_A/lle[0]I|l_A) _
50 - i
1 \
~
100 \
\\
~150 | log10(|Ir[KIlI_2/IIr[O]l_2)  ----- - ‘\\
\
200 - \
\\\
] AN
—250i \\
0 ‘5‘0““1(‘)0““15‘0““200
k

Abb. 6.42 Datei ccra2¢21.ps, Matrix A2(100, 100), Shift ¢ = 2,

CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)200

CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

15
20|
50

~35 1

log10(][e[K]I|_A/I|e[O][]_A)
log10(|[e[K]||_2/l[e[0]I_2) -.....

Abb. 6.43 Datei ccra2c2la.ps, Matrix A2(100,100), Shift ¢ = 2,

CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)51
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Auch hier betrachten wir die symmetrische, aber indefinite Matrix A2(100, 100) mit
dem Shift ¢ = —1. Gliicklicherweise ist die Matrix regulédr. Aber die Regularitit geht
z. B. bei ¢ = =2 und n = 25 verloren.

Thre spektrale Konditionszahl ist k = 879.881.

Wie bei den anderen Shifts interessieren wir uns fiir die Fehlerverlaufe von CG und
CR und hoffen, dass sie nicht vorzeitig abbrechen (durch Nulldivision bei Schrittzahl)
bzw. divergieren.

Dabei kann man beim CG kein monoton abnehmendes Verhalten der Fehler erwarten.
Aber, wenn es nicht vorzeitig abbricht, ist es nach spétestens n Schritten (theore-
tisch) an der Losung. Fiir das CR erhédlt man eine stetig abnehmende Folge von
Fehlern ||r®]|; und damit auch von ||e® ||y mit spétestens ||e™]|s = 0, [|r™|, =0
(theoretisch).

CG : Iterationsverlauf mit verschiedenen Fehlern

i Qx[il)= [le[ill|_A=|lxs-x[i]]]_A [lelilll_2= [lr[illl_2=

(Ilelil172_A-xs’b)/2 =sqrt (2Q(x[i])+xs’b) [1xs-x[i]1]_2 [ 1o-Ax[i]1]_2

0 5.0000000000000000e-01 7.6811457478686082e+00 9.9498743710661995e+00 8.5440037453175312e+00

1 -3.8014285714285714e+02 2.8640630479891924e+01 9.6274056097948945e+01 1.5895577616277492e+02

2 4.2263157894736842e+01 4.9524050510306287e+00 5.7401004749572004e+00 8.4784434166940751e+00

3  3.2082148888596109e+01 2.0406611127750287e+00 4.0982854971145940e+00 3.6388043898694255e+00

4 2.9769399250935273e+01 6.7911817685102091e-01 3.8766901193628043e+00 2.2560366345056125e+00

5 2.8546283412690182e+01 1.7051196951005040e+00 4.1830570348801798e+00 1.9313839449966625e+00

10 3.0139476569892512e+01 5.2816014596429388e-01 7.9718756675341811e-01 5.5943048326901513e-01

20 2.9995077448375796e+01 9.9222493661509616e-02 3.2109189169362970e-01 2.3617572647323721e-01
30 3.0000039486300362e+01 8.8866529539958949e-03 9.9585167165932137e-02 2.2029733231324989e-03
40 3.0000000000997010e+01 4.4654456934837801e-05 2.7901783583434680e-05 7.4747838840469196e-05
48  3.0000000000000000e+01 2.1831126948092119e-10 1.3052936357593784e-10 3.7163403184534419e-10
49 3.0000000000000000e+01 2.0921013955463767e-12 1.2549570468929551e-12 3.5479882685026833e-12

50 3.0000000000000000e+01 3.9137829687061318e-13 2.3410701266209325e-13 6.6572249902600902e-13

51 3.0000000000000000e+01 2.2318442171802916e-38 2.4380868858361903e-38 2.0430492035672758e-38

52 3.0000000000000000e+01 6.83376519105650953e-41 2.6134404793578894e-41 1.7870037703766514e-40

53  3.0000000000000000e+01 4.9425346707508284e-44 6.5463219370964334e-44 4.8569646172067141e-44
CR : Iterationsverlauf mit verschiedenen Fehlern

i Qx[il)= [ lelil || _A= Ilelilll_2= [lr[ill]_2= R(x[i])=

(llel[ill1"2_A-xs’b)/2 |Ixs-x[i]l|_A= Ilxs-x[i111_2 [|lb-Ax[i]l|_2= (Ir[ill172_2-b°b) /2
sqrt (2Q(x[i])+xs’Db) sqrt (2R(x[1]1)+b’Db)

0 5.0000000000000000e-01 7.681145747e+00 9.949874371e+00 8.544003745e+00 2.5000000000000000e+00
1 -1.6899740278877857e+00 7.961152432e+00 1.012970643e+01 8.531687967e+00 2.3948497854077253e+00
2 3.1412023563759688e+01 1.680490145e+00 5.944544637e+00 6.013901238e+00 -1.5916495945984938e+01
3 3.2034020869888482e+01 2.016938705e+00 4.250535307e+00 3.113269951e+00 -2.9153775105678179e+01
4  3.0037874940117726e+01 2.752269613e-01 3.910449426e+00 1.826813065e+00 -3.2331377011042964e+01
5 2.8961805371795838e+01 1.440968166e+00 3.948146615e+00 1.327180912e+00 -3.3119295412182870e+01
10 3.0083078239141794e+01 4.076229609e-01 9.751443521e-01 4.643817539e-01 -3.3892174793288975e+01
20 2.9999059348202254e+01 4.337399676e-02 1.346813514e-01 3.285907706e-02 -3.3999460140527293e+01
30 3.0000041069419310e+01 9.063047976e-03 1.009955085e-01 1.356052185e-03 -3.3999999080561234e+01
40 3.0000000004157378e+01 9.118527977e-05 8.943409974e-04 7.198381264e-05 -3.3999999997409165e+01
48  3.0000000000000000e+01 2.218575047e-10 1.367047224e-10 3.651439934e-10 -3.4000000000000000e+01
49 3.0000000000000000e+01 2.092206223e-12 1.255144912e-12 3.547820790e-12 -3.4000000000000000e+01
50 3.0000000000000000e+01 3.975721247e-13 2.448326808e-13 6.543032159e-13 -3.4000000000000000e+01
51 3.0000000000000000e+01 1.193458995e-38 1.303745519e-38 1.092503055e-38 -3.4000000000000000e+01
52 3.0000000000000000e+01 5.089727710e-41 1.954999014e-41 1.331658975e-40 -3.4000000000000000e+01
53  3.0000000000000000e+01 9.298591001e-44 1.215119994e-43 8.208477763e-44 -3.4000000000000000e+01
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) CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
01
20 7 log10(]|e[K]ll_2/[|e[0]l_2) ......
] log10(||e[K]||_A/][e[O]]|_A) __
—40 1
—60 \
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Abb. 6.44 Datei ccga2emll.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ = —1,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)200

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

101 IogLO(IMKII_2AIONI_2) -~
] \

log10(|le[K]lI_A/lle[O]ll_A) _

12
; log10(|[e[K]||_2/||e[0]]|_2) -.....
~14
-16 ¢ 10 20 30 40 50

k

Abb. 6.45 Datei ccga2emlla.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ = —1,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen & = 0(1)51
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CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
0
- 7 log10(|[e[K]Il_2/]le[O1Il_2) -......
] log10(][e[K]||_A/[le[O]|_A) ___
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Abb. 6.46 Datei ccra2emll.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ = —1,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)200

5 CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
0]
-2 7
-4
—6 1
-8 .
104 log10(|Ir[KIlI_2/lIr[OllI_2)  ----- \
] log10(||e[K]I|_A/lle[O]ll_A) __
-12
] log10(||e[KIIl_2/]|e[O1ll_2) ......
~14
-16 10 20 30 40 50
k

Abb. 6.47 Datei ccra2emlla.ps, Matrix A1(100,100), Shift ¢ = —1,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)51
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5 CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
o] CR
5] log10(]|e[K]||_A/|le[O]I|_A) -----
CG
-4 log10(]le[KIll_A/lle[Olll_A) __
—64
Abb. 6.48
7 Datei ccgra2em111.ps
109 Matrix A1(100,100), ¢ = —1,
-121 CG versus CR:
-141 Verlauf des
e ‘ ‘ ‘ ‘ , relativen Fehlers
-16 ¢ 10 20 30 40 50 (¥
k 10g10(%)7 k=0(1)51
2 CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
07 CR
)] log10(|le[K]||_2/|le[0]ll_2) ----
CG
-4 log10(]le[k]||_2/lle[0lll_2) __
—64
Abb. 6.49
-7 Datei ccgra2em112.ps
107 Matrix A1(100,100), ¢ = —1,
-121 CG versus CR:
-14] Verlauf des
161 ‘ ‘ ‘ ‘ | relativen Fehlers
-16 ¢ 10 20 30 40 50 (k)
‘ log,o (15w 12), k= 0(1)51
5 CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
0,
cG
-2 log10(|IrKIII_2/Ir[0]1I_2) __
—47 CR
log20(|Ir[K]Il_2/IIr[O]Il_2) -----
-6
Abb. 6.50
-] Datei ccgra2eml113.ps
—101 Matrix A1(100,100), ¢ = —1,
-127 CG versus CR:
_14] Verlauf des
161 ‘ ‘ ‘ ‘ | relativen Fehlers
-16 ¢ 10 20 30 40 50 (k)
k IOglo(H)a k=0(1)51
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Ergebnisse zu A1(625,625) tridiagonal

CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler

log10(]|e[K]||_A/|le[O]]l_A) ___
201

log10(||r{K]II_2/Ir[0][]_2)

301
401

-50

100

] log10(]|e[K]||_2/]e[O]]|_2)
101

L T —
200 300 400 ‘

—
500
k

Abb. 6.51 Datei ccgalc06.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ = 0,

CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)700

0 CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler
A log20(]|e[KIll_2/]le[0]]|_2) ......
_2\\4\
] \
\\ Jog10(|le[K]ll_A/lle[Olll_A) __
—4
—6 log10([[r[KIl_2/|Ir[O]]|_2) -----
-8
-109 100 200 300 400 500
k

600
Abb. 6.52 Datei ccgalc06a.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ =0,

CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen & = 0(1)625
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CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
0,
1 log10(]|e[KIl_2/lle[Olll_2) -......
_10- log10(][e[K]I|_A/lle[0l_A) ___
] log20(||r[K]||_2/|[r[0]]|_2) -----
20 1
30
40
50 log20(|[r[K]l|_2/[Ir[O]|_2) ----- |
0 100 200 300 400 500 600 700
k

Abb. 6.53 Datei ccralc06.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ = 0,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)700

CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler

0
i\ log10(le[K]|L_2/|le[0]I_2) ...
o log10(||e[K]||_A/|le[O]]|_A) ____
—4 log20(]|r[KII[_2/[Ir[O]]|_2) -----
6
g
-10 g 100 200 300 400 500 600

k

Abb. 6.54 Datei ccralc06a.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ = 0,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k = 0(1)625




6.3 Vergleich des Fehlerverhaltens von CG und CR 119

Die beiden AV CG und CR sind fiir die spd Matrix Al = A1(625,625), Shift ¢ = 0,
theoretisch endlich und brauchen héchstens n = 625 Schritte.

Die numerischen Rechnungen in der sehr genauen GPA mit Digits:=50 widerspiegeln
dieses Verhalten, wobei bei n/2 sichtbare Verbesserungen und erst kurz vor bzw. bei
n die deutliche Fehlerverkleinerung stattfinden. Dazwischen liegen i. Allg. nur kleine
Genauigkeitszuwéchse. Alle Fehler tendieren natiirlich gegen Null. Die Konvergenz
ist langsam, weil die spektrale Kondition der Matrix x = 158 820 grof ist und damit
der Quotient

1
q = VE=L _ 005

VE+1
im Konvergenzfaktor ¢* nahe der Eins liegt.

Im Fall A spd erzeugt das CG eine monoton fallende Folge von Werten ||e®)||4, und
das gilt auch fiir ||e®||,, withrend sich dieses Eigenschaft nicht auf die Residuumnorm
|[#® ||, iibertrigt. Das CR erzeugt eine monoton fallende Folge von Werten ||r®)||,
und das gilt ebenfalls fiir die Fehlernorm e ||, sowie meistens auch fiir [|e® | 4.

Ergebnisse aus Berechnungen mit Maple

Startvektor 2(® = (1,0,0,...,0)7, die rechte Seite b wird so gewihlt, dass die exakte
Losung 2* = (1,1,...,1)" ist, Q(z*) = —32*'b=—1, R(a*) = —3b"b = —1.

CG : Iterationsverlauf mit verschiedenen Fehlern

i Qix[i)= [1e[il || _A=|lxs-x[i]|]_A [lelilll_2= [1rli] 1] _2=
(Ilelil || ~2_A-xs’b)/2 =sqrt (2Q(x[i])+xs’b) [ 1xs-x[i]1]_2 | 1o-Ax[1111_2

0 0.0000000000000000e+00 1.4142135623730950e+00 2.4979991993593593e+01 1.7320508075688773e+00
1 -5.6250000000000000e-01 9.3541434669348535e-01 2.4958402893614808e+01 6.1237243569579452e-01
2 -6.8750000000000000e-01 7.9056941504209483e-01 2.4935855208915535e+01 4.3301270189221932e-01
3 -7.6250000000000000e-01 6.8920243760451109e-01 2.4908269209240533e+01 3.3911649915626341e-01
4 -8.0831408775981524e-01 6.1917027099205071e-01 2.4881369084282329e+01 2.7062205477269659e-01
5 -8.3904569892473118e-01 5.6736989887597812e-01 2.4854626087762439e+01 2.2752799967203039e-01
50 -9.8047403140162186e-01 1.9761562994043835e-01 2.3616119825056233e+01 2.7613889610297536e-02
100 -9.9011992910444232e-01 1.4057077146802377e-01 2.2159680237403487e+01 1.3972530257705367e-02
150 -9.9338684909410535e-01 1.1500565991197694e-01 2.0600575466479634e+01 9.3524077011361339e-03
200 -9.9503016314807738e-01 9.9697912234134740e-02 1.8913394940381473e+01 7.0284106787705719e-03
250 -9.9601932773418185e-01 8.9226366796123102e-02 1.7060173441576617e+01 5.6295207056824653e-03
300 -9.9668009952207039e-01 8.1484973804126720e-02 1.4979407005696002e+01 4.6950482816169730e-03
310 -9.9678677538153574e-01 8.0165137291272221e-02 1.4527534747109462e+01 4.5441858343832732e-03
311 -9.9679706712430322e-01 8.0036652549900968e-02 1.4481572052434819e+01 4.5296311121810513e-03
312 -9.9683003507991338e-01 7.9623676379411393e-02 1.4332921358348564e+01 1.0703343471549254e-02
313 -9.9689464682548556e-01 7.8808034799942100e-02 1.4041099065034026e+01 1.4662776395532011e-02
314 -9.9734488983631175e-01 7.2871258582355316e-02 1.2005760660798753e+01 3.7797157547589645e-02
315 -9.9802241639057232e-01 6.2890120200675061e-02 8.9427058784863755e+00 3.5925040403972673e-02
316 -9.9882543425724348e-01 4.8467839703385264e-02 5.3120494745007032e+00 3.8776720661673730e-02
317 -9.9933532101634758e-01 3.6460361590429118e-02 3.0067891232432504e+00 2.5975356127762015e-02
318 -9.9963520024801326e-01 2.7011099643914543e-02 1.6510567315133995e+00 2.1678771827166718e-02
319 -9.9979062726190673e-01 2.0463271395027264e-02 9.4857941989078136e-01 1.4138063335461643e-02
320 -9.9987554783123363e-01 1.5776702365600175e-02 5.6491527409261623e-01 1.1626203235418421e-02
321 -9.9992269965145553e-01 1.2433852865823566e-02 3.5212199663935241e-01 8.0015738755703265e-03



120 Polynomiale Iterationsverfahren
350 -9.9999988686840441e-01 4.7567130582143226e-04 5.8632185423773974e-03 1.7072647238247651e-04
400 -9.9999999807100149e-01 6.2112776601942474e-05 1.7210875369844417e-03 1.4737668408794171e-05
450 -9.9999999978917299e-01 2.0534215861292510e-05 8.8582582555243672e-04 3.8971579785263003e-06
500 -9.9999999995430365e-01 9.5599524201598944e-06 5.5991980755027226e-04 1.5556948138467165e-06
550 -9.9999999998580732e-01 5.3277913828247098e-06 3.9425460436191958e-04 7.7090834726128035e-07
600 -9.9999999999449463e-01 3.3182438887449411e-06 2.9675042535530738e-04 4.3660070588295646e-07
620 -9.9999999999605753¢-01 2.8080125809096539e-06 2.6846407072757747e-04 3.5010132371988668e-07
621 -9.9999999999611532e-01 2.7873572038202198e-06 2.6727600737724298e-04 3.4973463338182752e-07
622 -9.9999999999619454e-01 2.7587899526274476e-06 2.6562993422529302e-04 4.2683019154222266e-07
623 -9.9999999999625457e-01 2.7369453019123751e-06 2.6437978095647279¢-04 3.3706702424132511e-08
624 -1.0000000000000000e+00 9.3286762190570212e-48 5.7626091312876670e-47 1.3667411994497584e-48
625 -1.0000000000000000e+00 9.3207617714433620e-48 5.7625987193279388e-47 2.9172268680913105e-49
626 " 9.3222058545628662e-48 5.7625374619172759e-47 1.1749892383590725e-50
627 " " " 1.0293642597257787e-50
628 " " " 1.0532005433767769e-50
629 " " " 1.0243493802605785e-50
630 -1.0000000000000000e+00 9.3222958545628662e-48 5.7625374619172759e-47 1.0470717137190562e-50
CR : Iterationsverlauf mit verschiedenen Fehlern

(

Qx[iD=
[le[i]l | 1"2_A-xs’b)/2

[lelil || _A=
| 1xs-x[1] | | _A=
sqrt (2Q(x[i])+xs’Db)

[lel[i]|]_2=
| Ixs-x[i]11_2

[lr[i]l]_2=
| Ib-Ax[i]]]_2=
sqrt (2R(x[1])+b’b)

R(x[il)=

(Hr[il1172_2-b°b) /2

0  0.0000000000000000e+00 1.414213562e+00 2.497999199e+01 1.732050807e+00 5.0000000000000000e-01
1 -5.555555555565655556e-01 9.428090415e-01 2.495996794e+01 5.773502691e-01 -8.3333333333333333e-01
2 -6.7040000000000000e-01 8.119113252e-01 2.494355227e+01 3.464101615e-01 -9.4000000000000000e-01
3 -7.4044436396559529e-01 7.204937696e-01 2.492403440e+01 2.423291238e-01 -9.7063829787234043e-01
4 -7.8740927960223195e-01 6.520593844e-01 2.490330839e+01 1.805294829e-01 -9.8370455289878808e-01
5 -8.1960000000000000e-01 6.006662967e-01 2.488269132e+01 1.414213562e-01 -9.9000000000000000e-01
50 -9.7679113153830796e-01 2.154477591e-01 2.393368092e+01 6.586993754e-03 -9.9997830575664192e-01
100 -9.8820163206978180e-01 1.536122907e-01 2.283389100e+01 2.387871509e-03 -9.9999714903482679e-01
150 -9.9209020203535103e-01 1.257759751e-01 2.167846622e+01 1.310811399e-03 -9.9999914088673792e-01
200 -9.9405090587858027e-01 1.090788166e-01 2.045791401e+01 8.550143686e-04 -9.9999963447521470e-01
250 -9.9523264437929257e-01 9.764584600e-02 1.915977604e+01 6.133605379e-04 -9.9999981189442527e-01
300 -9.9602269973963768e-01 8.918856720e-02 1.776704829e+01 4.673942471e-04 -9.9999989077130886e-01
350 -9.9999780204179465e-01 2.096644082e-03 4.022210473e-01 6.703940441e-05 -9.9999999775285913e-01
400 -9.9999999705238811e-01 7.678036067e-05 2.545158776e-03 4.015185115e-06 -9.9999999999193914e-01
450 -9.9999999967767925e-01 2.538979114e-05 1.075945661e-03 8.583931774e-07 -9.9999999999963158e-01
500 -9.9999999992983162e-01 1.184638201e-05 6.796798429e-04 2.952989974e-07 -9.9999999999995640e-01
550 -9.9999999997814861e-01 6.610808249e-06 4.789329222e-04 1.305009176e-07 -9.9999999999999148e-01
600 -9.9999999999150889e-01 4.120947747e-06 3.606760058e-04 6.733794279e-08 -9.9999999999999773e-01
620 -9.9999999999391740e-01 3.487864149e-06 3.263281315e-04 5.331517602e-08 -9.9999999999999858e-01
621 -9.9999999999401610e-01 3.459449534e-06 3.247295062e-04 5.270626313e-08 -9.9999999999999861e-01
622 -9.9999999999408105e-01 3.440625223e-06 3.236699973e-04 5.230896714e-08 -9.9999999999999863e-01
623 -9.9999999999606746e-01 2.804473215e-06 2.789845127e-04 2.833374609e-08 -9.9999999999999960e-01
624 -1.0000000000000000e+00 8.817369222e-48 3.546671115e-47 8.248602403e-49 -1.0000000000000000e+00
625 -1.0000000000000000e+00 8.792792502e-48 3.546669141e-47 2.125523010e-49 -1.0000000000000000e+00
626 " 8.785727061e-48 3.546535492e-47 1.396040350e-50 "
627 " " " 1.126377065e-50 "
628 " " " 9.806332668e-51 "
629 " " " 8.519348106e-51 "
630 -1.0000000000000000e+00 8.785727061e-48 3.546535492e-47 7.674959401e-51 -1.0000000000000000e+00
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CG - CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler

—51

-6

-7

CR
log10(|le[K]I_A/||e[0]||_A) -----

CG
log10(|le[KII_A/lle[0]|_A) __~

100 200 300 400 500 600
k

CG - CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler

CR
log10(le[k]lI_2/lle[O]I|_2) -----

CG
log10(lle[K]ll_2/|le[0]]_2) __

100 200 300 400 500 600
K

CG - CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler

CG
log10(Ir{K]I_2/IIr[0]I_2) __

CR
log10(]Ir{K]||_2/|I[0]l]_2) ---

100 200 300 400 500 600

Abb. 6.55
Datei ccgralc061.ps

Matrix A1(625,625), ¢ =0,
CG versus CR:

Verlauf des
relativen Fehlers

e(k)
log,o(15ar14), k = 0(1)625

Abb. 6.56

Datei ccgralc062.ps
Matrix A1(625,625), ¢ =0,
CG versus CR:

Verlauf des

relativen Fehlers

[P

log(Lml2), k= 0(1)625

Abb. 6.57

Datei ccgralc063.ps
Matrix A1(625,625), ¢ =0,
CG versus CR:

Verlauf des

relativen Fehlers
logyo (1112, & = 0(1)625

IOl
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Fiir die Matrix A1(625,625) mit Shift ¢ = 1 liegen die Fehler bei den ersten 100
Iterationen des CG sehr dicht beieinander. Es gilt [[e® ||y < [le® |4 < [r®]..

Zusitzlich ist ||e@]| 4 = 25.019..., ||e©@]|y = 24.979..., [|r@]||; = 25.119..., so dass sich
die relativen Fehler ebensfalls nur minimal unterscheiden.

CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler

%] log10(|le[k]||_A/lle[O]Il_A) ___

1 log10(||e[K]|_2/||e[0]]|_2) ......
—50
~100

~150 1 log10(Ir[K]l|_2/||r[0]||_2) -----
—200
—250 |

-300

0 100 200 300 400 500 600 700
k

Abb. 6.58 Datei ccgalcl6.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ = 1,

CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)700

0 CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler

| _log0(||r{K]II_2/[IrO][|_2)  -----
-10 1 )
—20 A

log10(|le[K]||_A/|le[0]ll_A) __ ™

-30 ] log10(||e[K]I[_2/|[e[O1l_2) ------
—40

0 20 40 60 80 100

k

Abb. 6.59 Datei ccgalcl6a.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ =1,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)100
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Analoges gilt fiir das CR bei den ersten 100 Iterationen und genauso ist
le®lz < fle®la < [Ir®]2.

CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler

0 log10(|le[KII|_A/lle[0]ll_A) ___

] log10(||e[K]I_2/|le[O]Il_2) -.--.-
-50
~100

~150 | log10(||r[K]l|_2/|Ir{0]||_2) -~
—200
—250

-300

0 100 200 300 400 500 600 700
K

Abb. 6.60 Datei ccralel6.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ = 1,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)700

0 CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler

| log1O(|[r[KII|I_2/]r[O||_2) -----
—10
—20

log10(||e[K]||_A/|le[O]|_A) ___

-30 1 log10(]|e[K]||_2/]|e[0]ll_2) ......
—40

0 20 40 60 80 100

k

Abb. 6.61 Datei ccralel6a.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ = 1,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)100
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Im Vergleich der AV ist bei den Fehlern ||e®)|| 4 und [|e®)||, das CG minimal besser
als CR, bei ||r®||, umgekehrt.

0 CG - CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
CR
-104 log10(||e[K][|_A/lle[0]||_A) -----
-201 Abb. 6.62
|ggGlo(||e[k]||_A/||e[Q]||_A) o Datei CCgTCL].ClG]_.pS

a0 Matrix A1(625,625), ¢ = 1,
CG versus CR:

0 Verlauf des
relativen Fehlers

‘ ‘ ‘ ‘ (k)
0 20 40 ) 60 80 100 10g10<HZ(0)H§)7 L= 0(1)100

Ein sehr dhnliches Bild ergibt sich zu CG versus CR fiir den Verlauf des relativen
Fehlers loglo(‘le(k)lh), k = 0(1)100.

[l
0 CG - CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
CG
-10 log10(|Ir[KII_2/|Ir[O]ll_2) _
-201 Abb. 6.63
I%gloﬂ|r[k]||_2/||r[0]||_2) _____ Datei CCgTCLlClGS.pS

0] Matrix A1(625,625), ¢ = 1,
CG versus CR:

401 Verlapf des
relativen Fehlers

‘ ‘ ‘ ‘ (k)
0 20 40 ] 60 80 100 10%10(\\:@)”2% k = 0(1)100

Mit dem Schift ¢ = 1 wird die Diagonaldominanz der Matrix Al verstérkt.

Damit verbessert sich die spektrale Kondition der Matrix auf x = 4.999 8 und man
erhilt den Quotienten ¢ = 0.382 deutlich kleiner als Eins im Konvergenzfaktor ¢".
Somit nehmen die Fehler stetig ab.

Fiir die Matrix A1(625,625) mit Shift ¢ = 2 folgen analoge Aussagen und Ergebnisse
wie in der Situation zu ¢ = 1. Die Fehler tendieren jedoch noch schneller gegen Null
wegen k£ = 2.99995 und ¢ = 0.268.
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CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler

log10(]|e[K]||_A/|[e[O]||_A) __
log10(|le[K]|_2/l[e[0lI|_2) ...

log10(|Ir{K]II_2/IIr[O][|_2)  -----

100 200 300 400 500 600
K

Abb. 6.64 Datei ccgalc26.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ = 2,

CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)625

CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler

—-10
—20
—30

—40

log10(||rK]lI_2/[Ir[O]||_2)  -----

log10(][e[K]I|_A/[le[O]|_A)
log10(|le[K]I_2/[le[0]I]_2) ......

50

20 40 60 80 100
K

Abb. 6.65 Datei ccgalc26a.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ = 2,

CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)100
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CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
0,
log10(||e[K]l|_A/||e[O]]|_A) __
log10(||le[KIll_2/le[O1ll_2) -.....
—100
o001 10g0(lIFKIII_2/IIr{0]||_2) -----
—300
_400 | L e L B B L S A B
0 100 200 300 400 500 600
k

Abb. 6.66 Datei ccrale26.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ = 2,

CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)625

CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler

—-10
—20
—30

—40

log10(||rK]lI_2/[Ir[O]||_2)  -----
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Abb. 6.67 Datei ccrale26a.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ = 2,

CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)100




6.3 Vergleich des Fehlerverhaltens von CG und CR

127

Auch hier betrachten wir die symmetrische, aber indefinite Matrix A1(625,625) mit
dem Shift ¢ = —1. Gliicklicherweise ist die Matrix regulér, ihr betragskleinster EW

ist 0.002 898.... Die spektrale Konditionszahl betragt x = 1034.887.

Wie bei den anderen Shifts interessieren wir uns fiir die Fehlerverldaufe von CG und
CR und hoffen, dass sie nicht vorzeitig abbrechen (durch Nulldivision bei Schrittzahl)
bzw. divergieren.
Dabei kann man beim CG kein monoton abnehmendes Verhalten der Fehler erwarten.
Aber, wenn es nicht vorzeitig abbricht, ist es nach spétestens n Schritten (theore-
tisch) an der Losung. Fiir das CR erhélt man eine stetig abnehmende Folge von
Fehlern ||r®]|; und damit auch von ||e® ||y mit spétestens ||e™]|s = 0, [|r™|, =0
(theoretisch). Beide AV brauchen in der Tat fast n Iterationen.

CG : Iterationsverlauf mit verschiedenen Fehlern
i Qx[il)= [leli] |1 _A=|lxs-x[i]||_A [lel[illI_2= Ilr[i]l]_2=
(llelil|1"2_A-xs’b)/2 =sqrt (2Q(x[i])+xs’Db) | Ixs-x[i111_2 | 1o-Ax[ill]_2
0 5.0000000000000000e-01 2.4939927826679852e+01 2.4979991993593593e+01 2.4959967948697370e+01
1 3.1401292407108239e+02 2.2418403471623000e+00 1.7432553584774996e+00 3.3341579064382761e+00
2 3.1158068152538006e+02 4.0170020009966808e-01 8.5356883645968903e-01 7.8472783052230220e-01
3 3.1133644498808987e+02 5.7193533185164706e-01 9.3138030507111592e-01 7.1149690404536075e-01
4 3.1176003948257052e+02 7.2116500548837385e-01 1.2127886252790927e+00 1.2470031184572762e+00
5 3.1151361172691490e+02 1.6499531456922303e-01 5.4937549881333289e-01 3.1866393998317714e-01
6 3.1146077068207872e+02 2.8010468729131940e-01 6.1530632884676504e-01 3.5808084005097835e-01
7 3.1158773438913982e+02 4.1888993575834759e-01 9.5919863455400144e-01 7.3939549682033328e-01
8 3.1150528329490360e+02 1.0279391911583472e-01 4.3547116711167926e-01 1.9704002778862123e-01
100 3.1150046620455066e+02 3.0535374589537176e-02 2.8104659087723311e-01 5.5896840535477320e-02
200 3.1150000856586421e+02 4.1390492176779859e-03 8.7578197483290606e-02 7.7606388479017679e-03
300 3.1149998723573077e+02 5.0525774076371593e-03 7.9448249552207130e-02 6.6474795728549054e-03
400 3.1149997379866846e+02 7.2389683708156216e-03 1.3060474669808453e-01 1.2967426889921395e-02
500 3.1150000525086172e+02 3.2406362704260503e-03 6.3285806987344362e-02 4.2986284448929659e-03
600 3.1149999911390075e+02 1.3312394584734485e-03 5.0231457811378903e-02 2.5543004560417142e-03
621 3.1149999937379836e+02 1.1191082506948746e-03 4.9165525963360775e-02 2.5879883992581683e-03
622 3.1149957976607429e+02 2.8990823572797403e-02 3.5958508645979711e+00 3.0652096634968685e-01
623 3.1150000570958837e+02 3.3792272408370285e-03 6.9046839466747632e-02 2.3401992338940164e-04
624 3.1150000000000000e+02 6.9651679086490371e-41 6.9652579805852313e-41 6.9650791564782569e-41
625 3.1150000000000000e+02 9.8061521998029380e-45 8.0141858409635099e-45 1.4001734613259259e-44
626 3.1150000000000000e+02 3.3348391109317403e-45 4.2071127901923428e-45 4.9849084897927835e-45
CR : Iterationsverlauf mit verschiedenen Fehlern
i Qx[il)= [lelil||_A= [lelilll_2= [Mrlilll_2= R(x[i])=
(I'lelill1"2_A-xs’b)/2 |lxs-x[illl_A= | lxs-x[1111_2 |Ib-Ax[illl_2= (Hrlill1"2_2-b°b) /2
sqrt (2Q(x[i])+xs’Db) sqrt (2R(x[1]1)+b’b)
0 5.0000000000000000e-01 2.493992782e+01 2.497999199e+01 2.495996794e+01 0.0000000000000000e+00
1 3.1391657182374016e+02 2.198441185e+00 1.748008988e+00 3.304803358e+00 -3.0603913738019169e+02
2 3.1158733584264929e+02 4.179374179e-01 8.615006598e-01 7.634988522e-01 -3.1120853475131593e+02
3 3.1139064443382291e+02 4.676656202e-01 8.368485280e-01 5.205181674e-01 -3.1136453041866288e+02
4 3.1149213459279539e+02 1.254225434e-01 7.440521066e-01 4.803505416e-01 -3.1138463167857223e+02
5 3.1151160591200191e+02 1.523542713e-01 5.684882377e-01 2.655442589e-01 -3.1146474312327172e+02
6 3.1148193175116490e+02 1.900960222e-01 5.511238133e-01 2.132947272e-01 -3.1147725267965980e+02
7 3.1149756349125939e+02 6.980700166e-02 5.282349435e-01 2.049380474e-01 -3.1147900019835064e+02
8 3.1150350198543963e+02 8.368972983e-02 4.564251081e-01 1.420384336e-01 -3.1148991254167966e+02
100 3.1149999895505291e+02 1.445646632e-03 1.342713283e-01 3.681668676e-03 -3.1149999322265788e+02
200 3.1150000033816435e+02 8.223920589e-04 9.469308182e-02 1.291834465e-03 -3.1149999916558186e+02
300 3.1149999982548701e+02 5.907842121e-04 7.734792495e-02 7.039972498e-04 -3.1149999975219394e+02
400 3.1149999995104426e+02 3.129081043e-04 6.647990904e-02 4.530433211e-04 -3.1149999989737587e+02
500 3.1150000000571062e+02 1.068701678e-04 5.949803893e-02 3.238578937e-04 -3.1149999994755803e+02
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600 3.1149999998143008e+02 1.927169920e-04 5.434574010e-02 2.459824443e-04 -3.1149999996974632e+02
622 3.1149999999037397e+02 1.387517586e-04 5.343941830e-02 2.337542011e-04 -3.1149999997267949e+02
623 3.1150000427653409e+02 2.924562904e-03 5.561676958e-02 1.653830477e-04 -3.1149999998632422e+02
624 3.1150000000000000e+02 5.179435145e-41 5.179531780e-41 5.179338438e-41 -3.1150000000000000e+02
625 3.1150000000000000e+02 1.663151522e-44 1.222611052e-44 2.598124795e-44 -3.1150000000000000e+02
626 3.1150000000000000e+02 3.150982989e-45 6.098065036e-45 6.730733585e-45 -3.1150000000000000e+02

CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler

° xwmwwwwwwwwwww“wwmwm«wwmmww«mmm‘
~10 - log10(||e[K]ll_2/lle[ONll_2) -...--
] log20(]|r[K][I_2/I[r[C]]|_2) -----
] log20(||e[K]||_A/l[e[0]]|_A) __
-20 i
30
40
—50 T T T T T T T 1
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k

700

Abb. 6.68 Datei ccgaleml16.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ = —1,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)700

CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler

-5+

-6

74

log10(||r[KlIl_2/lIr[O]ll _2)
log10(|le[K]|_A/lle[0]Il_A) __

SREEHIILL
w WYYV

100 200

300

400

CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler
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Abb. 6.69 Dateien ccgaleml6a.ps, ccgaleml6baa.ps, Matrix A1(625,625), c=—1,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir & = 0(1)400 bzw. k& = 0(1)100
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CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
i S
| l T
~10 | log10(||e[KIIl_2/I|e[O1l_2) -.....
] log20([|r[K]||_2/|[r[0]]|_2) -----
log10(||e[K]||_A/l[e[0]||_A) __
—20 -
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-40 -
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k

Abb. 6.70 Datei ccraleml6.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ = —1,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)700

0 CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
-1 7
2 j“-\\ log10(||e[K]l_2/le[OI]_2) -.....
1 \
-3 7
] log10(|Ir[KIlI_2/lIr[OlI_2)  -----
—4
5
] log10(|le[K]lI_A/lle[0lll_A) __
-6 7
-7 7
-89 100 200 300 400
k

Abb. 6.71 Datei ccraleml6a.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ = —1,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)400
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0 CG - CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
_l —
cG
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R CG versus CR:
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Als Ergénzung noch die symmetrische, aber indefinite Matrix A1(625,625) mit dem
Shift ¢ = —1.5. Gliicklicherweise ist die Matrix regulér, ihr betragskleinster EW ist
0.003 398.... Die spektrale Konditionszahl betragt x = 735.719.

Mit ¢ = —2 wird die Matrix singular.

Wir interessieren uns wiederum fiir die Fehlerverliufe von CG und CR. Beide AV
brechen zum Gliick nicht vorzeitig ab, brauchen jedoch fast n Iterationen.

CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler

0]
:W?“J,‘Q‘,l,u“‘,I,’Hﬂ;i'lI;Lflf{.luggx'.i..l:ujuxhi..L.xi,h“.LJ“L..uuU..L.\..Lxl.,u.iul..u.Lu..LuL.
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10 log10(||e[KIIl_2/|[e[0]]_2) -.....
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k

Abb. 6.75 Datei ccgalem?26.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ = —1.5,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)700

CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler

log10(|le[k]lI_2/le[O]l|_2) ...... log10(|le[k]lI_2/lle[O]l|_2) ......

CG, Al - Logarithmus der relativen Fehler
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Abb. 6.76 Dateien ccgalem26a.ps, ccgalem26aa.ps, Matrix A1(625,625), c=—1.5,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir k& = 0(1)400 bzw. k& = 0(1)100
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CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
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Abb. 6.77 Datei ccralem?26.ps, Matrix A1(625,625), Shift ¢ = —1.5,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)700

0 CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler 0 CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
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Abb. 6.78 Dateien ccralem?26a.ps, ccralem26aa.ps, Matrix A1(625,625),c=—1.5,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir £ = 0(1)400 bzw. k = 0(1)100

[e™)]].4

He(g)HA) bei der 313. Iteration

zwischen den Werten eG4 = 0.000488... und [|e®¥]|4 = 0.001312... mit dem
Ubergang vom oszillierenden zu einem glatten Verlauf.

Man bemerke den eigenartigen Sprung von log,(
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CG - CR, Al - Logarithmus der relativen Fehler
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Abb. 6.79
Datei ccgralecm?261.ps

Matrix A1(625,625), c=—1.5,

CG versus CR:
Verlauf des
relativen Fehlers
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Abb. 6.80
Datei ccgralem?262.ps

Matrix A1(625,625), c=—1.5,

CG versus CR:
Verlauf des
relativen Fehlers
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Abb. 6.81

Datei ccgralem?263.ps
Matrix A1(625,625), c=—1.5,
CG versus CR:
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Ergebnisse zu A2(625,625) = A2(25%, 25%) blocktridiagonal

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

0
oA
log10(|le[KIII_A/lle[0lll_A) ___
log10(|le[K]ll_2/lle[O]Il_2) ......
50 -104 log10([Ir[K]Il_2/[Ir[Oll_2) -----
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~20 log10(|[e[K][|_2/|[e[0]]|_2) -.....
=100  log10(|Ir[Klll_2/[Ir[O]]|_2) -----
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—40
~200 -
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Abb. 6.82 Dateien ccga2c06.ps, ccga2c06a.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = 0,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir k£ = 0(1)700 bzw. k& = 0(1)202

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

—8{

log10(]le[KIll_A/lle[0]ll_A) __

101
i log10(|[efklll_2/|[e[0]I[_2) ...
-12
49 20 40 60 8 100

Abb. 6.83 Datei ccga2c06aa.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = 0,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)100



6.3 Vergleich des Fehlerverhaltens von CG und CR

135

CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
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Abb. 6.84 Dateien ccra2c06.ps, ccra2c06a.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = 0,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir £ = 0(1)700 bzw. k = 0(1)202

0 CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
21 :
4
, log10(|e[K][|_2/|le[0]|_2) -.....
61 RN
7 log10(|jefKIILAMe[]ll_A) __—~\
A logLO(IKIL2/IMO]|_2) -
101
12
49 20 40 60 80 100
k

Abb. 6.85 Datei ccra2c06aa.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = 0,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)100
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Die beiden AV CG und CR sind fiir die spd Matrix A2 = A2(625,625) = A2(252, 25?),
Shift ¢ = 0, theoretisch endlich und brauchen hochstens n = 625 Schritte.

Die numerischen Rechnungen in der sehr genauen GPA mit Digits:=50 widerspie-
geln dieses Verhalten. Nach stetigen Genauigkeitszuwéchsen haben wir schon nach
ungefihr n/3 Iterationen eine deutliche Fehlerverkleinerung und das AV kénnte dort
schon beendet werden. Alle Fehler tendieren natiirlich gegen Null. Die Konvergenz
ist linear. Der kleinste Eigenwert von A2 ist 0.029 164..., der grofite 7.970 835....

Die spektrale Matrixkondition betrégt x = 273.306, womit sich der Quotient

1
q = VE=L _ 886

VE+1

im Konvergenzfaktor ¢* ergibt.

Im Fall A spd erzeugt das CG eine monoton fallende Folge von Werten [[e®)|| 4 und
das gilt auch fiir ||e®)||,, wihrend sich dieses Eigenschaft nicht auf die Residuumnorm
|[7®) ||, iibertréigt. Unter anderem ist |72y < |79y und [|r@V]|y < ||r@2) ;.

Das CR erzeugt eine monoton fallende Folge von Werten ||r®*)||, und das gilt ebenfalls
fiir die Fehlernorm ||e® ||, sowie meistens auch fiir ||e®| 4.

Ergebnisse aus Berechnungen mit Maple

Startvektor (%) = (1,0,0,...,0)7, die rechte Seite b wird so gewihlt, dass die exakte
Losung 2* = (1,1,...,1)T ist, Q(z*) = —32*'b= —50, R(z*) = —1b"b = —54.

CG : Anfaenglicher Iterationsverlauf mit verschiedenen Fehlern

i Q(x[il)= [le[il || _A=|lxs-x[i]1||_A [lelill|_2= [lr[ill]_2=
(I'lelill1"2_A-xs’b)/2 =sqrt (2Q(x[i])+xs’b) [ 1xs-x[i]11_2 | 1o-Ax[i111_2
0 0.0000000000000000e+00 1.0000000000000000e+01 2.4979991993593593e+01 1.0677078252031311e+01
1 -2.4246268656716418e+01 7.1768699783796532e+00 2.3654868330279882e+01 6.4786005848471422e+00
2 -3.1811834566583934e+01 6.0312793723083439e+00 2.2720159942466761e+01 4.8011963930399951e+00
3 -3.6682143245391579e+01 5.1609798981605074e+00 2.1669609417944653e+01 3.6121656518492415e+00
4 -3.9432633665018709e+01 4.5972527307036951e+00 2.0723557664163166e+01 3.0866372949429599e+00
5 -4.1488296476674846e+01 4.1259431705551044e+00 1.9724511940407361e+01 2.5279388267313912e+00
6 -4.2917804694398110e+01 3.7635608951103447e+00 1.8765280680698759e+01 2.2695996216288382e+00
7 -4.4054041223640634e+01 3.4484659709381985e+00 1.7779847615620404e+01 1.9495930926177365e+00
14 -4.7855645779626191e+01 2.0709197089089710e+00 1.0782489029769145e+01 1.1011649916365136e+00
15 -4.8139332086284086e+01 1.9290764182457440e+00 9.7215412600992540e+00 1.0346971158332668e+00
16 -4.8408531818665835e+01 1.7840785752506332e+00 8.5582181999500377e+00 1.0645177151972188e+00
17 -4.8728879074882891e+01 1.5944409208980489e+00 7.0015827228819389e+00 1.2387016296730159e+00
18 -4.9220805794740919e+01 1.2483542808506574e+00 4.4444295132409355e+00 1.4753975317687644e+00
19 -4.9693206784227926e+01 7.8331758025985150e-01 1.9805596950111099e+00 1.0594187098673719e+00
20 -4.9854876887192702e+01 5.3874504695133429e-01 1.1864969200471009e+00 5.4134860235505371e-01
40 -4.9999999989638666e+01 1.4395369817733611e-04 4.8180970983747285e-04 8.2300715224627083e-05
80 -5.0000000000000000e+01 3.1382775803578015e-09 4.6624442945897915e-09 3.8721698441249041e-09
120 -5.0000000000000000e+01 9.1650978500868356e-18 6.9021834237141433e-18 1.5753832863362914e-17
160 -5.0000000000000000e+01 1.5344182730234065e-30 1.0242212415564584e-30 2.7039732000847980e-30
197 -5.0000000000000000e+01 1.6000343746307452e-46 9.7422016505510704e-47 2.9542897827404282e-46
198 -5.0000000000000000e+01 5.2945001652658393e-47 3.2322221458309452e-47 9.4307627176405337e-47
199 -5.0000000000000000e+01 2.1152815415447656e-47 1.3075947384415402e-47 3.1267483259209200e-47
200 -5.0000000000000000e+01 1.3828622491050943e-47 8.2661357356385093e-48 1.0546305581034402e-47
201 -5.0000000000000000e+01 1.2743092246389806e-47 7.6032427292570372e-48 3.2954070300376729e-48
202 -5.0000000000000000e+01 1.2788440092521058e-47 7.5610382884892204e-48 1.1005655156933650e-48
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0 CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
CR
2] log10(]le[KIIl_A/lle[O]l_A) ----
4
CG
—67  log10(le[KIll_A/lle[Olll_A) __
-8
-10
-12
-l4g 20 40 60 80 100
k
0 CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
CR
] log10(|le[K]ll_2/|le[0]]|_2) -----
—4-
CG
—61  log10(|le[k]||_2/|le[0lll_2) __
-8
-10
-12
-l45 20 40 60 80 100
k
0 CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
CG
2] log10(|Ir[KIIl_2/|Ir01]_2) __
4
-7 CR
log10(|Ir[KIIl_2/|Ir[0]|]_2) -----
—81
-10
-12
-l45 20 40 60 80 100
k

Abb. 6.86

Datei ccgra2c061.ps
Matrix A2(625,625), ¢ =0,
CG versus CR:

Verlauf des

relativen Fehlers

log,o(lelay | = 0(1)100

HG(O)HA

Abb. 6.87

Datei ccgra2c062.ps
Matrix A2(625,625), ¢ =0,
CG versus CR:

Verlauf des

relativen Fehlers

[[e™)]]2

logyo( He(o)||2)7 k= 0(1)100

Abb. 6.88

Datei ccgra2c063.ps
Matrix A2(625,625), ¢ =0,
CG versus CR:

Verlauf des

relativen Fehlers

logyo(L5l2) = 0(1)100

IOl
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Fiir die Matrix A2(625,625) mit Shift ¢ = 1 liegen die Fehler bei den ersten 135
Iterationen des CG sehr dicht beieinander. Es gilt [[e® ||y < [le® |4 < [r®]..

Zusitzlich ist ||e@]| 4 = 26.907..., ||e©@]|y = 24.979..., [|r@]||5 = 30.626..., so dass sich
die relativen Fehler ebensfalls nur minimal unterscheiden.

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
O,
] log10(||e[K]||_A/lle[O]]|_A) __
] log10(||e[K]||_2/l|e[0]]]|_2) -.....
—50
-100 1
-150 1
] log20(]|r{K]I|_2/|Ir[0]]| _2) -----
—200
—250
-300
_350 ; T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700
k

Abb. 6.89 Datei ccga2cl6.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = 1,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)700

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

—10*: " logLO(IrKII_2/I0]l|_2) -~
20 ] \
| tog10(e[Klll_Aflle[0]ll_A) ___

30| log10([e[K_2/|[e[0][|_2) ......

—40

-50 20 40 60 80 100 120 140
K

Abb. 6.90 Datei ccga2clba.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = 1,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)150
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Analoges gilt fiir das CR bei den ersten 135 Iterationen und genauso ist
le®lz < fle®la < [Ir®]2.

CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
o,
] log10(||e[K]||_A/lle[0]||_A) ___
] log10(||e[KIll_2/|e[0]ll_2) -.....
-50 A
-100 1
-150
] log20(||r{K]||_2/|Ir[O]||_2) -----
—200 -
—250
-300
_350 ; T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700
k

Abb. 6.91 Datei ccra2el6.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = 1,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)700

CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

10 log10(IIrKII_2/II1[0]l|_2) -----
20
| log10(lelKII|_Avlle[0]Il_A) __

30| log10([e[Il_2/[e[0]||_2) ...

-40 -

-50 ¢ 20 40 60 80 100 120 140
K

Abb. 6.92 Datei ccra2cl6a.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = 1,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)150
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Im Vergleich der AV ist bei den Fehlern ||e®)|| 4 und [|e®)||, das CG minimal besser
als CR, bei ||r®||, umgekehrt.

CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

CR
-101 log10(|e[K]||_A/|le[O]I|_A) -----

Abb. 6.93

cG
ogtolietdlLAItoNLA — Datei ccgra2c¢l161.ps

-30
Matrix A2(625,625), ¢ =1,
40 CG versus CR:
Verlauf des
relativen Fehlers
-50 | | | | ‘ ‘ ‘ e(®)
0 20 40 60 k80 100 120 140 loglo(He(o)Hi)7 k= 0(1)150

Ein sehr dhnliches Bild ergibt sich zu CG versus CR fiir den Verlauf des relativen
Fehlers loglo(%), k = 0(1)150.

CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

CG
-107 log10(IrIKII_2/IrONN2) ___

Abb. 6.94

CR
oatodITall2Arel2) = Datei ccgra2cl163.ps

30
Matrix A2(625,625), ¢ = 1,
0 CG versus CR:
Verlauf des
relativen Fehlers
50 ‘ ‘ ‘ ‘ : : : ()|l
0 20 40 60 kso 100 120 140 log( HT’(O)”2 ), k=0(1)150

Mit dem Schift ¢ = 1 wird die Diagonaldominanz der Matrix A2 verstéarkt.

Damit verbessert sich die spektrale Kondition der Matrix auf x = 8.716 und man
erhilt den Quotienten ¢ = 0.494 deutlich kleiner als Eins im Konvergenzfaktor g¢*.
Somit nehmen die Fehler stetig ab.

Fiir die Matrix A2(625,625) mit Shift ¢ = 2 folgen analoge Aussagen und Ergebnis-
se wie in der Situation zu ¢ = 1. Die Fehler tendieren jedoch noch schneller gegen
Null wegen x = 4.913 und ¢ = 0.378. Fiir die gleiche Genauigkeit benotigt man 105
[terationen bei ¢ = 2 statt 135 bei ¢ = 1.
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CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

07 log10(][e[K]I|_A/[le[O]|_A) ___
log10(|[e[K]I_2/|[e[0]]|_2) -.....

—100
~200 | logLO(IfKlll_2/If0)l_2) -
—300

—400 -

0 100 200 300 400 500
k

600

700

Abb. 6.95 Datei ccga2c¢26.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = 2,

CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)700

0 CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
-10 !
log10(|[r[k]l|_2/|Ir[ONl_2) -----

—20
-30 -

| log10(]le[K]l|_A/|le[0]]_A) ___

| log10(]le[K]l|_2/|le[0]l|_2) ......
—40
=50 g 20 40 60 80 100 120 140

k

Abb. 6.96 Datei ccga2c¢26a.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = 2,

CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)150
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CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

07 log10(][e[K]||_A/[le[O]|_A) ___
log10(|[e[K]I_2/|[e[0]]_2) -.....

—100
~200 | logLO(IfKll_2/If0)l_2) -
—300

—400 -

0 100 200 300 400 500
k

600

700

Abb. 6.97 Datei ccra2¢26.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = 2,

CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)700

0 CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
—10
log10(|[r[k]l|l_2/|Ir[ONl_2) -----

—20
—30

| log10(]le[K]I|_A/|le[O]]_A) ___

| log10(Jle[K]l|_2/|le[0]l|_2) ......
—40
=50 g 20 40 60 80 100 120 140

k

Abb. 6.98 Datei ccra2¢26a.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = 2,

CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)150
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Auch hier betrachten wir die symmetrische, aber indefinite Matrix A2(625, 625) mit
dem Shift ¢ = —1. Die Matrix ist regulér, ihr kleinster Eigenwert ist —0.970835...,
der betragskleinste 0.005957... und der grofite 6.970 835.... Die spektrale Konditions-
zahl betragt x = 1170.190.

Wie bei den anderen Shifts interessieren wir uns fiir die Fehlerverldufe von CG und
CR und hoffen, dass sie nicht vorzeitig abbrechen (durch Nulldivision bei Schritt-
zahl) bzw. divergieren. Dabei kann man beim CG kein monoton abnehmendes Ver-
halten der Fehler erwarten. Aber, wenn es nicht vorzeitig abbricht, ist es nach spéte-
stens n Schritten (theoretisch) an der Losung. Fiir das CR erhilt man eine stetig
abnehmende Folge von Fehlern ||r®||, und damit auch von [[e®||, mit spitestens
e |y =0, ||r™ ||y = 0 (theoretisch). Die (nicht monotonen) Genauigkeitszuwéichse
verlaufen bis n/3 langsam, dann findet bis zu ungefihr n/2 eine deutliche Fehlerver-
kleinerung statt und die AV koénnten dort schon beendet werden.

Ergebnisse aus Berechnungen mit Maple

Startvektor z(®) = (1,0,0,...,0)7, die rechte Seite b wird so gewihlt, dass die exakte

Losung 2* = (1,1,...,1)T ist, Q(z*) = —32*7b =262.5, R(z*) = —3b"b = —266.5.

CG : Iterationsverlauf mit verschiedenen Fehlern

i Qx[il)= [1e[il || _A=|lxs-x[i]|]_A [lelilll_2= [1r[illl_2=
(llel[i]|]1~2_A-xs’b)/2 =sqrt (2Q(x[i])+xs’b) | 1xs-x[1i]1]_2 | 1b-Ax[i]|1_2

0 5.0000000000000000e-01 2.2891046284519194e+01 2.4979991993593593e+01 2.3194827009486404e+01
1 3.6412311557788945e+02 1.4256445249632844e+01 1.3799212740799812e+01 2.7155511084828164e+01
2 2.7890600897893404e+02 5.7281775424534529e+00 7.8152837586298128e+00 1.0136849271526673e+01
3 2.6165303328063944e+02 1.3015119817816225e+00 6.8685585931490625e+00 5.4579583283648835e+00
4 2.5346079493993937e+02 4.2518713668361687e+00 7.8896328807843567e+00 6.6284000347578574e+00
5 7.3737155163806157e+02 3.0817902317908063e+01 2.5005523755150053e+02 2.9385284400914876e+02
6 2.6847766604034682e+02 3.4576483454356143e+00 6.2499656771757403e+00 5.9228839233347481e+00
7 2.6329156303132896e+02 1.2582233755013161e+00 5.0328446299718658e+00 3.1470994704819448e+00
8 2.6086403345164358e+02 1.8088485554940289e+00 5.1922263335128460e+00 3.1282394608946812e+00
9 2.5510641450585664e+02 3.8454090794461278e+00 9.4627133765518735e+00 7.6346994961895579e+00
10 2.6792624549045779e+02 3.2943119131186676e+00 7.5796650601534016e+00 6.5697183259677816e+00
100 2.6249989421575413e+02 1.4545394176034097e-02 7.7256539694886778e-02 2.0538275421704840e-02
200 2.6250000000000000e+02 2.7028021502383069e-10 2.7551834618656060e-10 3.8871640455545756e-10
300 " 1.0461669907175971e-37 2.4951436761032237e-37 1.7562353104982126e-37
312 " 8.8927866875753823e-40 2.0366034152922196e-39 5.6030119247399507e-40
314 " 2.3382771222901942e-39 1.2295760952201635e-38 1.2144099006221374e-38
316 " 6.2780958109995400e-41 3.7426470015473519e-41 1.1177522520639691e-40
318 " 2.5589392980382011e-42 1.9173096661905205e-42 4.5517915648997081e-42
320 " 4.8887284620229962e-43 1.3030944512798586e-42 2.1137691411461684e-43
322 " 2.8520973568620286e-43 4.4491874923873876e-43 6.6006675198102887e-43
324 " 5.6749005502827977e-45 3.5621813824826495e-44 2.1173865289820016e-44
399 " 1.0197164409775886e-46 6.3125715790001146e-46 5.8387864372079106e-50
400 " 1.0197078552212884e-46 6.3122140212448437e-46 2.6167811737579984e-50
401 " " " 9.7815910562654954e-51
500 " " " 3.4994099399227575e-75
600 " " " 5.0583790630684910e-95
624 " " " 1.0742005265903856e-96
625 " " " 1.1563649047825915e-96
626 " " " 7.8582558452614581e-96

700 2.6250000000000000e+02 1.0197078552212884e-46 6.3122140212448437e-46 1.491018738898050e-112
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CR : Iterationsverlauf mit verschiedenen Fehlern

Qx[il)=
(lleli] | 1~2_A-xs’b) /2

[ lelil || _A=
| 1xs-x[i] | |_A=
sqrt (2Q(x[i])+xs’Db)

Ilelilll_2=
[ lxs-x[i]]1_2

Hr[illl_2=
| 1o-Ax[i]||_2=
sqrt (2R(x[i1)+b’b)

R(x[il)=
(Ilrlill1~2_2-b’b) /2

O W NOUd WN-O

e

200
300
390
391
392
400
500
600

625
700

NNNMNNNDNNDNDNDNDNDO

N

.0000000000000000e-01
.4256729829804353e+02
.7666539441782570e+02
.6281598860677741e+02
.5767856992457338e+02
.5783890931467487e+02
.6313714632722952e+02
.6325418165948293e+02
.6190659247829796e+02
.6119287809221931e+02
.6207609644362273e+02

.6250019095695765e+02

2.6250000000000000e+02

2.6250000000000000e+02

.289104628e+01
.313905558e+00
.322667454e+00
.949699450e-01
.105295501e+00
.0563224749e+00
.128845717e+00
.228154436e+00
.089410410e+00
.616862336e+00
.207644176e-01

O R P =P WWwN 0o N
OO 0o 0N 0~ N

1.954261792e-02
2.996507877e-10 3.
3.459024000e-37 6.

e

8.510564904e-47 5.
8.511575823e-47 5.

n
8.511078721e-47 5.
n

8.511078721e-47 5.

.497999199e+01
.418975110e+01
.177146005e+00
.959725977e+00
.005621338e+00
.990369084e+00
.058302022e+00
.297068421e+00
.103388353e+00
.150999030e+00
.970364107e+00

.616582670e-01

550387396e-10
206265642e-37

002696168e-46
002654234e-46

n
003758770e-46
n

003758770e-46

.763689802e+01

R RN WW WD 00N

N W N

~

.966487387e-51
.5055635981e-51
.228324348e-51

[elNe}

.412193432e-51

Nk koo

.93614812e-112

.319482700e+01 2.
-1.
.788638755e+00 -2.
.636605232e+00 -2.
.799336650e+00 -2.
.799019124e+00 -2.
.197750981e+00 -2.
.243028956e+00 -2.
.822862184e+00 -2.
.773025667e+00 -2.
.711782875e+00 -2.

.880689373e-03 -2.
.038994438e-10 -2.
.615681020e-37 -2.

5000000000000000e+00
1096991404011461e+02
2787991441091950e+02
5575094595912759e+02
5928252050994073e+02
5928372684714327e+02
6138719433059322e+02
6398441055102524e+02
6483858672889484e+02
6492818999185007e+02
6503489969336588e+02

6649996894736750e+02
6650000000000000e+02
6650000000000000e+02

.6650000000000000e+02
.6650000000000000e+02
.6650000000000000e+02

.6650000000000000e+02
.623913395e-75 -2.
.234945572e-95 -2.
.303985059e-97 -2.
-2.

6650000000000000e+02
6650000000000000e+02
6650000000000000e+02
6650000000000000e+02

—100 ~

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

log10(||r{K]I_2/IIr[O]||_2)

log10(|le[K]ll_2/|le[0]]]_2)
log10(|le[KlI_A/lle[O]ll_A) __

™
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Abb. 6.99 Datei ccga2eml6.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = —1,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)700
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CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
0 L

1 Moo 10910(lelk]I_2/lle[0]]]_2) ...
~10-

] log20(||r[K]||_2/||r[O]||_2) ----- ™
—20 log10(][e[K]||_A/lle[0]I_A) ___
~30-
40

; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ‘\\. i N
509 100 200 300 400
k

Abb. 6.100 Datei ccga2cml6a.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = —1,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k = 0(1)400

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

log10(||r{K]II_2/|Ir[O][|_2)  -----

—6 | log10(le[K]|I_A/|le[O]|I_A) ___
89 50 100 150 200
K

Abb. 6.101 Datei ccga2cml6baa.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = —1,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen & = 0(1)200
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CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
O |
, log10(le[K]|l_2/|le[0]I_2) ......
—20 log10(||e[K]||_A/][e[O]]|_A) ___
40 -
60
] log 10([|r[K]||_2/]Ir[0]]|_2) -----
-80 ]
~100 1
0 100 200 300 400 500 600 700
k

Abb. 6.102 Datei ccra2eml6.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = —1,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen & = 0(1)700

0 CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler 0 CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
TeS—— logl0(lleKlll_2/e[0]]|_2) ... \
-1
o~ = loglu(je[K]|[_Z/[le[Vfl|_&) ......
-101
-2
log10(]le[KIl_A/lle[O]Il_A) __ ™, . | ‘10 i ATl A
-3 o e
20]  loglo(II 20N 2) \ SLRKILATIERILA —
4] W\~
IR
301 x‘
57 log10(|Ir{K]Il_2/|Ir{O]|| _2) -----
6 y‘“‘.
—40 \
Y 7 \
= L@\
50y 100 200 300 400 89 50 100 150 200
k k

Abb. 6.103 Dateien ccra2eml6a.ps, ccra2eml6aa.ps, Matrix A2(625,625), c=—1,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fir £ = 0(1)400 bzw. k£ = 0(1)200

Man bemerke auch im CR den unregelmiiBigen Verlauf der Fehler ||e®)]| 4.
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CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

=101

CR
log10(|le[KIll_A/lle[O]ll_A) ----

CG
log10(|[e[KIll_A/lleollI_A) __

-104

—20 7

-301

—40
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-301
—40-
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k
CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
o

CR
log10(|le[K]l|_2/]le[0]||_2) -

CG
log10(|le[klll_2/|le[0]ll_2) __

-50)

100 200 300 400
k

CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

—207

-30

—40

CR
—10- log10(Ir(KlIl_2/I[O][|_2) -----

CG
log10(]Ir{k]I|_2/|If[O]lI_2) __

505

100 200 300 400

Abb. 6.104

Datei ccgra2em161.ps
Matrix A2(625,625), c=—1,
CG versus CR:

Verlauf des

relativen Fehlers

logyo(I9g2), k = 0(1)400

el

Abb. 6.105

Datei ccgra2eml162.ps
Matrix A2(625,625), c=—1,
CG versus CR:

Verlauf des

relativen Fehlers
logyo(15rl2), & = 0(1)400

el

Abb. 6.106
Datei ccgra2em163.ps

Matrix A2(625,625), c=—1,
CG versus CR:

Verlauf des
relativen Fehlers

r(B) |,
logyo(If2), & = 0(1)400
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Als Ergénzung noch die symmetrische, aber indefinite Matrix A2(625,625) mit dem
Shift ¢ = —2. Gliicklicherweise ist die Matrix regulér, ihr betragskleinster EW ist
—0.011985.... Die spektrale Konditionszahl betragt x = 498.175.

Wir interessieren uns wiederum fiir die Fehlerverldufe von CG und CR. Beide AV
brechen zum Gliick nicht vorzeitig ab und brauchen fiir eine gute Genauigkeit un-
gefdahr 2n/3 Iterationen. Das Verhalten ist qualitativ d&hnlich zu dem bei ¢ = —1.

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

log10(||e[KII_2/|le[0NI_2) -.....
log10(][e[K]I|_A/[le[O]]_A) ___

20 |
w0
WWM\/\JJ\)
| .
60 logL0(Ir{KII_2/IOI_2) - N

80 - \,
0 100 200 300 400 500 600 700
k

Abb. 6.107 Datei ccga2cm26.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = —2,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)700

0 CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler 0 CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
fosssciniiiiiitimtivmioo iy, 10910(lelk]ll_2/|e[0]l|_2) ..... log10(|le[K]l|_2/|le[0]I|_2) ......
-107 log10(||r[K]lI_2/lIr[O]Il_2) ----- i ] i b i h; 3 Ll
log10(|le[K]lI_A/lle[O0]]|_A) ___ 1 " /\ s“ W , v
B T e
20 -37 ‘ W' (| ‘M\ /LAW\!V\AN\/\ i\ A,‘:
\ (AR \\vwg‘/v
41 W\
M\' log10(||r[KIlI_2/[Ir[0]}|_2) ----- ! ‘vl
-301 i A
) -5 log10(|[e[KIIl_A/lle[0Nll_A) ___
6
—40 \
-7
i
50¢ 100 200 300 400 -89 50 100 150 200 250
k 3

Abb. 6.108 Dateien ccga2em26a.ps, ccga2em26aa.ps, Matrix A2(625,625), c=—2,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir £ = 0(1)450 bzw. k = 0(1)250
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CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
0 |
log10(||e[K]ll_2/lle[ONll_2) -...--
—20 i log10(][e[K]I|_A/lle[O]]|_A) ___
—40 -
—60 log10(|[r[KII|_2/IIr[O]||_2) -----
—80 A
0 100 200 300 400 500 600 700
k

Abb. 6.109 Datei ccra2em?26.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = —2,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)700

0 CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler 0 CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
— — log10(]e[K]l[_2/le[0]]_2) ...
= A log10(le[K]l|_2/|le[0]ll_2) -.....
1,
-10+ f\\\
log10(Ir(KIIl_2/Ir{0]]|_2) -~ o1 Yy loglo(lelk]ll_Allle[olll_A) __
P
logL0(elKI_ATle[ol_A) ~ T
20 =37 N
4 logLO(IKIL_2AO)|_2) - W
301 1 T
-5 1
_6 -
40
74
\
k
=509 100 200 300 400 -8 50 100 150 200 250
k k

Abb. 6.110 Dateien ccra2em26a.ps, ccra2em26aa.ps, Matrix A2(625,625), c=—2,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir £ = 0(1)450 bzw. k = 0(1)250

Man bemerke die sichtbare Verbesserung der AV nach etwas mehr als n/3 Iterationen
und auch im CR den unregelmiBigen Verlauf der Fehler |le®)]| 4.
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0 CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
Wl vl CR
T log10(|le[K]I|_A/||e[0]||_A) ----
cG
-107 log10(|le[K]lI_A/lle[0]]l_A) ___
—20
Abb. 6.111
301 Datei ccgra2ecm?261.ps
Matrix A2(625,625), c=—2,
40 CG versus CR:
Verlauf des
6 ‘ ‘ ‘ ‘ relativen Fehlers
= 100 200 300 400 (k)
k 10g10(||||2(o>”j), k = 0(1)450
CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
0 Y YT T T CR
log10(|le[K]Il_2/]le[0]l|_2) ----
cG
-10 log10(|le[K]lI_2/lle[0lll_2) _
—201
Abb. 6.112
304 Datei ccgra2em?262.ps
Matrix A2(625,625), c=—2,
_40 CG versus CR:
Verlauf des
5 ‘ ‘ ‘ ‘ relativen Fehlers
50 ¢ 100 200 300 400 (k)
, logo(15ml2), & = 0(1)450
CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
0 WMMaestMbsce s il e 1 *‘“ N CG
R log10(||rK]II_2/IIr[O1lI_2) __
101 log10(||r{K]lI_2/|Ir[Ol|_2) -----
~201
Abb. 6.113
301 Datei ccgra2em?263.ps
Matrix A2(625,625), c=—2,
40 CG versus CR:
Verlauf des
. ‘ ‘ ‘ ‘ relativen Fehlers
50 ¢ 100 200 300 400 ()
, logo ({512, & = 0(1)450
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Fiir die symmetrische Matrix A2(625,625) wahlen wir nun den Shift ¢ so, dass die
Kondition moglichst schlecht wird.

Man kann zwei wesentliche Féalle unterscheiden.

(1) Sei A2 spd. Dann erzeugt das CG eine monoton fallende Folge von Werten
le®|| 4 und das gilt auch fiir ||e*)||, wihrend sich dieses Eigenschaft nicht auf die
Residuumnorm ||r® |, iibertriigt. Das CR erzeugt monoton fallende Folgen von Wer-
ten ||r*) ||y und ||e® ||y und das gilt dann meistens auch fiir die Fehlernorm [[e®)|| 4.
Wird jedoch bei der spd Matrix die Kondition immer schlechter, so entstehen zwei
zusétzliche Effekte. Bei den Fehlern taucht in gewissen Bereichen eine Stagnation auf
(“Plateau-Situation® fiir ||[e®)||4 im CG bzw. fiir [|[r® ||y im CR). Auerdem gibt es
im CG fiir den Fehler ||r® ||, auffillige Spitzen und Senken, ausgepriigter als bei gut
konditionierten Matrizen.

(2) Sei A2 symmetrisch und indefinit. Dann erzeugt das CG oszillierende Folgen
von Werten ||e® || 4, [[e®]]s und ||r®]|,. Das CR erzeugt eine monoton fallende Fol-
ge von Werten ||7*)||, und das gilt dann meistens auch fiir die Fehlernorm ||e*)||,,
jedoch nicht fiir die GréBen ||e®| 4, die zum Teil recht unregelm:figen Verlauf ha-
ben. Kommt noch die schlechte Kondition der Matrix hinzu, dann iiberlagern sich
“Plateau-Eigenschaft” und Oszillation.

Betrachten wir 3 geschiftete symmetrische Matrizen A2 mit einer Kondition & schlech-
ter als 10°.

A2 spd A2 indefinit A2 indefinit
c=—-0.0291 | ¢=-0.029228 | ¢ = —1.0059

EW A
Amin 0.000064 503 | —0.000063497 | —0.976 735497

0.043 598 616 0.043470616 | —0.933201 383

—0.012061978

0.000 057007
7.898 201 7.898 073 6.921401
Amaz | 7.941734 7.941 606 6.964 935
K~ 124120 125071 122176
q 0.994 316 0.994 360 0.994 294

Tab. 6.16 Charakteristika von 3 Matrizen A2(625,625) mit Shift ¢

Die Ergebnisse aus Berechnungen mit Maple stellen wir grafisch dar.
Der Startvektor sei (%) = (1,0,0,...,0)”, die rechte Seite b wird so gewihlt, dass die
exakte Losung 2% = (1,1,..., 1)7 ist.
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Der Shift sei ¢ = —0.029 1. Die Matrix bleibt spd. Ihr kleinster Eigenwert ist
0.000 064 503.
Die spektrale Konditionszahl betrigt « ~ 124 120.

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

log10(||e[KIll_2/|[e[O]]|_2) ......
log10(|le[k]I_A/lle[0]]|_A) __

—50

~100 | log10(|r{KII|_2/I{0]l|_2) ----

—150

—200 |
0 100 200 300 400 500 600 700
K

Abb. 6.114 Datei ccga2cm06.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = —0.0291,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)700

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

] 0
0 . log10(|le(Kll[_2/l[e[0]_2) ... logL0(le[K1l_2/|[e[0]l|_2) ...
log20(|IrKIll_2/IMOJI8)_ - BN
101 ot 2l - “\og10(|le[Kll|_Alle[0]l|l_A) __-
2
201

3
-301

log10(IrKIL_21IF{0}]_2) \ -4

S

~40 1 log20(|[e[KIII_A/lle[0]II_A) _“\
\ 51
log10(|le[K]ll_2/]le[0]ll_2) ... \
50 200N
0 50 100 150 200 250 -6 20 40 60 80

k

Abb. 6.115 Dateien ccga2ecm06a.ps, ccga2cm06aa.ps, Matrix A2, ¢=—0.0291,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir k£ = 0(1)250 bzw. k& = 0(1)80
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CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

log10(|le[K]I_2/l[e[0]I_2) .....
log10(]|e[K][|_A/|[e[0]||_A) __

=50 ]
—100{ log10(||r{K]I_2/IIr[O][|_2)  -----

—150

~200 -
0 100 200 300 400 500 600 700
k

Abb. 6.116 Datei ccra2em06.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = —0.0291,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)700

CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler 0 CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
0] %Iog10(IIEIK]II_ZIIIe[OIII_Z) ------ log10(/|e[K]l|_2/||e[0]||_2) ......
~10- PO0MKILZAMOIL2) > SN\ log1ogleldi AL
) ‘ %\
20 \
-3 \
=30 \\
-4y T
log1o(lIrKI_2/lIr[ONll_2) -~ log10(|Ir[K]l_2/|Ir[0]]|_2) --- \
—40 log10(le[k]II_Alle[O]Il_A) ___ 5] \
N\
log10(lle[K]||_2/|e[0]||_2) ...... \ O
-50¢ 50 100 150 200 250 69 20 40 60 80
k k

Abb. 6.117 Dateien ccra2em06a.ps, ccra2em06aa.ps, Matrix A2, c=—0.0291,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir £ = 0(1)250 bzw. k& = 0(1)80

Beide AV CG und CR brauchen fiir eine gute Genauigkeit etwa n /3 Iterationen, eine
sichtbare Verbesserung bemerkt man ungefihr bei n/8 Iterationen.

Das Konvergenzverhalten ist nicht ganz so gut wie bei ¢ = 0. Die schlechte Kondition
der spd Matrix verursacht bei den Fehlern im CG und CR die genannte “Plateau-
Situation“ sowie im CG fiir den Fehler ||r®||, auffillige Spitzen und Senken, ausge-
pragter als bei ¢ =0 .



154 Polynomiale Iterationsverfahren
0 CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
-1 CR
] log10(|le[K]I|_A/||e[O]||_A) -----
2
] o Abb. 6.118
-3 log10(le[K]I|_A/lle[O]l|_A) ___ Datei ccgra2em061.ps
] Matrix A2(625,625),
] c=—0.0291,
5] CG versus CR:
Verlauf des
. ‘ ‘ ‘ ‘ relativen Fehlers
60 20 40 60 80 (k)
) logp(15m2), k = 0(1)80
0 CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
CR
log10(|le[K]l|_2/||e[0]]|_2) -----
—14
-2
Abb. 6.119
-3 I%glO(||e[k]||_2/||e[0]||_2) o Datei ccgra2e¢m062.ps
Matrix A2(625,625),
] c = —0.0291,
] CG versus CR:
Verlauf des
. ‘ ‘ ‘ relativen Fehlers
=60 20 40 60 80 ()
k 10g10(||||e<o>”z)a k=0(1)80
0 CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
1]
] CG
] log10(]IrKIl_2/1Ir[0]1|_2) __
—2
] Abb. 6.120
-3 Datei ccgra2em063.ps
] Matrix A2(625,625),
] CR c = —0.0291,
] log10(Ir[K]l|_2/|Ir{0][|_2) -----
] 0g10(|IrK]II_2/1IrO1Il_2) CGQ versus CR:
Verlauf des
. ‘ ‘ ‘ ] relativen Fehlers
60 20 40 60 80 ()
k 10g1o(||||r<o)H§)> k= 0(1)80
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Der Shift sei ¢ = —0.029 228. Die Matrix wird indefinit. Sie besitzt jedoch nur einen
negativen EW —0.000 063 497, der auch der betragskleinste ist. Der néchste grofiere
ist 0.043470616.

Die spektrale Konditionszahl betragt x ~ 125071.

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
O,
1 log10(]le[KIII_2/|le[O]Il_2) --....
log10(||e[K]lI_A/lle[0]Il_A) _
-50
1 log10(|IrKII_2/IIr[O]l|_2) ~ -----
—100 -
—150 A
=200+
0 100 200 300 400 500 600 700
k

Abb. 6.121 Datei ccga2cm46.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = —0.029228,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)700

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
07 log10(| e[K]ll_2/|[e[0]l|_2) ...
0*\\ log10(||e[K]l|_2/le[0]||_2) ......
_107|0910(||f[k]|I_2/||r[0]||_2 \\\Qlo(lle[k]||_A/||e[0]II_§) _
logL0(KIL2A0)|_2) - ] yi\\
20 N //’ \"‘\\ -
logL0(|lelKIll_A/lle[0]l|_A
et ATELILE — -4 log10(|Ir{K]l|_2/Ir{O0]}_2) -----
=30 log10(]le[Kll_2/|[e[0]l_2) ...
\
\ -6
—40 \
\\
VAN
50¢ 50 100 150 200 250 80 20 a0 60 80
k

Abb. 6.122 Dateien ccga2ecmdba.ps, ccga2emdbaa.ps, Matrix A2, c=—0.029228,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir k£ = 0(1)250 bzw. k& = 0(1)80
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CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
O,
1 log10(||e[K]l|_2/l|e[O]l_2) --.--.
log10(||e[K]lI_A/lle[01Il_A) _
—50
1 log10(|IrKIII_2/IIr[O]l|_2) ~ -----
—100
—150
_2007““\““\“"\““\““\““\““
0 100 200 300 400 500 600 700
k

Abb. 6.123 Datei ccra2emd6.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = —0.029228,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)700

CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
0 log10(|le[K]l|_2/|le[0]l|_2) ..... log10(/le[K]l|_2/|le[0]||_2) ......
0
_107IoglO(IIr[k]II_Z/IIr[0]II_2
log10((KI_2/Iolll_2) \ loglofleldilAfIelLA —
21 \\;( \'*\
20 \\ \
AN \
log10(||e[K]||_A/||e[O]||_A] N
910(|le[KII_A/lle[0]]l_A) ___ 4] e \
_30] log10(]le[K]||_2/|le[0][|_2) -..... log20(||r[K]I|_2/|Ir{0]||_2) ---- \\
] k‘\7
401 \1 -6 v
-50¢ 50 100 150 200 250 -89 20 40 60 80
k k

Abb. 6.124 Dateien ccra2em06a.ps, ccra2emdbaa.ps, Matrix A2, c=—0.029228,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fir £ = 0(1)250 bzw. k£ = 0(1)80

Beide AV CG und CR brauchen fiir eine gute Genauigkeit etwa n/3 Iterationen, eine
sichtbare Verbesserung bemerkt man ungefahr bei n/8 Iterationen.

Wegen der Indefinitheit der Matrix bemerkt man das beginnende oszillierende bzw.
unregelméafige Verhalten der Fehler, iiberlagert durch die genannte “Plateau-Situation®
im Konvergenzprozess.
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CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

CR
log10(|le[K]l|_A/lle[O]I|_A)

CG
log10(]le[K]Il_A/lle[0lIl_A) __

—44

-6

CG
log10(||r[k]I_2/]Ir[ONI|_2)

4
—64
-89 20 40 60 80
k
CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
CR
ol log10(|le[kIll_2/lle[0]]]|_2) -----
_2-
CG
log10(|le[KIll_2/|le[0]||_2) ___
—4
—6-
80 20 40 60 80
k
CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
0,

20 40 60

80

Abb. 6.125

Datei ccgra2emA461.ps
Matrix A2(625,625),

c = —0.029228,

CG versus CR:
Verlauf des

relativen Fehlers

(k)
IOglo('” l_IA)a k=

el

0(1)80

Abb. 6.126

Datei ccgra2e¢m462.ps
Matrix A2(625,625),

c = —0.029228,

CG versus CR:
Verlauf des

relativen Fehlers

e(k)
log1o(15m12), & = 0(1)80

Abb. 6.127
Datei ccgra2em463.ps

Matrix A2(625,625),
¢ = —0.029228,

CG versus CR:
Verlauf des

relativen Fehlers
RSP

logy( TECIE ), k=

0(1)80
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Der Shift sei ¢ = —1.0059. Die Matrix ist indefinit. Sie besitzt sowohl negative
als auch positive EW. Ihr kleinster Eigenwert ist —0.976 735..., der betragskleinste

0.000 057..., der grofite 6.964 935....
Die spektrale Konditionszahl betragt x ~ 122 176.

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
Oi' |
log20(||e[K]ll_2/]|e[01l_2) -......
_20 1 log10(|le[K]lI_A/lle[Olll_A) _
40 1
] N
—60 \"\4
] log10(||r[k]Il_2/|Ir[O]]|_2) ----- “‘\
80 -
1 ‘\’\'\N‘A
1 N\I\/\N,\«\/
1 }
~100 “\\
0 100 200 300 400 500 600 700
k

Abb. 6.128 Datei ccga2cm36.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = —1.0059,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k& = 0(1)700

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

CG, A2 - Logarithmus der relativen Fehler

k

0 ANk 14 o |
bl ogoeaL2e0) ..
01 egogidl 2o -\ || | Mabiiir b 10g10(lelkIL2AOlL2) ...
log10(|[e[K]II_Alle[0]Il_A) __
20
-30 ‘ LAAATAN
\/\\’»\ log10(||r[K]l_2/[Irf0]|_2) ---- \\7
log10(|[e[KIlI_A/lle[0]l|_A) __ \
—40 -6 \\\ ”."/\
“hy ~ ‘\
50 ¢ 100 200 300 400 -89 50 100 150 200

k

Abb. 6.129 Dateien ccga2em36a.ps, ccga2em36aa.ps, Matrix A2, ¢=—1.0059,
CG: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir & = 0(1)400 bzw. k = 0(1)200
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CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
O |
log10(|[e[K]||_2/|[e[0]I_2) -.....
—20 1 log10(|[e[K]||_A/[le[O]|_A)
40 -
60 1
] log20(||r[K]l|_2/[Ir[O]]|_2) -----
80 -
~100
0 100 200 300 400 500 600 700
K

Abb. 6.130 Datei ccra2em36.ps, Matrix A2(625,625), Shift ¢ = —1.00509,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fiir die Iterationen k£ = 0(1)700

CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler 0 CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
o]
Y -
o N Iy log10(|le{K]|_2/le[0}]2)
| m{/\»\ | | 2)
-10 log10(le(k]ll_A/lle[0]Il_A) __ 21 “V .
log10(||r(K]Il_2/|I{O]I|_2) ---- "\ o
\ -3 log 0 lefKIH-AVlle[0lll_A)
—20+ \‘v\/**/*
4] — \\
301 -5 log10(IrKIL2NON_2) '
) } |
\ 76 “‘
-40 \ |
R= \ |
\ -7 AN, “‘
80 100 200 300 400 80 50 100 150 200
k k

Abb. 6.131 Dateien ccra2em36a.ps, ccra2em36aa.ps, Matrix A2, c=—1.0059,
CR: Verlauf der 3 relativen Fehler fir £ = 0(1)400 bzw. k£ = 0(1)200

Beide AV CG und CR brechen nicht vorzeitig ab und brauchen fiir eine gute Genauig-
keit etwas mehr als n/2 Iterationen. Eine sichtbare Verbesserung tritt nach ungefiahr
n/3 Iterationen auf. Das Verhalten ist qualitativ &hnlich zu dem bei ¢ = —1, —2.
Man bemerke im CG die deutliche Uberlagerung von Oszillation und “Plateau-
Situation“. Auch im CR sieht man die “Plateau-Situation* und den monotonen, aber
wenig glatten Verlauf der Fehler ||r®]||; bzw. ||e®]|; sowie die Unregelmifigkeiten
bei ||e®]| 4.
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CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
07 CR
log10(|le[K]||_A/lle[O]]|_A) -----
CG
107  log10(|le[K]||_A/lle[0]]|l_A) ___
0] Abb. 6.132
Datei ccgra2em361.ps
30 Matrix A2(625,625),
c = —1.0059,
40 CG versus CR:
Verlauf des
" ‘ ‘ ‘ relativen Fehlers
-50 g 100 200 300 400 (k)
. logyo(I52), & = 0(1)400
CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
07 CR
log10(]le[K]||_2/]|e[0]||_2) -----
CG
=107 log10(|le[K]||_2/|le[0lll_2) __
20 Abb. 6.133
Datei ccgra2em362.ps
301 Matrix A2(625,625),
c = —1.0059,
40 CG versus CR:
Verlauf des
50 ‘ ‘ ‘ relativen Fehlers
-50 g 100 200 300 400 (k)
y logyo(15m12), k = 0(1)400
CG - CR, A2 - Logarithmus der relativen Fehler
07 cG
log20(|Ir[KIII_2/[I[O1I_2) ___
10 1 10920(lIrKII_2/Ir[ONl|_2) -----
0] Abb. 6.134
Datei ccgra2em363.ps
301 Matrix A2(625,625),
c = —1.0059,
401 CG versus CR:
Verlauf des
" ‘ ‘ ‘ relativen Fehlers
-50 g 160 200 300 400 ()
k 1Og10(||||r(o>Hz)a k = 0(1)400




Kapitel 7

Einfluss von Rundungsfehlern bei
Implementation von CG und CR

Wir illustrieren den Einfluss von Rundungsfehlern bei der Implementation der Ver-
fahren CG und CR im Zusammenhang mit ihrer theoretischen Endlichkeit sowie mit
der Notation des Formelapparates und seiner numerischen Auswertung. Im Verhal-
ten beider AV bemerkt man eine so genannte “Fehlererinnerung®, besonders auffillig
und typisch bei der Berechnung der Residuumsnorm ||r®*)||,.

Dieses Verhalten der AV testen wir an fiinf Beispielen mit Koeffizientenmatrizen
A= AT >0, A= AT diagonal und indefinit, sowie A = AT indefinit.

7.1 CG mit Fehlererinnerung

Zunéchst verweisen wir auf die Implementierung des CG in den Versionen 1 (3.96)
und 2 (3.97) im Teil I. Dabei werden wir bei der Berechnung der Schrittzahl o sowie
bei der Bestimmung des Residuums r verschiedene Varianten realisieren.

Einfache Darstellung des CG

@ Startvektor, @ =b— A2® Residuum, p©® =r©® Suchrichtung

k=0,1,2, ..
(k)T pn(K) (k)12
(k+1) (k) (k) . _pr . ][5
T " 4+ app'™, wobei ay = DT A PR >0
pEtD = Ag D) (explizite Berechnung)
= ™ —q,Ap®  (rekursive Berechnung)
(k)TAr(kH) ||T(k+1) ”2
(k+1)  _  .(k+1) (k) : _ b _ 2
D =r + Gip\™, wobei [ = DT A [0 >0

In jedem Iterationsschritt ist nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation Ap*) zu machen.
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Weitere Problemgrofien, die ebenfalls in die Betrachtungen und zu Testzwecken ein-
bezogen werden, verursachen meistens zusétzlichen Berechnungsaufwand.

Funktional

1 1
Qz) = §(||e(x)||?4 — x*Tb> = ExTAx —27b im Algorithmus

Qz*) = —%x*Tb <0
Fehler
e(r) = 2" —=x
le(@)la = llz" —2lla = V(z* —2)TA@@* —2) = /2Q(x) +2*Tb

é(z) = (zr —x)TA(x* —x), |é(x)| im Algorithmus

Residuum
r(xr) = b— Ax
[r(@)llz = llb— Azl = Vr(z)Tr(z)
lr(z)|2 = r(z)'r(z) im Algorithmus

Kontrolle, ob mit Beendigung des Algorithmus fiir e®) = 2* — 2 gelten
1™l ~ le®]la

le®lly = [[A7H S,
Falls A = AT > 0 ist, gelten

Q@) > Q(zM) > Q@) > ... — Q(z*) <0,
le@fa = le®]la = @ ]a > .. —0,

[€@lly > fle ]z > [le®]ls > .. — 0.

Aber die Folge |||, ist i. Allg. nicht monoton fallend.

Das ist durchaus ein gewisser Nachteil, weil ja ||r*)||, fiir das Abbruchkriterium bzw.
die Iterationssteuerung eingesetzt wird und nicht e®*) genommen werden kann.

Die Vektoren

— Residua und Abstiegsrichtungen r®*) sind orthogonal, d. h. r® 1 »0) fiir k £ j,
— Suchrichtungen p® sind A-orthogonal (A-konjugiert),

—und es gilt

span{r(o), r T("fl)} = Span{p(o),p(l), ...,p(”*l)} = span{r(o), Ar©@ A’Hr(o)}.
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Algorithmus fiir die Implementierung

e Toleranz fiir die Residuumnorm ||r®||,
maxiter maximale Iterationsanzahl

k=0, 2©) Startvektor, Berechnung von Q(z(%)

r©® = p— A2® Residuum

p(O) — 0 Suchrichtung, Ip = p(o) letzte Suchrichtung
||r(0) 12, falls varianta = 1

r(0)T(0) 2, falls varianta = 2

@0 =9 pOT0) falls varianta = 3
i |r§0) 2, falls varianta = 4
i=1

Speichern von Q(z), |&(zD)], ||e@|l2, /o in Qv[1], epsv([i], epsv2[1],rv[1]
evtl. Ausgabe und/oder Fileausgabe von 0, 20, Q(a:(o)), )

while (ai >¢) & (k< maxiter) do
v = Ap®
d = olpk) = pT gpk)
falls d = 0, dann Abbruch mit Ergebnis x(k), k

a = o/d
gD = k) 4 qpk)
SR rB) —qu = r®) — qdp®) | falls variantr = 1
N b— Agk+1), falls variantr = 2
[|r B+ 3, falls varianta = 1
r(k+ )T (k+1) 2, falls varianta = 2
Qkt+1 = pADT . (k+1) falls varianta = 3
(k1) )2 ,
Yol falls varianta = 4
i=1
B = agy1/a
p(kH) = oD 4 6p(k), Ip = p(k'H) letzte Suchrichtung
E = k+1

Berechnung von Q(z*)
evtl. Ausgabe und/oder Fileausgabe von k, z*) Q(x(k)),p(k), r®)
Ausgabe und evtl. Fileausgabe von k&, /oy
Speichern von Q(z™), |e(z™)], |le(z*™)||2, Vay in
Qvlk + 1], epsv[k + 1], epsv2]k + 1], rv[k + 1]
end while
Ausgabe von |z* — z®||5, [|[A7 ")y zwecks Vergleich mit [|e®]| 4, [le®]|
m(k), k  FErgebnisse nach der Schleife
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Algorithmus fiir Implementierung, weitgehend ohne Indizierung

¢ Toleranz fiir Residuumnorm |7 ||,
maxiter maximale Iterationsanzahl

k=0, x =x0, 20 Startvektor, Berechnung von Q(x)
r =b— Ax Residuum
p =1 Suchrichtung, Ip =p letzte Suchrichtung
713 falls varianta = 1

T

2
rtr , falls varianta = 2

Qold = § 4Ty, falls varianta = 3

n
S |ril?,  falls varianta = 4
i=1

Speichern von Q(x), |é(z)], |le(x)|l2, voia in Qv[1],epsv[i], epsv2[1], rv[1]
evtl. Ausgabe und/oder Fileausgabe von 0,z,Q(x),r, agq

while (Vagd >¢) & (k< mazxiter) do

v Ap
d = v'p = plAp
falls d = 0, dann Abbruch mit Ergebnis x, k
= aga/d
r = xT+ap
— { r—aoav = r—adp, falls variantr =1
b— Az, falls variantr = 2
713, falls varianta = 1
rly 2, falls varianta = 2
Qnew = rTr, falls varianta = 3
ﬁ:l r;|?, falls varianta = 4
i=
B = Qnew/ld
p = r+0p, lp=p letzte Suchrichtung
k= k+1
Qold = Onew

Berechnung von Q(x)

evtl. Ausgabe und/oder Fileausgabe von k,z, Q(x), p,r, aolq
Ausgabe und evtl. Fileausgabe von k,\/agq

Speichern von Q(x), |é(z)], ||le(x)|l2; v/Xoia in
Qvlk + 1], epsv[k + 1], epsv2]k + 1], rv[k + 1]

end while
Ausgabe von ||z* — z||2, [|[A7 ||z zwecks Vergleich mit ||e(z)]| 4, [|e(z)||2

x,k  Ergebnisse nach der Schleife
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Variantenauswahl

Dies betrifft die Berechnung des Residuums r in 2 Varianten

(r,r) rTy
(Ap,p)  pTAp’

1. rekursiv (recursive, update) mit r =r — aAp, a =

2. wirklich (realy, true) mit r=0b— Az,
sowie 4 Varianten der Berechnung des Zihlers oy, = rTr in der Schrittzahl a

Loa = Irl3,
2. ap = (\/@)2,
3. o =rTr,
4. o = f:l|n|2
In den Berechnungen mit Maple zeigt sich, dass beziiglich der a-Varianten gilt
1. ~ 2., 3. =~ 4,

so dass in weiteren Rechnungen dann nur mit den a-Varianten 1 und 3 gearbeitet
wird. Auflerdem erweist sich die Wurzelberechnung in Maple als nicht besonders gut
implementiert.

In Maple werden sowohl die exakte Rechnung (symbolische Berechnung in der Ratio-
nalarithmetik), wo erwartunggeméf keine Unterschiede in den Varianten auftreten,
sowie die numerische Rechnung bei 4 Genauigkeiten mit der Gleitpunktarithmetik
von 10, 16, 20, 25 Dezimalstellen (Digits:=...) ausgefiihrt.

Das CG wird in Maple durch die folgende Prozedur implementiert.

> cgl:=proc(n::posint, A::matrix, b::vector, x0::vector,
maxiter::posint, eeps::numeric,
varianta::posint, variantr::posint,
aus::name, fileaus::name)
local k,i,x,p,r,v,xh,alpha,alphaold,alphanew,beta,Q,fh,fhl,fh2,h,d;
global Qv,epsv,epsv2,rv,Ainv,xs,lp,filel;

fh2:=%.16e*; # Ausgabeformate einstellen
fhl:=%+.10e¢;
fh :=fhi;

for i from 2 to n do
fh:=cat(fh,‘ ¢,fhl);
end do;

k:=0:
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evalf (evalm(x0)): # x:=evalm(x0):
0.5%evalm(transpose (x)&*A&*x)-evalm(transpose (x)&*b) :
evalm(b-A&*x) :

evalm(r): 1lp:=evalm(p):

X:
Q:
r:
p:

if varianta=1 then alphaold:=norm(r,frobenius)"2;

elif varianta=2 then alphaold:=sqrt(evalm(transpose(r)&*r))"2;
elif varianta=3 then alphaold:=evalm(transpose(r)&*r);

elif varianta=4 then i:=’i’: alphaold:=sum(abs(r[i])~2,i=1..n);
else
end if;

Qv1]:=Q;

h:=evalm(transpose(xs)&#*b); xh:=evalm(xs-x);
epsv[1] :=abs(sqrt(2.0*Q+h));

epsv2[1] :=sqrt(evalm(transpose (xh)&*xh)) ;
rv[1] :=evalf (sqrt (alphaold));

if aus=ja then
fprintf (default, ‘\n‘):
fprintf (default, ‘Schritt k = %g\n‘,k);

fprintf(default, ‘Startvektor X =
CT1£hl1“I\n‘,seq(x[i],i=1..n));
fprintf (default, ‘Funktionswert Q(x) = “I1fh2]]‘\n‘,Q);

fprintf (default, ‘Residuum/Suchr. r =b-Ax =
CI1£fnl]“I\n‘,seq(r[i],i=1..n));

fprintf (default, ‘Anfangsfehlerquadrat r’r = ‘|[fh2]||‘\n\n‘,alphaold);

end if;

if fileaus=ja then

fprintf(filel, ‘\n‘):

fprintf(filel, ‘Schritt k = %g\n‘,k);

fprintf(filel, ‘Startvektor X =
[“I'1£h] | “I\n¢,seq(x[i],i=1..n));
fprintf(filel, ‘Funktionswert Q(x) = “I1fh2]]\n‘,Q);

fprintf(filel, ‘Residuum/Suchr. r =b-Ax =
CI1fhl]“I\n‘,seq(r[i],i=1..n));

fprintf(filel, ‘Anfangsfehlerquadrat r’r = ‘||fh2||‘\n\n‘,alphaold);

end if;

while (sqrt(1l.0%*alphaold)>eeps) and (k<maxiter) do
# absoluter Fehler mit ||r||
v:=evalm(A&*p) ;
d:=evalm(transpose(v)&*p);
if d=0 then
lprint (‘Abbruch wegen Nenner p’Ap=0°¢):
RETURN (x,k) ;
end if;

alpha:=alphaold/d;
x:=evalm(x+alpha*p) ;
if variantr=1 then r:=evalm(r-alpha*v); else r:=evalm(b-A&+*x); end if;
if varianta=1 then alphanew:=norm(r,frobenius)"2;
elif varianta=2 then alphanew:=sqrt(evalm(transpose(r)&*r)) 2;
elif varianta=3 then alphanew:=evalm(transpose(r)&*r);



7.1 CG mit Fehlererinnerung 167

elif varianta=4 then i:=’i’: alphanew:=sum(abs(r[i])~2,i=1..n);
else
end if;

beta:=alphanew/alphaold;
p:=evalm(r+beta*p); lp:=evalm(p);
k:=k+1;

alphaold:=alphanew;

Q:=0.5*%evalm(transpose (x) &*A&*x) -evalm(transpose (x) &*b) ;
if aus=ja then

fprintf(default, ‘\n);
fprintf(default, ‘Schritt k = %g\n‘,k);

fprintf(default, ‘Iterationsvektor X =
C“I1fhl1I\n‘,seq(x[i],i=1..n));
fprintf(default, ‘Funktionswert Q(x) = “|I1fh2]]1‘\n‘,Q);
fprintf(default, ‘Suchrichtung P =
C“I1fhl1I\n‘,seq(pli],i=1..n));
fprintf(default, ‘Residuum r = b-Ax =
CI1fhl 1 I\n‘,seq(r[i],i=1..n));
fprintf(default, ‘Fehlernormquadrat r’r = ¢||fh2||‘\n‘,alphaold);
end if;
if fileaus=ja then
fprintf(filel, ‘\n‘);
fprintf(filel, ‘Schritt k = %g\n‘,k);
fprintf(filel, ‘Iterationsvektor X =
CCIIfh] | “I\n¢,seq(x[i],i=1..n));
fprintf(filel, ‘Funktionswert Qx) = “lIfh2l1‘\n*,Q);
fprintf(filel, ‘Suchrichtung p =
C‘II£fhl | “I\n‘,seq(pl[i],i=1..n));
fprintf(filel, ‘Residuum r = b-Ax =
C“II£fh]|“I\n¢,seq(r[i],i=1..n));
fprintf(filel, ‘Fehlernormquadrat r’r = ‘||fh2||‘\n‘,alphaold);
end if;
fprintf(default, ‘k = %3d, |lrll_2 = ‘|Ifh2]]|‘\n‘,k,sqrt(alphaold));
if fileaus=ja then
fprintf(filel,‘k = %3d, |lrll_2 = ‘|Ifh2]||‘\n‘,k,sqrt(alphaold));
end if;
Qv [k+1] :=Q;

xh:=evalm(xs-x);

epsv[k+1] :=abs(sqrt (evalm(transpose (xh)&*A&*xh))) ;
# epsv[k+1] :=abs(sqrt(2.0%Q+h));

epsv2[k+1] :=sqrt (evalm(transpose(xh)&*xh)) ;

rv[k+1] :=evalf (sqrt(alphaold));

end do:

lprint (‘| lxs-x||_2 = ¢, evalf (norm(xs-x,frobenius))):
lprint (‘| 1A (-Drl||_2 = ¢,evalf (norm(Ainv&*r,frobenius))):
lprint (¢ ¢):

[x,k];

end:
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7.1.1 Beispiel 1

Im Beispiel 1 machen wir die Ausfithrungen etwas dataillierter, wihrend in den nach-
folgenden wir uns auf die grafische Darstellung der Ergebnisse beschranken.

# Beispiel 1, A=A’>0

n:=8:
A:=matrix(n,n,

[[ 168, 24, 338, 27, 27, 53, -7, 801,

[ 24, 178, 169, 72, 53, -103, 17, 80]

[ 338, 169, 1177, 192, -62, -108, -48, 180],

[ 27, 72, 192, 125, 2, -24, 36, 180],
27, 53, -62, 2, 222, 70, 46, 100],
53, -103, -108, -24, 70, 178, 34, 100],
-7, 17, -48, 36, 46, 34, 34, 100],
80, 80, 180, 180, 100, 100, 100, 400]1]1):

e

b:=vector(n,[ 229, 129, 790, -214, 106, -276, -216, -600]):

# Loesung
xs:=vector(n, [1,-1,1,-1,2,-2,2,-2]):

EW von A(A) = {0.006 305, 1.359 344, 5.859 472, 44.417 725, 199.730 179, 282.983 844,
548.279 552,1399.363 575},

Kondition mittels Spektralnorm x(A) = 221911.791....

Fiir das spezielle LGS berechnen wir in den verschiedenen Varianten die absoluten
Fehler

le®™La, lle®lz, 7™z, & =0,1,2,...

die man als Ergebnisvektoren epsv[l..maxiter+1], epsv2[1l..maxiter+1] bzw.
rv[1..maxiter+1] der obigen Prozedur cgl erhilt. Die Werte ||e*)||4 bilden eine
monoton abnehmende Folge, was fiir [|[r®||, i. Allg. und speziell bei numerischen
Rechnungen iiber n Iterationen hinaus, nicht zutreffen muss.

Dann folgen grafische Vergleiche der relativen Fehler des CG, die aus Griinden der
besseren Ubersicht als Funktionen log, () in Abhéngigkeit von der Iterationszahl k
dargestellt werden, also

™)l 12
f(k) = log ( , log , k=0,1,2,.... 7.1
( ) 10 He(O)HA 10 HT(O)HQ ( )
Zunéchst schauen wir auf eine exakte Rechnung in der Rationalarithmetik von Maple,
die bei #(® = (1,0,...,0)” und der Dimension n = 8 des Problems ohne Weiteres

machbar ist und wo spétestens ||e™||4 = 0 sein muss.
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CG : Iterationsverlauf bei exakter Rechnung

i Qx[i)= [lelil || _A=llxs-x[i1lI_A  [llelill|_2= [rlill]_2=

(I'lel[i]117°2_A-xs’b)/2

=sqrt (2Q(x[i])+xs’Db)

| lxs-x[1]]1_2

[ 1b-Ax[i]11_2

0 -1.4500000000000000e+02 4.8435524153249340e+01 4.3588989435406740e+00 9.4746714982631460e+02
1 -9.8368605228089200e+02 2.5857840115489440e+01 3.6560995780917200e+00 5.2812573464063930e+02
2 -1.1459168350799170e+03 1.8551720401088610e+01 3.4384336294029440e+00 2.9031119293215690e+02
3 -1.2813654838675770e+03 8.5597331888818880e+00 3.1543128197346300e+00 5.8409543263193730e+01
4 -1.3150994801622860e+03 2.4085347569483770e+00 2.8805665078096420e+00 3.0634487373454350e+01
5 -1.3168735117533320e+03 1.5009918365320540e+00 2.8737370089577910e+00 2.0801202738379160e+00
6 -1.3175615355950960e+03 9.3644477135973120e-01 2.6938938285905780e+00 1.4582848191466750e+00
7 -1.3179788185392140e+03 2.0582254874512040e-01 2.5918966487041220e+00 1.6345905778557270e-02
8 -1.3180000000000000e+03 0.0000000000000000e+00 0.0000000000000000e+00 0.0000000000000000e+00
CG(exakt) - Logarithmus der relativen Fehler
O —
T log1io(lle[KIll_A/lle[Olll_A) __
—2
—4
—6
—8
—10
—12 4
—14 4
—-16 L
(o
CG(exakt) - Log-Plot der relativen Fehler
1
1 T llelklll_A/llelOlll_A __
le—1 lrikliZroN_2 -~
dle—-2
.1le—-3
le—-05
le—06
le—07
1le—08
1le—09
le—10
le—11
le—12
le—13
le—14
le—15
le_16 -l T T T T T
(0] 2 4 6 8
k

Abb. 7.1 Dateien cgl 01l.ps, cgl_02.ps, Matrix A(8,8) zu Beispiel 1,

CG: exakte Rechnung (symbolische Rechnung mit Rationalarithmetik),

le®[a [Ir®)]s _ ;
BTSN k =0(1)8, als Logarithmus

Verlauf der relativen Fehler
bzw. im Log-Plot
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Unser Hauptaugenmerk liegt nun auf der numerischen Bestimmung des Residuums
r(z) mit den beiden schon genannten Varianten recursive und realy.

Die folgenden Abbildungen zeigen den Verlauf jedes der genannten relativen Fehler
von CG in der Gegeniiberstellung der beiden r-Varianten. Es zeigt sich, das die wirk-
liche Berechnung des Residuums ab einer bestimmten Iterationsanzahl zu keiner Ver-
kleinerung dieses Wertes mehr fithrt. Bei der rekursiven Berechnung des Residuums
tritt diese Stagnation gar nicht ein. Diesen Effekt wollen wir als Fehlererinnerung
bezeichnen. Er ist auch ein Hinweis darauf, das im Iterationsprozess jeweils nach ei-
ner gewissen Anzahl von Schritten die Formel r(z) = b — Az auszuwerten ist, auch
wenn das eine zusatzliche Matrix-Vektor-Multiplikation kostet.

Bei der Berechnung von e(z) “steht* oft der Fehler bei geringer Genauigkeit in der
Variante realy, fiir hohere Genauigkeiten weichen die r-Varianten nicht wesentlich
voneinander ab und stagnieren in der Nédhe der vorgegebenen Gleitpunktarithmetik.

In der Grafik zum CG sind bei Gegeniiberstellung der zwei r-Varianten die Fehler
gekennzeichnet mit den Linienarten

log,o(|[r™®||2/||7®@]]2)  solid line, bold recursive

log,o([lr® |2/ |I7®@]|2) dash line —  ----- realy

genauso fiir die den Fehler log,(]|le™ |4/l 4).

Die 4 Genauigkeiten der numerischen Rechnung mit der Gleitpunktarithmetik bei
10, 16, 20, 25 Dezimalstellen werden in Maple mittels Digits:=. .. realisiert.

Wir testen dafiir alle vier a-Varianten bei Gegeniiberstellung der zwei r-Varianten.
Die erste Abbildung zeigen wir etwas vergrofert, werden jedoch dann jeweils eine
komplette a-Variante zusammen darstellen.

CG(Num10) - Logarithmus des relativen Fehlers CG(NumMm10) - Logarithmus des rel ativen Residuums
0.7 0.7
] —5.7
—2.
S 2 T SN e ~—
1
\ —10.
A '\]
1
\
\ —15.7
1
6.7 N loglo(llefk]IL_A/|le[O]IL_A)
- \\_\ -— realy
log1o(lIr[Kk1IIIrLOlIL_2)
—20 recursive
s logio(llelklILA/lle[OlILA)
recursive
—25
, , , , Lk , , , , L
O. 10. 20. 30. 40. 50. O. 10. 20. 30. 40. 50.

Abb. 7.2 Datei cglvallO.ps, Matrix A(8,8) zu Beispiel 1,
CG: numerische Rechnung, Digits=10, a-Variante 1
lle®la

. )
Verlauf der relativen Fehler loglo(m), loglo(W), k=0,1,..,
in Gegeniiberstellung der zwei r-Varianten recursive und realy
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CGS(NUMI10) - Logarithmus des relativen Fehlers

CG(NUMI1O0) - Logarithmus des rel ativen Residuums

reorodi ol =

o 10, 20. 30. a0, sa<

CGS(NUM1G) - Logarithmus des relativen Fehlers

CG(NUMI1E) - Logarithmus des rel ativen Residuums

O
—=_1
logiodiel k]l I A/ O] 1L_A>
e realy
—_
—6.
—8_
-+ \
—310
ltogpodiel k]Il A/IlefO]1L_A> logl1odir(<1IVIIrLOT1L_2>
1 recursive o+ T reclrsive
—az=.
—aa. T
o = 10, 15, 20. —=250" = 10, 15, 20.
CG(NUuUM20) - Logarithmus des relativen Fehlers CG(NUM20) - Logarithmus des rel ativen Residuums
o.7 O
—=_1
—5. 7
1. nglO(IIr[k'lrII/III')I;O]II72)
ltogiodlel k]l A/IelO]IL_A>
S Tealy _10o. T
& o
—s. T Cas. Tt
—3a0o.T A
—=0. T
—az=. T
loglodirt=l IVIIrLol1L_=2>
—aa.T o= T LA N
loglodief k]Il A/llefolL_~A>
—ae. T 1
—30
—as. T +
o s 10 15 =20 o =4 10, 15, 20.
CG(NuUM=25) - Logarithmus des relativen Fehlers CcG(NuM=25) - Logarithmus des rel ativen Residuums
O O
—5_ —10. 7
loeg1odir( 1 IVIIrLOoT1L_2>
S LEVERY
—10. 7 'OQlO(IIE[‘fl[LA/IIE[O]ILA) N
Toaly _>o. T
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Abb. 7.3 Dateien cglvallO.ps,cglvall6.ps, cglval20.ps, cglval2b.ps,
CG: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 1,
Verlauf der relativen Fehler loglo(w), loglo(%), k=0,1,..

[le©]a

in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CGS(NUMI10) - Logarithmus des relativen Fehlers CG(NUMI1O0) - Logarithmus des rel ativen Residuums
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Abb. 7.4 Dateien cglva210.ps,cglva2l6.ps, cglva220.ps, cglva225.ps,
CG: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 2,
llet®)]|.a

. ()
Verlauf der relativen Fehler 10g10(w)7 loglo(W), k=0,1,..,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CG(NUuUM1o0) - Logarithmus des relativen Fehlers CG(NuUM10) - Logarithmus des relativen Residuums
O.1 O
o —- log1odIrkI IVIIFLOTIL_2>
- [ S bd
—10.T
- \
1
1
1‘ —aAs. T
4 “\__1egiodiel K1ILA/IIeLO1IL_A>
—S. sy - realy
—_—2Oo. T recursiv.
—s.T 1ogrodiel ]|l
== o= T
o 10, 20. 30. o 10, 20. 30. a0, 50.
CG(NuUM1s) - Logarithmus des relativen Fehlers CG(NUM1s) - Logarithmus des relativen Residuums
O. 1
—=_1
logiodiel k]l I A/ O] 1L_A>
L realy
—_
—6.
—s_
—310o.T
1ogpodlel k] Il_A/llefO] |l A 1 |0910(Ilr[:<el‘l:l‘/Jllrl'0‘l‘3||72)
recursive —=0 —
—az=. T
—a1a. T —2s. T LS
o = 10, 15, 20. o = 10, 15, 20.
CG(NUuUM20) - Logarithmus des relativen Fehlers CG(NUM20) - Logarithmus des rel ativen Residuums
o.7 O
—=_1
—5. 7
—Aa_
ltogiodlel k]l A/IelO]IL_A>
S Tealy _10.1
& o
—8.7 —a1s.
—3a0o.T
—=20. 7
—az=. T
loglodirt=l IVIIrLol1L_=2>
Caat o T LA N
loglodief k]Il A/llefolL_~A>
—ase.T —— +
———— —30
—as. T + +
o =4 10, 15, 20. o =4 10, 15, 20.
CG(NuUM=25) - Logarithmus des relativen Fehlers CcG(NuM=25) - Logarithmus des rel ativen Residuums
O.
—5_
4 log1odIel kI IL_A/IISLOl LA
—10. ©g1rodiel }JJTaa."ye[ 11L_~AD>
—as.T
ltogiqdiel k]l IL_A/Ie[O]IL_A>
—=0. T
o. = 10. 15, 20. o = 10. 15. 20.

Abb. 7.5 Dateien cglva3l0.ps,cglva3l6.ps, cglva320.ps, cglva32b.ps,
CG: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 3,
Verlauf der relativen Fehler loglo(%), loglo(%), k=0,1,..,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CGS(NUMI10) - Logarithmus des relativen Fehlers CG(NUMI1O0) - Logarithmus des rel ativen Residuums
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Abb. 7.6 Dateien cglvadl0.ps,cglvadl6.ps, cglvad20.ps, cglvad2b.ps,
CG: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 4,
llet®)]|.a

. ()
Verlauf der relativen Fehler 10g10(w)7 loglo(W), k=0,1,..,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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7.1.2 DBeispiel 2
# Beispiel 2, A=A’>0

n:=6:
A:=matrix(n,n,
[ 71, -1, 23, -36, 70, 60],
[ -1, 161, 102, 33, 40, -120],
[ 23, 102, 135, 18, 110, -60],
[-36, 33, 18, 35, -22, -60],
[ 70, 40, 110, -22, 148, 247,
[ 60,-120, -60, -60, 24, 1441]):

b:=vector(n, [187, 194, 360, -45, 432, 0 1):

# Loesung
xs:=vector(n,[1,-1,1,2,-2,2]):

EW von A(A) = {0.182596, 4.793 186, 6.700 107, 46.718 766, 263.902 849, 371.702 493},
Kondition mittels Spektralnorm x(A) = 2035.647....

CG(exakt) - Logarithmus der relativen Fehler
log10(|le[K]II_A/lle[Olll_A) __|

2 logLO(IrKIIIMON_2) -

—10
—12

—14 -

—16

0 1 2 3 4 5 6
k

Abb. 7.7 Datei cg2 01.ps, Matrix A(6,6) zu Beispiel 2,
CG: exakte Rechnung (symbolische Rechnung mit Rationalarithmetik),
. e(h) RO
\Rnlaufckﬂ'rehﬂnven,Fb}derloglo(%;m%fj,loglo(HMOJL), k=0(1)6
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CG(NUuUM1o0) - Logarithmus des relativen Fehlers CG(NuUM10) - Logarithmus des relativen Residuums
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Abb. 7.8 Dateien cg2vall0.ps,cg2vall6.ps, cg2val20.ps, cg2val2b.ps,
CG: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 1,
llet®)]|.a

. ()
Verlauf der relativen Fehler 10g10(w)7 loglo(W), k=0,1,..,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CGS(NUMI10) - Logarithmus des relativen Fehlers CG(NUMI1O0) - Logarithmus des rel ativen Residuums
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CGS(NUMZ20) - Logarithmus des relativen Fehlers CG(NUMZ20) - Logarithmus des rel ativen Residuums
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Abb. 7.9 Dateien cg2va310.ps, cg2va3l6.ps, cg2va320.ps, cg2va325.ps,
CG: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 3,
Verlauf der relativen Fehler loglo(%), loglo(%), k=0,1,..
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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7.1.3 DBeispiel 3

# Beispiel 3 A=A’ diagonal und indefinit
# Van der Vorst Matrix A= diag(—9—c,—7—c,—5—c,...,187—c,189—c)
n:=100:
# Bsp. 3.1

c:=0:
AO:=evalm(diag(seq(-11+2%i,i=1..n))-c*diag(1$n)):
b0:=vector(n, [ seq(-11+2%i-c,i=1..n)]):
# Loesung

xs0:=vector(n, [1$n]): # 1,1,1,....
# Bsp. 3.2

c:=97/100:
As:=evalm(diag(seq(-11+2%i,i=1..n))-c*diag(1$n)):
bs:=vector(n, [ seq(-11+2%i-c,i=1..n)]):
# Loesung

xss:=vector(n, [1$n]): # 1,1,1,....

Die EW einer Diagonalmatrix sind die Diagonalelemente selber.
Kondition mittels Spektralnorm x(Ag) = 189, x(As) = 6267.666....

CG(exakt) - Logarithmus der relativen Fehler

loglodlelklll_A/llelOolll_~A) ___

j logiodiriklii/lirioll_—2> -

—10
—15
—20
© 20
o CG(exakt) - Logarithmus der relativen Fehler
—5é log1odIrikll/IIr[Oo1_2) \:: \\\\\\\\\\\\\\
—10
—15
—20
- = 40 &0 80

Abb. 7.10 Datei ¢g3a0-01.ps, cg3as_01, Matrix A_ (100, 100) zu Beispiel 3,
CG: exakte Rechnung (symbolische Rechnung mit Rationalarithmetik),

\Qﬂlauf(hﬂ7rehﬂjven,thlerloglO(Mi@Jﬁ),loglo(”Mk”h), k=0,1,...,100

e[ [GRAP
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Abb. 7.11 Dateien c¢g3a0110.ps, cg3a0116.ps, cg3a0120.ps, cg3a0125.ps, Ay
CG: numerische Rechnung, Digits—lO 16,20,25, a-Variante 1,

Verlauf der relativen Fehler log;(t=gn

Le™la
lle©1la’?

), logo(
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||r(k)||2) k= 0,1,

in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CG(NuUM10) - Logarithmus des rel ativen Fehlers CG(NUM10) - Logarithmus des rel ativen Residuums
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Abb. 7.12 Dateien c¢g3a0310.ps, cg3a0316.ps, cg3a0320.ps, cg3a0325.ps, Ay,
CG: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 3,
Verlauf der relativen Fehler loglo(Hz(O;Hi) logo( |||:E§)”2) k=01,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy



7.1 CG mit Fehlererinnerung

181

CG(NuUM10) - Logarithmus des rel ativen Fehlers CG(NUM10) - Logarithmus des rel ativen Residuums
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Abb. 7.

13

Dateien cg3as110.ps, cg3asl16.ps, cg3as120.ps, cg3asl25.ps,

As,

CG: numerische Rechnung, Digits—lO 16,20,25, a-Variante 1,

Verlauf der relativen Fehler log;(t=gn

Lr™la
BRI

1™ 4
e/

), Logqo (o

), k=0,1,

in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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Abb. 7.14 Dateien cg3as310.ps, cg3as316.ps, cg3as320.ps, cg3as325.ps, As,
CG: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 3,

Verlauf der relativen Fehler loglo(w), logm(%), k=0,1,..,

[ERIA
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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7.1.4 Beispiel 4

# Beispiel 4, A=A’ diagonal, A>0 oder indefinit
# 3 Diagonalmatrizen mit speziellen Spektren (Verteilung der
# Diagonalelemente unter Verwendung eines Shift c

n := 10: # 20, 50, 100, 200 # gerade
c :=0: # 1+1E-6 # Shift

# Bsp. 4.1, Al mit EW im Intervall [-1+c,1+c],

# dichter am Rand, weniger dicht in der Mitte

# sehr langsame symbolische Rechnung ersetzen durch

# hochgenaue Float-Rechnung

Al := evalm(diag(seq(evalf(sin(Pi/2x(-1+2%(i-1)/(n-1)))),i=1..n))

+cxdiag(1$n)):
bl := vector(n, [seq(evalf (sin(Pi/2*(-1+2*(i-1)/(n-1))))+c,i=1..n)]):
# Loesung

xsl:=vector(n,[1$n]): # 1,1,1,....

# Bsp. 4.2, A2 mit gleichverteilten EW im Intervall [-1+c,1+c],
m := n/2:

A2 := evalm(diag(seq(-1+2*%(i-1)/(n-1),i=1..n))+cx*diag(1$n)):

b2 := vector(n,[ seq(-1+2x(i-1)/(n-1)+c,i=1..n)]):

# Loesung

xs2:=vector(n, [1$n]): # 1,1,1,....

# Bsp. 4.3, A3 mit EW im Intervall [-1+c,1+c],

# verteilt in 2 schmalen Streifen nahe den Raendern
1/10: # Streifenbreite des Teilspektrums

:= n/2:

A3 := diag(0$n):

for i from 1 to m do

8 o
]

h := -1+d*(i-1)/(m-1);
A3[i,i] := h+c; # Spektrum in 2 kleinen randnahen
A3[n+1-i,n+1-i] := -h+c; # Teilintervallen/Streifen

end do:

A3 := evalm(A3):

b3 := vector(n, [seq(A3[i,i],i=1..n)]):

# Loesung

xs3:=vector(n, [1$n]): # 1,1,1,....



184 Einfluss von Rundungsfehlern bei Implementation von CG und CR

CG(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler

log10(|lek]ll_A/[le[O]ll_A) _
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] CG(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler
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Rechnung mit Rationalarithmetik),

Verlauf der relativen Fehler
lle™] 4 72
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CG(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler
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CG(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler
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CG(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler
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CG(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler
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CG(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler
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CG(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler
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Abb. 7.22

Dateien

cgdallhe.ps, cgda2lhc.ps, cgda3lhce.ps,
Matrizen A; 53(100,100), ¢ =1+1079,
CG: exakte Rechnung (symbolische
Rechnung mit Rationalarithmetik),

Verlauf der relativen Fehler
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CS(NUMI10), Al - Logarithmus des relativen Fehler&G(Numilo), Al - Logarithmus des rel ativen Residuums
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CS(NUM25), Al - Logarithmus des relativen Fehler&G(Num25), Al - Logarithmus des rel ativen Residuums
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Abb. 7.23 Dateien cg4all10.ps, cg4alll6.ps, cg4al120.ps, cgdall25.ps,
A1(50,50), c=1+107°,
CG: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 1,
Verlauf der relativen Fehler loglo(Hz(O;Hi) lo gm(”':g)”z) k=0,1,..,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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Abb. 7.24 Dateien cg4al310.ps, cg4al316.ps, cg4al320.ps, cgdal325.ps,

A;(50,50), ¢ =1+ 107,

CG: numerische Rechnung, Digits—lO 16,20,25, a-Variante 3,

Verlauf der relativen Fehler log;,(
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CS(NUMI10), AZ - Logarithmus des relativen Fehler&G(Numilo), A2 - Logarithmus des rel ativen Residuums
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Abb. 7.25 Dateien cg4a2110.ps, cg4a2116.ps, cg4a2120.ps, cgda2125.ps,
A(50,50), ¢ =1+107°,
CG: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 1,
Verlauf der relativen Fehler loglo(Hz(O;Hi) lo gm(”':g)”z) k=0,1,..,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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—=250. 20. ao. S0. 80. 100:

CS(NUM25), A2 - Logarithmus des relativen Fehler&G(Num25), A2 - Logarithmus des rel ativen Residuums

1og1odIrl1IVIIrLOTIL_2>
LSS

1091OIFLK IV IIFEOTIL_2)>

o.

20, a0. SO. 80. 100

Abb. 7.26 Dateien cg4a2310.ps, cg4a2316.ps, cg4a2320.ps, cgda2325.ps,

A5(50,50), ¢ =1+ 1075,

CG: numerische Rechnung, Digits—lO 16,20,25, a-Variante 3,

Verlauf der relativen Fehler log;,(

ECTIR g10(||7‘(k)||2) k=01,

lle©1la’?

BRI

in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CS(NUMI10), A3 - Logarithmus des ralativen Fehler&G(Numilo), A3 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.

— —s.
1og1odirt<1IVIIFEOT1L_2>
T ey
. —10
—a1s
—6.
toglodlel kK1 L_A/le[O] IL_~A)> logl1odirikl II/IIIi[O] n_=>
logiddlelklll_A/llelOl 1L~ N
recursive >0
—=.
or =0. ao. SO. 80. 100: —=25So. =0. ao. SO. 80. 100:

CS(NUMILE), A3 - Logarithmus des relativen Fehler&G(Numilé), A3 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
—=.1 —s.
—a_
—30
B ‘leo("':[,lf],,lg:f,o] n=
—as \
—a.
—=20
—10. ]
1og1OodIrt <1 IVIIFLOTIL_2>
os recursive
—a=
togrodielll_A/llelo] A
At e —=30
togTOUIST=T I _AZISTOTIAS
2 <
—a1e.t —35. T
o. =20. a0. SO. 80. 100 o 20. a0. SO. 80. 100

CG(NUMZ20). A3 - Logarithmus des relativen Fehler&G(Num=20). A3 - L ogarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
e —a0
1og1OodIrt<1IVIIFEOTIL_2>
. N LY
—10. _ \;
loga1odirf ] IVIIrEol1L_2>
=0 AL,
—as
logiiodief 1 IL_A/IIefO11L_A
b B 12 — —Aa0
—=20.T
o 20. a0. SO. 80. 100 ol 20, a0. SO. 80. 100

CS(NUMZ25), A3 - Logarithmus des relativen Fehler&G(Num25), A3 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
—5. —10
—10. —=20 1og1odir[<1IVIFIOTIL_2>
CEveay
—as —30
1og1odir(<1IVIFEOTIL_2>
1ogrodiel k]I A/IIs O] LA o
_ >0 F eLorEle 1O
1o >
—=2s. T S— —s0.
o =20. a0, SO. 80. 100 ol 20, a0. SO. 80. 100

Abb. 7.27 Dateien cg4a3110.ps, cg4a3116.ps, cg4a3120.ps, cgda3125.ps,

A5(50,50), ¢ =1+ 1079,

CG: numerische Rechnung, Digits—lO 16,20,25, a-Variante 1,

Verlauf der relativen Fehler logm(He )H“‘) lo gm(”T(MHQ) k=0,1,..,

e’ [l O]
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CS(NUMI10), A3 - Logarithmus des ralativen Fehler&G(Numilo), A3 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
p— —
1og1odir[1IVIIFLOlIL_2>
lrealy
N —
_a. —10
1 —as
S, 1oglOodIrlIIVIIFEOTIL_2>
logiddlelklll_A/llelOl1L_~A
recursive _zo.T
—s. T \
1oqQlodIst KT A/NSLOTIL_A>
or =0. ao. SO. 80. 100: —=25So. =0. ao. SO. 80. 100:

CS(NUMILE), A3 - Logarithmus des relativen Fehler&G(Numilé), A3 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o o.
s —s.
—a
—10
— . T 1og1odIrl I IVIFLOTIL_2>
Caes. T s Crveary
—s —
—=20
—10 1og1odIrl I IVIFEOTIL_2>
—s
—az=
1og 1D(Ilefklll A/IIe(CﬂII '
o restreave 3o
£ D 1 —
s .oglo%gk].L/\/ ST~ —35. T
o. =20. % EXSIoN o 20. a0. SO. 80. 100

CG(NUMZ20). A3 - Logarithmus des relativen Fehler&G(Num=20). A3 - L ogarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
. —10.
1og1odIrt<1IVIIFEOTIL_2>
LY
—=20
—10.
loga1odirl k] IVIIFLol1L_2>
—=0
—as
ltogiodllel kL A/l Ol1L_A>
o —ao
—=20.F
o 20. a0. SO. 80. 100 ol 20, a0. SO. 80. 100

o o
s —10
—310 —=20 1og1odir[<1IVIFOlIL_2>
LEVELY
\A’_
_a1s —30
teerodr AL —=
togrodiel Kl LA/l O] 1A
oo ¥ eLorile _ao
1o IS <1IL_A/ISLOT1L_A>
—=2s. T — —50.T
o =20. a0, SO. 80. 100 ol 20, a0. SO. 80. 100

Abb. 7.28 Dateien cg4a3310.ps, cg4a3316.ps, cg4a3320.ps, cg4a3325.ps,
A3(50,50), ¢ =1+107°,
CG: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 3,
Verlauf der relativen Fehler loglo(Hz(O;Hﬁ) lo gm(”':g)”z) k=01,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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7.1.5 DBeispiel 5

# Beispiel 5, A=A’>0 mit Tridiagonalstruktur

# Bsp. 5.1, Al Tridiagonalmatrizen mit spezieller Struktur und Shift c
# 1D-Laplace-Operator auf aequidistantem Gitter,
# 3-Punkte-Differenzenstern

c:=0:

n:=100:

Al:=band([-1,2,-1],n):
Al:=evalm(Al+c*diag(1$n));

bl:=vector(n, [1+c,c$(n-2),1+cl);

# Loesung

xsl:=vector(n, [1$n]): # 1,1,1,....

# Bsp. 5.2, A2 Blocktridiagonalmatrizen mit spezieller Struktur und
# Shift c

# 2D-Laplace-Operator auf quadratischem Gitter,

# 5-Punkte-Differenzenstern

# Generierung, Dauer: ca 40 sec bei n1=25, PC 800MHz

c:=0:
nl:=10: # 25:
n:=nl"2:

sta:=time():
T:=band([-1,4,-1],nl1):
A2:=diag(T$nl):

i:=’1":

for i from 1 to n—nl do
A2[i,i+n1]:=-1;
A2[i+n1,i] :=-1;

end do:

A2:=evalm(A2):
print(time()-sta);
A2:=evalm(A2+c*diag(1$n)):

# Multiplikation, Dauer: ca 70 sec bei n1=25, n=625, PC 800MHz
# Zeiteinsparung durch viele Nullen in der Matrix
xs2:=evalm(vector(n, [1$n])):

sta:=time():

b2:=evalm(A2&*xs2) # rechte Seite

print(time()-sta);

# Loesung
xs2:=vector(n, [1$n]):
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CG(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler
log10(|le[K]l|_A/l[e[O]ll_A) __

log10(|Ir[K]I/IIF[O]]2)  ---

0 20 40 60 80 100

Abb. 7.29 Dateien cgbal_01.ps, cgba2_01.ps,
Matrix A; (100, 100), ¢ = 0 zu Beispiel 5,
CG: exakte Rechnung (symbolische Rechnung mit Rationalarithmetik),

Verlauf der relativen Fehler logw(%), logw(%), kE=0,1,..
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CS(NUMI10), Al - Logarithmus des relativen Fehler&G(Numilo), Al - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
—=_
—= —=.
1 og1OUIrL ] IVIIFLOTIL_ 2>
lrealy
—6. 7 1
—10. ]
.T to@g1rodliel 1L A/IIeLOT1L_A))| —az=. T 1og1odirt=<1IVIrLOTIL_2>
—s o recursive
\\ —aa.T
togigdiel K1 A/ISLOTIL_A>
B recursive .
o 50. 100. 150. 200. o 50. 100. 150. 200.

CGS(NUMIL1E), Al - Logarithmus des relativen Fehler&G(Numilé), Al - Logarithmus des rel ativen Residuums

o o.
—=
—s.
—a
—a0
T 1 og1OUIrL ] IVIIFEOTIL_ 2>
—6 TEVESY
s —as
—10.T loglo(llr[K]II/IIr[O]ILZ)
oot recursiv
eglodlel k]Il A= OlL_~D>
Ao e realy
togigdiel 1L A/IIe[OT1L_A>
recursive —s
—A1.
o. 50. 100. 150. Z00. o 50. 100. 150. Z00.

CG(NUMZ20). Al - Logarithmus des relativen Fehler&G(Num=20). Al - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
—=_
—5.
—a_
i —10
—6.
1 og1OUIrL ] IVIIFEOTIL_2>
LT
s —as
—10. 7
—=20
1= T log1odirt<1IVIIrLOlIL_2>
—s
—aa.
eglodiel kI A/IeLOTIL_AD>
Che. T - realy —30. T
logigdief ]I A/llelO]1L_A>
—s —35. T
o 50. 100. 150. 200. ol 50. 100. 150. 200.

o o.
\ e+t
—5.
—10
log1OUIr LI IVIIFIOTIL 2>
EEVELTY
10 —as
—=0
s T log1odirt 1 IVIIFLOlIL_2>
—s
eglodlel k] IL_A/IefOl1L_AD>
2o ey —30
ltogigdlief 1L A/IIe[OT1L_A)> \
—35. T
o 50. 100. 150. 200. ol 50. 100. 150. 200.

Abb. 7.30 Dateien cg5al110.ps, cgballl6.ps, cgdball20.ps, cgdall25.ps,
A1(100,100), ¢ =0,
CG: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 1,
Verlauf der relativen Fehler loglo(Hz(O;Hi) lo gm(”':g)”z) k=0,1,..,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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oO.

1091

odllel k1 IL_A/NSLO1IL_A>

tediiodiel K1 L_A/llel O] 1L_A)|
—— realy

50. 100.

150. 200.

CS(NUMI10), Al - Logarithmus des relativen Fehler&G(Numilo), Al - Logarithmus des rel ativen Residuums

o.
—=_
[
B h AOUIrLIIVIIFEOTIL_2>
—S. =< )
—s.
—10. ]
log1odirt<1IVIrLolIL_2>
Az recursive
—aa.
—ae.T
o 50. 100. 150. 200.

1o
togpodiel Kl IL_A/ISLOTIL_A>

io(uefk] I_Asllel O] 1L_A~)>
Ry

50. 100.

150. Z00.

CGS(NUMIL1E), Al - Logarithmus des relativen Fehler&G(Numilé), Al - Logarithmus des rel ativen Residuums

o.
=
[
—6. I\ coroIrIIIVIFEOTIL_=>
—8_
—10. 7
log1odirt<1IVIrLoTIL_2>
Az recursive
—aa.
—a1e. T
o 50. 100. 150. Z00.

o todgiiodiet k1 L_A/llelO] IL_A)|
Sl vealy
podiel k] IL_A/llef o] 1L_A>

50. 100.

150. 200.

CG(NUMZ20). Al - Logarithmus des relativen Fehler&G(Num=20). Al - Logarithmus des rel ativen Residuums

| og1OIrL<1IV I O1IL_2>
Ay

1091OAUIF L IV IFLOT 1L 2>

50. 100.

O

109

—=20. T

S —

tog1odief K1 IL_A/IIeLO]IL_A)|
- realy

podielklIL_A/llelol1L_A>

o.

50. 100.

150. 200.

CS(NUM25), Al - Logarithmus des relativen Fehler&G(Num25), Al - Logarithmus des rel ativen Residuums

o.
—10.
1 og1OUIr LI IVIIFLOTIL 2>
i UL
—=20
loa1odIF K IVIFIOTIL_2>

_=o PO LN
—ao

ol 50. 100. 150. 200.

Abb. 7.31 Dateien cg5al1310.ps, cgbal316.ps, cgbal320.ps, cgbal3d25.ps,

A;(100,100), ¢ =0,

CG: numerische Rechnung, Digits—lO 16,20,25, a-Variante 3,

Verlauf der relativen Fehler log;,(
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy

lle® )l [lr ™2 —
||€(O)HA> lo gl()( 172 ) k=

0,1,
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CS(NUMI10), AZ - Logarithmus des relativen Fehler&G(Numilo), A2 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
loga1odirl 1 IVIIFLOlIL_2>
i LEA
—a10
—=.
—=20
—a.
—30
1og1odIF I KIIVIFIONIL 2>
. o T M aslrsse
togiodiief ] || /e O] IL_A>
rebursive —s0
—s._
lTogiodiel ]I A/elO]1L_A>
—6o.
o 50. 100. 150. 200. o 50. 100. 150. 200.

CGS(NUMIL1E), AZ - Logarithmus des relativen Fehler&G(Numilé), A2 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o o.
s £
—10. 1og1odIrL =] IVIIFLOTIL_2>
e UL
—a
—=20
Y —30
—a10
—ao
Ao T | oGLOCIFTKIIVIFEOTIL 2>
1og1OUIEl T IL_A/L Ol1L_A> resHrEve
i B~ 1o —s50
—aa.
\\ ltoglodief k1L A/ O11L_A>
SINEAT
—a1e. T —6so.
o. 50. 100. 150. Z00. o 50. 100. 150. Z00.

CG(NUMZ20). A2 - Logarithmus des relativen Fehler&G(Num=20). A2 - L ogarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
1og1OoddIrL<1IVIIrLOTIL_2>
b4
—=0
—5.
—ao
—10.
—60O. T t1ogrodiri<lIVIFIolIL_2>
—as.T
—s0
lToglodielTIL_A/IIefolIL_A>
\ ltoglodief KIIL_A/ISLOT1L_A>
L - ree
_>o. t -.10e3 F
o 50. 100. 150. 200. o 50. 100. 150. 200.

CS(NUM25), A2 - Logarithmus des relativen Fehler&G(Num25), A2 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o o
1og1OodIrL <1 IVIIrLOTIL_2>
EVERY
s —=0
—10 —ao
—a15. T —6S0O. T teorodiri /IOl 2>
—=20 —s0
1091OUIEL T IL_A/ISTPTIL_A>
1 \ Toglodiel kI A<l o] 1L~
e 4 S reor
— - --10e3 F
o 50. 100. 150. 200. - 50. 100. 150. 200.

Abb. 7.32 Dateien cg5a2110.ps, cgba2116.ps, cgd5a2120.ps, cgba2125.ps,
A5(100,100), ¢ =0,
CG: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 1,
Verlauf der relativen Fehler loglo(Hz(O;Hi) lo gm(”':g)”z) k=0,1,..,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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o.
—=.
—a.
—6.
ltogiofllel <1l A/llelOl1L_A>
—s._
[P E == TS TR VAT=Z=T TP
e Teay
o 50. 100. 150. 200.

CS(NUMI10), AZ - Logarithmus des relativen Fehler&G(Numilo), A2 - Logarithmus des rel ativen Residuums

1og1OdIr 1 IVIIF[OT1L_2>
- realy

teaLOdIrLi IVIFLOT 1L

2>

50.

100. 150. 20

O

5.

—10.T

—a=T
togrod|erkl _aslieroli >
—aa.T

\ I_A/eLO11L_A>
STl vedly

—A1Sg"

50. 100. 150. Z00.

CGS(NUMIL1E), AZ - Logarithmus des relativen Fehler&G(Numilé), A2 - Logarithmus des rel ativen Residuums

1og1OUIrL 1 IVIIN[OTIL_2)>
LRSS

| teerodIrk i oL 2>

50.

100. A150. 20

O

o.
—s.
—10.
—as.T
Toglodlel kL AN O1IL_A>
\ ltoglodiel k1 IL_A/IeLO] LA
. Pl
—=20.T
o 50. 100. 150. 200.

-.10e3 T

CG(NUMZ20). A2 - Logarithmus des relativen Fehler&G(Num=20). A2 - L ogarithmus des rel ativen Residuums

1og1OdIrL 1 VI OTIL_2>
Sl realy

1eg1odIri 1INl L

2>

50.

100. 150. 20

O

1og10;

—20. 7T

—25. T

Hel k1L A/IEio11L_A>

\ togrodieliIl_Aselol_A>

o.

50. 100. 150. 200.

—:LOEKB F

CS(NUM25), A2 - Logarithmus des relativen Fehler&G(Num25), A2 - Logarithmus des rel ativen Residuums

1og1OdIrL <1 IV I OTIL_2>
hvealy

. Tlearodirrxaiviriol_=

50.

100. 150. =20

O

Abb. 7.33 Dateien cg5a2310.ps, cgha2316.ps, cgd5a2320.ps, cgha2325.ps,

A5(100,100), ¢ =0,

CG: numerische Rechnung, Digits—lO 16,20,25, a-Variante 3,
Jle¢ )HA> o glO(Ilv‘(’“)llz) L=

Verlauf der relativen Fehler log;,(

lle©1la’?

BRI

0,1,

in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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7.2 CR mit Fehlererinnerung

Zunéchst verweisen wir auf die Implementierung des CR in Teil II, Abschnitt 4.3.
Dabei werden wir wie beim CG bei der Berechnung der Schrittzahl a sowie bei der
Bestimmung des Residuums r verschiedene Varianten realisieren.

Einfache Darstellung des CR

@ Startvektor, 7@ =b— A2©® Residuum, p©® =@ Suchrichtung

k=0,1,2,..
L+ x(k)—i—akp(k),
()T pp (k) |7 ||2
. T r I
wobel aj = (Ap(k)>TAp(k) - HAp(k)”g >0
Pt p A (ktD) (explizite Berechnung)
= ™ —q,Ap®  (rekursive Berechnung)
pFtD) = ptl) 4 g p(k)
(k+1)T A (k+1) I (k+1)H2
. r T T A
wobei [ = TR [ >0

In jedem Iterationsschritt ist bei rekursiver Berechnung von 7**1) nur eine Matrix-
Vektor-Multiplikation zu machen, da Ap*) und Ar®*) auseinander abgeleitet werden
konnen.

Weitere Problemgrofien, die ebenfalls in die Betrachtungen und zu Testzwecken ein-
bezogen werden, verursachen meistens zusétzlicher Berechnungsaufwand.

Funktionale
1 1
Qz) = §<|\e(x)]\?4—x*Tb) = ixTAx—be im Algorithmus
1
Q") = —§$*Tb§0
1 2 2 1 T Ty -
R(z) = §<||r(x)||2—||b||2> = 5(A2)" Az — (A2)"b im Algorithmus
. 1
RG) = —[bl3 <0
Fehler
e(r) = 2" —=z
le(@)a = lla* —alla = V(2* —2)TA(@* —2) = /2Q(z) +2*Tb

é(x) = (¥ —x)TA(z* — ), |é(z)| im Algorithmus
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Residuum
r(r) = b— Ax
[r@@)ll = b= Azl = r(z)Tr(z) = V2R(z)+ b
|r(z)|[3 = r(z)'r(z) im Algorithmus

Kontrolle, ob mit Beendigung des Algorithmus fiir e®) = 2* — 2®) gelten
le™e ~ [le™]4
le®]ls = AP,
Falls A = AT ist, gilt
lr Ol = [rllz > [r® ]2 > .. =0,

Das ist ein Vorteil, weil [|r®)||, fiir das Abbruchkriterium/Iterationssteuerung einge-
setzt wird.

Falls A = AT > 0 ist, gilt ebenfalls
ez = el = [e®]|z > ... —0
und meistens auch
le@]a > [le®]la > [le®]la > ... —0
Letztere Ungleichungskette ist oft auch erfiillt fiir die Matrix A = A” indefinit.

Die Vektoren
— Residuum und Abstiegsrichtung *) sind A-orthogonal (A-konjugiert), d.h.

Ar®) | r@) k£ g,
— Suchrichtungen p®) sind i. Allg. nicht A-orthogonal, aber Ap®*+1) 1 Apk),
—und es gilt

span{r©@ r®_ _r@D1 = span{p@ p® . prY = span{r®, ArO  _ Ar1pO}

Nachfolgend die beiden Algorithmen:

Algorithmus fiir die Implementierung mit Indizierung

Algorithmus fiir die Implementierung, weitgehend ohne Indizierung
mit:

¢ Toleranz fiir die Residuumnorm [|r®||y bzw. |||

maxiter maximale [terationsanzahl
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k=0, 2©) Startvektor, Berechnung von Q(z»), R(z(®)
10 = p— 42 Residuum, t© = A4r©

a, = tOT0) _ LT 4,.0)

p(o) = r(0) Suchrichtung, Ip = p(o) letzte Suchrichtung
5O = Ap©® = 4
5@ |2, falls varianta =1
sOT50) ° ) falls varianta = 2
As =\ 5OT40) falls varianta = 3

falls varianta = 4

> 1P,
0 = rOT,.00) — ||r(0)|]%
Speichern von Q(x©), R©), |2z @) e, 3o in
Qv[1],Rv[1], epsv[1], epsv2[1], rv[1]
evtl. Ausgabe und/oder Fileausgabe von 0, 20, Q(x(o)), R(az(o))7 0

while (/r >¢) & (k <maziter) do
falls a, = 0, dann Abbruch mit Ergebnis a:(k), k
a = ap/ag
D = k) 4 qp®)
A { rk) —ask) = k) — 0 Ap*) falls variantr = 1
b— AgktD), falls variantr = 2
Ve+1 = pEEDTp () = HT(kH)H%
b = lay
(1) G
ap = tEEDTpRHD) — DT g (kD) 3 = g, 8, = T(k:(;;;j:i:;l)
p(kH) = oD 4 5p(k), Ip = p(kH) letzte Suchrichtung
(kD) AptHD) — (1) | go(k)
E = k+1
|53, falls varianta = 1
SOT5®) ° ) falls varianta = 2
Qs = sT (k) falls varianta = 3
‘nl ]sgk) 12, falls varianta = 4

Berechnung von Q(z®)), R(z®)

evtl. Ausgabe und/oder Fileausgabe von k, ™ Q(z®)), R(z®), p®) +*) ~,

Ausgabe und evtl. Fileausgabe von &, /v
Speichern von Q(z®), R(z™), |e(z™)], le(z*) |2, Vk in
Qu[k + 1], Rv[k + 1], epsv[k + 1], epsv2[k + 1], rv[k + 1]

end while

Ausgabe von ||z* — "5, [|[A7®)||y zwecks Vergleich mit [|e®]| 4, [le®]|

m(k), k  FErgebnisse nach der Schleife
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k=0, x =20, x0 Startvektor, Berechnung von Q(z), R(z)
r =b— Ax Residuum, t= Ar
a, =tTr =T Ar

p =71 Suchrichtung, Ip =p letzte Suchrichtung

s=Ap=t
s]12 falls varianta = 1
\/EQ, falls varianta = 2
as =9 sTs, falls varianta = 3

n
3 |si]?, falls varianta = 4

y=rlr=|rl3

Speichern von Q(z), R(x),|é(x)|, |le(x)||2, /7 in
Qv[1],Rv[1], epsv([1], epsv2[1], rv[1]
evtl. Ausgabe und/oder Fileausgabe von 0,z,Q(x), R(x),r,~y

while (/7 >¢) & (k < maxiter) do
falls oo, = 0, dann Abbruch mit Ergebnis x, k

-
r = xT+ap
S { r—as = r— aAp, fallsvariantr =1
b— Az, falls variantr = 2
v o= rr=|rl3
6, = 1o
t = Ar
ar = thr=rTAr, 3 = .3
p = r+0p, Ip=p letzte Suchrichtung
Ap=1t+ Bs
k= k+1
s, falls varianta = 1
@2, falls varianta = 2
@s = sTs, falls varianta = 3

n
3 |si)?, falls varianta = 4
i=1

Berechnung von Q(x), R(x)
evtl. Ausgabe und/oder Fileausgabe von k,z, Q(x), R(x),p,r, v
Ausgabe und evtl. Fileausgabe von £,/
Speichern von Q(z), R(x),|é(x)|, |le(x)||2, /7 in
Qu[k + 1],Rv[k + 1], epsv[k + 1], epsv2[k + 1], rv[k + 1]
end while
Ausgabe von ||z* — z||2, [|[A7 ||z zwecks Vergleich mit ||e(z)]|4, [|e(z)||2

xz, k Ergebnisse nach der Schleife
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Variantenauswahl

Das betrifft die Berechnung des Residuums r in 2 Varianten

) _ Ar,r rT Ar
1. rekursiv (recursive, update) mit r =r — aAp, a = (Ar,7) =

(Ap, Ap)  (Ap)TAp’

2. wirklich (realy, true) mit r=0b— Az,

und 4 Varianten der Berechnung des Nenners a,=s’s, s=Ap, in der Schrittzahl a
L o, = ||s]f3,
2
2. oy = (\/STS) ,
T

3. agz=s"s,
4. a, = |si)?
i=1
In den Berechnungen mit Maple zeigt sich, dass beziiglich der a-Varianten gilt
1. ~ 2., 3. =~ 4,

so dass in weiteren Rechnungen dann nur mit den a-Varianten 1 und 3 gearbeitet
wird. Auflerdem erweist sich die Wurzelberechnung in Maple als nicht besonders gut
implementiert.

In Maple werden sowohl die exakte Rechnung (symbolische Berechnung in der Ratio-
nalarithmetik), wo erwartunggeméf keine Unterschiede in den Varianten auftreten,
sowie die numerische Rechnung bei 4 Genauigkeiten mit der Gleitpunktarithmetik
von 10, 16, 20, 25 Dezimalstellen (Digits:=...) ausgefiihrt.

Das CR wird in Maple durch die folgende Prozedur implementiert.

cril:=proc(n::posint, A::matrix, b::vector, x0::vector,
maxiter::posint, eeps::numeric,
varianta::posint, variantr::posint,
aus::name, fileaus::name)

local k,i,x,xh,p,r,r2,sr2,v,t,s,alpha,alphar,alphas,beta,betar,
Q,R,fh,fh1,fh2,h;
global Qv,Rv,epsv,epsv2,rv,Ainv,xs,lp,filel;

fh2:=%.16e¢; # Ausgabeformate einstellen
fhl:=%+.10e¢;
fh :=fhi;

for i from 2 to n do
fh:=cat(fh,‘ ¢,fhl);
end do;
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k:=0:
x:=evalf (evalm(x0)): # x:=evalm(x0):
v:=evalm(A&*x) :
Q:=0.5*evalm(transpose(x)&*v)-evalm(transpose (x)&*b) :
R:=0.5*evalm(transpose (v)&+*v)-evalm(transpose (v)&*Db) :
r:=evalm(b-v):
t:=evalm(A&*r) :
alphar:=evalm(transpose (t)&x*r):
p:=evalm(r): lp:=evalm(p):
s:=evalm(t):
if varianta=1 then alphas:=norm(s,frobenius) 2;
elif varianta=2 then alphas:=sqrt(evalm(transpose(s)&*s))"2;
elif varianta=3 then alphas:=evalm(transpose(s)&*s);
elif varianta=4 then i:=’i’: alphas:=sum(abs(s[i])~2,i=1..n);

else
end if;
Qv[1]:=Q;
Rv[1]:=R;

h:=evalm(transpose(xs)&*b); xh:=evalm(xs-x);
epsv[1] :=abs(sqrt(2.0*Q+h));

epsv2[1] :=sqrt(evalm(transpose (xh)&*xh)) ;
r2:=evalm(transpose (r)&*r) ;

sr2:=evalf (sqrt(r2));

rv[1] :=s1r2;

fprintf (default, ‘k = %34, |lrll_2 = ‘||fh2]|‘\n‘,k,sr2);
if fileaus=ja then

fprintf(filel, ‘k = %3d, |lrll_2 = ‘|[fh2]|‘\n‘,k,sr2);
end if;

if aus=ja then
fprintf (default, ‘\n‘):
fprintf (default, ‘Schritt k = %g\n‘,k);

fprintf(default, ‘Startvektor X =
CI1fhl]“I\n‘,seq(x[i],i=1..n));

fprintf (default, ‘Funktionswert Q(x) = ‘lIfh2|]|‘\n‘,Q);

fprintf (default, ‘Funktionswert R(x) = ‘||fh2||‘\n‘,R);

fprintf (default, ‘Residuum/Suchr. r =b-Ax =
C<I1fnl]“I\n‘,seq(r[i],i=1..n));

fprintf (default, ‘Anfangsfehlerquadrat r’r = ‘|[fh2||‘\n\n‘,r2);

end if;

if fileaus=ja then
fprintf(filel, ‘\n‘):
fprintf(filel, ‘Schritt k = %g\n‘,k);

fprintf(filel, ‘Startvektor X =
C“I'1fhl]“I\n‘,seq(x[i],i=1..n));

fprintf(filel, ‘Funktionswert Q(x) = ‘| I£fh2||‘\n‘,Q);

fprintf(filel, ‘Funktionswert R(x) = “||fh2]]‘\n‘,R);

fprintf(filel, ‘Residuum/Suchr. r =b-Ax =

LI I£hl | “I\n¢,seq(r[i],i=1..n));
fprintf(filel, ‘Anfangsfehlerquadrat r’r = ‘|[fh2||‘\n\n‘,r2);
end if;
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while (sr2>eeps) and (k<maxiter) do
if alphar=0 then
lprint (‘Abbruch wegen Nenner r’Ar=0°):
RETURN (x,k) ;
end if;

alpha:=alphar/alphas;
x:=evalm(x+alpha*p) ;

if variantr=1 then r:=evalm(r-alpha*s); else r:=evalm(b-A&*x); end if;
r2:=evalm(transpose (r) &*r) ;
sr2:=evalf (sqrt(r2));
betar:=1/alphar;

t:=evalm(A&*r) :
alphar:=evalm(transpose (t)&*r) ;
beta:=alpharx*betar;
p:=evalm(r+beta*p); lp:=evalm(p);
s:=evalm(t+betax*s);

k:=k+1;

if varianta=1 then alphas:=norm(s,frobenius) 2;

elif varianta=2 then alphas:=sqrt(evalm(transpose(s)&*s))"2;
elif varianta=3 then alphas:=evalm(transpose(s)&*s);

elif varianta=4 then i:=’i’: alphas:=sum(abs(s[i])~2,i=1..n);
else
end if;

v:=evalm(A&*x) :
Q:=0.5*evalm(transpose (x)&*v)-evalm(transpose (x)&*Db) :
R:=0.5%evalm(transpose (v)&+*v)-evalm(transpose (v)&*b) :

if aus=ja then
fprintf (default, ‘\n‘);
fprintf (default, ‘Schritt k = %g\n‘,k);

fprintf(default, ‘Iterationsvektor X =
CI1fhl]“I\n‘,seq(x[i],i=1..n));
fprintf (default, ‘Funktionswert Q(x) = ‘|Ifh2|]|‘\n‘,Q);
fprintf (default, ‘Funktionswert R(x) = “||fh2||‘\n‘,R);
fprintf(default, ‘Suchrichtung p =
CI1fhl]“I\n‘,seq(p[i],i=1..n));
fprintf(default, ‘Residuum r = b-Ax =
CI1fhl]“]I\n‘,seq(r[i],i=1..n));
fprintf (default, ‘Fehlernormquadrat r’r = ‘|[fh2]]|‘\n‘,r2);
end if;
if fileaus=ja then
fprintf(filel, ‘\n¢);
fprintf(filel, ‘Schritt k = %g\n‘,k);
fprintf(filel, ‘Iterationsvektor X =
C“I'1fhl]‘I\n‘,seq(x[i],i=1..n));
fprintf(filel, ‘Funktionswert Q(x) = “I1fh2]]1‘\n‘,Q);
fprintf(filel, ‘Funktionswert R(x) = “||fh2]]‘\n‘,R);
fprintf(filel, ‘Suchrichtung p =
C“I'1fhl]‘]\n‘,seq(p[i],i=1..n));

fprintf(filel, ‘Residuum r = b-Ax
L“I'Nfh| ] “I\n‘,seq(r[i],i=1..n));
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fprintf(filel, ‘Fehlernormquadrat r’r = ‘| |fh2|]|‘\n‘,r2);
end if;
fprintf(default, ‘k = %3d, |lrl|_2 = ‘||fh2]]|‘\n‘,k,sr2);
if fileaus=ja then

fprintf(filel,‘k = %3d, |lrll_2 = ¢|[fh2|]|‘\n‘,k,sr2);
end if;

Qv [k+1]:=Q;

Rv[k+1] :=R;

xh:=evalm(xs-x) ;

v:=evalm(A&*xh) :

epsv[k+1] :=abs(sqrt (evalm(transpose (xh)&*v))) ;
# epsv[k+1]:=abs(sqrt(2.0%Q+h));

epsv2[k+1] :=sqrt(evalm(transpose (xh)&*xh)) ;

rv[k+1] :=sr2;

end do:

¢, evalf (norm(xs-x,frobenius))):
¢, evalf (norm(Ainv&*r,frobenius))):

lprint (‘| lxs-x||_2
lprint (‘[ 1A (-Drl|_2
lprint (‘¢ ¢):

[x,k];
end:

7.2.1 Beispiel 1

Im Beispiel 1 machen wir die Ausfithrungen etwas dataillierter, wihrend in den nach-
folgenden wir uns auf die grafische Darstellung der Ergebnisse beschrénken.

# Beispiel 1, A=A’>0

n:=8:
A:=matrix(n,n,
[[ 168, 24, 338, 27, 27, 53, -7, 801,

[ 24, 178, 169, 72, 53, -103, 17, 80]

[ 338, 169, 1177, 192, -62, -108, -48, 180],

[ 27, 72, 192, 125, 2, -24, 36, 180],
27, 53, -62, 2, 222, 70, 46, 100],
53, -103, -108, -24, 70, 178, 34, 100],
-7, 17, -48, 36, 46, 34, 34, 100],
80, 80, 180, 180, 100, 100, 100, 400]1):

/e

b:=vector(n,[ 229, 129, 790, -214, 106, -276, -216, -600]):

# Loesung
xs:=vector(n,[1,-1,1,-1,2,-2,2,-2]):
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EW von A(A) = {0.006 305, 1.359 344, 5.859 472, 44.417 725, 199.730 179, 282.983 844,
548.279 552,1399.363 575},

Kondition mittels Spektralnorm x(A) = 221911.791....

Fiir das spezielle LGS berechnen wir in den verschiedenen Varianten die absoluten
Fehler

I, Ne®a, €™z, &=0,1,2, ..,

die man als Ergebnisvektoren rv[1..maxiter+1], epsv[l..maxiter+1] bzw.
epsv2[1..maxiter+1] der obigen Prozedur cr1 erhilt. Die Werte ||r*)||, bilden eine
monoton abnehmende Folge, was auch fiir ||e® ||, gilt, aber fiir ||e®]|4 i. Allg. und
speziell bei numerischen Rechnungen iiber n Iterationen hinaus, nicht zutreffen muss.
Dann folgen grafische Vergleiche der relativen Fehler des CR, die aus Griinden der
besseren Ubersicht als Funktionen log,,() in Abhingigkeit von der Iterationszahl k
dargestellt werden, also
Ir ™1l le™ .4

f(k) = logy 17, » logyg TSI A k=0,1,2,.... (7.2)

Zunichst schauen wir auf eine exakte Rechnung in der Rationalarithmetik von Maple,
die bei z(® = (1,0,...,0)” und der Dimension n = 8 des Problems ohne Weiteres
machbar ist und wo spétestens ||r(™ ||y = 0 sein muss.

CR : Iterationsverlauf bei exakter Rechnung

i Qx[il)= IlelillI_A= llelilll_2= R(x[il)= [Mr[ill]_2=
(Ilelill1"2_A-xs’b)/2 |lxs-x[illI_A |lxs-x[illl_2 (llr[illl"2_2-b’b)/2 [1o-Ax[i]]]_2

0 -1.4500000000000000e+02 4.843552e+01 4.358899e+00 -1.6767600000000000e+05 9.4746714982631460e+02
1 -9.3655760976449890e+02 2.762037e+01 3.759722e+00 -5.1012335956705510e+05 4.6130172432572860e+02
2 -1.1290668013410820e+03 1.943879e+01 3.504881e+00 -5.8633776951151860e+05 2.4570401090939350e+02
3 -1.2809297380043410e+03 8.610489e+00 3.161297e+00 -6.1490840702123780e+05 5.6825926807435110e+01
4 -1.3133668731345050e+03 3.044052e+00 2.902845e+00 -6.1615942648028840e+05 2.6965664082737400e+01
5 -1.3168733890526200e+03 1.501074e+00 2.873782e+00 -6.1652084934731680e+05 2.0739588630652940e+00
6 -1.3174862152795890e+03 1.013691e+00 2.736956e+00 -6.1652228848201940e+05 1.1929107094578960e+00
7 -1.3179788185218540e+03 2.058226e-01 2.591899e+00 -6.1652299986643070e+05 1.6344371444408400e-02
8 -1.3180000000000000e+03 0.000000e+00 0.000000e+00 -6.1652300000000000e+05 0.0000000000000000e+00

Es gibt im Iterationsverlauf des CR keine gravierenden werteméfligen Unterschiede
zum CG, was in der Gegeniiberstellung der Ergebnistableaus deutlich wird.

CG : Iterationsverlauf bei exakter Rechnung

i Qx[il)= [Telil I1_A=|Ixs-x[i]lI_A  Ilelill]_2= [ 1r[ill]_2=
(Ilelill1~2_A-xs’b)/2 =sqrt (2Q(x[i])+xs’Db) I lxs-x[i]11_2 | Ib-Ax[i]]]_2

0 -1.4500000000000000e+02 4.8435524153249340e+01 4.3588989435406740e+00 9.4746714982631460e+02
1 -9.8368605228089200e+02 2.5857840115489440e+01 3.6560995780917200e+00 5.2812573464063930e+02
2 -1.1459168350799170e+03 1.8551720401088610e+01 3.4384336294029440e+00 2.9031119293215690e+02
3 -1.2813654838675770e+03 8.5597331888818880e+00 3.1543128197346300e+00 5.8409543263193730e+01
4 -1.3150994801622860e+03 2.4085347569483770e+00 2.8805665078096420e+00 3.0634487373454350e+01
5 -1.3168735117533320e+03 1.5009918365320540e+00 2.8737370089577910e+00 2.0801202738379160e+00
6 -1.3175615355950960e+03 9.3644477135973120e-01 2.6938938285905780e+00 1.4582848191466750e+00
7 -1.3179788185392140e+03 2.0582254874512040e-01 2.5918966487041220e+00 1.6345905778557270e-02
8 -1.3180000000000000e+03 0.0000000000000000e+00 0.0000000000000000e+00 0.0000000000000000e+00
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CR(exakt) - Logarithmus der relativen Fehler
T - - log10(|[e[KllI_A/lle[OllI_A) ____

—a- log10(/|r{KIII_2/Ir[O]l|_2)
61
8]
—10 1
—12

—14

—16 1

0 2 4 6 8
K

CR(exakt) - Log-Plot der relativen Fehler
"""""""""" . - [lelklI_A/lle[O]lI_A

[Ir[k1l1_2/1Ir[O]I|_2

0 2 4 6 8
K

Abb. 7.34 Dateien crl 01.ps, cr1 02.ps, Matrix A(8,8) zu Beispiel 1,
CR: exakte Rechnung (symbolische Rechnung mit Rationalarithmetik),

Verlauf der relativen Fehler HZ:Z ”j, H:Eﬁ;”i, k =0(1)8, als Logarithmus

bzw. im Log-Plot

Unser Hauptaugenmerk liegt wiederum auf der numerischen Bestimmung des Resi-
duums 7(zx) in seinen beiden schon genannten Varianten recursive und realy.

Beziiglich der Fehlererinnerung und Iterationsverlauf treffen im CR die gleichen
Aussagen zu wie beim CG im Abschnitt 9.1.1. Sie ist typisch fiir den Fehler ||r*)|,.
Es zeigt sich, das die wirkliche Berechnung des Residuums ab einer bestimmten Ite-
rationsanzahl zu keiner Verkleinerung dieses Wertes mehr fithrt. Bei der rekursiven
Berechnung des Residuums tritt diese Stagnation gar nicht ein.
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Bei der Berechnung von e(z) “steht“ meistens auch der Fehler bei geringer Genauig-
keit in der Variante realy, fiir hohere Genauigkeiten weichen die beiden r-Varianten
nicht wesentlich voneinander ab und stagnieren in der Nahe der vorgegebenen Gleit-
punktarithmetik.

In der Grafik zum CR sind bei Gegeniiberstellung der zwei r-Varianten die Fehler
gekennzeichnet mit den Linienarten

logy([[r®]]2/[|7?]|2)  solid line, bold
logyo([[r™|l2/[I7®]]2)  dash line

genauso fiir die den Fehler log,,(|[e® ]| 4/[|e(?[|4), um einen Vergleich zum Abstiegs-
verhalten der relevanten GroéBe ||e®)|| 4 des CG zu haben.

recursive

Die 4 Genauigkeiten der numerischen Rechnung mit der Gleitpunktarithmetik bei
10, 16, 20, 25 Dezimalstellen werden in Maple mittels Digits:=. .. realisiert.

Wir testen dafiir die Varianten 1 (= 2) und 3 (& 4) von den vier a-Varianten bei
Gegeniiberstellung der zwei r-Varianten.

Die erste Abbildung zeigen wir etwas vergroflert, werden jedoch dann jeweils eine
komplette a-Variante zusammen darstellen.

CR(Num10) - Logarithmus desrelativen Fehlers CR(Num10) - Logarithmus des rel ativen Residuums
0.] 0.]
5.7 loglO(IIr[k]ILezIIIr[O]ILZ)
" - T
_2_" \ y

~— —
\
\
\

x —10.1
1
A7 "i log10(lle[K]ILA/[le[O]ILA)
- ! --- realy
1
¥\,—
—15.
—20.7
1og10([Ir[K]IL_2/|IF[O]]|_2)
____recursive
log10(lle[K]ILA/|le[0]ILA)
____ recursive
-87T —25.7
1 1 1 1 L 1 1 1 1 L
1 1 1 1 1A 1 1 1 1 1A
0} 10. 20. 30. 40. 50. o 10. 20. 30. 40. 50

Abb. 7.35 Datei crlvall(.ps, Matrix A(8,8) zu Beispiel 1,

CR: numerische Rechnung, Digits=10, a-Variante 1

Verlauf der relativen Fehler loglo(%), logm(%), k=0,1,..,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CR(NUMI10) - Logarithmus des relativen Fehlers

logrodlel <l IL_A/IIef O] IL_A>

togrodiel<11L_A/IlefO]IL_~A>

10, 20. 320. a0. 50.

CR(NUMI1O0) - Logarithmus des ral ativen Residuums

©g1OodIriklIL_2/IIF[O11L_2>

10,

20. 30. a0, 50.

CR(NUMI1E) - Logarithmus des relativen Fehlers

CR(NUM16) - Logarithmus des rel ativen Residuums

o.7 o.7
—=_1
—5.7
—_—a_
S\legilodirilIL_2/1IF[o11L_2>
22 S reay
p \
j —10. \
—s. \
\
\\ Dt
- loglrodlel k]I A/llefOol1L_~A>
—s. AN L realy 1
~ —as
—a1o0o.T
togipdiel <l A/llelolIL_A>
Ao T —=20 1og1odIriklIL_2/IF[O1 112>
—aa. T
o = 10, 15, 20. —=250 = 10, 15, 20.
CR(NUM=20) - Logarithmus des rel ativen Fehlers CR(NUM=20) - Logarithmus des rel ativen Residuums
o o.7
—— |
—5.
—a_
i —10.
—6.
s —a5.
—310. ]
\!eorodistiliA/lieiolLA> —=20.
1o+ Fealy
i loglodirtklIL_2/1IrLO11L_2>
—aa.T —_—s R & == AV
logipdiellI_A/llefol_A>
_ae. T so. +
—i8. T + +
ol =4 10, 15, 20. o =4 10, 15, 20.
CR(NuUM25) - Logarithmus des relativen Fehlers CR(NUM25) - Logarithmus des rel ativen Residuums
o.7 o.7
—5. —10. 7
loglodirllIL_2/1IrLo11L_=2>
=
—310. ] N\
—=0. T
—s Iog1odief K1 IL_A/ e[ O] [L_A> 1og1odIrikl IL_2/1IF[O11L_2>
prilr it v _=o. T recursive
1oga:
—=20. T
SR o. +
o. = 10. 15. 20. o = 10. 15. 20.

Abb. 7.36 Dateien crlvallQ.ps, crlvall6.ps, crlval20.ps, crlval2b.ps,
CR: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 1 ~ V. 2,

Verlauf der relativen Fehler log;,(

lle™]l4

lle©la

LA P

>’10g10(||r(0)||2)’ k - 07 ]-7 teey

in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CR(NUM10) - Logarithmus des rel ativen Fehlers CR(NUM10) - Logarithmus des rel ativen Residuums
o.7 o.7
st e— log1odiri<11L_2/1Irfol1L_=>
—=_1
logiodlel k]l A/le[O]IlL_A> —10.
| - v
— \
\
\
\ —15. 7
\
\ e
—6.
—=20 log1odiriklilL_2/1Ir[o11L_2>
togrodiel kI I A/ISLOTIL_A> I
—8. —=s. T
o 10, 20. 320. a0. 50. o 10, 20. 30. a0, 50.
CR(NUM16) - Logarithmus des rel ativen Fehlers CR(NUM16) - Logarithmus des rel ativen Residuums
o.7 o.7
—=_1
—5.7
—_
SSleglodiril L2/ Lol IL_2>
~ S reay
& —310.T
= \\loqlo(llefk‘lIlfA/IIefO]ILA)
N - —as. T
\
—a1o0o.T
ltogidpdlel ]Il Aol IL_A>
1 recursive _so. T
—az=.
—aa. T
o = 10, 15, 20. —=250 = 10, 15, 20.

CR(NUMZ20) - Logarithmus des rel ativen Residuums

o =4 10, 15, 20.
CR(NUM25) - Logarithmus des rel ativen Residuums
O. 1 O

—10. 7
toglodirt1IL_2/1IrLol 12>
N WEL
—10.
—=o. T
—as. ]
loglodirtkllL_2/1rfoliL_2>
logiodlel klIL_A/lefO11L_A)> T recursive
S < - Fealy —=0- I
loga
—20. T —
—ao. T
o. = 10. 15. 20. o =0 10, 15, 20.

Abb. 7.37 Dateien crlva3l0.ps, crlva3l6.ps, crlva320.ps, crlvad2b.ps,
CR: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 3 ~ V. 4,
Verlauf der relativen Fehler log;,( HZ(O;Hi) lo gm("':E?HQ) k=01,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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7.2.2 DBeispiel 2
# Beispiel 2, A=A’>0

n:=6:
A:=matrix(n,n,
[ 71, -1, 23, -36, 70, 60],
[ -1, 161, 102, 33, 40, -120],
[ 23, 102, 135, 18, 110, -60],
[-36, 33, 18, 35, -22, -60],
[ 70, 40, 110, -22, 148, 247,
[ 60,-120, -60, -60, 24, 1441]):

b:=vector(n, [187, 194, 360, -45, 432, 0 1):

# Loesung
xs:=vector(n,[1,-1,1,2,-2,2]):

EW von A(A) = {0.182596, 4.793 186, 6.700 107, 46.718 766, 263.902 849, 371.702 493},
Kondition mittels Spektralnorm x(A) = 2035.647....

CR(exakt) - Logarithmus der relativen Fehler
log10(lle[K]l|l_A/lle[OTII_A) __|

—10 1
—12

—14

—16

0 1 2 3 4 5 6
k

Abb. 7.38 Datei ¢r2.01.ps, Matrix A(6,6) zu Beispiel 2,
CR: exakte Rechnung (symbolische Rechnung mit Rationalarithmetik),

Verlauf der relativen Fehler loglo(w), 10g10(||r(k)||2), k=0(1)6

le©]la [GRAP
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CR(NUMI10) - Logarithmus des relativen Fehlers

togrodiel 1 IL_A/IIef O] L_A>

20. 30. a0.

CR(NUMI1O0) - Logarithmus des ral ativen Residuums

o1
loglodiriklIL_2/1IrLo11L_=2>
=UREAS
—310.7T
—=20. T
_=o. T teglodIriklIL_2/1IrfO1IL_2>
1
o 10, 20. 30. a0.

CR(NUMI1E) - Logarithmus des relativen Fehlers

logrodlel <l IL_A/IIefO]IL_A>
~ --- realy

CR(NUM16) - Logarithmus des rel ativen Residuums

8. 10. 1=2. 14

—S0oT = a. &

CR(NUMZ20) - Logarithmus des relativen Fehlers

1ogrodlel <l IL_A/IIefO]IL_A>
- realy

CR(NUMZ20) - Logarithmus des rel ativen Residuums

log1odIrklIL_2/Ir[O111_2>
S realy

o. =2 a. 6. 8. 10. 1z 14

CR(NUM25) - Logarithmus des relativen Fehlers

o
s
—310. ]
—as. ]
logiodlel k1L A/elO11L_A)>
S realy
—=0. T

togigdiel <l IL_A/IIeLOTIL_A>

o. 2. Aa. 6. 8. 10. 1z, 14.

CR(NUM25) - Logarithmus des rel ativen Residuums

log1odIr1IL_2/1IrLO11L_2>
S roany

—=o. T
logaodirtkllL_2/1Irtol1l_2>
—30. T —" Ve
1

o. =2 4. 6. 8. 10. 1z, 14.

Abb. 7.39 Dateien cr2vall0Q.ps, cr2vall6.ps, cr2val20.ps, cr2val2b.ps,
CR: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 1,

[e™]].4 LA P

Verlauf der relativen Fehler log, (1= ), logm(m), kE=0,1,..

lle©la

in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CR(NUMI10) - Logarithmus des relativen Fehlers

togrodiel<11L_A/IelO1IL_A~A>

20.

CR(NUMI1O0) - Logarithmus des ral ativen Residuums

o1
loglodiriklIL_2/1IrLo11L_=2>
=UREAS
—310.7T
—=20. T
_=o. T teglodIriklIL_2/1IrfO1IL_2>
1
o 10, 20. 30. a0.

CR(NUMI1E) - Logarithmus des relativen Fehlers

CR(NUM16) - Logarithmus des rel ativen Residuums

D\ legrodiri<lIL_2/1IF(ol 12>
\ —= realy

—30o.T =T a. 6. 8. 10. 1z, aa.

CR(NUMZ20) - Logarithmus des relativen Fehlers

CR(NUMZ20) - Logarithmus des rel ativen Residuums

tog1odir<1IL_2/1IF[O11L_2>
S raly

1og1odIrk1IL_2/IFr[O1 12>

o. =2 a. 6. 8. 10. 1z 14

CR(NUM25) - Logarithmus des relativen Fehlers

1og1odielklIL_A/lle[O]1L_A>
S ——- realy
—=20. 7T
loglgdief <lIL_A/IS{O]1L_A>

o. 2. Aa. 6. 8. 10. 1z, 14.

CR(NUM25) - Logarithmus des rel ativen Residuums

—1 0.
loglodirt1IL_2/1Ir[o11L_2>
il
—=20o. T
logaodirtkllL_2/1Irtol1l_2>
—30. T —r Ve
o T

o. =2 4. 6. 8. 10. 1z, 14.

Abb. 7.40 Dateien cr2va3l10.ps, cr2va3l6.ps, cr2va320.ps, cr2vad2b.ps,

CR: numerische Rechnung, Digits—lO 16,20,25, a-Variante 3,
Verlauf der relativen Fehler log;( I )H“‘) lo gm("':E?HQ) k=0,1,

lle©1la’?

in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy

A(6,6),
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7.2.3 DBeispiel 3

# Beispiel 3 A=A’ diagonal und indefinit # Van der Vorst Matrix
A = diag(-9-c¢,-7-c,-5-c,...,187-c,189-c)

n:=100:
# Bsp. 3.1
c:=0:

AO0:=evalm(diag(seq(-11+2%i,i=1..n))-c*diag(1$n)):
b0:=vector(n, [ seq(-11+2%i-c,i=1..n)]):
# Loesung

xs0:=vector(n, [1$n]): # 1,1,1,....
# Bsp. 3.2

c:=97/100:
As:=evalm(diag(seq(-11+2%i,i=1..n))-c*diag(1$n)):
bs:=vector(n, [ seq(-11+2xi-c,i=1..n)]):
# Loesung

xss:=vector(n, [1$n]): # 1,1,1,....

Die EW einer Diagonalmatrix sind die Diagonalelemente selber.
Kondition mittels Spektralnorm x(A0) = 189, x(As) = 6267.666....

CR(exakt), AO - Logarithmus der relativen Fehler

loglodlelklll_A/llelOolll_A~A)

10g1OIFIKI_2/IF[O111_2)  ——- 5

o 20 40 60 80 100
|33

CR(exakt), As - Logarithmus der relativen Fehler
logiodlelklll_A/llelOll_A)

log1odIrllI_2/IIr[O11_2)
—10 {
—i15 {

—20

K

Abb. 7.41 Datei ¢r3a0-01.ps, cr3as 01, Matrix Ag (100, 100) zu Beispiel 3,
CR: exakte Rechnung (symbolische Rechnung mit Rationalarithmetik),
\Qﬂlauf(hﬂ7rehﬂjven,thlerloglo(Mi@Jﬁ),loglo(”Mk”h), k=0,1,..100

e[ [GRAP
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CR(NUM10), AO - Logarithmus des relativen FehlerssSR(Numlo), AO - Logarithmus des rel ativen Residuums

o.
s log1odirfk1IL_2/1Ir[O11L_2>
—10
—as
2O, T 'e91odiriklIL_2/1Ir(olL_2>
—6. T h 1ogrodiel K1 IL_A/IlefO11L_A> e
! - realy
| —s
4 logiodiel k1L A/IefOT1L_A>
—s. recursive
—30
o 50. 100. 150. 200. 250. 300. ol 50. 100. 150. 200. 250. 300.

CR(NUM16), AO - Logarithmus des relativen FehlerssSR(NuMmilé), AO - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
- ltogirodirtliL_=2/1IrtolL_=2>
—30
—_
o —=20
|
—s_
—30
i tog1odirt<1IL_2/1IrLol1L_2>
—10. _ recursive
loglrodiel k] Il_A/llefO]1L_A>
P —ao
—az=
ltoglodiel k1L A/IleLOT1L_A>
Caa T recursive _so
o 50. 100. 150. 200. 250. 300. ol 50. 100. 150. 200. 250. 300.

CR(NUMZ20), AO - Logarithmus des relativen FehlerssSR(Num=20), AO - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
> log1odirtklIL_2/1Ir[o11L_2>
—10.T ——— realy
—a.
. —=20
—8.
—=0
—1.0. ]
i
—a= —30
loglodirt<1IL_2/1IrLo11L_2>
Caa \ recursive
loglodiel k1 IL_A/IIelO1IL_A> —50. T
P - resiy
logiodief k1L A/lelO] 1]+
s recursive —6o
o 50. 100. 150. 200. 250. 300. ol 50. 100. 150. 200. 250. 300.

CR(NUM25), AO - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUM=25), AO - L ogarithmus des relativen Residuums

o o
tog1odiri<lIL_2/IIF[O1 12>
s - realy
—=20
—10.
—4a0
tog1odirilil_2/IIF[O11L_=>
—as recursive
1oglodielk1IL_A/IefO]IL_A> —60. T
1 - realy
—=20.

1og1odief K1 IL_A/IIeLO 1L

1 L
o. 50. 100. 150. 200. 250. 30

O. BOL" 50. 100. 150. 200. 250. 300.

Abb. 7.42 Dateien ¢r3a0110.ps, cr3a0116.ps, cr3a0120.ps, cr3a0125.ps, Ay,
CR: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 1,

Verlauf der relativen Fehler loglo(w), logm(%), k=0,1,..,

[ERIA
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CR(NUM10), AO - Logarithmus des relativen FehlerssSR(Numlo), AO - Logarithmus des rel ativen Residuums

o.
log1odirt1IL_2/1Ir[ol1L_2>
. S reary
—10
—as
togrodiel k1L A/llelO]1IL_A>
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CR(NUM16), AO - Logarithmus des relativen FehlerssSR(NuMmilé), AO - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
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CR(NUMZ20), AO - Logarithmus des relativen FehlerssSR(Num=20), AO - Logarithmus des rel ativen Residuums

o o.
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CR(NUM25), AO - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUM=25), AO - L ogarithmus des relativen Residuums

o o
log1odirtklIL_2/1Ir[ol1L_2>
— resly
—5.
—20
—10.
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log1odirfklIL_2/1Ir[O11L_2>
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Abb. 7.43 Dateien ¢r3a0310.ps, cr3a0316.ps, cr3a0320.ps, cr3a0325.ps, Ay,
CR: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 3,

Verlauf der relativen Fehler loglo(w), logm(%), k=0,1,..,

[ERIA
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CR(NUM10).,

AsS - Logarithmus des relativen FehlerssR(Numilo), As -
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L ogarithmus des rel ativen Residuums

50. 100. 150. 200. 250. 30

O.

CR(NUM16),

AsS - Logarithmus des relativen FehlerssR(Numilé), As -

| teglodiefklilA/IelO] LA

- realy
W—
| 1co10diet kLA IetO1ILA>

50. 100. 150. 200. 250. 300.

L ogarithmus des rel ativen Residuums

F loglodiriklIL_2/IIF[O1 12>

log1odIri1IL_2/1IF[OT 12>
realy

50. 100. 150. 200. 250. 30

O.

CR(NUM=20).
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As - Logarithmus des rel ativen Residuums
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Abb. 7.44 Dateien cr3asl110.ps, cr3asl16.ps, cr3asl20.ps, cr3as125.ps, As,
CR: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 1,

Verlauf der relativen Fehler log;,(

L4 [ECIN
e )2 10810 ;). b=

0,1, ...

in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CR(NUMI10), AsS - Logarithmus des relativen FehlerssR(Numlo), As - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
log1odirtklIL_2/1Ir[o11L_2>
—5.
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—10
. 1 toglodiel k1L A/IIe[OT1L_A>
\ - realy Cas. T
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CR(NUM16), AsS - Logarithmus des relativen FehlerssR(Numilé), As - Logarithmus des rel ativen Residuums
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CTR(NUMZ20), AS - Logarithmus des relativen FehlerssR(Numz=20), As - Logarithmus des rel ativen Residuums

o o.
—=
log1odirt1IL_2/1Ir[ol1L_2>
—310
—a
s T —=20.T
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—=0
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A= T —ao. T
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CR(NUM25), AsS - Logarithmus des relativen FehlerscR(Num25), As - L ogarithmus des rel ativen Residuums

o o
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—ao
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Abb. 7.45 Dateien c¢r3as310.ps, cr3as316.ps, cr3as320.ps, cr3as325.ps, As,
CR: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 3,
Verlauf der relativen Fehler loglo(%), logm(%), k=0,1,..,

in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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7.2.4 Beispiel 4

# Beispiel 4, A=A’ diagonal, A>0 oder indefinit
# 3 Diagonalmatrizen mit speziellen Spektren (Verteilung der
# Diagonalelemente) unter Verwendung eines Shift c

B
Il

:= 10: # 20, 50, 100, 200 # gerade
c :=0: # 1+1E-6 # Shift

# Bsp. 4.1, Al mit EW im Intervall [-1+c,1+c],

# dichter am Rand, weniger dicht in der Mitte

# sehr langsame symbolische Rechnung ersetzen durch hochgenaue

# Float-Rechnung

Al := evalm(diag(seq(evalf (sin(Pi/2*(-1+2*(i-1)/(n-1)))),i=1..n))
+cxdiag(1$n)):

bl := vector(n, [seq(evalf (sin(Pi/2*(-1+2*(i-1)/(n-1))))+c,i=1..n)]):

# Loesung

xsl:=vector(n, [1$n]): # 1,1,1,....

# Bsp. 4.2, A2 mit gleichverteilten EW im Intervall [-1+c,1+c],
m := n/2:

A2 := evalm(diag(seq(-1+2*%(i-1)/(n-1),i=1..n))+cx*diag(1$n)):

b2 := vector(n, [ seq(-1+2x(i-1)/(n-1)+c,i=1..n)]):

# Loesung

xs2:=vector(n, [1$n]): # 1,1,1,....

# Bsp. 4.3, A3 mit EW im Intervall [-1+c,1+c],

# verteilt in 2 schmalen Streifen nahe den Raendern
d := 1/10: # Streifenbreite des Teilspektrums

m := n/2:

A3 := diag(O$n):

for i from 1 to m do

h := -1+d*(i-1)/(m-1);
A3[i,i] := h+c; # Spektrum in 2 kleinen randnahen
A3[n+1-i,n+1-i] := -h+c; # Teilintervallen/Streifen

end do:

A3 := evalm(A3):

b3 := vector(n, [seq(A3[i,i],i=1..n)]):

# Loesung

xs3:=vector(n, [1$n]): # 1,1,1,....
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CR(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler
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log10([Ir[k]{1_2/[Ir[0]|_2)

10 15 20 25
k
CR(exakt) A2 - Loganthmus der relativen Fehler
0] T R AVIIlONA)
logLO(IrKII|_2/Ir0}l|_2) k“ak
_54 "x‘
\
\
~10 \\
\
-15 \\
\
\\
20, i . , :
o] 2 4 6 8
k
o Abb. 7.46
Dateien
5] logLO0IMKIL2IMOIL2) — 3 cr4al10.ps, cr4a210.ps, cr4a310.ps
Matrizen A, 53(10,10), ¢ =0,
“10] 2 CR: exakte Rechnung (symbolische
‘\ Rechnung mit Rationalarithmetik)
15 ] \\ Verlauf der relativen Fehler
e ] -] _
\\ logy( ||€(°)H2)’ logy( ||T<o)||z)a k=01
2 4 6 8
k




7.2 CR mit Fehlererinnerung

227
CR(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler
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CR(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler
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o CR(exakt), A3 - Logarithmus der relativen Fehler Abb. 7.48
\\ Dateien
101 So logLo(lelKll_Afe[o]l_A) __
crdallh.ps, crda2lh.ps, crda3lh.ps,
. Matrizen A, 53(100,100), ¢ = 0,
0 \\\\ CR: exakte Rechnung (symbolische
40 loglOIKILZAIMONL2) "5 Rechnung mit Rationalarithmetik),
50 \‘\‘\\ Verlauf der relativen Fehler
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CR(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler
O
—20

log10(|le[k]l|_A/[le[O]]l_A) ___

e
““““““““““““““““ 1
—40 N \\‘\
| log10(|Ir[kIlI_2/lIr[01[l_2) -}
—60 | B — \
| \
-80 -
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k
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b ___ log1o(lle[KIIl_ATllel0lll_A)
5] log10(||r{K]II_2/]Ir[0]]|_2) \
—10 \
\
-15 \\
\
-20 1, , , . \
0 2 4 6
k
CR(exakt), A3 - Logarithmus der relativen Fehler Abb. 7.49
ol log10([e[KII_A/lle[0]ll_A) __
log10(||r[K][I_2/Ir[O]I]_2)
5

Dateien

CR: exakte Rechnung (symbolische

Rechnung mit Rationalarithmetik),
Verlauf der relativen Fehler

e
10g10(

|
\
~10 1
\
-15 \
\\
—20 \
0 2 2 6 8 10

K

AP
||€(O)HA )7 108;10(

||,,,(0)||2)7 k = 07 17

crdallOc.ps, crd4a210c.ps, crda310c.ps,
Matrizen A;23(10,10), ¢ =1+ 107°,



230 Einfluss von Rundungsfehlern bei Implementation von CG und CR

CR(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler
log10(|le[K]lI_A/lle[O]ll_A) ___
—40 ] log1O(|Ir[k]lI_2/[Ir[O]]]_2) ---
—50
—60 | | | | L
0 10 20 30 40
k
p CR(exakt), A2 - Logarithmus der relativen Fehler
T _10g10(IelKIIL_Ae(0ll_A)
| esonwLzon ) - \\\\
\
\
-10 \
\
\
-15+ \
|
_207‘ . ; ; . . . \v
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
k
R — o — Abb. 7.50
""""""""""""" ‘ Dateien
5 tog1oUtidil2AIMOL2) - ﬁ‘ crd4al20c.ps, crda220c.ps, crda320c.ps,
) ’*,\ Matrizen A;23(20,20), ¢ =1+ 107°,
10] ’\ CR: exakte Rechnung (symbolische
\ Rechnung mit Rationalarithmetik),
5] | Verlauf der relativen Fehler
' () ()
|| omn(fims): logo(f) k=0.1,..
20 70 5 10 15 20
k
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CR(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler
—20 ] log10(|[e[K]lI_A/lle[O]Il_A) _
—30 1 S
—40 - log10(||r[k]lI_2/Ir[O]}]_2) --- ‘,
s0- |
—60 | L]
0 20 40 60 80 100
k
CR(exakt), A2 - Logarithmus der relativen Fehler
o—\\%
T loglo(elILANLA)
-5 o \\\\\\
log10(lr{KIll_2/r[OlIl_2) -~
-10
—151
20 i . , .
0 10 20 30 40
k
CR(exakt), A3 - Logarithmus der relativen Fehler Abb. 7_ 5 ]_
ol logL0(le[KII_A/lle[0ll_A) __ _
T Dateien
] log10(IfKII_2/I(Ol_2) — cr4alb0c.ps, crda250c.ps, crda3db0c.ps,
| Matrizen A; 23(50,50), ¢ =1+ 107°,
0] ‘\ CR: exakte Rechnung (symbolische
\ Rechnung mit Rationalarithmetik),
s \‘ Verlauf der relativen Fehler
(k) r (k)
| logio (i), oga (o), k= 0,1,
0 70 10 20 30 40 5’0
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CR(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler
0 ~
~10 -
—20 ] log10(||e[K]l|_A/lle[O]]|_A) __
—30 -
R
—40 ] log1O(|Ir[K]II_2/IIr[O1I_2) ---
50 1
—60 .
0 50 100 150 200
k
o0 CR(exakt), A2 - Logarithmus der relativen Fehler
e — ~ log10(llelkILAIe[0]I_A)
57 \::tt:\‘tit;; -
0] ogtOURMILZIONLD)
-15
—20
-25
-30 . .
0 20 40
k
CR(exakt), A3 - Logarithmus der relativen Fehler Abb' 7_ 52
of Tog10([e[KIIL_Alel0ILA) _
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Dateien
| esodia 2N 2) crdallhe.ps, crda2lhe.ps, crda3lhce.ps,
Matrizen A; 53(100,100), ¢ =1+1079,
161 CR: exakte Rechnung (symbolische
‘ Rechnung mit Rationalarithmetik),
5] l Verlauf der relativen Fehler
() ()
logo(15o%): logao(rm2)s k= 0,1,
0 0 20 40 60 80 100
k
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o.
—=.
—a.
—S.
i og1OUIel KT IL_A/IISLOTIL_AD
) - realy
\
\\_/_
—SodrodlerliLA/lerolL_A

o. 20. a40.

SO. 80. 100

oO.

CR(NUMI10), Al - Logarithmus des relativen FehlerssR(Numilo), Al - Logarithmus des rel ativen Residuums

tog1odIrilIL_2/1IF[OT L3>

\.

N

10910AIr K1 IL_2/1IF[OT1L_2>

20.

a0. SO. 80. 100

5

| cg1odlel kI IL_A/IIe[OTIL_AD>

__q A ogrodieliklILA/IlOl LA \k

o. 20. a0.

SO. 80. 100

CR(NUM16), Al - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUMmilé), Al - Logarithmus des rel ativen Residuums

togLodIrilIL_2/1IFEO1IL_>

k

1ea1odIrtI IL_2/1IFLO11L_2>

20.

a0. SO. 80. 100!

o.
—=_
— .1
.
s
—10.
—a=. ]
—aa.
|l cgl1odiel ]I A/IefO1 LD
—ae. o
—a gegrodisikl :'Ie:‘l/ll(j!l(;’a] e~ g
o 20. a0. SO. 80. 100

CR(NUMZ20)., Al - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUM=20). Al - Logarithmus des relativen Residuums

o.

—a10
log1odirfklIL_2/1Ir[O11L_3>
S roary
_ 20 k
tog1odirilIlL_=2/1IrfolL_=2>
—=30
—Aa0. T
(= 20, a0. SO. 80. 100

egrodietia LA/l ol

| cg1OCIel kI IL_A/IIeLOTIL_AD>

—=250. 20.

SO. 80. 100

CR(NUM25), Al - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUMm25), Al - Logarithmus des rel ativen Residuums

o.
—10
log1odirklIL_2/1Ir[O11L_3>
HIRES
—=20
—=0
tog1odirixlilL_=2/1IrLolL_=>
—ao
—s50. F
o 20, a0. SO. 80. 100:

Abb. 7.53 Dateien crdalll0.ps, crd4alll6.ps, cr4al120.ps, crdall25.ps,

A;(50,50), ¢ =1+ 107,

CR: numerische Rechnung, Digits—lO 16,20,25, a-Variante 1,

Verlauf der relativen Fehler log;(t=gn
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy

Le™la
lle©1la’?

) 1 glO(l|T(k)||2) k = 07 ]-7

BRI
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CR(NUMI10), Al - Logarithmus des relativen FehlerssR(Numilo), Al - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
N —5.
' LOUILTIL_2/1IrLO1IL_2>
‘\ - realy
—a.
—10
—6.
log1odirt 1 IL_2/1Ir[O11L_2>
—as recursive
Ll Lodiel <1 ILA/NeLOT1L_A>
\ >
Hodrodietai_asiieroni_a \/f
recursive _>o
o 20. a0. SO. 80. 100 o 20, a0. SO. 80. 100

CR(NUM16), Al - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUMmilé), Al - Logarithmus des rel ativen Residuums

o o
= .
1Pa1OUIrLKIIL_2/1IrLO1IL_2>
—10
—6.

—_as. T ¥

—=0
—10
1oglodirklIL_2/1Ir[ol 12>
a1 1ob1odiel k1 IL_A/IIefO]IL_A> —=s5. T
- reaiy
\
__q A egrodieikl ng:/:ISE[C;]ILA — —3BO. T
o. 20. a0. SO. 80. 100 o 20. a0. SO. 80. 100!

CR(NUMZ20)., Al - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUM=20). Al - Logarithmus des relativen Residuums

o. o.
s —10
1 1LOAIFTTIL_2/1Ir[Oo11L_2>
- reey
g—*
o, —=0
loglodirl1IL_2/1IFLol1L_2>
s, T I0310(||e[k]||7;;;.|1,e[0]||7A ©
logLoIel K ILA/IISLO] LA \\———
recurave Io.
—=200o. =0. ao. SO. 80. 100- or =0. ao. SO. 80. 100-

CR(NUM25), Al - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUMm25), Al - Logarithmus des rel ativen Residuums

o o
s —10
' 1OUIrLTIL_2/1IrLo11L_2>
10, —zo
1 —30
—A5. 1og1odir(k1IL_2/1Ir[Ol1L_=2>
toplodisel k1L Aol 1L_A~A> -+
__ 2o - realy —a0.
ltogiodiel LA/l O] LA
recursive _so. T
—=250. 20. ao. S0. 80. 100: o 20. ao. S0. 80. 100:

Abb. 7.54 Dateien cr4al310.ps, crd4al3l6.ps, cr4al320.ps, crdal325.ps,
A1(50,50), c=1+107°,
CR: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 3,
Verlauf der relativen Fehler loglo(Hz(O;Hﬁ) lo gm(”':g)”z) k=0,1,..,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CR(NUMI10), AZ - Logarithmus des relativen FehlerssR(Numilo), A2 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
logl1odir(kl L _2/1Ir[ol 12>
e e reaiy
—=_
—10
—a.
logirodlel k1L A/IIelOlIL_A)> —aAs. T
Ioglo(llr[k]||72/||r[0]|L2)
—6. _>o
—2s
ltogilddiel 1A/ O] 1A~ >
recursive Y
v —30. T
—10gT =0. ao. SO. 80. 100: or =0. ao. SO. 80. 100:

CR(NUMI16), A2 - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUMmilé), A2 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
S
loglodirlklIL_2/1Irtol 2>
o roaly
—a0.T //_/
—6.
—zo
10910AIrL I IL_2/1IF[O]IL_2>
_10.T 91Ol KTILA/NSLO11L_A)>
- realy
- 1+ —30
—a=
A epAPdisi<lILA/ISLOTIL_A>
—ao
—1So. =0. ao. S0. 80. 100: o- =0. ao. SO. 80. 100:

CR(NUMZ20), A2 - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUM=20)., A2 - Logarithmus des relativen Residuums

o. o.
. —30
- ©g1OddIrt1IL_2/1Ir[o11L_2>
—=20.T R —
—10.

—3O. TregrodiriklIlL_2/1IF[o11L_2>

1dg1odief Kl I_A/Ile[O]IL_A>

togriodiel <1IL_A/IIefO]1L_AJ_
_-o. Tt L reay
o 20. a0. SO. 80. 100 ol 20, a0. SO. 80. 100

CR(NUMZ25), A2 - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUMm25), A2 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o o

a0t 1egLOUIrT KT IL_2/1IF[O1IL_2>
s - realy

—20

—10.

oor1OUIS KT IL_A/ISIOTIL_A>

—30

—aA5. T /-/ 1eg1odiri<lIL_2/1Ir[o11L_2>

JOPLOCSHIKIIL A/ O I -
_>o. recursive
—
—50
Y
—=2So. =20. ao. 60. 80. 100: o =20. ao. 60. 80. 100:

Abb. 7.55 Dateien cr4a2110.ps, crd4a2116.ps, cr4a2120.ps, cr4a2125.ps,
A(50,50), ¢ =1+107°,
CR: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 1,
Verlauf der relativen Fehler loglo(Hz(O;Hﬁ) lo gm(”':g)”z) k=01,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CR(NUMI10), AZ - Logarithmus des relativen FehlerssR(Numilo), A2 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
. —S. T loga1odiriklIl ZII;IIDIII 2>
—30
—).
—as.T
lDQlO(IIr[K]II72/IIf[0]ILZ)
—6.
—=0
loglodiel ]I A/le(O]1L_A>
—s. Cos T
logiddlefkll_A/llefo] 1L
 realy S~ £
Cao.t —=0.
o. 20. a0. SO. 80. 100 o 20, a0. SO. 80. 100

CR(NUMI16), A2 - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUMmilé), A2 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
—=_
tog1odirt 1L _2/1IFLollL_=>
—a_ —10.T - realy
—6_
s —=0
tegrodirtklilL_2/1rioli_=>
—10.
g ocglodielklIL_A/IefO]1L_A> —330. T
—aa.T
togaiddiel kIl A/le(O]1L_A>
Cae T reaiy 10.
o. =20. a0. SO. 80. 100 o 20. a0. SO. 80. 100!

CR(NUMZ20), A2 - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUM=20)., A2 - Logarithmus des relativen Residuums

o. o.
1 —a0
s 1og1odIr[1IL_2/1Ir[O11L_2>
e} -
—10.
—330. T Ic Jlo(llrlkJII 2/II"lC‘JII 2>
—as
Ll Lodiel <1 IL_A/NefO]IL_A>
—A0
log1odiel k1L A/IeLOT LA
_>o. Tt L reay
o 20. a0. SO. 80. 100 ol 20, a0. SO. 80. 100

CR(NUMZ25), A2 - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUMm25), A2 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o o
_10.71 1og1OIr K IL_2/1Ir[O11L_2>
s, - realy
—20
—a1 0.

og1odlel <1 IL_A/IIeLOTIL_A>

/-/ —=30.T
—s. T tog1odiFiklIL_2/1IF[O1IL_2>

P | gt

JOPLOCSHIKIIL A/ O I —30o-
—>o. recursive

—=250. 20. T =TTy 80. 100: o 20. ao. S0. 80. 100:

Abb. 7.56 Dateien cr4a2310.ps, crd4a2316.ps, cr4a2320.ps, cr4a2325.ps,
A(50,50), ¢ =1+107°,
CR: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 3,
Verlauf der relativen Fehler loglo(Hz(O;Hi) lo gm(”':g)”z) k=0,1,..,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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oO.
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CR(NUMI10), A3 - Logarithmus des relativen FehlerssR(Numilo), A3 - Logarithmus des rel ativen Residuums
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20.

a0. SO. 80. 100

o.
—5.
—10.
ocglodiel k] Il_A/IlefO]1L_£D
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logrodiel 1L A/IISLOTIL_A>

—=200g. =0. ao.

SO. 80.

CR(NUMZ20)., A3 - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUM=20). A3 - Logarithmus des relativen Residuums

togLodIrilIL_2/1IFEO1IL_2>
- realy

—

1og1OAUIrLK1IL_2/1Ir[O1 12>

20,

a0. SO. 80. 100

cgrodiel k1Il_A/IelOT 1L

egrodietia L AslielolLA>

—=250. 20. 40_

SO. 80. 100:

CR(NUMZ25), A3 - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUMm25), A3 - Logarithmus des rel ativen Residuums

1o91OAIFTTIL_2/1IF[OTIL_2>

1og1OIrLk1IL_2/1Ir[OT 12>

o.

20,

a0. SO. 80. 100

Abb. 7.57 Dateien cr4a3110.ps, crd4a3116.ps, cr4a3120.ps, cr4a3125.ps,

A5(50,50), ¢ =1+ 107,

CR: numerische Rechnung, Digits—lO 16,20,25, a-Variante 1,

Verlauf der relativen Fehler log;(t=gn
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy

Le™la
lle©1la’?

) 1 glO(l|T(k)||2) k = 07 ]-7

BRI
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CR(NUMI10), A3 - Logarithmus des relativen FehlerssR(Numilo), A3 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
—=.
—=.
| og1OUIrLIIL_2/1IrfO1IL_2>
—S. \\ o
—a. .
—s.
calodiel k1L A/IefOlIL_D
! e resly 4
] ! —10.
loglodirlklIL_2/1Irtol 2>
oA rearsive
—Sodiodiet <l IL_A/llelolIL_A> —aa
o: =0. ao. SO. 80. 100: —1So” =0. ao. SO. 80. 100:

CR(NUMI16), A3 - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUMmilé), A3 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o. o.
—=.
s,
—&.
—10.7T llogrodirtkI_2/1Irton i3>
\ ey
\
\
1 .
—10. S
~D —_—as.T
—az= T
1 A egrodieiklIL_A/ISLOTIL_A> 1eg1OUIrTKIIL 2/ 1IFO1IL_2>
recursive _ 5o recursiv: -
—1So. =0. ao. SO0. 80. 100: o- =0. ao. SO. 80. 100:

CR(NUMZ20)., A3 - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUM=20). A3 - Logarithmus des relativen Residuums

o. o.
—5.
—5.
—a10
1og1OClIF KT IL_2/1IF[OT L3>
—ao. et \ oy
|
egrodlel <1IL_A/Ilel O] 1L~ —=20.T
 rea
—as 1ogLodIrkl IL_2/1Ir[O11L_2>
—_—s
togrodiel ikl I A/ISLO]IL_A>
—=200o 20. ao. &0 80. 100: or 20, ao. &0 80. 100:

CR(NUMZ25), A3 - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUMm25), A3 - Logarithmus des rel ativen Residuums

o o
—5.
—s.
—a0
—10. —1S- 1oa1OdIF KT IL_2/1IFL ol 12>
S realy
—=0
—as
—es
eglodiel k]I A/llefOl1L_ D>
- = 1loglodirl 1L _2/1IFLol1L_2>
—=20 —=30 recursive
lodgrodiel <11l A/IIPLOJII =Sl —35. T
—=250. 20. 40_ S0, 80. 100: o 20. ao. S0. 80. 100:

Abb. 7.58 Dateien cr4a3310.ps, crd4a3316.ps, cr4a3320.ps, cr4a3325.ps,
A3(50,50), ¢ =1+107°,
CR: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 3,
Verlauf der relativen Fehler loglo(Hz(O;Hi) lo gm(”':g)”z) k=0,1,..,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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7.2.5 DBeispiel 5

# Beispiel 5, A=A’>0 mit Tridiagonalstruktur

# Bsp. 5.1, Al Tridiagonalmatrizen mit spezieller Struktur und Shift c
# 1D-Laplace-Operator auf aequidistantem Gitter
# 3-Punkte-Differenzenstern

c:=0:

n:=100:

Al:=band([-1,2,-1],n):
Al:=evalm(Al+c*diag(1$n));
bl:=vector(n, [1+c,c$(n-2),1+c]);
# Loesung

xsl:=vector(n,[1$n]): # 1,1,1,....

# Bsp. 5.2, A2 Blocktridiagonalmatrizen mit spezieller Struktur und Shift c
# 2D-Laplace-Operator auf quadratischem Gitter

# 5-Punkte-Differenzenstern

# Generierung, Dauer: ca 40 sec bei nl1=25, PC 800MHz

c:=0:
nl:=10: # 25:
n:=nl"2:

sta:=time():

T:=band([-1,4,-1],n1):

A2:=diag(T$n1):

i:=2i’:

for i from 1 to n-nl do
A2[i,i+n1]:=-1;
A2[i+n1,i] :=-1;

end do:

A2:=evalm(A2):

print(time()-sta);
A2:=evalm(A2+c*diag(1$n)):

# Multiplikation, Dauer: ca 70 sec bei n1=25, n=625, PC 800MHz
# Zeiteinsparung durch viele Nullen in der Matrix
xs2:=evalm(vector(n, [1$n])):

sta:=time():

b2:=evalm(A2&*xs2) # rechte Seite

print(time()-sta);

# Loesung
xs2:=vector(n, [1$n]):
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CR(exakt), Al - Logarithmus der relativen Fehler
log10(|le[K]l|_A/lle[O]ll_A)

log10(||r[k]l|_2/]Ir[0][|_2) ---

—-~—

0 20 40 60 80 100

Abb. 7.59 Dateien crbal_0l.ps, crb5a2_01.ps,
Matrix A; (100, 100), ¢ = 0 zu Beispiel 5,
CR: exakte Rechnung (symbolische Rechnung mit Rationalarithmetik),

e™)]la

Verlauf der relativen Fehler logw(m), logw(%), kE=0,1,..
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Abb. 7.60 Dateien cr5all10.ps, crballl6.ps, crball20.ps, crball2b.ps,

A;(100,100), ¢ =0,

CR: numerische Rechnung, Digits—lO 16,20,25, a-Variante 1,

Verlauf der relativen Fehler log;,(
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy

e >HA> o g10(||7‘(k)||2) b

lle©1la’?

BRI

0,1,
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CR(NUMI10), Al - Logarithmus des relativen FehlerssR(Numilo), Al - Logarithmus des rel ativen Residuums
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CR(NUMZ20)., Al - Logarithmus des relativen FehlerssR(NuUM=20). Al - Logarithmus des relativen Residuums
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Abb. 7.61 Dateien cr5al310.ps, crbal316.ps, crval320.ps, crbal325.ps,
A1(100,100), ¢ =0,
CR: numerische Rechnung, Digits—lO 16,20,25, a-Variante 3,
Verlauf der relativen Fehler logm(He )HA) lo gm(”':g)”z) k=0,1,..,

e’
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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Abb. 7.62

Dateien c¢rba2110.ps, crba2116.ps, crb5a2120.ps, cr5a2125.ps,

A5(100,100), ¢ = 0,

CR: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 1,

Verlauf der relativen Fehler log;,(

L4 [ECTN
e )2 10810 ;). b=

0,1, ...

in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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CR(NUMI10), AZ - Logarithmus des relativen FehlerssR(Numilo), A2 - Logarithmus des rel ativen Residuums
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Abb. 7.63 Dateien cr5a2310.ps, crb5a2316.ps, cr5a2320.ps, crba2325.ps,
A5(100,100), ¢ =0,
CR: numerische Rechnung, Digits=10,16,20,25, a-Variante 3,
Verlauf der relativen Fehler loglo(Hz(O;Hi) lo gm(”':g)”z) k=0,1,..,
in Gegeniiberstellung der 2 r-Varianten recursive und realy
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