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Vorwort

Obwohl das Studium dominierender Mengen in Graphen erst vor etwa 40 Jah-
ren einen groflen Aufschwung erfuhr, hat dieses Teilgebiet der Graphentheorie
seinen historischen Ursprung bereits im 19. Jahrhundert. Damals beschéftigte
man sich mit der Frage nach der Minimalanzahl an Damen, die man benétigt,
um ein (n X n)-Schachfeld zu iiberdecken bzw. zu dominieren. Der Erste, der
dann die Begriffe dominierende Menge und Dominanzzahl tatsdachlich ver-
wendete, war O. Ore [37].

Man konnten auch sagen, eine dominierende Menge hat als Elemente solche
Knotenpunkte, von denen aus alle Knotenpunkte eines Graphen in hochstens
einem Schritt erreichbar sind. Mit anderen Worten entspricht die abgeschlos-
sene Nachbarschaft einer dominierenden Menge der gesamten Knotenpunkt-
menge des Graphen. Unter dem graphentheoretischen Dominanzproblem ver-
stehen wir die Bestimmung der Méchtigkeit einer kleinsten dominierenden
Menge in einem Graphen G. Diese Grofie wird als Dominanzzahl v(G) be-
zeichnet.

In der Graphentheorie werden viele Graphenparameter untersucht. Eine be-
sondere Bedeutung kommt dabei den Problemen ihrer Bestimmung und dem
Finden realisierender Mengen zu. Beispielsweise interessieren die Matching-
zahl a,(G) und ein grofites Matching, die chromatische Zahl x(G) und eine
zugehorige Farbung mit x(G) Farben, die Unabhéngigkeitszahl o(G) und ei-
ne groBte unabhéngige Menge sowie die Dominanzzahl «(G) und eine kleinste
dominierende Menge. Die Bestimmung solcher Graphenparameter und der
entsprechenden realisierenden Mengen finden vielfiltige Anwendung, so z.B.
die Dominanzproblematik bei der Standortbestimmung von Sendemasten in
Funknetzwerken.

Einige der Probleme erweisen sich als leicht, so bestimmt man beispielswei-
se ein grofites Matching mittels des Matching-Algorithmus von J. Edmonds
[13]. Andere erweisen sich als schwer, z.B. die Bestimmung der chromati-
schen Zahl, der Unabhéngigkeitszahl und der Dominanzzahl. Die zugehori-



gen Entscheidungsprobleme sind NP-vollstandig [21]. Deshalb lohnt es sich,
itber gute Naherungen und Schranken nachzudenken. Weiterfithrendes zur
Problematik der NP-Vollsténdigkeit, auf die von uns nicht néher eingegan-
gen wird, ist ebenfalls in [21] zu finden. In der vorliegenden Arbeit steht das
Dominanzproblem im Vordergrund.

N. Alon und J. H. Spencer beschreiben in [2], wie mittels der von P. Erdés
eingefithrten wahrscheinlichkeitstheoretischen Methode eine obere Schranke
fiir die Dominanzzahl v(G) eines Graphen gefunden werden kann: Mit ein-
heitlicher Wahrscheinlichkeit p wird eine zuféllige Menge von Knotenpunkten
bestimmt und zu einer dominierenden Menge D erginzt. Der Erwartungs-
wert E(|D]) der Méchtigkeit von D ist dann eine obere Schranke fiir v(G).
Die so gewonnene Schranke S(p) = E(|D]) wird iiber p € [0, 1] minimiert.
Das Resultat dieser Vorgehensweise ist in Satz 1.1 zitiert.

Ziel dieser Arbeit ist es, die oben beschriebene Methode in erweiterter Weise
auf geeignete Dominanzkonzepte anzuwenden. Dazu arbeiten wir nicht mit
einer einheitlichen Wahrscheinlichkeit, sondern ordnen jedem Knotenpunkt
seine eigene Wahrscheinlichkeit zu. Dieser Verallgemeinerungsschritt war der
Ausgangspunkt fiir die vorliegende Arbeit. Fiir einen Graphen mit n Kno-
tenpunkten erfolgt die oben beschriebene Minimierung nun nicht mehr iiber
dem Intervall [0, 1], sondern iiber dem n-dimensionalen Einheitswiirfel C,,.
Wir zeigen, dass die so gewonnene obere Schranke scharf ist.

Fiir ausgewédhlte Dominanzkonzepte gelingt es, das diskrete Optimierungs-
problem, die entsprechende Dominanzzahl zu bestimmen, einem stetigen Op-
timierungsproblem mit einer multilinearen Funktion f iiber der kompakten
Menge C,, gleichzusetzen. Damit lassen sich Verfahren der stetigen Optimie-
rung nutzen. Da das Dominanzproblem schwer ist, wird natiirlich das Losen
eines dquivalenten stetigen Optimierungsproblems ebenfalls schwer sein. Je-
doch kénnen Néherungslosungen gute obere Schranken fiir v(G) und geeig-
nete Startwerte p € C,, fiir einen polynomialen Algorithmus liefern, der eine
dominierende Menge bestimmt, deren Méchtigkeit den Wert f(p) nicht tiber-
steigt.

Dominanzkonzepte, die unserer Herangehensweise entgegenkommen, sind ne-
ben der Dominanz, auch die totale Dominanz, bei der kein Knotenpunkt sich
selbst dominiert, sowie die entsprechenden Verallgemeinerungen, die Vektor-
dominanz und die totale Vektordominanz. Dort ist fiir jeden Knotenpunkt die
Mindestanzahl dominierender Nachbarn vorgeschrieben. In den Kapiteln 2
und 3 werden nacheinander fiir alle genannten Konzepte stetige Formulie-
rungen des graphentheoretischen Problems, realisierende Algorithmen sowie
Schranken fiir die zugehorige Dominanzzahl angegeben. Aus einem Spezialfall



der Vektordominanz werden auch entsprechende Aussagen iiber unabhéngige
Mengen und die Unabhéngigkeitszahl in Graphen gewonnen.

In Kapitel 4 geben wir fiir die Klasse paarer Graphen verbesserte Schranken
fiir v(G) an, die sich durch Einschrankung des zuléssigen Bereiches von C,,
auf Cy gewinnen lassen, denn paare Graphen haben eine, unserer Herange-
hensweise entgegenkommende, lokale Eigenschaft: Die Nachbarschaft eines
jeden Knotenpunktes einer Partitionsmenge gehort komplett der anderen
Partitionsmenge an. Da zudem die in den Kapiteln 2 und 3 behandelten
Dominanzprobleme fiir paare Graphen schwer bleiben, ist eine Untersuchung
dieser Dominanzkonzepte im Falle der Paarheit lohnenswert, um brauchbare
Schranken zu gewinnen.

Kapitel 1 enthélt eine Zusammenstellung der fiir das Verstdndnis dieser Ar-
beit notwendigen Begriffe und Sétze.

An dieser Stelle danke ich allen, die mir bei der Anfertigung dieser Arbeit
mit Rat und Tat beiseite standen. Stellvertretend dafiir seien mein Betreu-
er Prof. Dr. Jochen Harant, meine Kollegen und ehemaligen Kollegen, Dr.
Thomas Bohme, Dr. Igor Fabrici, Tobias Gerlach, Dr. Frank Goring, Jens
Schreyer und Dr. Margit Voigt, genannt. Fiir wertvolle Hinweise danke ich
auch Dr. Andreas Hartwig. Mein Lebenspartner und unsere Kinder gaben mir
die notige erfrischende Ablenkung und unterstiitzende Geduld, besonders in
der Endphase der Erstellung dieser Arbeit.

Ilmenau im April 2004 Anja Pruchnewski
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Definitionen und Begriffe

Wir werden an dieser Stelle einige Bezeichnungen festlegen, die wir in der
gesamten Arbeit verwenden werden, ohne spéter nochmals néher darauf ein-
zugehen.

Die den Betrachtungen der vorliegenden Arbeit zugrundeliegenden Graphen
G = (V, E) mit der Knotenpunktmenge V' = V(G)'= {1,...,n} seien al-
le endlich, schlicht, ungerichtet und ohne isolierte Knotenpunkte. Wir be-
schrénken uns auf die Betrachtung von Graphen ohne isolierte Knotenpunk-
te, da die isolierten Knotenpunkte zu jeder Dominanzmenge gehoren und
Graphen mit isolierten Knotenpunkten keine total dominierenden Mengen
enthalten. Die Elemente der Kantenmenge £ = FE(G) werden mittels ih-
rer Endknoten angegeben, etwa (i,7) € E, wobei i,j € V. Die Anzahl der
Kanten in einem Graphen G wird mit m bezeichnet, d.h. m = |E(G)|.

Im Folgenden werden wir einige wichtige graphentheoretische Begriffe, Zu-
sammenhédnge und Eigenschaften anfiihren. Fiir eine ausfiihrlichere Darstel-
lung sei auf géngige Lehrbiicher iiber Graphentheorie wie [12] und [41] ver-
wiesen. Einige der vorgestellten Begriffe werden am nachfolgenden Beispiel-
graphen verdeutlicht.

!Bei Bezeichnungen, die den Bezugsgraphen als Argument angeben, werden wir diesen
weglassen, wenn der Bezug klar ist.
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Beispielgraph G s

A

In Gpsp sind die Knotenpunktmenge V' = {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10},
n= 10, die Kantenmenge E= {(17 2)7 (17 3)7 (L 9)7 (274)7 (27 6)a (374)7 (37 7)a
(4,5),(4,6),(4,7),(5,6),(5,7),(6,8),(7,8),(8,9),(9,10)} und m = 16.

Die Nachbarschaft N (i) eines Knotenpunktes i € V' ist die Menge aller Nach-
barn von 7 in G. Die Anzahl der Nachbarn von ¢ wird als Valenz d; von 4
definiert, d.h. d; = |N(i)|. Wir nennen ? = (dy,...,d,) den Valenzvektor
des Graphen G. Mit § bzw. A werden die Minimal- bzw. die Maximalva-
lenz in G bezeichnet. In der gesamten Arbeit wird § > 0 vorausgesetzt.
Die Menge N[i] = N (i) U {i} heiBit abgeschlossene Nachbarschaft von i. Mit

Ny(i) = ( U N(j)) \ NTi] wird die Menge aller Ubernachbarn von i (Nach-
JEN(7)

barn im Abstand 2) bezeichnet. In Gps, ist fiir den Knoten 5 die Nachbar-
schaft N(5) = {4,6, 7}, die abgeschlossene Nachbarschaft N(5) = {4,5,6,7}
und die Ubernachbarschaft No(5) = {2,3,8}. Der Vektor der Valenzen ist
0 =(3,3,3,5,3,4,4,3,3,1), § = L und A = 5.

Mit V! C V und E' C {(i,j) € E | i,5 € V'} heifit G' = (V', E") Untergraph
von G. Wir bezeichnen mit G[X] = (X,{(¢,j) € E | i,j € X}) den durch

eine Knotenpunktmenge X C V' induzierten Untergraphen von G.
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Ein Untergraph von Gps), Ein induzierter Untergraph von Gps)
4 4
6 5 7 6 5 7

Eine dominierende Menge oder Dominanzmenge in G ist eine Menge D C V
derart, dass jeder Knotenpunkt i € V\ D wenigstens einen Nachbarn in D
hat, d.h. fiir alle i € V' gilt N[i{]N D # (). Eine Dominanzmenge D in G heift
manimum Dominanzmenge in G, wenn es keine Dominanzmenge D’ in G mit
|D'| < |D| gibt. Die Dominanzzahl (G) ist die Méchtigkeit einer minimum
Dominanzmenge in G. Eine dominierende Menge in Gps, ist {1,5,9}, eine
minimum dominierende Menge {4,9} und v = 2.

Eine total dominierende Menge in G ist eine Menge Dy C V(G) derart, dass
jeder Knotenpunkt ¢ € V' wenigstens einen Nachbarn in Dy hat, d.h. ein
Knotenpunkt dominiert nur seine Nachbarschaft N (i) und nicht sich selbst,
also gilt N (i) N D # () fiir alle ¢ € V. Die totale Dominanzzahl vr(G) ist die
Maéchtigkeit einer minimum total dominierenden Menge in G. Eine minimum
total dominierende Menge in Gps, ist {4,5,8,9} und yp = 4.

Der Knotenpunktmenge V(G) sei ein ganzzahliger Vektor ¢ = (ki,...,k,)
mit 1 < k; < d; fiir alle ¢+ € V' zugeordnet. Dann heifit die Menge Dy C V
eine €-dominierende Menge, wenn jedes i € V' \ Dp mindestens k; Nachbarn
in Dy hat, d.h. fiir alle i € V'\ Dy gilt [N(i) N Dg| > k;. Die &-Dominanzzahl
7¢(G) ist die Méchtigkeit einer minimum £-dominierenden Menge. Mit 1 =
(1,...,1) entspricht die 1-Dominanz der Dominanz, es gilt v = . Wihlen
wir fiir G € = (2,1,2,4,3,2,3,3,2,1), dann ist {3,4,5,8,9} eine minimum
t-dominierende Menge und v = 5.

Eine total €-dominierende Menge in G ist eine Menge D, e C V(G) derart,
dass jeder Knotenpunkt ¢ € V' wenigstens k; Nachbarn in D, g hat, d.h.
fiir alle 7 € V' gilt [N(i) N Dg| > k;. Die totale &-Dominanzzahl ~,p(G) ist
die Machtigkeit einer minimum total £-dominierenden Menge in G. Mit £
wie oben gegeben ist {1,2,3,4,6,7,8,9} eine minimum total ¢-dominierende
Menge in Gy, und v, = 8.

Eine Menge I C V/(G) heifit unabhingig in G, wenn G[I] keine Kanten
enthélt. Ist / eine unabhéngige Menge in G und gibt es keine unabhéngi-
ge Menge I’ in G mit |I'| > |I|, so heifit [ mazimum unabhdingige Menge
in G und o(G) = |I| Unabhdingigkeitszahl von G. Eine unabhéngige Menge
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in Gpsp ist {2,7,10}, eine maximum unabhéingige Menge {2, 3,5,8,10} und
a =9H.

Eine Knotenmenge 7' C V(G) in G heift Uberdeckung, wenn jede Kante
des Graphen mit mindestens einem Knotenpunkt aus 7 inzidiert. Die Uber-
deckungszahl B(G) ist die Méchtigkeit einer minimum Uberdeckung. Eine
minimum Uberdeckung in G, ist {1,4,6,7,9} und 3 = 5.

Eine Kantenmenge M C E(G) in G heifit unabhdngig in G, wenn in M kei-
ne zwei Kanten adjazent sind. M wird auch Matching in G genannt. Ist M
ein maximum Matching in G, so heifit ao(G) = |M| Kantenunabhdingig-
keitszahl oder Matchingzahl von G. Ein maximum Matching in Gpg, ist
{(1,3),(2,6), (4,5),(7,8),(9,10)} und ag = 5.

In der iiblichen Weise seien mit R bzw. N die Mengen der reellen bzw. natiirli-
chen Zahlen bezeichnet (vgl. [4]). Mit

C.={p=(p1,-..,pn) ER"|0<p; <1i=1,...,n}

bezeichnen wir den n-dimensionalen Einheitswiirfel im R".

Wir definieren fiir Funktionen f, g : G x C,, — R eine Funktionenrelation.
Dabei sei G die Klasse der ungerichteten Graphen mit n Knotenpunkten und
9 > 0. Wir schreiben f < g, wenn f(G,p) < g(G,p) fiir alle Graphen G € G
und fiir jeden Vektor p € C,, gilt. Der Einfachheit halber werden wir von
nun an fiir solche Funktionen nur die Abhéngigkeit von p explizit angeben,
der Graphenbezug wird aus dem Kontext ersichtlich sein, d.h. wir schreiben
f(p) anstelle von f(G,p). Es bezeichne f <> g den Fall, dass weder f < g
noch f > g gilt.

An dieser Stelle formulieren wir Entscheidungsprobleme, auf die spiter Bezug
genommen werden wird.

(TOTAL) VECTOR DOMINATING SET:

Gegeben: Ein Graph G = (V,E), V = {1,...,n}, ein ganzzahliger Vektor
t = (ky,...,k,) mit 1 < k; < d; fir alle i € V sowie eine positive
ganze Zahl /.

Frage:  Besitzt G eine (total) ¢-dominierende Menge der Méachtigkeit < ¢7

(TOTAL) DOMINATING SET:
Gegeben: Ein Graph G = (V, E') sowie eine positive ganze Zahl ¢.
Frage:  Besitzt G eine (total) dominierende Menge der Méchtigkeit < ¢7
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INDEPENDENT SET:
Gegeben: Ein Graph G = (V, E) sowie eine positive ganze Zahl /.
Frage:  Besitzt G eine unabhéngige Menge der Méchtigkeit > ¢7

Arbeitet ein Algorithmus mit einem Rechenzeitaufwand, der polynomial in
der Eingabegrofie (bei uns stets die Anzahl n der Knotenpunkte) ist, so
nennen wir ihn auch kurz einen polynomialen Algorithmus.

Die Klasse der Entscheidungsprobleme, die durch einen polynomialen Algo-
rithmus gelost werden kénnen, wird mit P bezeichnet, die Klasse der nicht-
deterministisch polynomialen Entscheidungsprobleme mit NP. Ein Entschei-
dungsproblem heifit NP-schwer, falls sich alle Probleme aus NP polynomial
auf dieses transformieren lassen. Ist ein Entscheidungsproblem in NP und
NP-schwer, so heifit es auch NP-vollstindig. Die Klasse der NP-vollstandigen
Probleme nennt man NPC) sie ist damit die Menge der schwersten Probleme
in NP. Naheres iiber die Komplexitétstheorie und die Zuordnung von Pro-
blemen zu den Komplexitétsklassen P, NP sowie NPC ist in [21] bzw. [31]
und [32] zu finden.

1.2 Hilfsmittel aus der Graphentheorie

An dieser Stelle wollen wir einige Sétze und Beziehungen angeben, auf die
wir spéter verweisen werden. Ndhere Ausfithrungen bzw. die Beweise der
zitierten Aussagen sind u.a. in [41] nachzulesen.

Satz 1.1 (N. Alon, J. H. Spencer [2])

n(l+ (5 +1))

<
(@) < 511

Satz 1.2 (Y. Caro, Y. Roditty [6]) Falls § > 0, so gilt

1(G) < n(l - 5(6i1)1+§) |
Satz 1.3 (T. Gallai [20])

(i) Eine Knotenmenge I C V' ist genau dann unabhingig in G, wenn die
Knotenmenge V' \ I eine Uberdeckung ist.

(ii) a(G) + B(G) =n.
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Satz 1.4 Falls § > 0, so gilt

(i) Ist I eine unabhéngige Menge in G, so ist D = V' \ I dominierend in
G.

(ii) ¥(G) <n —a(G).
Satz 1.5 (O. Ore [37]) Falls § > 0, so gilt

7(G) <

A

Satz 1.6 (Y. Caro, V. K. Wei [5, 42, 7])

a(G) > :

Sdi+ 1

Satz 1.7 (E. J. Cockayne, R. M. Dawes, S. T. Hedetniemi [9])

[GVIN )

Satz 1.8 (O.Favaron, M.A.Hennig, C.M.Mynhardt, J.Puech [16])
Falls § > 3, so gilt

7
< ‘.
7r(G) < 3"

1.3 Hilfsmittel aus der Wahrscheinlichkeits-
theorie

Néahere Ausfithrungen zu Begriffen und Beziehungen der Wahrscheinlichkeits-
theorie sind u.a. in [4] bzw. [24] zu finden.

Alle Ergebnisse eines Versuches, bei dem bestimmte Bedingungen eingehal-
ten werden und bei dessen Ablauf das Resultat im Rahmen verschiedener
Moéglichkeiten ungewiss ist, werden in der Wahrscheinlichkeitsrechnung als
Ereignisse bezeichnet. Alle moglichen, einander ausschlieenden Ausgéinge
eines Versuches heiflen seine Elemantarereignisse und werden in der Menge
2 zusammengefasst. Im Folgenden sei 2 endlich. Wir definieren die Ereignis-
menge A C 2. Weiterhin definieren wir mit P(A), wobei 0 < P(A) < 1, die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Ereignis A € A eintritt. Fiir das sichere
Ereignis Q gilt P(Q2) = 1.
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Einige Rechenregeln:

Aus B C A folgt P(B) < P(A).

P(A) + P(A) = 1, wobei A = Q\ A das Komplementdirereignis von A ist.
Fiir endlich viele, paarweise einander ausschliefende Ereignisse A;

(dh. A;NAy=0,4ke{l,...,n}, i #k) gilt:

PIUA) =3 P(4). (L1)

Siebformel von Poincaré [24]:
Fiir beliebige Ereignisse A; (i =1,...,n) gilt:

P(UA)= > (DTN 4). (1.2)

Jj=1 0£TC{1,...,n} i€T

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A unter der Bedin-

gung, dass das Ereignis B bereits eingetreten ist, die sogenannte bedingte

Wahrscheinlichkeit P(A | B), wird definiert durch P(A | B) = Pl(;ég,;g).

Satz von der vollstindigen Wahrscheinlichkeit [4]:

n
Seien By, ..., B, paarweise unvereinbare Ereignisse mit P(|J B;) = 1, dann

=1

gilt fiir jedes beliebige Ereignis A:

P(4) = Y. P(B)P(A| By). (13)

=1

Unabhingige Ereignisse A und B liegen vor, wenn P(A | B) = P(A) und
P(B | A) = P(B) erfiillt ist. Fiir sie gilt:

P(AN B) = P(A) - P(B) (1.4)

Jedes zufillige Ereignis eines gewissen Versuches soll durch eine reelle Zahl
x charakterisiert werden. Alle zufilligen Ereignisse dieses Versuchs werden
durch die Variable Z beschrieben, die Zufallsgriffe oder Zufallsvariable ge-
nannt wird. Nimmt Z endlich oder abzéhlbar unendlich viele Werte an, dann
spricht man von einer diskreten Zufallsgrifie. Ist A ein zufélliges Ereignis mit
P(A) = p, dann heifit die Zufallsgrofie Z mit

7 { 1, falls A eintritt

0 sonst
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Indikatorvariable des Ereignisses A.

Die Verteilung der Zufallsvariablen Z wird durch die Verteilungsfunktion
F(z) = P(Z < z) beschrieben. Sie gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit
die ZufallsgroBe Z einen Wert zwischen —oo und z annimmt. Die Vertei-
lungsfunktion ist eine nicht fallende, linksseitig stetige Funktion in z mit
F(—00) = 0 und F(400) = 1. Eine diskrete ZufallsgroBe Z, die die Werte
x; mit den Wahrscheinlichkeiten P(Z = x;) = p; (i = 1,2,...) annimmt, hat
die Verteilungsfunktion

F(z) = Zpi.

r;<x

Als Mittelwert oder Erwartungswert einer diskreten Zufallsgrofe wird
E(Z) = Z LiPi

definiert.

Fiir den Erwartungswert gilt Linearitét:
E(cZi+...+cZn) =aE(Z)+...c, E(Z,),

wobei Z1, ..., Z, Zufallsgroflen und ¢4, . . ., ¢, beliebige Konstanten sind. Fiir
jede Zufallsgrofie Z gilt

P(Z < E(Z)) > 0 und P(Z > E(Z)) > 0. (1.5)

Fiir eine zufillige Teilmenge K einer gegebenen endlichen Menge L gilt:

IZ|
E(IKDZZ:Z'-P(IK!:Z')ZZP(QTEK) (1.6)

z€eL



Kapitel 2

Das Dominanzproblem als
stetiges Optimierungsproblem

Im ersten Teil dieses Kapitels werden wir eine stetige Formulierung des Vek-
tordominanzproblems sowie einen Algorithmus angeben. Dieser Algorithmus
bestimmt eine vektordominierende Menge, deren Kardinalitéit eine vorgege-
bene Schranke nicht {ibersteigt, und ist bei beschrankter Maximalvalenz A
sogar linear in n.

Die Vektordominanz wird auch als -Dominanz bezeichnet. Fur ¢ = (1,...,1)
entspricht sie dem gewohnlichen Dominanzkonzept, auf welches wir im Ab-
schnitt 2.2 ndher eingehen werden. Fiir € = (dy, ..., d,) erhalten wir Aussa-
gen iiber Knoteniiberdeckungen und deren Komplement, die unabhéngigen
Mengen. Niheres dazu beschreiben wir in Abschnitt 2.3.

Wenn zu einem diskreten Optimierungsproblem auf einem Graphen bekannt
ist, dass das zugehorige Entscheidungsproblem in der Klasse NPC liegt, lohnt
es sich, dieses Optimierungsproblem nédherungsweise zu untersuchen, da ex-
akte Algorithmen wegen zu hoher Rechenzeit nicht nutzbar sind. Bekannter-
mafen sind DOMINATING SET und INDEPENDENT SET NPC-Probleme.
Man sieht leicht, dass das Problem VECTOR DOMINATING SET ebenfalls
der Komplexitiatsklasse NPC angehort, da es als Oberproblem von DOMI-
NATING SET betrachtet werden kann.

Dem Ubergang vom diskreten Optimierungsproblem zur stetigen Formulie-
rung liegt fiir alle in dieser Arbeit behandelten Dominanzkonzepte eine ge-
meinsame Idee zugrunde, die von N. Alon und J. H. Spencer in [2] beschrieben
worden ist. Sie benutzt Mittel der auf P. Erd6s zuriickgehenden wahrschein-
lichkeitstheoretischen Methode. Durch eine geeignete Verallgemeinerung die-
ser Idee gelangen wir zu stetigen Formulierungen des Dominanzproblems und

14
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verwandter Probleme.

2.1 Das Vektordominanzproblem

In der gemeinsamen Arbeit mit J. Harant und M. Voigt [28] wird ein verallge-
meinertes Domianzkonzept formuliert, die &-Dominanz. Es gelingt dort, das
t-Dominanzproblem als stetiges Optimierungsproblem zu formulieren. Dabei
stellt sich heraus, dass sowohl das Dominanzproblem als auch das Unabhén-
gigkeitsproblem als Spezialfélle enthalten sind.

2.1.1 Eine stetige Formulierung

Wir ersetzen das diskrete Optimierungsproblem, eine minimum €-dominie-
rende Menge in einem Graphen zu ermitteln, durch ein stetiges Optimie-
rungsproblem iiber dem n-dimensionalen Einheitswiirfel C,,. Dabei orientie-
ren wir uns an einem in [2] beschriebenen Beweis des Satzes 1.1 iiber eine
obere Schranke fiir die Dominanzzahl v in Abhéngigkeit von der Anzahl n
der Knotenpunkte und der Minimalvalenz ¢.

Dort wird mit einheitlicher Wahrscheinlichkeit p = P(i € X) eine zufillige
Menge X von Knotenpunkten gebildet und geeignet zu einer dominierenden
Menge D ergénzt. Der Erwartungwert E(|D|) = f(p), 0 < p < 1, ist dann

eine obere Schranke fiir v und damit gilt auch v < m[(i)rh f(p).
pe K

Nun ordnen wir jedem Knotenpunkt seine eigene Wahrscheinlichkeit zu, in
der zufilligen Menge X zu liegen. Dieser Verallgemeinerungsschritt fithrt zu

Schranken, die sich als scharf erweisen, und war damit Ausgangspunkt dieser
Arbeit.

Satz 2.1 (J. Harant, A. Pruchnewski, M. Voigt [28])
Sei G = (V, E) ein Graph mit V = {1,...,n} und fp : C,, — R mit

RO =Yt Y0 (Y Y T T (-n).

eV eV =0 L‘%‘N(;) jeL  JEN(I)\L

Dann gilt fiir die €-Dominanzzahl

7(G) = grelgln fe(p) -
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Beweis.

Mittels zufélliger und unabhéngiger Wahl von Knotenpunkten ¢ € V' bilden
wir eine Menge X C V', wobei P(i € X) = p; mit 0 < p; < 1 die Wahrschein-
lichkeit dafiir ist, dass ¢ zu X gehort. Mit

Y={ieV\X||ING)NX| <k}

wird die Menge D = XUY eine £-dominierende Menge von G. Fiir den Erwar-
tungswert E(|D|) der Machtigkeit von D erhalten wir wegen der Linearitét
des Erwartungswertes (man beachte, dass X N'Y = () gilt)

E(|D]) = E(IX]) + E(Y]).

Mit der Beziehung (1.6) zur Berechnung des Erwartungswertes der Méachtig-
keit einer zufélligen Teilmenge einer endlichen Menge ergibt sich

E(D|) = Y PieX)+>Y PleY)

= Yopi+ Y P ¢ XAING)NX|<k)
= Yt Pig X) PN NX| <k),

da die Ereignisse (i ¢ X) und (|N(i)NX| < k;) unabhéangig sind (siehe (1.4)).
Das Ereignis (| V(i) N X| < k;) kann in disjunkte Ereignisse zerlegt werden:

(ING)NX|<k) = (INO)NX|=0)V(NGONX|=1)V...
V(NG NX| =k — 1),

Fiir diese paarweise einander ausschlielenden Ereignisse ergibt sich (siehe

(1.1))

PUNG N X| < k)= 3 P(N@) A X|=10).

=0

Um die Wahrscheinlichkeit dafiir zu berechnen, dass genau ¢ Nachbarn von
i in X liegen, betrachten wir /-elementige Teilmengen L C N (7):

P(N@nX[=0= > [Ip II (-p).

LCN(i) jeL jEN(i)\L
NG JEL  jEN(i)\
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Wir erhalten also

E(D) = Spi+ Y0 -p) ;gP(rN(i)mX\—e))

eV %

ZIZ%+ZU—MWE1Z:HM [T (1-p)).

eV eV (=0 LENG JEL  JENG\L

Da es (siehe (1.5)) fiir die Zufallsgrole | D| eine Realisierung gibt, die kleiner
oder gleich ihrem Erwartungswert ist, erhalten wir

< ] .
'm_&&ﬁ@)

Sei nun DE eine t-dominierende Menge von G mit der Méchtigkeit .
Fiir p* = (pj, ..., p}) mit

Pi = 0 sonst

. {1MMED;

wird offenbar 7p = fp(p*), denn die erste Summe ergibt ~g; in der zweiten
Summe wird (1 — pj) = 0, falls ¢ € Dy; fiir ¢ ¢ Dy sind mindestens k;
Nachbarn von 7 in DE und es folgt

S Y e I 0-p)=0.

=0 L\%f\i(;) jEL  jEN(I)\L

k;
¢
Damit ist Satz 2.1 bewiesen. O

2.1.2 Ein Algorithmus fiir vektordominierende Men-
gen

Wir werden einen Algorithmus angeben, der zu einem beliebigen Vektor
p € C,, der Ergebnis irgendeines Naherungsverfahrens fiir das stetige Op-
timierungsproblem fiir 7y aus Satz 2.1 oder zufillig gewéhlt sein konnte,
in O(A?2%n)-Zeit eine ¢-dominierende Menge Dy bestimmt, die in ihrer
Michtigkeit die Schranke fg(p) nicht iiberschreitet. Bei beschrankter Ma-
ximalvalenz A ist dieser Algorithmus sogar linear.
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Zugrunde liegt die Funktion fg : C,, — R aus Satz 2.1,

A=Yt Y0-m(Y Y e I 0-p)

eV eV (=0 L‘%lmz) JEL  FEN()\L

Es ist leicht einzusehen, dass fp die Eigenschaft hat, linear in jeder Kompo-
nente zu sein. Wir nennen solche Funktionen auch multilinear. Folglich sind
lokale und globale Extremwerte von fp in den Ecken p € {0, 1}" des zuléssi-
gen Bereiches C,, zu finden. Alle Ecken abzulaufen, kann nur mit exponentiel-
lem Aufwand O(2") geschehen. Wir finden jedoch in linearer Zeit ein lokales
Minimum p € {0,1}", indem wir vom Startpunkt p € C,, ausgehend nach-
einander alle partiellen Ableitungen untersuchen. Wenn 8%1_ fp1,...,pn) >0,
dann setze p; := 0 sonst p; := 1. Fiir die partiellen Ableitungen gilt wegen
der Multilinearitdt von fg

0
Ip;

fE<p1a7pn> = ff(plavpz - 177pn) _fE(p1a7p’L = anpn)

Da die Betrachtung der Ableitungen nur sequenziell erfolgen kann, muss eine
Abarbeitungsreihenfolge gewahlt werden, die im Allgemeinen lexikographisch
der zugrundeliegenden Knotenpunktnummerierung folgt.

Satz 2.2 (J. Harant, A. Pruchnewski, M. Voigt [28]) Es gibt einen
O(A22%n)-Algorithmus, der fiir einen beliebig vorgegebenen Vektor p € C,,
eine £-dominierende Menge Dy in G mit |Dg| < fe(p) konstruiert.

Beweis.
Gegeben sei ein p € C,,. Wir setzen f* = fp(p).

Bevor wir einen Algorithmus angeben, der uns eine -dominierende Menge
Dg €'V mit den genannten Eigenschaften konstruiert, fithren wir der Uber-
sicht halber zwei Abkiirzungen ein. Fiir das aktuelle p € C,, des Algorithmus
und 7 =1, ...,n seien

Q = Y X IIn II (-p)md

=0 L|%N(Z> jeL  jEN()\L

Rio= > (-p) > Ilm Il (O=p)

JEN(i) LENGNGY REL KENG\(LU{)
—h

Man beachte, dass ); und R; nicht von p; abhéngig sind.
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Algorithmus:

INPUT: p € C,
OUTPUT: t-dominierende Menge Dy mit [Dg| < fg(p)

BEGIN
1. Fort=1,...,n do

ifl1—Q; —R; >0then p;:=0
else p; ;=1

2. Fori=1,...,ndo
if Q; =1 then p; :=1

END
Wir zeigen zuniichst, dass Q; und R; in O(A2?2%)-Zeit berechenbar sind.

Es gibt (?) l-elementige Teilmengen L von N(i) fiir jedes i € V. Jedes

Produkt [[p; ][] (1—p;)hat nicht mehr als d; Faktoren. Die Anzahl der
JEL  FEN(I)\L

Rechenoperationen, um (); zu berechnen, lisst sich somit in folgender Weise

abschétzen:

ki=l /g ki=1 /4. di (d.
> ( Z)dig > < l)AgAZ( ) = A2% < A2%.
= \! = \! = \¢

Um R; zu berechnen sind hochstens

d; 29A
A A < A2
ki —1
Rechenoperationen nétig. Somit arbeitet der Algorithmus in O(A22%n)-Zeit.

Nun zeigen wir, dass die Méchtigkeit der Menge D := {i € V | p; = 1} den
Wert f* nicht iibersteigt und D #-dominierend ist.

Wir zeigen |D| < f*.

Zunéchst dndern wir im 1. Algorithmusschritt das gegebene p so ab, dass der
entstehende Vektor p ganzzahlig mit p € {0,1}" wird. Dann ist fp(p) gewiss
nicht gréfer als f*. Wir wollen letzteres kurz begriinden.

Mit den oben eingefiihrten Bezeichungen wird

fE(p) = sz' =+ Z(l — i) Qs ,

eV 1%
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und fiir die partiellen Ableitungen gilt

(pla cee 7pn)
=1-Q+ > (U-p) X (X Mw I -m))
JEN() (=1 EENG) kel keN()\L
- > - (X IIee II 0-m)
JENE) O SN P
k-2
=1-Qi+ > (1-p) Z( > e I 0-p)
JEN(4) =0 LCN(a)\{}keL keN (H)\(LU{i})

— ()1—29; Z( > T v 11 (1—pk))

JEN (=0 " LENGD KEL  keN(G)\(LU{i)

—1-Qi—Ri.

Im 1. Algorithmusschritt werden somit die Knotenpunkte sukzessive abgear-
beitet, und es wird p; = 0 gesetzt, wenn der Anstieg von fg in pi-Richtung
nicht negativ ist, p; = 1 im anderen Fall, der Funktionswert fp(p) vergréBert
sich bei diesem Vorgehen nie. Damit gilt nach diesem Schritt p; € {0, 1} fir
alled=1,...,nund fe(p1,...,pn) < f~

Im 2. Schritt wird die Menge D = {i € V' | p; = 1} zu einer ¢-dominierenden
Menge korrigiert. Wir zeigen, dass genau dann ); = 1 gilt, wenn ¢ weniger
als k; Nachbarn in D hat, d.h. wenn es keine Teilmenge S C N(i) N D mit
|S| > k; gibt.

Im ersten Fall sei ¢ € V' ein Knotenpunkt mit mindestens k; Nachbarn in D.
Dann gilt p; =1 fiir ein j € N(¢) \ L und damit

I[I A=p)=0
JEN()\L
fiir alle Teilmengen L C N (i) mit |L| < k; und somit @; = 0.

Sei nun im zweiten Fall i € V' ein Knotenpunkt mit weniger als k; Nachbarn
in D, und sei S = N(i)ND. Offensichtlich gilt |S| < k;—1. Fiir die Teilmengen
LQN()mlt |L| =0 <Fk; —1 gilt

1, falls L=25
Hpj H (1_pj):{0 sonst

jeL  jeN@)\L
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Und folglich ist in diesem Fall Q); = 1.

Also gilt @; = 1 genau dann, wenn ¢ weniger als k; Nachbarn in D hat und
demzufolge noch nicht k;-dominiert ist. In diesem Falle wird p; = 1 gesetzt
und ¢ damit zur Menge D hinzugefiigt.

Wir zeigen nun, dass sich fg(p) dabei nicht vergrofert. Wir erinnern uns,
dass abkiirzend

n n

fep) =>_pi+ 3 (1-p)Qs

geschrieben werden kann. Hat p; bereits vor dem 2. Schritt den Wert 1,
so #@ndert sich der Wert fp(p) nicht. Hat p; vor diesem Schritt den Wert
0, dann wird p; = 1 gesetzt. Dabei erhoht sich > p; um 1, wohingegen
iev
sich 3 (1 — p;)@; um mindestens 1 verringert, denn (1 — p;)@; hatte vorher
eV

den Wert 1 und bekommt jetzt den Wert 0. Dabei werden eventuell weitere
Terme (1 — p;)@; ihren Wert von 1 auf 0 &ndern. Somit iibersteigt der Wert
der Funktion fp an der Stelle p nach dem 2. Schritt nicht den Wert dieser
Funktion vor diesem Schritt.

Folglich erhtht sich der Wert von fp wéhrend der Abarbeitung des Algo-
rithmus nicht. Dariiber hinaus gilt fiir alle © € V mit p; = 0 am Ende des
Algorithmus @); = 0, und somit hat ¢ dann mindestens k; Nachbarn in der
Menge D. Damit ist D = {i € V' | p; = 1} eine #-dominierende Menge mit
Dl < f*.

Wie setzen DE = D und der Beweis von Satz 2.2 ist vollendet. O

2.1.3 Bemerkungen

1. In der Literatur ist die £-Dominanz auch als f-Dominanz mit einer
Funktion f :V — Z zu finden [43].

2. Das Optimierungsproblem in Satz 2.1 ist iiber einer kompakten Teil-
menge des R" gegeben und die Zielfunktion fg(p) multilinear. Diese
Eigenschaften lassen darauf hoffen, mittels bekannter stetiger Opti-
mierungsverfahren gute Schranken fiir 7p und damit gute Startpunkte
p € C, fiir den Algorithmus in Abschnitt 2.1.2 zu finden.

3. In den speziellen Fillen (¢ = 1 bzw. £ = 0) arbeitet der Algorithmus
aus Satz 2.2 in O(A?n)-Zeit. Im Falle € = 1 ist das offensichtlich, im
Falle ¢ = 0 wird der verringerte Aufwand aufgrund der Giiltigkeit der
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Beziehung P(|N(i) N X| < d;) = 1 — P(|N(i) N X| = d;) erzielt. Wir
werden darauf im Abschnitt 2.3 {iber unabhéngige Mengen nochmal
zuriickkommen.

4. Wir betrachten den Fall, dass alle Komponenten des Vektors £ gleich
einer ganzen Zahl ¢ mit 1 < ¢ < ¢ sind. Dieses Dominanzkonzept wird
als c-Dominanz bezeichnet und wurde von J. F. Fink und M. S. Jacob-
son [17, 18] eingefithrt. Bekannte Schranken fiir die ¢-Dominanzzahl
sind u.a. [10]

cn

< 2.1
(S 1 (2.1)
und [40]

{i eV |di >k}
eSn - 22

Weitere Resultate fiir v¢ sind in [40], [17], [18], [15], [14] und [3] zu fin-
den. Der Versuch, eine geeignete obere Schranke fiir v¢ aus Satz 2.1 her-
zuleiten, deren Giite sich mit (2.1) bzw. (2.2) vergleichen lésst, schlug
leider fehl.

2.2 Das Dominanzproblem

In diesem Abschnitt behandeln wir das Dominanzkonzept, welches man als
das urspriingliche Dominanzkonzept ansehen kénnte. Jeder Knotenpunkt des
Graphen ist in hochstens einem Schritt von einer dominierenden Knoten-
punktmenge aus erreichbar, und es interessieren natiirlich méglichst kleine
Mengen dieser Art.

Mit € = 1 lasst sich die Dominanz als Spezialfall der &-Dominanz betrachten.
Somit lassen sich die Resultate fiir die Vektordominanz aus Abschnitt 2.1 auf
das Dominazproblem anwenden.

Wir nutzen die Beweisidee von Satz 2.1, um weitere und bessere! Zielfunk-
tionen f, (v = 1,...,4) zu gewinnen, die im Optimum die Dominanzzahl
v ergeben. Dabei verfolgen wir das Ziel, verbesserte Schranken fiir v und
bessere Startwerte fiir realisierende Algorithmen abzuleiten. Diese Algorith-
men ermitteln zu einem gegebenen p € C,, eine dominierende Menge, deren

lim Sinne der auf Seite 9 definierten Vergleichsrelation
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Méchtigkeit die entsprechende Schranke f,(p) nicht iibersteigt. Ein Teil der
Resultate ist von uns in [38] veroffentlicht worden, Ergénzendes in [23] zu
finden.

Wir nehmen stets eine zufillige Knotenpunktmenge X C V(G), wobei jeder
Knotenpunkt ¢ mit einer eigenen Wahrscheinlichkeit p; in X liegen moge.
Aus X erzeugen wir im Sinne einer nachtriglichen Korrektur eine domi-
nierende Menge D,(X) (v = 1,...,4). Die Funktionen f, : C, — R ent-
sprechen dann den Erwartungswerten der Grofen |D,(X)|. Dabei entsteht
D;(X) aus X durch Hinzunahme aller bisher noch nicht durch X dominier-
ten Knotenpunkte. Mogen diese Knotenpunkte die Menge Y bilden. Der sich
ergebende Erwartungswert fiir | D;(X)| wird nicht weiter abgeschétzt. Do(X)
entsteht aus X durch Hinzunahme einer dominierenden Menge in G[Y]. Fiir
die Berechnung des Erwartungswertes von |Dsy(X)| wird eine Abschétzung
von y(G[Y]) nach oben verwendet. Mit einer weiteren Abschéitzung ergibt
sich f3. Bei D4(X) wird D;(X) noch um eine moglichst groffe unabhéngige
Menge der in G[Y] nicht isolierten Knotenpunkte verringert. Die Méchtigkeit
dieser Menge wird nach unten abgeschétzt.

2.2.1 Eine stetige Formulierung

Seien die Funktionen f, : C, — R fiir v = 1,...,4 in der folgenden Weise
definiert:

A = X (p+ =p) IT (1=py)),

v JENG)
fap) = ; (pi + ; (1- pi)jelj_vl(i)(l - 1))
a2 ((1 - pi)jelj_vl(i)(l 1)
.(1 : Z;(_DZH L%ZNf? ( ke(_LEJLNHU))\N[z](l R m)))) 7
B = X (nep0 - 11 (1-2)
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= Y (p+0-p) [] 01—p))

icV FEN(3)
52 (-p) T -p) T1 0 -p0).
eV JEN(5) keN»(i)
) = Y (m+0-p) I 0-p))
s JEN(i)
1
_ — D 1-— ' —PE)) -
§(1+di(1 p)jel;[(i)( P )kel]g(i)(l )

Satz 2.3 (A. Pruchnewski [38]) Seien G = (V, E) ein Graph mit |V| =
nund f, : C, — R (v = 1,...,4) wie oben definiert. Dann gilt fiir die
Dominanzzahl

V(G)_ﬁléglfl/( )7 1/21,...,4.

Beweis.

Seien X C V eine zufillige Menge mit P(i € X) =p; € [0,1]J und Y = {i €
VX | N@G)NX =0} die Menge aller Knotenpunkte, die nicht in X liegen
und nicht von X dominiert werden. Mit Y’ bezeichnen wir die Menge aller
nichtisolierten Knotenpunkte in dem von Y induzierten Untergraphen G[Y],
mit U eine minimum Dominanzmenge in G[Y] und mit S die Menge aller
isolierten Knotenpunkte in G[Y]. Dann sind sowohl X UY als auch X UU
dominierende Mengen in G.

Die Erwartungswerte der Méchtigkeiten dieser Mengen ergeben obere Schran-
ken fiir 7. Unter Beachtung der Linearitétseigenschaft des Erwartungswertes
ergeben sich die folgenden Beziehungen.

V< BIXUY]) = E(X)+B(Y]). (2.3
Y <B(XUU) = E(X)+EG(C])
< B(X|) + 5(B(Y]) + E(S]) (24)

wegen Satz 1.5,

v<E(XUU) = E(X])+E(S) + EQ(GY)
E(|X]) + E(IS)) + E(Y]) = E(a(G]))

= E(X])+ E([Y]) - E(a(G[Y"])) (2.5)

IA

wegen Satz 1.4.
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Nachfolgend berechnen wir E(|X|) und E(|Y]), geben fiir E(]S|) sowohl
einen exakten Ausdruck als auch eine Abschétzung nach oben an und leiten

eine untere Schranke fiir E(a(G[Y'])) her.

E(X]) = Y PlieX)=> p.

E(Y]) = :z‘:‘:P(ieY):gP(igéX)-P(N(i)ﬂX:@)
= 2. (1=p) 1] (1=py).
S = Z{ez'VeY|Ngz'E)Nr(WZ)Y:®}
- {igxiwonx=0a( A NONX£0)}

JEN(i)

= {iex1v@nx =0a( A VG\NENX #0)}.

JEN()

Da die Ereignisse (N (i) N X = () und ((N(j) \ N[i]) N X # 0) unabhéngig

sind, erhalten wir

E(S)) = Y PlI¢XANGNX=0)A( N\ (NG)\ N NX #0)

% JEN ()
= Zp(ie,éX)-P(N(z‘)sz(Z))
P( A\ (N AN NX #0)).
JEN(5)

Mit der Betrachtung des Komplementérereignisses ergibt sich

E(1S]) = > P(i¢X)-P(NG)NX =10)

eV

(1=P( V ((NGANEDNX =)

JEN(3)

Fiir j € N(i) definieren wir die Ereignisse

Aji= ((NG)\N[)n X =0)

und schliefen mit der Siebformel von Poincaré (siehe (1.2))

P(U 4) = > HFP(N) 4)

FEN(4) P£LCN(4) jeL



26

KAPITEL 2. DOMINANZ

d;
= (=17 X0 P 4)
=1 LCNG)  jeL
|L|=¢
d

N

Y Y (I a-w).

LENG) ke(|J NG)\NTI

~
—_

Zusammengefasst erhalten wir

E(|S]) = Z((l—pi) II (—p))

eV JEN(D)

d;
(-2 s (T a-w)) e
=1 TENQ kel _UL NG)\N[]

Unter Ausnutzung des Begriffs der Ubernachbarn N (i) kann E(|S]) in fol-
gender Weise weiter abgeschétzt werden (siehe auch [23]).

E(|S])

ZP(z’ €9)
Y PheYA( N\ NGNX#0))
i€V JEN(3)

Y PEg XAN@GHNX =0)A(N2(i) N X #0)),

iV

denn das Ereignis /\ N(j) N X # 0 zieht das Ereignis
JEN()

Ny(i) N X # 0 nach sich, falls N[{j N X # 0.

S P(i ¢ X)- P(N(i) N X = 0) - P(Na(i) N X #0)

iev

St=p) IT A=p)(1= TI 0=py). (2.9)

eV JEN(4) ke Ny (i)

Die Idee fiir die nachfolgende Herleitung einer unteren Schranke fiir
E(a(G[Y"]) ist der Arbeit [23] von F. Goring und J. Harant entnommen.

Wir definieren uns fiir jeden Knotenpunkt ¢ € V' eine Zufallsvariable Z; mit

-

1
1+d;°

0

falls 1 € V(G[Y"])

sonst
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Daraus konnen wir mit Satz 1.6, der Caro-Wei-Schranke fiir die Unabhéngig-
keitszahl, folgern

B(a(GD) > B Z)=Y B(Z)=Y + —PlieY)

ZGV eV eV
— Z (¢ XANGHNX=0AN@G@)NY #0).
V

1+d;

d

Da d; > 1, folgt mit i ¢ X aus N(i) NY = () die Beziehung Ny (i) N X # 0,
bzw. aus Ng()ﬂX () folgt N(i) NY # (). Damit gilt

E(a(G[Y']) > . Pig XANGHNX=0AN(i)NX =0)
v ltdi
1 :
= iez‘/1+diP(z¢X)-P(N()ﬂX 0) - P(No(1) N X = 0)
1
- 1—ps 1 - p; 1— ). 2.10
ZEZV A )jell_\f[(i)( p )keljg(i)( Pr) (2.10)
Mit (2.3), (2.6) und (2.7) folgt v < fi(p) fur alle p € C
Mit (2.4), (2.6), (2.7) und (2.8) folgt v < fo(p) fir alle p € C,,.
Mit (2.4), (2.6), (2.7) und (2.9) folgt v < f3(p) fiir alle p € C,,.
Mit (2.5), (2.6), (2.7) und (2.10) folgt v < f4(p) fur alle p € C,,.
Somit gilt

< Lp), v=1,....4.
v < ﬁIelgif() v

Sei nun D* eine minimum dominierende Menge von G, d.h. |D*| = ~. Und
sei p* = (pi, ..., p,) mit

pi = 0 sonst

. {1, falls i € D*

Da dann » p; =~ und (1 —p;) [] (1—p;) =0 fiir alle i € V gilt, folgt

eV JEN()
v=fp*) (nu=1,...,4).
Satz 2.3 ist bewiesen. 0

Bemerkung: Fiir v = 1 folgt die Aussage des Satzes 2.3 mit £ = 1 auch
direkt aus Satz 2.1.



28 KAPITEL 2. DOMINANZ

Satz 2.4 (A. Pruchnewski 2002) Seien f, : C, = R (v =1,...,4) wie
oben definiert. Dann gilt

hiz2fi=>f3>fe.

Beweis.
Es gilt fi > f4, da

1
i) = file) =X (7 =p) IT (=) TI A =p) 20
i€V g JEN(4) kEN2(1)
fiir alle p € C,, gilt.
Es gilt fy > f3, denn
1 1
fale) = fs0) =3 (5 = 77) 0 =) IT (1=py) TT (1=p) 20,

eV JEN() keNa (i)
da wir Graphen ohne isolierte Knotenpunkte betrachten und folglich

5~ 1pq 2 0 fiir alle i € V gilt.

Offensichtlich gilt f3 > f5, denn f3 unterscheidet sich von f5 nur durch das
Einsetzen einer Abschéitzung nach oben fiir E(|S|) bei der Berechnung dieser
Funktionen im Beweis von Satz 2.3.

Damit ist Satz 2.4 bewiesen. O

2.2.2 Algorithmen fiir dominierende Mengen

Wir geben Algorithmen an, die fiir einen gegebenen Vektor p € C,, dominie-
rende Menge finden, deren Méchtigkeit die Werte f,(p) (v = 1,...,4) nicht
iibersteigt. Die Idee des Algorithmus aus Abschnitt 2.1.2 fiir £-dominiernde
Mengen war es, ausgehend von einer multilinearen Funktion f : C, — R
durch ,Hinabrutschen“ entlang der Geraden in p;-Richtung (i = 1,...,n)
ein lokales Minimum von f in einer Ecke p = {0,1}" des C,, zu finden. Die
durch D = {i € V | p; = 1} definierte Menge wird dann zu einer dominie-
renden Menge korrigiert, ohne dass sich dabei der Wert f(p) gegeniiber dem
Ausgangswert erhoht. Es gilt dann |D| < f(p). Diese Idee ist jedoch nur fiir
f1 nutzbar. Als Folgerung aus Satz 2.2 ergibt sich der néchste Satz.

Satz 2.5 Es gibt einen O(A%n)-Algorithmus, der fiir einen beliebig vorge-
gebenen Vektor p € C,, eine dominierende Menge D von G mit |D| < fi(p)
konstruiert.
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Algorithmus fiir fi:

Qi = ]I 1-p)

JEN(9)
Ry == Y (-p) II (—m)
JEN() keN()\{i}
INPUT: p € C,
OUTPUT: dominierende Menge D mit |D| < fi(p)

BEGIN

1. Fort=1,...,n do
if1—Q; — R; >0then p;:=0
else p; :=1

2. Fori=1,...,ndo
if Q; =1 then p; =1

END

Hinter den Algorithmen fiir f5, f3 und f; steckt eine andere Herangehenswei-

se. Erinnern wir uns dazu an den Beweis des Satzes 2.3. Um eine dominie-

rende Menge zu erhalten, deren Méachtigkeit die obere Schranke 51116151 fa(p)
eCn

einhélt, hatten wir eine zufillige Knotenpunktmenge X mit einer dominie-
renden Menge in G[Y| vereinigt. Dabei war Y die Menge aller durch X noch
nicht dominierten Knotenpunkte. S war die Menge aller isolierten Knoten-
punkte in G[Y] und Y’ = Y\ S. Betrachte nun in G[Y”] einen aufspannenden
Wald?, fiarbe die Knotenpunkte dieses Waldes mit zwei Farben. Die kleinere
der beiden Farbklassen sei F'. Dann ist F' in G[Y'] dominierend und |F| ent-
spricht wegen |F| < % der verwendeten Abschitzung fir y(G[Y"]), die fir
die Berechnung von f5 und f3 im Beweis des Satzes 2.3 benutzt wurde. Damit
ist D = X USUF eine dominierende Menge. Der nachfolgende Algorithmus
liefert fiir ein gegebenes p € C,, im ersten Schritt eine Ecke des C,,, die einer
Teilmenge X C V zugeordnet werden kann. Konstruiert man Y, Y’ .S und
F'in der beschriebenen Weise, dann gilt

|ID| = [XUSUF| < fa(p) < f3(p).

2Das ist ein kreisfreier Untergraph mit maximaler Kantenanzahl, der alle Knotenpunkte
enthalt.
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Algorithmus fiir f,, v = 2,3:
INPUT: p € C,
OUTPUT: dominierende Menge D mit |D| < f,(p)

BEGIN

1. Fori=1,...,ndo

if 8%ﬁ_f,,(pl, ..oyPn) = 0 then p; :==0
else p; := 1.

Berechne Y, Y’, S und F' wie oben beschrieben

3. D:=XUSUF

END

Da aipi f1(p1, - .., pn) in O(A*)-Zeit berechenbar ist, hat der Algorithmus einen
Aufwand von O(A'n).

Um eine dominierende Menge zu erhalten, deren Méachtigkeit die obere Schran-
ke 1gmcn fa(p) einhélt, hatten wir eine zuféllige Knotenpunktmenge X mit der
€Cp

Menge Y aller von X nicht dominierten Knotenpunkte vereinigt und dann
um eine maximum unabhéngige Menge I in der Menge Y’ der nicht isolierten
Knotenpunkte in G[Y'] verringert.

In [7] wird gezeigt, dass es fiir einen Graphen H mit ny Knoten und mpy
Kanten einen O(ny + my)-Algorithmus A gibt, der in H eine unabhéngige

Menge einer Kardinalitdt nicht kleiner als > 5 +1 - findet.
i€V (H) ‘

Der néchste Satz ist eine Folgerung aus einem Resultat von F. Goring und
J. Harant [23].

Satz 2.6 Es gibt einen O(A*n)-Algorithmus, der fiir einen beliebig vorge-
gebenen Vektor p € C,, eine dominierende Menge D von G mit |D| < fu(p)
konstruiert.

Beweis.
Wir geben zunéchst einen Algorithmus an.

Algorithmus fiir f;:

INPUT: p € C,
OUTPUT: dominierende Menge D mit |D| < f4(p)
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BEGIN

1. Fort=1,...,n do

if go-fa(pr,. .. pa) > 0 then p; == 0
else p; := 1.

Berechne Y, Y’ und I mit Hilfe von A

3. D:=XU(Y\I)

END

Wir zeigen, dass dieser Algorithmus den Anforderungen des Satzes geniigt.
Sei f* = fs(p), wobei p der Startvektor des Algorithmus ist. Nach dem
1. Schritt ist das aktuelle p € {0,1}" ein ganzzahliger Vektor, der Wert f4(p)
ist dabei nicht gestiegen.

Mit den obigen Bemerkungen ist D = X U (Y \ I) eine dominierende Menge,
und es gilt (siche Beweis von Satz 2.3)

fi(p) = E(IX]) + E(IY]) — E(|I]) = |D|,

da |S| = E(|S]) fiir deterministische Mengen S gilt. Der Wert fy(p) steigt
auch nach dem 3. Algorithmusschritt nicht. Somit gilt |D| < g*.

Es ist leicht einzusehen, dass a%_ fa(p1, ..., pn) in O(A?)-Zeit berechenbar ist
und der Algorithmus damit einen Aufwand von O(A*n) hat. O

2.2.3 Einige Schranken fiir die Dominanzzahl

Fiir jeden Vektor p € C,, erhilt man mit f,(p) (v = 1,...,4) aus Ab-
schnitt 2.2.1 obere Schranken fiir v. Wir erldutern das Gewinnen guter Schran-
ken durch die Wahl geeigneter p = (p1,...,p,) am Beispiel von v = 1 und
v=3.

Zunichst zeigen wir die Ableitung der Alon-Spencer-Schranke (Satz 1.1) und
der Caro-Roditty-Schranke (Satz 1.2) aus der Beziehung (siche Satz 2.3)

v = min fi(p), wobei fi(p)=">_ (pi +(1-p) ] Q —pj)> :

peCn iev JEN(D)
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Mit p; =p € [0,1] (i =1,...,n) ergibt sich

< mi 1 —p)hitt 2.11
v < £%h@p+§;( p)* ) (2.11)
< mi 1—p)°*H 2.12
_IgﬁﬂQH% p)’) (2.12)
< mi —P(O+D) 2.13
< e+, 2.13)
dal—p<e™®.
Das Minimum von n(p—ke*p(‘;“)) in (2.13) wird fiir p = ln((;il) angenominen,

1

das Minimum von n(p—i— (1 —p)5+1) in (2.12) fiir p = (1 — ﬁ)g. Es ergeben
sich die Alon-Spencer-Schranke (Satz 1.1)

_ n(l+1In(s + 1))
7= 0+1 ’

bzw. die Caro-Roditty-Schranke (Satz 1.2)

7(G) < n(l — (5( ! >1+};> :

d+1
1
Setzen wir p; = mgil) bzw. p = (1 — 64%1)6 (1t =1,...,n), so liefert der in

Satz 2.5 vorgestellte Algorithmus einen konstruktiven Beweis dieser Schran-
ken.

Ziehen wir zusétzlich die Menge Vs C V aller Knotenpunkte, deren Valenz
grofer als die Minimalvalenz ¢ ist, in Betracht, kénnen wir im Falle nichtre-
guldrer Graphen Schrankenverbesserungen erzielen. Folgende Verbesserung
der Caro-Roditty-Schranke (Satz 1.2) gewinnen wir aus der Relation (2.11).

Satz 2.7 (J. Harant, A. Pruchnewski [27]) Sei G = (V, E) ein nichtre-
guldrer Graph mit n Knotenpunkten und Minimalvalenz §, und seien

9:<H (di—5)>ﬁ unda:i > di,

1€Vsy Ns+ 1€V

wobei Vs, ={i e V| d; >} und ns = |Vs4|.
Dann gilt fiir die Dominanzzahl

. d+1+4+a
¥(G) < min (np+n(l —p)*" = nsgp(1—p)~ 2 )
p€[0,1]
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Beweis.
Es gilt (siehe (2.11))

v < min (np + Z p)% +1) < min (np +n(1 — p)5+1>

pel0,1] p€[0,1]

i=1
Fiir ein festes p € [0, 1] sei

& = n(l—p)’" =3 (1-p*

=1

_ 5+1z( d 5)

= (1-p°* 210(1 +(Q=p)+.. (A —p) ).

33

Da das arithmetische Mittel stets grofler oder gleich dem geometrischen Mit-

tel ist, erhalten wir

& = )Y (i~ 0)(1 - p) T
=1
— Ty S (di—6)(1— P

1€Vsy

Wir nutzen erneut die Relation zwischen dem arithmetischen Mittel und dem

geometrischen Mittel. Es folgt

1 Ho+1+-1 > ds
& = nse( ]I <di—6>)"5+p<1—p>2( 55
i€Vsy
S+1+a

= ngpgp(l —p) 2

und mit

: _\0+1
7 < min (np+n(1—p) &)

die Behauptung.

(2.14)

O

Die Schranke aus Satz 2.7 ist natirlich nur dann eine wesentliche Verbes-
serung der Caro-Roditty-Schranke (Satz 1.2), wenn A — ¢ klein ist und die



34 KAPITEL 2. DOMINANZ

Anzahl n — ns, der Knotenpunkte mit Minimalvalenz ¢ ebenfalls klein wird,
denn die effektive Verbesserung e, lasst sich mit

S+1+4a

(5+A+1)

1
€po > N5+ 9Po(1 — po) > n54po(1 — po)?

nach unten abschétzen, da g > 1 und a < A. Dabei sei py die Minimalstelle
n (2.14).

Wir wollen weitere Schranken fiir v aus der Beziehung

7 = min f3(p) mit
fsp) = X (m+—p) II 0=py)
eV JEN(i)
»Z(l—pz [T a-p) II 0-p))
i€V JEN(3) keNa (i)
gewinnen.

Um eine moglichst kleine dominierende Menge zu erhalten, verwenden wir
die Heuristik, dass p; so in Abhéngigkeit von der Valenz d; gewahlt wird,
dass p; mit d; streng monoton wachst und Knotenpunkte hoher Valenz mit

hoherer Wahrscheinlichkeit zur dominierenden Menge gehoren als Knoten-
1

punkte geringerer Valenz. Setzen wir p = (py,...,p,) mit p; = 1 — (d H)S
(t=1,...,n) in f3(p) ein, so erhalten wir v < S; in Satz 2.8.

Zwei weitere Schranken fiir v erhalten wir mittels f3(p), indem zunéchst
pi =p € [0,1] fiir alle i = 1,...,n gesetzt wird. Es ergibt sich

1 .
< min (np+ 3 (1 =)t — 2 37(1 — p)deriHNaG)
T Pel0, 1]( Y i€V 2 iev( ?) )
1 2
< np+(1-p)°tH) - in(l —p)2 ! fiir alle p € [0,1]. (2.15)

Mit p = ln(s‘j:rll folgt aus (2.15)

y o< n(POED g ROy L O Dyst

5+ 1 S+1 2 5+ 1

als Verbesserung der Alon-Spencer-Schranke (Satz 1.1), da 1 — z < e™* fiir
In(5+1)

31 und damit

alle x € R, insbesondere fiir x =

(1 In( + 1))a+1 1

< —.
d+1 T o+1
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Setzen wir p =1 — (ﬁ)% in (2.15), so erhalten wir
1 \} 11 A%
< 1 Y o o = _ = )
7= n( (1) (5+1) 2(5 1)

1 \1+3 —
= (105" 56 )

als Verbesserung der Caro-Roditty-Schranke (Satz 1.2).

Mit den vorangegangenen Bemerkungen ist die Giiltigkeit des nachfolgenden
Satzes gezeigt.

Satz 2.8 (A. Pruchnewski 2002) Sei G = (V, E) ein Graph mit |V| = n,

Valenzen d; (i =1,...,n) und Minimalvalenz §. Dann gilt:
1@ = Z(l_<d-il)§+(di ) 1 ( )6)
% t v geN
1 1 \! !
_516‘/ <( d; >5j€1;7[(1)(d +1 klz;[ dk+1>6) =5
+G) < n(ln((5(5++11) n ( ln5(5+—|-1 ) ;( ln((s(5++11))A2+1) _.g,

A241

1 i1 1
(-0 " —3Gp) ) =

2.2.4 Bemerkungen

=

a
A
S

1. Die Schranken S5 und S3 in Satz 2.8 sind nicht vergleichbar. Um das
einzusehen, setze man 6 = A = 2 bzw. § = A = 4. Das ergibt im ersten
Fall S5 < S3 und S, > S3 im zweiten.

Fiir reguldre Graphen stimmen S; und S; iiberein, somit sind die
Schranken S; und S5 nicht vergleichbar.

Dass fiir alle Graphen S; < S3 gilt, kann an dieser Stelle nur vermutet,
jedoch nicht gezeigt werden.

2. In [23] verkleinern F. Goéring und J. Harant bei der Konstruktion von D
auch die Menge X. Dazu werden alle i € X betrachtet, deren Nachbar-
schaften vollstindig in X liegen, und diese in einer Menge X’ zusam-
mengefasst. Dann sei X” die Menge aller ¢« € X', die mindestens einen
Nachbarn in X \ X’ haben. Die im Beweis von Satz 2.3 beschriebenen
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Mengen X UY und X UU konnen nun um X" verkleinert werden und
bleiben dennoch dominierend in G. Es ergibt sich

- i v 5 :17"'747
7= join g (p), v

wobel

gu(p) = fl/(p) - E(|X”|>7 v=1,...,4

und

E(X")=>_p( ]I )Pm)(l— II @=p).

eV meN (i kEN2(i)

Die Funktionen g, (v = 1,...,4) verhalten sich im Vergleich unterein-
ander genauso wie die entsprechenden Funktionen f, (siehe Satz 2.4).
Es gilt g1 > g4 > g3 2 ga.

In (23] wird ein O(A%n)-Algorithmus angegeben (siehe auch Satz 2.6),
der fiir einen Graphen G und ein p € C,, eine dominierende Menge D
mit |D| < g4(p) bestimmt.

Um eine dominierende Menge D mit |D| < ¢;(p) zu ermitteln, kann
der Algorithmus aus Satz 2.5 in folgender Weise abgeéindert werden.

Algorithmus fiir g¢;:

INPUT: p € C,
OUTPUT: dominierende Menge D mit |D| < ¢1(p)

BEGIN

1. Fori=1,...,n do
if %gl(pl,...,pn)z()thenpi =0
else p; :=1
2. X ={ieV|p =1}
X' ={ie X|N@{)CX}
X"={ie X'|NGH)N(X\X")#0}
3. Fori=1,...,n do
if i € X” then p; :=0
4. Forv=1,...,n do

if J[ (1—pj)=1thenp;:=1
JEN(9)
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END
Um eine dominierende Menge D mit |D| < g,(p) in den Féllen v = 2
bzw. v = 3 zu bestimmen, wird der Algorithmus fir f, (v = 2,3)

auf Seite 30 in der Weise abgeédndert, dass im 2. Schritt zusétzlich
X’ und X" berechnet werden, anschliefend wird im 3. Schritt D :=
(X \ X”)U S U F ausgegeben.

3. Wenn obere Schranken fiir die Dominanzzahl v(G) eines Graphen G
nur von der Knotenpunktanzahl n abhéngig sein sollen, ist Folgendes
zu beobachten:

Ohne Einschriankungen an ¢ gilt v < n.
Fir o > 1gilt vy < % (Satz 1.5).

Fiir zusammenhéngende Graphen mit n > 7 und § > 2 gilt
v < 2?” [11].

In zusammenhédngenden Graphen mit 0 > 3 gilt v < %” [39].

Die Caro-Roditty-Schranke (Satz 1.2) ist kleiner oder gleich 22, wenn
d > T vorausgesetzt wird, die Alon-Spencer-Schranke (Satz 1.1) ist
kleiner oder gleich %” fiir 6 > 8. Dabei gilt stets

Caro-Roditty-Schranke < Alon-Spencer-Schranke ,

obgleich letztere nahezu optimal ist (siche [2]).

2.3 Die Unabhingigkeitszahl und maximum
unabhingige Mengen

Obgleich sich diese Arbeit mit Dominanzkonzepten befasst, wollen wir einige
Bemerkungen zu unabhéngigen Mengen einflechten, da das Komplement ei-
ner unabhéngigen Menge 0-dominierend ist. Weitergehende Ergebnisse sind
u.a. in [25], [26] und [30] zu finden.

2.3.1 Eine stetige Formulierung des Problems

Eine maximum unabhéngige Menge eines Graphen G entspricht dem Kom-
plement einer minimum Uberdeckung (siche Satz 1.3) bzw. einer minimum
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0-dominierenden Menge. Eine Menge T' C V' ist 0-dominierend, wenn fiir alle
i € VAT die gesamte Nachbarschaft N (i) in 7" liegt. Dann hat jede Kante des
Graphen einen Endknoten in 7". Damit ist 7" eine Uberdeckung im Graphen.

Sei X eine zufillige Knotenpunktmenge und
Y={ieV\X||INWNX|<d}

die Menge aller Knotenpunkte, die nicht in X liegen und nicht alle Nachbarn
in X haben. Dann ist X UY eine Uberdeckung.

Sei P(i € X) = p; € [0,1]. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass i € V' nicht
alle Nachbarn in X hat, ist dann

P(NG)NX|<d)=1-P(NG)NX|=d)=1— ][ pm.

meN (i)

Mit E(|X|) =Y piund E([Y]) =) (1—p;))(1— J] pmw) erhalten wir aus

eV eV meN (3) .
dem Beweis des Satzes 2.1 mit € = 0 Aussagen iiber die Uberdeckungszahl (3
und damit auch iiber die Unabhingigkeitszahl «.

Satz 2.9 (J. Harant, A. Pruchnewski, M. Voigt [28]) Sei G = (V, E)
ein Graph mit n Knotenpunkten. Dann gilt fiir die Uberdeckungszahl

5@ = g 3+ G-pi= T )

meN (i

und fiir die Unabhéngigkeitszahl

o(G) = n—min > (pl (1-p)1— I pm))

peCn eV meN (7)

= max > (1—p;) [[ pm- (2.16)

peCn eV meN (i)

In [1] und [26] werden weitere stetige Optimierungsprobleme fiir o angegeben.
An dieser Stelle sei eines von ihnen hervorgehoben, ein klassisches Resultat
von T. S. Motzkin und E. G. Straus aus dem Jahre 1965 [35]. Dieses Re-
sultat hat im Orginal eine andere Formulierung und wird dort mit anderen
Methoden als den von uns verwendeten bewiesen.

2
Zi Di
Yo~ e 2( v pi) . (2.17)
O#PECn Xicy P; + 22 (i j)eE(c) Dibj
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2.3.2 Schranken mittels verallgemeinerter Bipartitio-
nen

Untere Schranken fiir o erhélt man aus (2.16) bzw. (2.17) durch Einset-
zen eines beliebigen p € C,,. Man wird dabei natiirlich bestrebt sein, dem
tatsdchlichen Optimum méglichst nah zu kommen. Desweiteren gewinnt man
Schranken durch Einschrinkung des zulédssigen Bereiches C,,.

Zunichst optimieren wir iiber C; = [0,1] und setzen in (2.16) und (2.17)
jeweils p; =p € [0,1] (i =1,...,n), so erhalten wir Schranken

n(A)A

— 2.1
A+1VA+1 (2.18)

o > max 1— > max n(l — A—
ma 1}262; p)p" = maxn(l - plp

aus (2.16) sowie

Tl2

>
“n—+2m

(2.19)

aus (2.17).

Beide Schranken sind nicht besser als die Caro-Wei-Schranke (Satz 1.6), denn
es gilt

2

n ( A )A< n

A+1\A+1 n—+2m’

da 2 < A und Aﬁl < 1, und
n? 1

< =
n+2m_iezvdi+1’

da das harmonische Mittel der Zahlen ﬁ (i =1,...,n) kleiner oder gleich
ihrem arithmetischen Mittel + =
iev

d+1

Nun schriinken wir den zuléssigen Bereich C,, auf Cy = [0, 1]? ein. Fiir alle
anderen in dieser Arbeit behandelten Dominanzkonzepte gehen wir mit einer
solchen Einschrinkung zu paaren Graphen iiber, siehe Kapitel 4. Da aber
INDEPENDENT SET fiir paare Graphen polynomial ist (siehe [31] und Be-
merkungen am Ende des Abschnittes), lohnt sich ein solcher Zugang an dieser
Stelle nicht. Die nachfolgenden Bemerkungen sollen andeuten, wie man iiber
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die Betrachtung von Partitionen der Knotenmenge, insbesondere Bipartitio-
nen, auch zu Resultaten fiir Dominanzprobleme kommen kann. Darauf wird
dann im Abschnitt 4.3 néher eingegangen.

Fiir einen nicht notwendig paaren Graphen betrachten wir verallgemeinerte
Bipartitionen. Wir fiithren eine Zerlegung von V' = V;UV; in disjunkte Mengen
Vi und V, durch. Fiir ¢ € V; (j = 1,2) seien d die Anzahl der Nachbarn in
der Menge, in der i liegt, und d; die Anzahl der Nachbarn in der Menge, in der
i nicht liegt. Seien n; = |V;|, A’ = max{dj|i € V;} und A7 = max{d;|i € V}}
fir 7 = 1,2. Man beachte, dass ein paarer Graph vorliegt, falls df = 0 fiir
alle 1 € V gilt.

Im Optimierungsproblem (2.16) setzen wir p; = ¢; fir i € V; und p; = ¢ fiir
1 € Vo und folgern

df d; d d
a > max 1— gt 1— i G
T (q1,92)€C2 (zez\;l( 7)1’ 2 ZEXV%( )0 ¢ )
A” A, A/ A”
Z max (nl(l_q1>Q11QQ1 +n2<1—q2)q1 2q22).
(q1,g2)€C2

Damit gilt der folgende Satz.

Satz 2.10 Sei G = (V, E) ein Graph mit einer Zerlegung {Vi, V2} und
f : CQ — R mit

A// A/ A/ A//
fla @) =m(l—q)a 6" +ne(l —g)d°e:”

Dann gilt fiir die Unabhéngigkeitszahl

> max , .
= (gr)eCs fla1, ¢2)
Es gelingt nicht, den Maximalwert von f, der nun mit der Einschrinkung
auf Cy auch im Inneren des Bereiches angenommen werden kann, allgemein
und explizit anzugeben.

2.3.3 Bemerkungen iiber Algorithmen fiir unabhingi-
ge Mengen

1. In paaren Graphen gilt 3(G) = a,(G) < § (Satz von Kénig [41]),
die Michtigkeit einer kleinsten Uberdeckung ist gleich der Anzahl der
Kanten in einem maximum Matching. Das Finden eines maximum Mat-
chings und somit einer minimum Uberdeckung ist mittels eines polyno-
mialen Algorithmus (z.B. Algorithmus von Ford und Fulkerson [19] fiir
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paare Graphen) moglich. Damit ist INDEPENDENT SET fiir paare
Graphen polynomial.

2. Zu jedem gegebenen p € C,, (z.B. als Niherungslosung der Probleme in
Satz 2.9) liefert der Algorithmus aus Satz 2.2 mit £ = 9 in O(A%n)-Zeit
eine Uberdeckung 7' C V' des Graphen G = (V| F) mit

71X (m+ =m0 = T pw)

eV meN (i)

bzw. das Komplement einer unabhéngigen Menge [ C V' mit

[ >> (1=p) Il pm-

eV meN (i)
Leider kennen wir keinen geeigneten Startwert fiir diesen Algorithmus,
der eine unabhéngige Menge liefert, deren Méchtigkeit die Caro-Wei-
Schranke (Satz 1.6) einhélt. In [7] beschreiben Y. Caro und Z. Tuza
jedoch einen polynomialen Algorithmus fiir diese Problematik.

In [29] geben J. Harant, Z. Ryjacek und I. Schiermeyer eine Bedingung
an den Graphen G in Form verbotener induzierter Untergraphen an,
unter der der bekannte Greedy-Algorithmus® MIN [36] zum Finden ma-
ximaler unabhéngiger Mengen stets eine maximum unabhéngige Menge
in G und somit den exakten Wert fiir o in Polynomialzeit liefert.

Ergéinzendes iiber Algorithmen zum Finden unabhéngiger Mengen in
Graphen enthalten u.a. die Arbeiten [25] und [30].

3. In [26] wird die Beziehung
@ = max (sz Z pzp])

pecn Mgy (1.§)€E(G)

bewiesen und ein O(An)-Algorithmus aufgezeigt, der zu einem gegebe-
nen p € C,, eine unabhéngige Menge [ mit

1= (>p- Y )
eV (i) €E(G)
liefert.
4. In [1] werden weitere stetige Formulierungen fiir das Unabhéngigkeits-

problem angegeben und entsprechende Algorithmen rechentechnisch an
Beispielen auf Konkurrenzfihigkeit getestet.

3Losche im Graphen rekursiv alle Nachbarn eines Knotenpunktes mit (im aktuellen
Graphen) kleinster positiver Valenz.



Kapitel 3

Das totale Dominanzproblem
als stetiges
Optimierungsproblem

Total dominierende Mengen sind dominierende Mengen mit der Eigenschaft,
dass jeder Knotenpunkt des Graphen dominiert wird, d.h. der durch eine to-
tale Dominanzmenge induzierte Untergraph enthilt keine isolierten Knoten-
punkte. Eingefiihrt wurde das Konzept der totalen Dominanz von E.J. Cockay-
ne, R.M. Dawes und S.T. Hedetniemi [9].

Mittlerweile sind eine Vielzahl von Dominanzkonzepten entwickelt worden.
Aber nicht alle von ihnen eignen sich fiir unsere in Kapitel 2 ausfiihrlich an-
hand der Dominanz durchgefiihrte Herangehensweise iiber die wahrschein-
lichkeitstheoretische Methode. Das totale Dominanzkonzept wurde von uns
gewahlt, da sich total dominierende Mengen lokal iiber néchste Nachbar-
schaften charakterisieren lassen.

In Analogie zum Ubergang von der Dominanz zur Vektordominanz in Kapi-
tel 2 wird in diesem Kapitel eine Verallgemeinerung der totalen Dominanz,
die totale Vektordominanz oder auch totale £-Dominanz, definiert. In der
Literatur ist die totale £-Dominanz auch als totale f-Dominanz mit einer
Funktion f:V — Z zu finden [43].

Gegeben sei ein ganzzahliger Vektor € = (kq, ..., k,) mit 1 < k; < d; fiir alle
1 € V. Fiir jeden Knotenpunkt ¢ des Graphen wird gefordert, mindestens k;
Nachbarn in einer total ¢-dominierenden Menge D, ¢ zu haben. Fiir £ =1 =
(1,...,1) entspricht die totale &-Dominanz der totalen Dominanz, auf die wir
im Abschnitt 3.2 ndher eingehen werden. Es gilt v7 = 1. Fiir € = 0, d.h.

42
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jeder Knotenpunkt muss alle Nachbarn in einer totalen 9-Dominanzmenge
haben, gilt 7,5 = n. Die kleinste totale 9-Dominanzmenge ist die Menge V'
aller Knotenpunkte selbst. Folglich ist dieses Problem uninteressant.

TOTAL DOMINATING SET und damit auch TOTAL VECTOR DOMINA-
TING SET gehoren der Komplexitatsklasse NPC an. Damit sind die nach-
folgenden Untersuchungen lohnenswert.

In Anlehnung an die Ausfithrungen im vorherigen Kapitel lassen sich steti-
ge Optimierungsprobleme aufstellen und realisierende Algorithmen angeben.
Dabei sollen jedoch auch die Schwierigkeiten gegeniiber der relativ glatt ver-
laufenen Vorgehensweise im Falle der Dominanz aufgezeigt werden. Im Falle
totaler Dominanz ist es komplizierter, eine zuféllig gewéhlte Menge X zu
der geforderten Struktur der totalen Dominanz bzw. totalen Vektordomi-
nanz abzuidndern. Fiir die Erwartungswerte dieser Mengen kénnen nur obere
Schranken angegeben werden. Zwar sind die Zielfunktionen der daraus ge-
wonnenen Optimierungsprobleme fiir die totale Dominanzzahl bzw. die totale
Vektordominanzzahl nicht gut, doch liefern sie im Optimum den gewiinschten
Wert.

3.1 Das totale Vektordominanzproblem

Im Folgenden nutzen wir wie in Kapitel 2 Mittel der wahrscheinlichkeits-
theoretischen Methode, um fiir die totale e-Dominanzzahl v, ein stetiges
Optimierungsproblem anzugeben.

3.1.1 Eine stetige Formulierung

Satz 3.1 (A. Pruchnewski 2001) Sei G = (V, E) ein Graph mit
V =A{1,...,n} und sei fp: C, :— R mit

fre®) = > pi+(A+1) Zl_pZ(Z > IIn I (1_pj))

eV eV (=0 LENG) jEL  jEN()\L

A Yu(Y Y e I 0-n).

eV =0 Lﬁv i) jeL  JEN()\L

Dann gilt fiir die totale ¥-Dominanzzahl:

Vg = ﬁréicri fre(p)-
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Beweis.
Mit der Wahrscheinlichkeit P(i € X) = p; € [0,1] wéhlen wir zuféllig und
unabhingig eine Teilmenge X C V. Sei dann

Y={iceV\X||ING)NX|<k}

die Menge aller Knotenpunkte i € V'\ X, die weniger als k; Nachbarn in X
haben. Es ist leicht einzusehen, dass X UY zwar eine £-dominierende Menge
aber noch nicht notwendigerweise eine total £-dominierende Menge von G ist.
Nur die Knotenpunkte der Menge V' \ (X UY') werden bereits durch X UY
total €-dominiert (gerade so ist Y gewahlt worden). Wir fiigen nun fiir jeden
Knotenpunkt ¢ aus X U Y, der weniger als k; Nachbarn in X UY hat, die
fehlende Anzahl an Nachbarn aus V'\ (X UY') zu X UY hinzu und erhalten
eine total -dominierende Menge in G.

Wir schétzen die Méchtigkeit der entstehenden Menge nach oben ab. Dazu
betrachten wir die Menge Zx aller ¢ € X mit weniger als k; Nachbarn in
X UY. Fiir jedes i € Zx nehmen wir (k; — |N (i) N (X UY)|) Nachbarn
aus V' \ (X UY) hinzu und fassen all diese Knotenpunkte in der Menge Dx
zusammen. Analog sei Zy die Menge aller ¢ € Y mit weniger als k; Nachbarn
in X UY. Wir bilden eine Menge Dy, indem wir fiir jedes i € Zy eine Menge
von (k; — |[N(i) N (X UY)|) Nachbarn aus V' \ (X UY') auswéhlen. Folglich
wird nun jeder Knotenpunkt ¢ € V' durch mindestens k; Knotenpunkte in
X UY UDx U Dy total £-dominiert.

Und es gilt
e < |X|+ Y|+ |Dx|+ Dyl
Dx| < Y (k—INONXUY)DS Y k<> d

iEZX iGZX iEZX
< D A=A|Zy]
1€EZx
Dyl < > (ki—IN@N(XUY))) <A |Zy].
VA%

Mit diesen groben Abschéitzungen folgt

Wir betrachten den Erwartungswert dieser oberen Schranke fiir die Méchtig-
keit der total -dominierenden Menge D p = X UY U Dx U Dy. Es ergibt
sich

E(|Dygl) < E(IX]) + E(|Y]) + A - (E(|Zx]) + E(|Zv])) -
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Den Erwartungswert E(|Zy|) zu berechnen, erweist sich als kompliziert, so
dass wir weiter abschitzend |Zy| < |Y| einsetzen. Wir erhalten

E(|Dygl) < E(X]) + (A+1)- E(|Y]) + A - E(|Zx]) -

Fir E(|X|) und E(|Y]) verwenden wir Ergebnisse aus dem Beweis von
Satz 2.1 und berechnen E(|Zx|).

E(X]) = > pi

i€V

BY) = S0-p(E X M I 0-n)

eV =0 L,ifv i) jeL  JEN()\L

E(|Zx]) = >_ P(i€ Zx)
i€V
= Y PGeXN|INGEHN(XUY)| <k)
eV
< Y PEeXAINGNX|<k)
eV
(eine weitere recht grobe Abschétzung)
= Y PGeX) P(IN(@)NX|<k)
eV

-y u(E X e I G-n)

eV =0 Lﬁﬁ? JEL  jEN(I)\L

Es gibt eine Realisierung, die kleiner oder gleich dem Erwartungswert der
ZufallsgroBe | D p| ist (siehe (1.5)). Somit gilt

Sei nun D7, eine minimum total E-dominierende Menge, d.h. [D] 4| = v ¢.
Und sei p* = (pf,...,p}) mit

= 1, fallsi e D;E
! 0 sonst

Dann gilt

ZP: =Tre-

eV
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Fiir jedes 7 € V' verschwindet das Produkt

e II a-p)

jEL  JEN(G)\L

fir alle L C N (i) mit |L| < k;, da jedes ¢ € V mindestens k; Nachbarn in
D7 hat, d.h. es gibt ein j € N(7) \ L mit p; = 1.

Somit gilt fe(p*) = v, und folglich

Vg = 52%1 fre().

Damit ist Satz 3.1 bewiesen. O

3.1.2 Ein Algorithmus fiir total vektordominierende
Mengen

Wir geben einen Algorithmus an, der in O(A22%n)-Zeit fiir einen gegebenen
Vektor p € C, eine total £-dominierende Menge findet, deren Michtigkeit
den Wert f (p) nicht iiberschreitet. Bei beschrinkter Maximalvalenz A ist
dieser Algorithmus linear.

Da die Funktion f,p multilinear ist, lisst sich die Idee des Algorithmus aus
Abschnitt 2.1.2 fiir &-dominierende Mengen verwenden. Wir bestimmen, aus-
gehend von einem Startwert p € C,, ein lokales Minimum p € {0,1}" von
fre und korrigieren die Menge D = {i € V | p; = 1} zu einer total £-
dominierenden Menge D¢ in G.

Satz 3.2 (A. Pruchnewski 2002) Es gibt einen O(A?2%n)-Algorithmus,

der fiir einen beliebig vorgegebenen Vektor p € C,, eine total €-dominierende
Menge Dp in G mit | D p| < fe(p) konstruiert.

Beweis.
Fiir das aktuelle p € C,, des Algorithmus und 7 = 1, ..., n seien:

S Y e I G-n).

=0 LENG) jEL  jEN()\L

ki
J4

R = Y (1-p) > IIm II  -p),

JEN(i) EENGVD REL keNG\(LU{)
e

Sio= > > Tlpw 1T (1—pw).

JEN(i) L\%f\](ﬁ)\{f} keL  keN(7)\(LU{:})
=k —
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Damit wird

fre®) =2_pi+(A+1)Y (1-p)Qi+AY piQi (3.1)
i€V i€V i€V
und
0

aipifTE(pla ce 7pn) =1- Qz - Rz — ASZ .

Beachte, dass die Definitionen fiir ); und R; mit denen auf Seite 18 iiberein-
stimmen.

Algorithmus:

INPUT: p € C,
OUTPUT: total £-dominierende Menge Dp mit [Dp| < frg(p).

BEGIN

1. Fori=1,...,ndo
else p; :=1

2. anzahl :=0
Fori=1,...,n do
if Qz =1 then
for j € N(i) and anzahl < k; do
pj =1
anzahl = anzahl + 1

3. Dyp:={ieV|p=1}

END

Im Beweis zu Satz 2.2 wurde gezeigt, dass (); = 1 genau dann gilt, wenn i
weniger als k; Nachbarn in D := {i € V' | p; = 1} hat. In diesem Falle setzen
wir fiir die fehlende Anzahl an Nachbarn p; = 1, so dass jeder Knotenpunkt 7
nach diesem Schritt mindestens k; Nachbarn in D hat. Dann wird D total £-
dominierend. Die Anzahl hinzugenommener Knotenpunkte kann héchstens A

sein. Damit erhoht sich in (3.1) 3 p; um diese Anzahl, wohingegen Z i Qi
i€V

oder > (1 — p;)@; sich um mindestens 1 verringert. Mit dem Faktor A bzw.
iev

(A + 1) ergibt sich insgesamt, dass f,g(p) nach diesem Algorithmusschritt
nicht gestiegen ist.
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Da @); mit einem Aufwand von (’)(AQA) und R; bzw. S; mit einem Aufwand
von O(A?22) berechenbar sind, ist leicht einzusehen, dass der Gesamtauf-
wand des Algorithmus O(A22%n) betriigt.

Wir setzen DTE := D und Satz 3.2 ist bewiesen. O

3.2 Das totale Dominanzproblem

Total dominierende Mengen sind dominierende Mengen, deren Elemente sich
nicht selbst dominieren kénnen.

Mit £ = 1 lésst sich die totale Dominanz als Spezialfall der totalen €-Dominanz
betrachten. Somit lassen sich die Resultate fiir die totale Vektordominanz aus
Abschnitt 3.1 auf das totale Dominanzproblem anwenden.

Wir geben Zielfunktionen fr, (v = 1,2,3) an, deren Optimum die totale
Dominanzzahl 7 ist. Fiir v = 1 gelingt es, einen polynomialen Algorithmus
anzugeben, der zu einem gegebenen p € C,, eine total dominierende Menge
ermittelt, deren Méchtigkeit die Schranke fr;(p) nicht {iberschreitet.

Obgleich total dominierende Mengen den total 1-dominierenden Mengen ent-
sprechen, ist die Zielfunktion fry zu grob fiir das totale Dominanzproblem.
Es wird sich zeigen, dass an entsprechenden Stellen allzu grobe Abschétzun-
gen vermieden werden kénnen.

3.2.1 Eine stetige Formulierung

Wir definieren die Funktionen fr, : C, — R fiir v = 1,2, 3 in der folgenden
Weise.

Jrip) = dopi+2> ) II Q=p)=> p [] (1—p)),

eV i€V jeN (i) i€V jeEN(3)

fT2(p) = sz+z H 1—]9]

eV 1€V jeN(1)

+2 ( L—pi) 1] (1=p))
eV JEN(3)
d;
(1 . Z(_l)erl Z
=1 LEN(®) N(G)\NIi]
L= ]EL

frs(p) = dom+>. [ 1—py)

eV 1€V jeN(i)

(1 —pk)))> ,
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+> (1—p) 11 (1—Pj)(1— II (1—pk))-

1% JEN(4) keN2(4)

Satz 3.3 (A. Pruchnewski 2001) Sei G = (V, E) ein Graph mit
V={1,...,n} und fr, : C,, = R (v =1,2,3) wie oben definiert. Dann gilt
fiir die totale Dominanzzahl

Vr = gngl Jfrv(p), v=1,2,3.

n

Beweis.

Mit der Wahrscheinlichkeit P(i € X) = p; € [0,1] wahlen wir zuféllig und
unabhéngig eine Teilmenge X C V. Sei Y ={i € V\ X | N(i) N X = 0} in
bewahrter Weise die Menge aller Knotenpunkte aus V'\ X, die keinen Nach-
barn in X haben. Es ist leicht einzusehen, dass X UY zwar eine dominierende
Menge aber noch keine total dominierende Menge ist. Dazu darf G[X U Y|
keine isolierten Knotenpunkte enthalten. Das ist dquivalent dazu, dass weder
G[X] noch G[Y] isolierte Knotenpunkte enthalten diirfen.

Seien Zx die Menge der isolierten Knotenpunkte in G[X] und Zy die Menge
der isolierten Knotenpunkte in G[Y]. Dann erhalten wir eine total dominie-
rende Menge Dr in (G, indem wir zu allen Knotenpunkten aus X UY je einen
Nachbarn der Knotenpunkte aus Zy U Zy hinzunehmen. Wegen § > 0 hat
jeder Knotenpunkt in G wenigstens einen Nachbarn. Wegen Zx N Zy = () ist
die Anzahl der hinzuzunehmenden Nachbarn hochstens

|Zx UZy|=|Zx|+ |Zy|.

Die Méchtigkeit einer daraus resultierenden, total dominierenden Menge lésst
sich mit

| Dr| < | X[+ Y]+ |Zx| + | 2v]

abschéitzen. Wir betrachten den Erwartungswert dieser Schranke. Dabei sind
E(|X|), E(]Y]) und E(|Zy|) (mit Zy = S) bereits im Beweis von Satz 2.3
berechnet worden. Wir erhalten

E(Dil) < B(X|)+B(Y])+ E(Zx]) + B( 2|
B(X]) = Yn

E(Y]) = > (1-p) I (1—p)

eV JEN(i)
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E(]Zx])

E(|Zy])
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= Y P(i€ Zy)

1%

= > P(eX)A( A\ j¢X)

eV JEN(4)
= > [ -p)
i€V jEN(i)
= Z P(i € Zy)
eV

= Y PieYA( N NGNX#D)

i€V JEN()

= Z((l—pi) IT A—p)

eV JEN()
d;

_(1 S (=D Y ( I1 (1 —m)))) :
=1 L|%\N:(Z> ke(J NG)\N

jeL

Damit folgt:

yr < min fra(p).

pecC,

Weiterhin gilt

E(1Zy) <Y (1—-pm) ] @ —pj)(l - JI @ —pk)) ,

eV JEN(4) keN2(4)

und es folgt

yr < gfelgl frs(p).

Mit der (groben) Abschitzung |Z,| < |Y| erhélt man

E(|Dr|) < E(|X]) + 2 E(|Y]) + E(|Zx])

und nach einer kleinen Umformung schliellich

yr < glggl fri(p).

Sei nun D, eine minimum total dominierende Menge, d.h. |D}| = ~v7. Und
sei p* = (pi,...,p}) mit

1, falls7 e D5

sonst
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Dann gilt

eV JEN(I)
es folgt

’YT:fTZ/QJ*)? V= 17273

und Satz 3.3 ist bewiesen. O

Obgleich die Funktionen fri, fro und frs in ihrem Minimum iibereinstim-
men, weisen sie doch verschiedene Giite auf, was bei der ndherungsweisen
Losung des totalen Dominanzproblems von Bedeutung sein kann.

Behauptung: Es gilt fr1 > frs > fro.
Beweis.
Es ist fr1 > frs, denn

fri—frs=>_1—p) [[ Q@=p;) J] A—px) >0

eV JEN(3) keN2(3)

fiir alle p € C,,.

Offensichtlich gilt frs > freo, denn frs unterscheidet sich von fro nur durch
das Einsetzen einer Abschitzung nach oben fiir E(|Zy|) (siche Beweis von
Satz 3.3). O

3.2.2 Ein Algorithmus fiir total dominierende Mengen

Wir geben einen polynomialen Algorithmus an, der zu einem beliebigen Vek-
tor p € C,, eine total dominierende Menge bestimmt, deren Méchtigkeit den
Wert fr1(p) nicht iibersteigt. Dabei nutzen wir wieder die Multilinearitéts-
eigenschaft der Funktion aus. Die Vorgehensweise entspricht der Vorgehens-
weise in den anderen Abschnitten iiber Algorithmen.

Satz 3.4 (A. Pruchnewski 2001) Es gibt einen O(A?n)-Algorithmus, der
fiir einen beliebig vorgegebenen Vektor p € C,, eine total dominierende Men-
ge Dr in G mit |Dp| < fri(p) konstruiert.

Beweis.
Wir geben zunéchst einen Algorithmus an.
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Algorithmus fiir fr;:

Qi = H (1 —pj)

JEN(4)
R = > (1-p) ] @Q-=pw
JEN() KeNGMi)

S; = Z H (1 —pg)

JEN (@) keN(5)\{i}

INPUT: p € C,
OUTPUT: total dominierende Menge Dy mit |Dp| < fr1(p)

BEGIN

1. Fort=1,...,n do
else p; ' =1

2. Fori=1,...,n do
if @; =1 then

pii=1
p; =1 for exactly one j € N(7)

END

Sei fry = fri1(p) der Funktionswert von fr; an der Stelle des Startvektors
p € C,. Nach dem 1. Schritt ist offensichtlich p € {0,1}" ganzzahlig und
fri(p) < fry. Wir kénnen abkiirzend

frip) =Y _pi+2> Qi — > pQ;.

eV 1% eV

schreiben. Wie sich leicht {iberpriifen lésst, ist
if (p)=1-—Q;, — R, — S,
8]% T1 P - A ) 19

und Q;, R; sowie S; sind unabhéngig von p;. Man beachte, dass die Defini-
tionen fiir ); und R; denen auf Seite 29 entsprechen.

Im 2. Schritt wird D := {i € V | p; = 1} so zu einer total dominierenden
Menge korrigiert, dass fr1(p) dabei nicht steigt. Wenn @; = 1, so ist N (i) N
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X = (). Setzen wir nun im 2. Schritt in diesem Falle p; := 1 und fiir genau
ein beliebig gewihltes j € N(i) den Wert p; := 1, so erhdht sich Y p; um

iev
genau 1, falls zuvor bereits p; = 1 gewesen war, im anderen Fall um genau 2
und

2> II =p)=>"p II (01—py)

i€V jEN(7) i€V JEN(3)

verringert sich entsprechend um mindestens 1 bzw. 2. Damit ist Dy = D
nach diesem Schritt eine total dominierende Menge, fiir die |Dy| < f7, gilt.

Wie man sich leicht iiberzeugt, betrigt der Aufwand des Algorithmus O(A%n).
(I

Fiir v = 2,3 kann kein derartiger Algorithmus angegeben werden, da der 2.
Algorithmusschritt, der D := {i € V' | p; = 1} zu einer total dominierenden
Menge korrigiert, in diesen Fillen nicht garantieren kann, dass fro(p) bzw.
frs(p) dabei nicht ansteigen. Die Funktionen fro und fr3 konnen jedoch bei
der Suche nach besseren Startwerten fiir den Algorithmus genutzt werden.

3.2.3 Eine Schranke fiir die totale Dominanzzahl

Im Folgenden geben wir eine obere Schranken fiir die totale Dominanzzahl
~r an, die durch Einschrénkung des zuléssigen Bereiches C,, in Satz 3.3 auf
C; = [0, 1] gewonnen wird. Wir optimieren dazu mit p; = p € [0, 1] fiir alle
1 € V iiber die Hauptdiagonale des Einheitswiirfels C,,.

Andererseit liefert natiirlich jedes p € C,, eine obere Schranke fr,(p) (v =
1,2, 3) fiir yp.

Satz 3.5 (A. Pruchnewski 2001) Sei G = (V, E) ein Graph mit |V| = n,
der Minimalvalenz § > 0, der Maximalvalenz A und f : [0,1] — R mit

flo)=n(p+(1—p)°+(1—-p) "1~ (1-p>aD).
Dann gilt fiir die totale Dominanzzahl

< ] .
yr < min f(p)

Beweis.
Ausgehend von Satz 3.3 folgt

vyr < min_ fr3(p,...,p) und damit
pE[O,l]
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v < mmZ(p+ [Ia-p+0-p [T a-p(- II (1—p))>

pe 0,1 'LEV ]EN ) ]EN(Z) k€N2(’L)
< min (p + (1 =p 4 (1 —p)*H (1 —(1- p)ZjEN(i)(dil)))
pef0.1] 4

< mi 1TV (1 — o)1 (1 — (1 — A(A1)>.
—;&5&"(1”( p)’+(1=p) (1= (1-p) )

O

Das Minimum von f in [0, 1] explizit anzugeben, ist im Allgemeinen nicht
moglich, kann aber bei konkret gegebenen Werten § und A numerisch be-
rechnet werden.

P. C. B. Lam und B. Wei [34] behaupten, dass y7(G) < $n fiir alle Graphen
mit § > 3 gilt. Denken wir uns Graphen mit groflem ¢, beispielsweise regulére
Graphen mit > 6, so ist zu sehen, dass unsere Schranke aus Satz 3.5 kleiner
als %n ist. Im Allgemeinen ist unsere Schranke jedoch nicht mit den bekannten
Schranken (siehe auch Satz 1.7 und 1.8) vergleichbar.



Kapitel 4

Betrachtung von
Dominanzproblemen in paaren
Graphen

Ein Graph G = (V, E) heiit paar oder bipartit, wenn eine Zerlegung der Kno-
tenpunktmenge V(G) = V3 UV; in disjunkte Teilmengen Vi und V5 existiert,
so dass die Endknoten jeder Kante aus E(G) in verschiedenen Partitionsklas-
sen liegen. Wir sagen kurz, der paare Graph G habe die Bipartition {V;, V5}.

Das Problem INDEPENDENT SET gehort fiir paare Graphen der Klasse P
an, wohingegen VECTOR DOMINATING SET, DOMINATING SET, TO-
TAL VECTOR DOMINATING SET und TOTAL DOMINATING SET auch
fiir paare Graphen NP-vollsténdig bleiben [8, 21, 31].

In den Sétzen 2.1, 2.3, 3.1 und 3.3 wurde iiber den gesamten Einheitswiirfel
C,, optimiert, um v¢(G), Y(G), 77¢(G) bzw. 47(G) zu bestimmen. Zur Er-
mittlung von Schranken schrankten wir u.a. den zuléssigen Bereich auf C'; ein
und setzten p; = p € [0, 1] fiir alle ¢ € V. In der Klasse der paaren Graphen
optimieren wir nun iiber Cy, indem jede Partitionsklasse ihre eigene Wahr-
scheinlichkeit erhélt. Dieser Ansatz liefert uns nach erfolgreicher Optimierung
der Funktionen Schranken fiir 7(G) in paaren Graphen, die gegeniiber den
allgemeinen Schranken fiir 7v(G) aus Abschnitt 2.2 eine wesentliche Verbes-
serung fiir paare Graphen darstellen.

Wir wihlen die Klasse der paaren Graphen zur Demonstration der Heran-
gehensweise zur Bestimmung oberer Schranken fiir die Dominanzzahl, da in
paaren Graphen alle Knotenpunkte gekldrte Nachbarschaftsverhéltnisse ha-
ben. Diese Eigenschaft ldsst sich gut mit der lokalen Charakterisierung do-

95
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minierender Mengen in Einklang bringen. Ein Knotenpunkt hat seine Nach-
barschaft komplett in der Partitionsklasse, der er selbst nicht angehért. Eine
Verallgemeinerung dieses Ansatzes auf multipartite Graphen, das sind Gra-
phen mit x(G) > 2, ist denkbar'. Dabei werden weitere Parameter in die
entsprechenden Schranken einfliefSen.

Nennenswerte Erfolge bei der Behandlung der Dominanzproblematik erziel-
ten wir vorrangig fiir die gewohnliche Dominanz. Aus diesem Grunde stellen
wir die Ergebnisse dazu an den Anfang des Kapitels. In den Féllen der Vek-
tordominanz, totalen Dominanz und totalen Vektordominanz gewannen wir
nur Teilergebnisse.

4.1 Dominanz in paaren Graphen

Da das Problem DOMINATING SET auch bei der Einschrankung auf paa-
re Graphen NP-vollstéindig bleibt, bestimmen wir Schranken fiir v(G), die
fiir paare Graphen gegeniiber der Alon-Spencer-Schranke (Satz 1.1) und der
Caro-Roditty-Schranke (Satz 1.2) wesentlich verbessert sind. Entsprechende
Resultate zeigen die Sétze 4.1 und 4.2. Wird dieser Zugang leicht modifiziert,
fithrt er uns im Abschnitt 4.3 zu oberen Schranken fiir v(G) beliebiger Gra-
phen. Die entsprechenden Resultate sind auch in [27] verdffentlicht worden.

Wie in Abschnitt 2.2.1 gezeigt, ist v(G) mittels verschiedener stetiger Opti-
mierungsprobleme {iber C,, berechenbar. Da diese Probleme im Allgemeinen
nicht explizit 16sbar sind, wird eine numerische Herangehensweise erforderlich
sein.

Wir beschéftigen uns hier damit, den zuléssigen Bereich C,, derart einzu-
schrinken, dass ein explizit 16sbares Optimierungsproblem entsteht und uns
zu konkret angebbaren oberen Schranken fiir y(G) fithrt. Was im Nachfol-
genden anhand der Funktion f; aus Abschnitt 2.2.1 durchgefiihrt wird, soll
Moéglichkeiten fiir &hnliches Herangehen im Falle von fs, f3 und f,; aufzeigen.

Sei G ein paarer Graph mit der Bipartition {V3, V2}, |[Vi| = ny und |Va| = na,
und seien 0; = min{d; | ¢ € V4} und 62 = min{d; | i € Vo} die Minimalva-
lenzen in V; bzw. V5. Wir vergeben zwei verschiedene Wahrscheinlichkeiten.

Mit x(G) wird die Firbungszahl eines Graphen G bezeichnet, das ist die minimale
Anzahl an Farben, die man zum Firben aller Knotenpunkte braucht, so dass benachbarte
Knotenpunkte verschiedene Farben haben.
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Fir i € V setzen wir

_ ) a, fallsieV;
Pim) g, fallsic Vs

mit ¢, ¢ € [0, 1]. Eingesetzt in die Funktion f; aus Satz 2.3 ergibt sich
G < min (mar+mae+ 31— @)1 — @)+ 3 (1-a)1 - o))

(q1,92)€C2 eV, ieVy

und damit

Y(G) < min_ g(q1, ),
(g1,92)€C2

wobei

9(q1, @) = nuqr +n9ga + 11 (1 — @) (1 — @)™ +na(1 — g)(1 — q1)2.

Bei der Optimierung von ¢g(qi, ¢2) auf dem Rand des C,, d.h. ¢; € {0, 1} oder
g2 € {0, 1}, erhalten wir die triviale Schranke

v(G) < min(ny,ns) .

Um ¢(¢1,¢92) im Inneren von Cs zu optimieren, betrachten wir das Glei-
chungssystem

0
I - 0
aqlg(qb 7y
0
I = 0
aqgg(ql, q2) :
welches jedoch schwer zu 16sen ist. Offensichtlich gilt die Abschétzung
9(q1,q2) < hi(qu, q2) fiir q1, g2 € [0,1]
mit

hy (Qh Q2> = Nn1q; + Naga + nle*qr‘;lq? + n2€*q2762q1 )

Das System

0

aThM(QbQQ) = 0
0

—hi(q,2) = 0



o8 KAPITEL 4. PAARE GRAPHEN

lasst sich mit Hilfe der Substitution

u = e @—oa

6-@(2—52(]1

nun leicht 16sen. Wir erhalten das lineare Gleichungssystem

niu + dang = Ny

51n1u + NV = Mng.
Im Falle 6,05 > 1 ldsst sich die Losung explizit angeben:

dang — Ny 01n1 — N
u = _

= 2, VUV=—"cc-
n1(51(52 — 1) 712((5152 — 1)

Im Falle ;05 = 1 und damit §; = J, = 1 ist die Funktion ¢ multilinear und
nimmt daher ihr Minimum in einer Ecke des Cy an. Wir erhalten in diesem
Fall keine bessere Schranke als 7(G) < min(ny, ng).

Fiir die weiteren Betrachtungen wird ;9o > 1 vorausgesetzt. Um die Riick-
substitution ausfithren zu kénnen, muss zusétzlich u, v > 0 gefordert werden.

Wir nennen einen paaren Graphen passend, falls 6,05 > 1, ;n; > ny und
damg > mq. Seien im Weiteren passende Graphen vorausgesetzt.

Betrachten wir die Hesse-Matrix von h;, so erkennen wir, dass mit allen

genannten Voraussetzungen

_ Inu—4éd;Inv _ Inv—dslnu
e O P N W |

eine Minimalstelle von Ay ist. Diese Minimalstelle setzen wir in die Funktion
g ein und erhalten eine obere Schranke fiir v(G).

Mit allen vorangegangenen Bemerkungen folgt der néchste Satz.

Satz 4.1 (J. Harant, A. Pruchnewski [27]) Sei G ein passender paarer
Graph mit

Inu —9d;lnv Inv—dylnu
0< =— <1 do< = — <1
e A B S S
wobei
(52712 — N 61”1 — N
U und v =
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Dann gilt:
Y(G) < mg+nag+ Y (1—q)(l - 3)" + S (1—gq)(1— @)
eV i€V

: n(l+1n(d+1))
< < < <
= Q(Qh(]z) > hl((h,fh) > qgl[(l)g] hl(Q7 Q) > S+ 1

' 1 \1+2
< < < —o(5s 7 :
1(G) < g(ql,qz)_qgl[g)g]g(qﬂ)_“(l 5(5+1) )

Untergewissen Voraussetzungen sind folglich Verbesserungen der Alon-Spencer-
Schranke (Satz 1.1) und der Caro-Wei-Schranke (Satz 1.2) gegeben.

An folgendem Beispiel zeigen wir, dass das Verhéltnis von hi(qq,q2) (siehe
Satz 4.1) zur Alon-Spencer-Schranke (Satz 1.1), also der Quotient

hi(q, g2)(0 +1)
n(l1+4+In(d+1))

beliebig klein werden kann.

Beispiel:

Fiir eine grofie positive ganze Zahl k sei K ;2 ein vollsténdiger paarer Graph.
Es ist leicht einzusehen, dass fiir ausreichend groe £ der Graph K}, ;2 passend
ist. Es gilt y(K} j2) = 2. Die triviale Schranke ergibt (K 2) < min(k, k%) =
k. Die Alon-Spencer-Schranke (Satz 1.1) liefert

n(1+1In(s + 1))
5+1

V(Kpp2) < =k(l+1In(k+1)).

Behauptung: Fiir groBe & gilt ¢1,¢2 € [0,1] und hqi(q1,¢q2) < 3In(k+ 1)+ 2.

Beweis.
Sei k > 0.
hi(qi,q2) = miqi + nage +nie PN 4 pyem R0
= ni1q1 +nNa2q2 +n1u+ Nav
—_— = O~ =~
a b c d
(siche obige Minimumberechnung)
52712 — 1N
u =

n1(5152 — 1)
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K-k k-1 k41
k(k3—-1) k-1 kE4+Ek+1
(51711 — Ny

7?@(51(52 — 1)
k3 — k? k—1 1

k2(k3 —1)  k3—1 Kk2+k+1
Inu—6;Inv
5105 — 1
In(k+1)+ (k* = 1) In(k? + k + 1)
k3 —1

q =

Inv—0dsInu
0109 — 1
—kIn(k+1)+ (k—1)In(k* + k + 1)
k3 —1

qQ2 =

Damit gilt ¢1, g2 € [0, 1] fiir grofie k.

k
a = ﬁ(ln(k‘ + 1D+ (=1 In(K*+k+1))
<(k+1)2
2% — k
] In(k+1)

< 2In(k+1)
k‘2
b = ———(—kln(k+1)+(k—-1DIn(k*+k+1))
k3 —1 —
<(k+1)2

k3 — 2k
< In(k+1)
k3 —k
L |
C 51 <
k3 — k?
= 1
d ] <

Es folgt:
hi(qi,q2) = a+b+c+d < 3In(k+1)+2. g

Wir betrachten nochmals g(q1, g2) und schétzen nun auf andere Weise nach
oben ab. Es gilt g(q1,q2) < ha(q1, ¢2) fiir ¢1, ¢z € [0, 1], wobei

ha(q1, q2) = niq1 + naga + 11 (1 — @)™ + no(1 — ¢1).
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Wir finden als Minimalstelle von hs:

)R gy =1 ()

Ch:l—(

(5271,2 51”1

Es gilt ¢1,¢2 € [0,1] fiir passende paare Graphen. Im Falle d;n; = ny oder
dang = ny erhalten wir die triviale Schranke v(G) < min(ny, ny). Die Hes-
sematrix von hy ist fiir alle ¢;, g2 € [0, 1] positiv definit. Es liegt demzufolge
ein lokales Minimum vor. Diese Minimalstelle von hs setzen wir in g(q1, g2)
ein und erhalten eine weitere obere Schranke fiir y(G).

Satz 4.2 (T. Gerlach [22]) Sei G ein passender paarer Graph mit

nq Nog 1

61—1
0

G =1 ()% und gy =1~

dana

Dann gilt:
Y(G) < 9(q1, 2) < halq, g2) -

Bemerkung: Die Schranken aus den Sétzen 4.1 und 4.2 sind im Allgemeinen
nicht vergleichbar (siehe auch [22]).

4.2 Anmerkungen beziiglich anderer Domi-
nanzkonzepte

Vektordominanz in paaren Graphen

Das Problem, eine gute Schranke fiir die Vektordominanzzahl zu finden, ver-
einfacht sich leider nicht wesentlich bei der Einschrénkung auf paare Gra-
phen. Wir werden nachfolgend lediglich andeuten, wie man unter Ausnutzung
einiger analytischer Hilfmittel zu Teilergebnissen kommen kann.

Der Fall £ = 1 wurde in Abschnitt 4.1 ausfiihrlich behandelt, der Fall ¢ =0
ist fiir paare Graphen polynomial. Da Vi und V5 jeweils £-dominierend sind,
ergibt sich als triviale Schranke

Ye < min(ng,ng) .

Sei G ein paarer Graph mit der Bipartition {Vi,V5}, und sei |Vi| = ny,
|Va| = ngy. Fiir ¢ € V setzen wir

_J @, fallsieV;
pi= g, fallsieV, ’
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wobei q1, ¢ € [0,1]. Eingesetzt in die Funktion fp aus Satz 2.1 ergibt sich

ki—1 /7.
feo) = matnaee 3 (1-a) 3 @Z>q§<1—qg>di—f

1% (=0

+> (1 - @) i (ii>Qf(1—Q1)di_£-

1€Va

Es gilt die Beziehung [33]

i(?) ‘1-a* —d< _1>/t’“ Bkt

{=k

Damit erhalten wir

fe(p) = niqi + nage

+ iez‘;(l_ql)(l (k _1>/ (1 — )Mt
+ g:vz(l—(&)(l d(Zj:i)/ $himl(] — ¢y kidt)

Das Minimum der Funktion fp ist auch in dieser Form nicht explizit angebbar,
so dass der Einsatz analytischer und numerischer Verfahren angebracht ist.
Unter Ausnutzung der groben Abschéitzung 1 —¢ > 1 — ¢ und damit

a 1
/ =11 — )R > (1 — g) gk
0 k

ergibt sich

fe(p) < nig + nage
d; — 1
+ Z(l—fh dz(’% 1) 1 — gp)® .qgl)

%
d; — 1
+ Y (1—g)(1 dz<k 1) 1 —q)h ,61’1”)
i€Va ?
d; )ik g
= np+ng— 1—(]12 (1)
=% kl

_(1_q2)z (ki>(1_q d lch

i€Vy
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Benutzen wir die Beziehung , arithmetisches Mittel > geometrisches Mittel,
so konnen wir die folgenden weiteren Abschétzungen vornehmen

> (ff‘)(l e J Il (k) (1 g g

% i€V
di Ziev di*Zz‘ev ki %
= myl 1 k, (1= q2) B G "
% i
= (]‘ - q2)n1 Ile )
wobel

cp=ng ™ H (ZZ> und b; = ZLVI{:Z
%1 . Ny

nur vom Graphen abhéngige Konstanten sind. Analog ergibt sich

i€Vy

wobei

d; icv ki
Cy = Nig ™2 H <k> undbgzzeiv.

i€Va n2
Zusammengefasst gilt folglich

% < min n—(1—q)e(l—g) g — (11— g)ea(l—q)m g
(q1,92)€C2

ODb und fiir welche paaren Graphen diese Schranke besser ist als min(ny, ng),
bleibt offen.

Totale Vektordominanz in paaren Graphen

Fiir die Untersuchung der totalen Vektordominanz in paaren Graphen lassen
sich dhnliche Abschatzungsmethoden wie in Abschnitt 4.2 iiber Vektordomi-
nanz in paaren Graphen verwenden. Man erhélt auf diese Weise

m

Vg < min_ nyq; +noge + (A+1—qq) Z (1 —ca(l—q)m 1(1[2)1)
(q1,g2)€Co2 %

HA+1 =) Y (1 - el —a)™"g),

i€Va
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wobei
d;
= ng H <k>’
i€V (
b]_ — EieV kl ’
ny
Cy = N9 ™ H <dz> und
i€Va ki
b2 — ZiGV kl )
n2

Ob und fiir welche paaren Graphen diese Schranke geeignete Werte annimmt,
bleibt jedoch offen.

Totale Dominanz in paaren Graphen
Wir geben eine Folgerung von Satz 3.3 mit v = 3 fiir paare Graphen an.

Satz 4.3 (Folgerung aus Satz 3.3) Der paare Graph G habe die Bipar-
tition {V1,V3}, die Minimalvalenzen &1, 63 > 0, sowie die Maximalvalenzen
Ay, Ag. Und sei f: Cy — R mit

fla, @) = maq+noge+ni(l — g2)" +na(l — q1)™
+mi(1—q)(1 —g)" (1= (1 —gq)*B7Y)
01l = @) (1= q)(1 = (1 = gp)> ).

Dann gilt fiir die totale Dominanzzahl

<  min ) .
= (q1,92)€C2 f((h Q2>

Ob und fiir welche paaren Graphen diese Schranke besser ist als 5 fiir 6 > 3
bzw. die Schranken aus den Sdtzen 1.7 und 1.8, bleibt hier offen.

4.3 Schranken mittels verallgemeinerter Bi-

partitionen

Das im Abschnitt 4.1 eingefithrte Prinzip zur Erstellung oberer Schranken
fiir v(G) fiir paare Graphen kann auch fiir beliebige Knotenmengenzerlegun-
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gen eines nicht notwendig paaren Graphen genutzt werden. Dazu macht sich
jedoch die Einfithrung zusétzlicher Parameter notwendig.

Sei G ein Graph mit der Zerlegung V(G) = Vi U V4 in disjunkte Mengen
Vi # O und Vi # 0. Fiir i € V; (j = 1,2) seien d] die Anzahl der Nachbarn in
der Menge, in der i liegt, und d; die Anzahl der Nachbarn in der Menge, in
der 7 nicht liegt. Sei n; = |V;|, 6} = min{d;|i € V;} und 6] = min{d}|i € V}}
fiir j = 1, 2.

Wir nennen eine Zerlegung V(G) = Vi U Vi passend (siehe auch Seite 58),
falls

8105 > (67 +1)(65 + 1) und 01ny > (67 4+ 1)ng und dyng > (85 + 1)ny oder
8105 < (67 +1)(65 + 1) und 01ny < (07 + 1)ng und dyny < (05 + 1)ny .

Mit leichten Abwandlungen des Beweises von Satz 4.1 lédsst sich die Richtig-
keit der néachsten Aussage zeigen.

Satz 4.4 (J. Harant und A. Pruchnewski [27]) Sei G ein Graph mit
einer passenden Zerlegung von V(G) und gelte
1 Y 1" Y
0<p = §5}+1)/}nu 5/1,11111 <1.0<p= S(%—l—l)/}nv (5/2/1nu <1,
0105 — (0f +1)(65 + 1) 0105 — (0f +1)(65 + 1)

wobei
(55712 — ((Sg + 1)711

w— und v — (5’1n1 — ((5/1/ + 1)%2
(0105 — (67 + 1)(0% + 1))

T (50— 0+ (0 + 1)

Dann gilt:
YG) < ny(pr 4 (1 —p) 1 — po)®t) 4 na(pa + (1 — p2)2 (1 — py)%).

Mit Satz 4.4 ist es moglich, weitere Parameter von G in Schranken fiir (G)
einzubringen, indem spezielle Knotenmengenzerlegungen betrachtet werden,
hier einige Beispiele:

1. Sei V; = I eine maximum unabhingige Menge. Dann ist n; = «a(G),
ny =n — a(G), 6] =0, wobei a(G) = |I| die Unabhéngigkeitszahl von
G ist.

2. Sei V} = T eine maximum Clique?. Dann ist n; = w(G), ng = n—w(G),
8 = w(G) — 1, wobei w(G) = |V(T)| die Cliquenzahl® von G ist.

2ein Untergraph mit paarweise benachbarten Knotenpunkten
3grofte Michtigkeit einer Clique in G
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3. Sei V; = S ein kiirzester Kreis von G. Dann ist n; = ¢(G), ny =
n—g(Q), 6] =2, wobei g(G) = |V (S)]| die Taillenweite* von G ist.

4.4 Weitere Bemerkungen

1. Es ist eine Erweiterung der in diesem Kapitel fiir paare Graphen bzw.
bipartite Graphen verwendeten Verfahrensweisen auf k-partite Gra-
phen, das sind Graphen mit x(G) = k, denkbar. Dabei werden dann
Parameter, die die Anzahlen der Nachbarn eines Knotenpunktes in den
verschiedenen Partitionsklassen bezeichnen, eine Rolle spielen. Diese
Herangehensweise ldsst sich dann auch auf allgemeine k-Partitionen
ausdehnen, wobei hier zusétzlich die Anzahl der Nachbarn eines Kno-
tenpunktes in der eigenen Partitionsklasse eingeht, in Analogie zum
Vorgehen beim Ubergang von Bipartitionen zu verallgemeinerten Bi-
partitionen in Abschnitt 4.3.

2. Zum algorithmischen Aspekt im Falle paarer Graphen sei bemerkt, dass
die entwickelten Schranken lediglich dazu dienen sollen, dem tatséchli-
chen Dominanzzahlwert unter der Beriicksichtigung der Eigenschaft der
Paarheit niher zu riicken, als es mit den Ergebnissen aus den Kapiteln 2
und 3 moglich ist. Ein solcher gewonnener Wert ldsst sich als guter
Startwert fiir die Algorithmen in den entsprechenden Abschnitten von
Kapitel 2 und 3 verwenden.

4Lange eines kiirzesten Kreises in G



Eine Beispielrechnung

In der Arbeit wird die rechentechnische Umsetzung der entwickelten Algo-
rithmen nicht betrachtet. Anhand eines einfachen Beispielgraphen G mit 1000
Knotenpunkten und v(G) = 250 sei die Wirkungsweise des Algorithmus aus
Satz 2.5 gezeigt. Sei GG ein Leitergraph, dessen Knotenpunkte wie in der
Abbildung ersichtlich nummeriert sind.

Ein Leitergraph
500 1

Ein Zufallsvektor p € Cigpp wurde als Startwert in den Algorithmus gege-
ben, um eine dominierende Menge mit |D| < fi(p1,...,Pio00) zu erhalten.
Im Folgenden sind einige Zahlentripel angegeben, sie beinhalten f;(p) nach
der Eingabe des Startwertes, nach dem 1. Algorithmusschritt (Ganzzahlig-
machen) sowie |D| am Ende des Algorithmus:
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(563,350,350), (565,353,353), (569,353,353), (567,361,361),
(557,343,343), (569,350,350), (564,349,349), (562,337,337),
(568,352,352), (564,339,339), (569,357,357), (559,339,339),
(567,356,356), (561,349,349), (570,359,359), (556,350,350),
(554,344,344), (558,341,341), (569,345,345), (564,351,351),
(572,356,356), (557,336,336), (562,339,339), (560,356,356),
(562,352,352), (555,331,331), (559,337,337), (558,337,337),
(566, 342,342) , (567,350,350), (576,358,357), (559,337,337),
(566, 341,341), (562,347,347), (550,332,332), (554,343,343)),
(561,344,343), (560,344,344), (561,339,339), (556,344, 343),
(561,349,349), (555,338,338), (561,346,346), (564,338,338),
(562, 346,346) , (566,359,359), (564,344,344), (558,339,339),
(558,339,339), (560,346,346), (564,346,345), (558,337,337),
(565, 340, 340), (548,332,332), (569,350,350), (563,340,340),
(561,338,338), (563,347,347), (563,345,345), (569,347, 346) ,
(571,355,355), (569,342,342), (569,335,335), (552,341,341),
(563,345,345), (559,348,347), (562,342,342), (561,349, 349),
(571,353,353), (562,348,347), (571,357,357), (559,349,349),
(554,344, 344) , (566, 356,356), (570,340,340, (563,345,345),
(557,335,335), (555,338,338), (563,348,348), (571,350,350).

Die Heuristik p; = (1 - ﬁ)g liefert |D| = 334.

Zu beobachten ist, dass in allen Versuchen dhnliche Méchtigkeiten fiir die
resultierende Dominanzmenge erzielt wurden. Das folgende Beispiel zeigt,
dass dabei ganz unterschiedliche Mengen erhalten werden kénnen. Zugrunde
liegt ein Leitergraph mit 10 Sprossen.

Noch ein Leitergraph
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Nachfolgend sind dominierende Mengen aufgelistet, die der Algorithmus bei
zufilligen Startwerten (py, ..., pa) € Coo ausgab:

{1,3,8,13,15,16, 19},
{1,4,13,16,17,18, 19},
{1,4,8,13,16,19},
{1,8,13,14, 15, 16, 20},
{2,5,8,14, 16, 19, 20},
{2,5,9,12,15,17,20},
{2,6,9,14,18, 20},
{3,10,12,15,16,17, 18},
{3,4,9,11,16,17},
{3,5,10,11, 15,17, 18},
{3,6,10,11,13, 16, 18},
{3,6,9,11,15, 18},
{3,8,10,12,15, 16, 19},
{4,10,12,16,17, 18},
{4,7,10,12, 15, 19},
{4,8,10,12,16, 19},
{4,9,11,12,16,17, 18},
{5,10,12,13,17, 18},
{5,8,10,12,13, 16, 19},
{5,8,11,12,13,17, 20},
{5,9,11,12,13,17},
{6,10,12,13, 14, 18},
{6,9,11,12,13, 14, 17},
{6,9,11,12,13, 14, 18},
{10,12,13,14, 15,16, 17, 18}.



Nachwort

In der Literatur, z.B. in The Probabilistic Method von N. Alon und J. H.
Spencer [2], werden obere Schranken fiir die Dominanzzahl (G) in Abhéngig-
keit von der Knotenpunktanzahl n und der Minimalvalenz J des Graphen
bewiesen. Das Hauptanliegen der vorliegenden Arbeit bestand darin, auf die-
sen Beweisen aufbauend, sowohl neue Schranken als auch Algorithmen fiir
die Dominanzzahl und einige ihrer Modifikationen zu finden.

Die in [2] beschriebene Idee, nach der eine zuféillige Menge X zu einer domi-
nierenden Menge ergénzt und iiber die Berechnung von Erwartungswerten
eine obere Schranke fiir v(G) gefunden wird, erweiterten wir dahingehend,
dass wir jedem Knotenpunkt ¢ seine eigene Wahrscheinlichkeit p; zuordneten,
Element von X zu sein.

Damit gelang es, stetige Optimierungsprobleme

Juin f(p)
fiir die Dominanzzahlen -y, g, y7 bzw. 7y, sowie die Uberdeckungszahl /3
(und damit auch fiir die Unabhéngigkeitszahl «) aufzustellen. Die Zielfunk-
tionen f dieser stetigen Optimierungsprobleme sind multilinear und nehmen
ihre Extrema auf dem Rand des zuléssigen Bereiches C,, = [0, 1] an. Unter
den Extremalstellen gibt es eine Ecke des C,,, die mit einer dominierenden
Menge des Graphen korrespondiert.

Wenn es auch nicht gelingen kann, diese Optimierungsprobleme polynomial
zu losen, so bieten sie doch einen guten Ausgangspunkt, um Schranken fiir
die jeweiligen Graphenparameter zu finden. Fiir jedes p = (p1,...,p,) € C,
ist f(p) eine obere Schranke fiir die entsprechende Dominanzzahl. Alle in der
Arbeit angegebenen Schranken sind als ganzzahlig zu verstehen und entspre-
chend zu runden. In der Schrankenberechnung koénnen stetige Ndherungsme-
thoden eingesetzt werden.

Wir stellten realisierende Algorithmen vor, die fiir ein gegebenes p € C,
eine Menge D C V mit |D| < f(p) berechnen, die im entsprechenden Sin-
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ne dominierend ist. Die Algorithmen sind polynomial fiir die Dominanz und
die totale Dominanz, im Falle beschrankter Maximalvalenz A auch fiir die
t-Dominanz und die totale &-Dominanz. Dabei wurde in der gesamten Ar-
beit von einer beliebigen aber festen Knotennummerierung ausgegangen. Zu
untersuchen, in welcher Weise unserer Methode geschickte Nummerierungen
entgegenkdmen, war nicht Gegenstand der Arbeit.

Um das Losen der stetigen Optimierungsprobleme zu erleichtern, schriank-
ten wir den zuldssigen Bereich C,, ein. Eine geeignete Einschrinkung auf C,
lieferte fiir paare Graphen explizit berechenbare Schranken in Abhéngigkeit
von den Minimalvalenzen in den Partitionsklassen. Diese Schranken sind ge-
geniiber den aus der Literatur bekannten Schranken verbessert. Fiir nicht not-
wendig paare Graphen definierten wir verallgemeinerte Bipartitionen. Diese
Herangehensweise erméglichte ebenfalls die Berechnung verbesserter Schran-
ken und zudem die Beriicksichtigung weiterer Graphenparameter.

Fiir alle untersuchten Konzepte stimmen die Optimalpunkte der diskreten
Optimierungsprobleme mit denen der entsprechenden stetigen Optimierungs-
probleme iiberein. Das entspricht dem Hauptanliegen dieser Arbeit. Wenn es
machbar war, versuchten wir, die Zielfunktion so gut wie moglich zu wéhlen.
Abschitzungen (mitunter recht grobe) wurden nur dann verwendet, wenn
der Erhalt der Optimalpunkte gesichert werden konnte.

Diese Arbeit kann nur als Versuch gewertet werde, Strategien aufzuzeigen,
um Schranken fiir die Dominanzzahl und einige ihrer Modifikationen zu ent-
wickeln, realisierende Algorithmen zu diskutieren und fiir paare Graphen
Schranken explizit zu berechnen. FEine Erweiterung der verwendeten Verfah-
rensweise auf multipartite Graphen und verallgemeinerte Multipartitionen
wird moglich sein.

In unserer Arbeit wurden nur einige Dominanzkonzepte untersucht. Die wahr-
scheinlichkeitstheoretische Methode fruchtet aber jeweils dort, wo die zu
untersuchenden Knotenpunkt- oder Kantenmengen im Graphen lokal, d.h.
iiber Nachbarschaftsbeziehungen, charakterisiert werden kénnen, so z.B. bei
Farbungen in Graphen und Hypergraphen.

Neu in dieser Arbeit (und verdffentlicht in [27], [28] sowie [38]) sind die Uber-
fiihrung des diskreten Dominanzproblems in ein stetiges Optimierungspro-
blem iiber C,,, die Entwicklung realisierender Algorithmen sowie verbesserte
Schranken fiir die Dominanzzahl. Die rechentechnische Umsetzung der Algo-
rithmen war hingegen nicht Gegenstand der Arbeit. Mit einem Beispiel am
Ende der Arbeit wurde die Praktikabilitdt eines Algorithmus fiir dominieren-
de Mengen angedeutet.
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Maple - Quellcode der Beispielrechnung

#Definiert wird ein Leitergraph mit $1$ Sprossen:

restart:

1:=10: #Anzahl der Sprossen -> Anzahl der Knotenpunkte = 2*n
n:=2x%1:

m:=3*n:

NF:=array(1l..m):

INF:=array(l..n+1):

#Die Indexliste INF:
for k from 1 to n+l1 do
INF[k] :=(k-1)*3+1 od:}

#Die Nachfolgerliste NF:
NF[1]:=1: NF[2]:=1+1: NF[3]:=2:
for i from 1 to 1-2 do
NF[3*i+1] :=1i:
NF [3*i+2] :=1+i+1:
NF [3*i+3] :=i+2 od:
NF[3%(1-1)+1]:=1-1:
NF [3%(1-1)+2] :=2%1:
NF [3*1] :=1:
NF [3%1+1] :=2*1:
NF [3%1+2] :=1:
NF [3%1+3] :=1+2:
for i from 1+1 to 2*1-2 do
NF[3*i+1]:=1i:
NF [3*i+2] :=i-1+1:
NF[3*i+3] :=i+2 od:
NF [6%1-2] :=2%1-1: NF[6%1-1]:=1: NF[6%1]:=1+1:

#Prozeduren des Algorithmus
schranke:=proc(n,NF,INF,p)
local i, j,summe,produkt:
summe : =0:
for i from 1 to n do
produkt:=1-p[i]:
if INF[i] < INF[i+1] then
for j from INF[i] to INF[i+1]-1 do
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produkt : =produkt* (1-p[NF[j]]) od:
summe : =summe+p [i] +produkt
fi
od:
summe
end:
A:=proc(n,NF,INF,p)
local AA,k,m:
AA:=array(1l..n):
for k from 1 to n do
AA[K] :=1:
if INF[k]<INF[k+1] then
for m from INF[k] to INF[k+1]-1 do
AA[k] :=AA[k]*(1-p[NF[m]l])
od
else AA[k]:=0 fi
od:
AA
end:
B:=proc(n,NF,INF,p)
local BB,k,i,m,produkt:
BB:=array(l..n):
for k from 1 to n do
BB[k] :=0:
if INF[k]<INF[k+1] then
for i from INF[k] to INF[k+1]-1 do
produkt:=1-p[NF[i]]:
if INF[NF[i]]<INF[NF[i]+1] then
for m from INF[NF[i]] to INF[NF[i]+1]-1 do
if NF[m]<>k then
produkt : =produkt* (1-p [NF [m]])
fi
od
fi:
BB [k] :=BB[k] +produkt
od
fi
od:
BB
end:
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zeit:=10: #Anzahl der Algorithmusdurchlaeufe
Schranke:=array(1l..zeit,1..3):
for z from 1 to zeit do
p:=array(l..n): #Ein Zufallsvektor
for i from 1 to n do
pli] :=evalf (rand()/10712) od:
#1.Zwischenergebnis: Funktionswert an der Stelle des
# Startwertes
Schranke[z,1] :=floor (schranke (n,NF,INF,p)):

#1.Algorithmusschritt: liefert ganzzahliges pl[k] aus {0,1}
for k from 1 to n do
if 1-A(n,NF,INF,p) [k]-B(n,NF,INF,p) [k]>=0 then p[k]:=0

else plk]:=1
fi
od:
#2.Zwischenergebnis: Funktionswert an der Stelle von
# p nach dem 1.Schritt

Schranke[z,2] :=schranke (n,NF,INF,p):

#2.Algorithmusschritt: korrigiert die Menge aller
# plkl=1 zu einer dominierenden Menge
for k from 1 to n do
if A(n,NF,INF,p) [k]=1 then p[k]:=1 fi

od:
Schranke[z, 3] :=schranke (n,NF,INF,p):
Domi:={}:

for k from 1 to n do
if pl[k]=1 then Domi:=Domi union {k} fi
od:

#3.Algorithmusschritt: gibt dominierende Menge aus
print (Domi) ;

od:

# Ausgabe der Zwischenergebnisse

print (Schranke) ;
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