Gerichtete Bewegung aus dem Chaos
bei asymmetrischer Wechselwirkung

unter Beriicksichtigung der
Translations-Rotations-Kopplung

Dissertation
zur Erlangung des akademischen Grades

Doktor eines Wissenschaftszweiges (Dr. rer. nat.)

vorgelegt an der Fakultit fiir Mathematik und Naturwissenschaften
der Technischen Universitit Ilmenau

von Dipl.-Phys. Dirk Lehmkuhl
geboren am 15.10.1967 in Oldenburg

Berichterstatter:

Prof. Dr. Klaus Handrich, TU Ilmenau
Prof. Dr. Christoph Schnittler, TU Ilmenau
HD Dr. Michael Schulz, Universitédt Ulm

ertffnet am: 19.06.2001
wissenschaftliche Aussprache am: 06.02.2002

Verfahrensnummer: N 238



Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Das Modell

2.1 Testteilchen und Medienteilchen . . . . . . . . .. .. ..o 0oL

2.2 Wechselwirkungsmechanismen . . . . . . . . . .. .. ... oL
2.2.1 Spiegelnd-elastische Reflexion . . . . . .. . ... ... .. 0L
2.2.2 Diffus-elastische Reflexion . . . . . . . . ... ... ... .. ... ... ...
2.2.3 Inelastische Wechselwirkung (totale Akkomodation) . . . .. ... ... ...

Translation und Rotation total diffus-elastisch reflektierender

Testteilchen

3.1 Translations-Rotations-Kopplung . . . . . . . ... ... ... 0 .
3.2 Reflexionswinkelverteilung . . . . . . . . . . . ...
3.3 Grundlagen der Computersimulation . . . . . ... .. .. ... ... ... ...,

Rotation von Testteilchen bei Wechselwirkung mit totaler

Akkomodation

4.1 Rotations-Rotations-Kopplung . . . . . . . . . . . ... . ... .. .
4.2 Rotation im Fall endlicher Adsorptionszeit . . . . . . . . .. ... ... ... .....

Systematische Beschleunigung und Reibungskoeffizienten —

analytische Ergebnisse

5.1 Einleitung . . . . . . . . e

5.2 Reibungskoeffizient symmetrischer Testteilchen . . . . . . ... ... ... ... ...

5.3 Systematische Winkelbeschleunigung . . . . . . . . . ... ... ... 0oL,

5.4 Reibungskoeffizienten asymmetrischer Testteilchen . . . . . . . ... ... ... ...
5.4.1 Testteilchen mit tensorieller Masse . . . . . . . . . .. ... ... ... ...,
5.4.2 Rotierende Testteilchen . . . . . .. . ... ... .. ... .. .. ...,

5.5  Kopplung der Freiheitsgrade wechselwirkender Teilchen . . . . . . .. ... ... ..

11
11
18
21

24
24
30



INHALTSVERZEICHNIS

6 Ergebnisse der Computersimulation
6.1 Reibungskoeffizient der Rotation . . . . . . .. .. ... ... ... ... .. ...,
6.2 Testteilchen mit stochastischem Triagheitsmoment . . . . . . . . . ... .. ... ...
6.3 Gerichtete Bewegung asymmetrischer Testteilchen . . . . . . ... . ... ... ...
6.3.1 Testteilchen mit tensorieller Masse . . . . . .. ... ... .. ... .. ....
6.3.2 Rotierende Testteilchen . . . . . . . .. .. . o Lo
6.4 Nichtlineare Effekte symmetrischer Testteilchen . . . . . . . . ... . ... ... ...

7 Gerichtete Bewegung von Testteilchen
durch asymmetrische stochastische Krifte
7.1 Modell . . . . o e
7.1.1 Diskusformige Testteilchen . . . . ... .. ... ... ... .. ...
7.1.2 Kugelformige Testteilchen . . . . . ... ... ... . 0
7.2 Systematische Beschleunigung und Reibungskoeffizienten . . . . . . . .. .. .. ...
7.3 FErgebnisse der Computersimulation. . . . . . .. ... ... 0oL L.

8 Storungsrechnung
8.1 Losung der nichtlinearen LANGEVIN-Gleichung . . . . . . . ... ... ... .. ...
8.1.1 Einleitung . . . . . . . ..
8.1.2 Naherungslosung . . . . . . . .. L e
8.1.3 Losung der FOKKER-PLANCK-Gleichung . . . . . ... .. ... ... ... ..
8.1.4 Mittelwert und Varianz . . . . . . . .. .. . L
8.1.5 Losung der speziellen Riccatischen Differentialgleichung . . . . . . ... . ..
8.1.6  Vergleich mit Ergebnissen der Computersimulation . . . . . . ... ... ...
8.2 Losung der gekoppelten, nichtlinearen LANGEVIN-Gleichungen . . . . . . . . . .. ..

9 Zusammenfassung

A Ableitung einer speziellen Riccatischen Differentialgleichung
Verzeichnis der Abkiirzungen
Danksagung

Erklidrung

53
53
60
65
65
71
76

79
79
81
84
85
88

115

119

126

129

130



Kapitel 1

Einleitung

Im Jahre 1827 beobachtete der schottische Botaniker Robert BROWN unter seinem Mikroskop die
unregelmifBige Bewegung in Wasser suspendierter Pollenteilchen [1]. Er wiederholte das Experiment
mit sehr feinen Mineralpartikeln und stellte eine dhnliche ungeordnete Bewegung dieser Teilchen
fest. Diese, seitdem als BROWNsche Bewegung genannte Erscheinung, wird dadurch erklirt, dafl
Teilchen beliebiger Art z.B. in einer Fliissigkeit stindig ungeordnete Stée mit den umgebenden Mo-
lekiilen erfahren. Die theoretische Beschreibung der BROWNschen Bewegung wurde von EINSTEIN
[2] und SMOLUCHOWSKI [3] entwickelt und spéter von LANGEVIN [4], UHLENBECK, ORNSTEIN [5]
und anderen ([6] - [10]) verfeinert.

Eine Ubersicht zur BRowNschen Bewegung und BROWNschen Rotation ist in [11] gegeben. Dar-
in findet man einen Uberblick iiber den Stand der allgemeinen Theorie zur BROWNschen Rotation im
Hinblick auf die Interpretation von Prozessen in realen Systemen. Mit der Entwicklung der Rechen-
technik haben insbesondere numerische Methoden [12] an Bedeutung gewonnen ([13] - [16]). In den
Arbeiten ([17] - [23]) wurden speziell wechselwirkende Teilchen behandelt, die gleichzeitig sowohl
eine Translations- als auch Rotationsbewegung ausfithren. Die Translations-Rotations-Kopplung
ist z.B. fiir das Forschungsgebiet ”biocolloidal field” von Bedeutung [18].

In den vergangenen Jahren ist das Problem der BROWNschen Bewegung im Zusammenhang mit
einer Fragestellung aus der Zellbiologie verstérkt in den Blickpunkt der Forschung geriickt. Fiir Bio-
logen stellte sich die Frage, warum in biologischen Systemen ein gerichteter Transport von grofien
Molekiilen (durch Motor-Proteine) auftritt [24], ohne das eine duflere Kraft, ein Konzentrations-
oder Temperaturgradient vorliegt ([25] - [27]). Inspiriert von dieser Frage, erschienen eine Reihe
von Arbeiten ([28] - [48]) zu dem Analogon, den sogenannten BROWNschen Motoren (Ratschen).
In einem raumlich asymmetrischen Potential kann unter bestimmten Voraussetzungen, nidmlich
beim Vorhandensein einer zeitlichen Korrelation (neben der unkorrelierten weiflen Rauschkraft des
Gleichgewichtszustandes) eine gerichtete BROWNsche Bewegung der Teilchen entstehen. Eine Mog-
lichkeit, eine solche Korrelation einzubauen, besteht in dem zeitlich korrelierten Ein- und Ausschal-
ten des asymmetrischen Potentials. Dieser Transportmechanismus wurde mehrfach experimentell
verwirklicht ([31], [38], [39]). Eine technische Realisierung von rauschinduziertem Transport mit
periodischem Antrieb wird in ([49], [50]) gegeben. Dariiber hinaus werden Anwendungen bei re-
gulierten Prozessen in biologischen Systemen [51] und der Einsatz von Motor-Proteinen in der
Nanotechnologie [52] diskutiert.



1 EINLEITUNG

In ([53] - [57]) wurde das Verhalten flacher, nichtrotierender Testteilchen bei nichttrivialer Wech-
selwirkung mit einem stark verdiinnten, klassischen Gas von Medienteilchen untersucht. In den
Arbeiten von HEIBER [55] und LUDWIG [57] wurde der von HANDRICH [58] gefundene Effekt einer
gerichteten Bewegung asymmetrischer Testteilchen (eine Seite spiegelnd-elastisch reflektierend, die
andere Seite total diffus-elastisch reflektierend oder total inelastisch (total akkomodierend) wechsel-
wirkend) mit Hilfe der Computersimulation bestétigt. Dieser Effekt liefert eine weitere Moglichkeit
einen gerichteten Transport von Teilchen aus dem weilen Rauschen heraus zu erzeugen und lie-
fert eine zusitzliche Erklarungsmoglichkeit fiir die Existenz der oben beschriebenen gerichteten
Bewegung.

Ankniipfend an die Arbeiten ([55] - [57]) wird im Kapitel 2 ein Testteilchen-Modell vorgestellt,
bei dem neben den Translationsfreiheitsgraden erstmalig ein zusdtzlicher Rotationsfreiheitsgrad um
eine fest orientierte Drehachse des Testteilchens beriicksichtigt wird. Fiir dieses Modell (Grundmo-
dell) wird im Kapitel 3 die Translations-Rotations-Kopplung fiir den Wechselwirkungsmechanismus
der total diffus-elastischen Reflexion detailliert untersucht und es werden die Grundlagen der Com-
putersimulation dargestellt.

Kapitel 4 beschiftigt sich mit der Rotation von Testteilchen bei inelastischer Wechselwirkung
(totale Akkomodation). In dem Grundmodell werden zusétzliche Rotationsfreiheitsgrade kugel-
formiger Medienteilchen berticksichtigt (erweitertes Modell) und die Rotations-Rotations-Kopplung
fiir den Fall einer verschwindenden Adsorptionszeit betrachtet.

Im zweiten Teil dieses Kapitels werden Testteilchen im Rahmen des Grundmodells fiir den
Fall einer endlichen Adsorptionszeit behandelt, deren Masse [59] und Trigheitsmoment infolge der
adsorbierten Medienteilchen zeitlich stochastisch variiert.

Im Kapiteln 5 werden die analytischen, linearen Reibungskoeffizienten der Translation und Ro-
tation schwerer Testteilchen (BROWNsche Teilchen) abgeleitet und im Kapitel 6 mittels Computer-
simulation quantitativ bestétigt. Insbesondere wird der Einflufl der Rotations-Rotations-Kopplung
auf den linearen Reibungskoeffizienten der Rotation untersucht.

Die gerichtete Bewegung rotierender, asymmetrischer Testteilchen, die von der Translations-
Rotations-Kopplung beeinflufit wird, ergibt sich als Effekt zweiter Ordnung in den analytischen
Reibungskoeffizienten. Auch bei der Relaxation leichter, symmetrischer Testteilchen spielt die
Translations-Rotations-Kopplung eine wesentliche Rolle. Die Computersimulation bestéitigt quali-
tativ die analytischen Resultate.

Kapitel 7 beschiftigt sich mit einem weiteren Modell (Zylindermodell) fiir symmetrische,
spiegelnd-elastisch reflektierende Testteilchen. Im Falle einer Asymmetrie der stochastischen Kraft
(bei gleichem Druck) ([60], [61]) erfahren kugelformige und diskusférmige Testteilchen ebenfalls
eine kurzzeitige, gerichtete Bewegung. Aus der systematischen und stochastischen Beschleunigung
(additives Rauschen) der Testteilchen folgt eine eindimensionale, nichtlineare LANGEVIN-Gleichung,
die im Kapitel 8 nidher untersucht und mit einer Stérungsreihenentwicklung gelost wird.

Mit Hilfe der Storungsrechnung wird schliellich eine analytische Néherungslosung fiir die mittle-
re Geschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit rotierender, asymmetrischer Testteilchen abgeleitet.



Kapitel 2

Das Modell

2.1 Testteilchen und Medienteilchen

Wir untersuchen die Bewegung eines Testteilchens (TT) in einem stark verdiinnten Gas von Medien-
teilchen (MT). Zur Vereinfachung betrachten wir flache, diskusformige TT, deren Fléchennormalen
fest (in z-Richtung) im Laborsystem fixiert sind (Abb. 2.1).

Testteilchen (TT)
Geschwindigkeit u

Medienteilchen (MT)
Geschwindigkeit v

Masse m

Abbildung 2.1: Modell eines diskusférmigen Testteilchens.

Als Realisierung konnte man sich Teilchen vorstellen, die eine spontane Magnetisierung in Richtung
ihrer Oberflichennormalen besitzen und in einem hinreichend starken dufleren Magnetfeld H fest
orientiert werden.



2.1 TESTTEILCHEN UND MEDIENTEILCHEN

Der Ausdruck Testteilchen [62] bezeichnet dasjenige Teilchen, das man wihrend des Experi-
ments (also withrend der Computersimulation) verfolgt und dessen Verhalten man untersucht. Der
in der Literatur héufig verwendete Begriff der BROWNschen Teilchen trifft dagegen nur auf Teilchen
zu, die um einige Groflenordnungen schwerer als die MT sind.

Wir nehmen an, dafl bei dem diskusformigen TT die Dicke d im Vergleich zu dem Radius R
(Abb. 2.1) vernachlissigbar klein d < R ist, so daf§ nur Treffer von MT auf den beiden Frontseiten
des TT der Fliache A einen Beitrag zu dessen Bewegung liefern. Die Bewegung des fest orientierten
TT ist auf die dreidimensionale Translationsbewegung und die Rotation um die fest orientierte
Drehachse (z-Achse), die durch den Schwerpunkt S gehen soll, beschrinkt. Zur Beschreibung der
Bewegung des TT der Masse M und dem Trigheitsmoment 6 = 0,, fithren wir die Geschwindigkeit
U = (Ug, Uy, u;) und die Winkelgeschwindigkeit & = w €, ein.

Die Massendichte des TT kann von Ort zu Ort variieren. Dariiber hinaus sind auch hypothe-
tische T'T denkbar, bei denen die Masse richtungsabhingig ist.

Eine Anderung des Bewegungszustandes der TT soll nur durch die ungeordneten Stofe mit
den umgebenden klassischen MT verursacht werden. Die Translation und Rotation der TT wer-
den klassisch beschrieben. Die Bedingung fiir die klassische Rotation ist durch die Ungleichung
3—29 < kpT (kp ist die BorrzmANN-Konstante) gegeben. Diese Bedingung kann fiir mesoskopische
Teilchen stets als erfiillt angesehen werden [63].

Es wird angenommen, daf} sich die MT zu jedem Zeitpunkt im thermodynamischen Gleichge-
wicht befinden. Dariiber hinaus seien die MT hinreichend stark verdiinnt, so dal Schneepflugeffekte
und Rekollisionen mit den TT keine Rolle spielen, d.h. wir schlieflen eine Verdichtung des Gases von
MT an der Frontseite des TT aus. Die punktféormigen MT mit der Masse m und der Translationsge-
schwindigkeit ¥ = (v, vy, v,) geniigen daher stets einer MAXWELLschen Geschwindigkeitsverteilung

3
o3 m 2 7 m 2 3
fu (D) d°v = <27r k‘BT) exp < 2k:BT> d’v (2.1)

bei gegebener Temperatur T'.

Die verschiedenen Modellannahmen, insbesondere die feste Orientierung der diskusférmigen TT
und die starke Verdiinnung der MT, stellen zunichst Einschrinkungen in bezug auf den konkreten
Vergleich mit realen Systemen dar. In der Literatur ([64] - [70], [13], [16], [18]) wurden zumeist
kugelformige TT in fliissigen, also sehr dichten Medien betrachtet. Im Rahmen des erweiterten
Modells werden die Einschriinkungen des urspriinglichen Modells (Grundmodell) teilweise aufgeho-
ben. Eine weitergehende Modifizierung dieser TT-Modelle beziiglich der starken Verdiinnung der
MT ist leicht realisierbar [57], wird in dieser Arbeit jedoch nicht betrachtet.
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Triagheitsmoment der Testteilchen

Das Triigheitsmoment 6 eines diskusférmigen TT um die z-Achse (s. Abb. 2.1) durch den Schwer-
punkt ist

MR?
0=/920(9) dA = ,
A §

wobei ¢ der Abstand von der Drehachse ist. Fiir ein homogenes, diskusférmiges TT

p = const. ist der Parameter £ = 2, bei einer ortsabhingigen Massendichte p(¢) auf dem TT
ergeben sich Werte fiir £ im Bereich 1 < £ < oo. Ist beispielsweise die gesamte Masse auf einem
Kreisring (Rand) von infinitesimaler Breite konzentriert, so ist £ = 1. Ist dagegen die gesamte
Masse des TT im Schwerpunkt konzentriert, so folgt £ = oo.

(2.2)

Anisotropie der Testteilchen-Masse

Der Begriff einer richtungsabhiingigen (tensoriellen), effektiven Masse ist aus der Festkorperphysik
bekannt und wird dort verwendet, um den Einflul des Gitterpotentials auf die Dynamik der Elek-
tronen zu beriicksichtigen. Ein oft verwendetes klassisches mechanisches Beispiel ist ein Wagen der
Masse M, der entlang einer festen Schiene ohne Schlupf beschleunigt wird. Formal kann man dies
durch eine tensorielle Masse beschreiben - die Masse des Wagens wiire parallel zur Schiene M und
senkrecht zur Schiene unendlich.

Mit dem Konzept einer tensoriellen Masse kann man ausgehend von dem TT-Modell (Abb. 2.1)
insbesondere die Bewegung von T'T beschreiben, die durch bestimmte geometrische Bedingungen
eingeschrénkt ist. Beispielsweise geht fiir M; — oo (der Index i = z, y, z kennzeichnet die Richtung)
das TT-Modell in einem réumlich fest fixierten Rotator (in Analogie zu Ref. [57]) iiber, bei dem
W = wy,, der einzige Freiheitsgrad des TT, durch die tangentialen Geschwindigkeiten auftreffender
MT angeregt wird. Diese Form der Rotation eines Teilchens (Molekiil) wird als ebene BROWNsche
Rotation bezeichnet und beschreibt die Rotation beziiglich einer Achse, die sowohl im Raum als
auch innerhalb des Molekiils fest fixiert ist [11].

2.2  Wechselwirkungsmechanismen

Wir unterscheiden drei verschiedene Formen der Wechselwirkung (Reflexion), abgekiirzt mit R,
von MT auf der Oberfliche des TT: Die spiegelnd-elastische Reflexion R, ([53], [55], [56]), die total
diffus-elastische Reflexion R4 ([56], [57]) und die inelastische Wechselwirkung (totale Akkomo-
dation) R, ([71], [53] - [55], [57], [63]).

In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Darstellung der grundlegenden Modellannahmen
fiir die verschiedenen Formen der Wechselwirkung, die in der oben genannten Literatur bereits
ausfiihrlich diskutiert wurden. Dabei beziehen wir im Fall der totalen Akkomodation Rotations-
freiheitsgrade kugelférmiger MT mit ein.



2.2 WECHSELWIRKUNGSMECHANISMEN

2.2.1 Spiegelnd-elastische Reflexion

Eine notwendige Voraussetzung fiir die spiegelnd-elastische Reflexion ist eine ideal glatte Oberfliche
des TT. Die spiegelnd-elastische Reflexion wird durch das deterministische Reflexionsgesetz [72]
beschrieben. Dabei ist der Einfallswinkel gleich dem Reflexionswinkel. Einfallende und reflektierte
MT bilden mit der Normalen im Auftreffpunkt auf der TT-Oberfléiche gleiche Winkel und liegen
in einer gemeinsamen Ebene.

2.2.2 Diffus-elastische Reflexion

Die diffus-elastische Reflexion wird hingegen durch eine Oberflichenrauhigkeit des TT hervor-
gerufen. Bei einer Modellierung (Molekulardynamik) einer zweidimensionalen diffus-elastisch re-
flektierenden Oberfléiche durch eine regellose Folge von Kerben, wurde in [57] der Grad der Rau-
higkeit durch den zufilligen Anstieg zweier Flanken einzelner Kerben simuliert. Die numerischen
Ergebnisse zeigen bei einem Anstiegswinkel der Flanken von 60° erwartungsgeméifl ein Maximum an
Rauhigkeit. Zusammenfassend erfiillt ein total diffus-elastischer Stofl die folgenden Bedingungen:

1. Man spricht von einer total diffus-elastischen Reflexion, wenn MT unter einem beliebigen
Einfallswinkel auf das TT treffen und isotrop in alle Raumrichtungen gestreut (Remission)
werden. Dabei existieren zwischen den Einfalls- und Reflexionswinkeln keine Korrelationen.

2. Der Stof} ist total elastisch, d.h. die Gesamtenergie der stolenden Teilchen bleibt erhalten.

Da bei der total diffus-elastischen Reflexion neben der Energie der Schwerpunktsbewegung auch
die Energie der Relativbewegung von TT und MT erhalten bleibt, kann die Wechselwirkung im
Rahmen eines mikrokanonischen Ensembles beschrieben werden. Die MAXWELLsche Gleichge-
wichtsverteilung ist invariant beziiglich der total diffus-elastischen Reflexion [72].

2.2.3 Inelastische Wechselwirkung (totale Akkomodation)

Bei der inelastischen Wechselwirkung wird das MT auf der Oberfliche des T'T zunéchst adsorbiert.
Wihrend der Adsorption schwingt das MT mit einer bestimmten Frequenz im Adsorptionsvolumen
des T'T und ” vergiffit” nach einer gewissen Zeit seine jeweilige aktuelle Geschwindigkeit und Winkel-
geschwindigkeit, infolge des stochastisch erfolgenden Energie-, Impuls- und Drehimpulsaustausches
mit der Oberfliiche des TT. Die mittlere Adsorptionszeit 7, ergibt sich néherungsweise aus der
Frequenz vy der genannten Oszillationen und der Groéfle des Adsorptionspotentials V, iiber die
bekannte FRENKEL-Beziehung [73]

Ta:iexp< Va ) (2.3)

140 kBT
Untersucht werden die Fille 7, — 0 und 7, > 0. Im Fall 7, > 0 nehmen wir an, daf} die Zahl der

pro Zeiteinheit desorbierten MT proportional zur Zahl der adsorbierten MT auf der Oberfléiche des
TT ist (Desorption 1. Ordnung [74]).
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Verschwindende Adsorptionszeit (7, — 0) Die Desorption erfolgt unmittelbar (”momen-
tan”) nach der Adsorption. Fiir das Zweikorperproblem TT und MT bleibt die Schwerpunkts-
geschwindigkeit erhalten und die Relativgeschwindigkeit ¢, (in Normalenrichtung) geniigt nach
erfolgter totaler Akkomodation der MAXWELLverteilung

[ gl
ImFr (9,/2) dg., = 27 kgl exXp (_ZkBZT> dg., (2.4)

wobei u die reduzierte Masse bedeutet. Hierbei wird vorausgesetzt, dafl sich die inneren Freiheits-
grade des TT bei der Temperatur 7" im Gleichgewicht befinden und die Relativbewegung mit dem
"Wiérmereservoir” dieser inneren Freiheitsgrade im Gleichgewicht ist, bevor die Desorption erfolgt
(totale Akkomodation). Zwischen dem mittleren Adsorptionsstrom und Desorptionsstrom stellt
sich innerhalb von 7, ein dynamisches Gleichgewicht ein, so dafl beide Strome gleich grofi und ent-
gegengesetzt gerichtet sind. Der Fall 7, — 0 bei der inelastischen Wechselwirkung kann demnach
im Rahmen eines kanonischen Ensembles beschrieben werden, wobei die inneren Freiheitsgrade des
TT die Rolle des Wirmereservoirs iibernehmen.

Endliche Adsorptionszeit Der Fall 7, > 0 bei der inelastischen Wechselwirkung kann hingegen
im Rahmen eines grof$kanonischen Ensembles beschrieben werden.

Zusammenfassung Im Fall der inelastischen Wechselwirkung sind folgende Bedingungen erfiillt:

1. Der Normalen—Freiheitsgrad entkoppelt infolge der festen Orientierung des TT von den tan-
gentialen Freiheitsgraden und dem Rotationsfreiheitsgrad des TT vollstéindig fiir beliebige
Massenverhiltnisse m/M.

2. Die Bewegung des TT in Normalenrichtung kann demnach als eine eindimensionale Bewegung
behandelt werden.

3. Bei einer endlichen Adsorptionszeit entsteht sowohl eine zeitlich stochastisch verdnderliche
Masse als auch ein zeitlich stochastisches Tragheitsmoment, die beide mit der zeitlichen Ent-
wicklung der Translation und Rotation des TT gekoppelt sind.



Kapitel 3

Translation und Rotation total

diffus-elastisch reflektierender
Testteilchen

In den Arbeiten ([55] - [57]) wurde ausschliefllich die Translationsbewegung von Testteilchen be-
trachtet, d.h. Rotationsfreiheitsgrade wurden nicht beriicksichtigt. Mit der Erweiterung um zuséitz-
liche Rotationsfreiheitsgrade des Testteilchens ist es moglich die Translations-Rotations-Kopplung
explizit zu betrachten. Wegen der festen Orientierung der Testteilchen (Abb. 2.1), mufl nur die ein-
dimensionale Rotation des Testteilchens um die Drehachse (z-Achse) beriicksichtigt werden. Daher
wird nur die Kopplung zwischen diesem Rotationsfreiheitsgrad und den drei Translationsfreiheits-
graden des Testteilchens untersucht. Dazu fithren wir in dem folgenden Abschnitt die Energie
der Relativbewegung des Test- (TT) und Medienteilchens (MT) fiir die total diffus-elastische Re-
flexion ein. Desweiteren wird ein Ausdruck fiir die Anderung der Translationsgeschwindigkeit und
Winkelgeschwindigkeit des T'T bei einem einzelnen Stofl angegeben.

3.1 Translations-Rotations-Kopplung

Wir zeigen zuniichst, dafl grundsétzlich die Translations- und Rotationsfreiheitsgrade der TT, un-
abhéngig von der Art der Wechselwirkung mit den MT (Abschn. 2.2), miteinander gekoppelt sind.
Dabei kann die Annahme fest orientierter TT (Kap. 2) fallen gelassen werden.

Impuls- und Drehimpulserhaltungssatz haben die Form:

Ph=Mi+mio=Mud +mt =B (3.1)
und
Lo=08+mgxt=0&+mgxv =L, (3.2)

wobei ¢ der Vektor vom Schwerpunkt zum Auftreffpunkt eines MT auf der Oberfliche des TT
ist. Die gestrichenen Ausdriicke kennzeichnen jeweils die Groflen nach dem Sto. Der Impuls-
erhaltungssatz (3.1) liefert nach der Transformation auf Relativ- (g)

11



3 TRANSLATION UND ROTATION TOTAL DIFFUS-ELASTISCH REFLEKTIERENDER
TESTTEILCHEN

-,

und Schwerpunktsgeschwindigkeit ($)

o o L=
G=1v—1 T=5+Lg M
= s = . (3.3)
T_ Matmo _ S T oo m+ M
$=ftm =9 U=35—3;9
Fiir die Geschwindigkeitséinderung des TT bei einem einzelnen Stof3 folgt:
Ni=i' —i=L (-g)=-L Az 3.4
uU=1u U i (g g ) M g ( )
Analog folgt aus (3.2) - (3.4) fiir die Anderung der Winkelgeschwindigkeit des TT:
AG=3"-3=—0""mix (AG+AD) =—0"1 15 xAg (3.5)
Generell sind demzufolge die Impuls- und Drehimpulséinderung des TT
AL=0AD =—ugx Aj=05x AP, mit AP = M A, (3.6)

miteinander gekoppelt ( Translations-Rotations-Kopplung). Im Detail héingt die Kopplung der ein-
zelnen Freiheitsgrade untereinander noch von der Geometrie des TT und der konkreten Wechsel-
wirkung mit den MT ab. Fiir eine allgemeinere Diskussion zu diesem Sachverhalt, speziell iiber die
Kopplung der Rotationsfreiheitsgrade untereinander, sei auf [11] verwiesen. Wir merken lediglich
an, dafl bei einem spiegelnd-elastischen Stof3 die tangentialen Geschwindigkeitskomponenten der
MT bei der Wechselwirkung mit dem TT erhalten bleiben und daher offensichtlich keinen Beitrag
zur Rotationsbewegung des TT liefern.

Eine grundlegende Annahme des TT-Modells (Grundmodell, Kap. 2) besteht darin, daf die
diskusformigen TT bei der jeweiligen Wechselwirkung (Abschn. 2.2) mit den klassischen MT pa-
rallel zur z-Achse des Laborsystems fest orientiert bleiben (Abb. 2.1). Daher ist es nur erforderlich,
die Rotation (J = w,é,) des TT um die orientierte Drehachse (z-Achse, w = w,) im Drehim-
pulserhaltungssatz (3.2)

L. =0w+m (0,vy — 0,vz) = 0w +m (0,0, — 0,}) (3.7)

bei der Beschreibung des Zweierstofles zu beriicksichtigen.

Im Weiteren betrachten wir den total diffus-elastischen Stof (Abschn. 2.2.2) genauer. Die
gesamte kinetische Energie ist bei einem solchen StoB neben (3.1) und (3.2) eine weitere Er-
haltungsgrofle:

M
By = % Tt W' (3.8)

N D

2 _ M 9 %—»/2
w —211 +2u +

N D
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Abbildung 3.1: Rotierendes Testteilchen. o ist der Abstand vom
Schwerpunkt S zum Auftreffort des Medienteilchens, ¢ ist der zuge-
horige Auftreffwinkel.

Mit Bestimmung der sieben unbekannten, gestrichenen Groflen in Gl. (3.8), ist der Bewegungszu-
stand des TT nach einem total diffus-elastischen Stofl eindeutig festgelegt. Mit Hilfe der Gl. (3.3)
transformieren wir die Erhaltungssiitze (3.7) - (3.8) in das Schwerpunktsystem:

Lo=0w+p (0, 9y — 0y 92) =0 + 1 (029, — 0, 9) (3.9)
und
mM -2 e 0 o oo 0
_ - Z =T — 1
0 Q,US 5 +2w 5 +2w (3.10)

Die Ermittlung der unbekannten Grofen in Gl. (3.8) wird durch die Ausnutzung von 5 = § " auf
die Unbekannten (§’, w’) reduziert. Wir fithren neben dem Laborsystem (£) ein mit dem TT ver-
bundenes (korperfestes), rotierendes Koordinatensystem (K) ein, indem MT unter gleichverteilten
Winkeln ¢ in Abstéinden ¢ von der Drehachse des T'T auftreffen (Abb. 3.1). Wir betonen, dal K
nur bzgl. der Translationsbewegung des T'T korperfest ist.
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Desweiteren stellen wir die Komponenten von ¢ in Zylinderkoordinaten
9z = Gz, Gy = GoSin + g, cos p und g, = g,cos p — g, sin g (3.11)
dar. Daraus folgt die Riicktransformation
9z = gz, Jo = Gz COS @ + gy sinp und g, = gy cos p — gz sin . (3.12)
Die Gln. (3.9) und (3.10) haben im Bezugssystem K (Abb. 3.1) die Form:
Lo=0w+pogy,=0u"+pog, =Ly (3.13)
und

mM -2 (g2 +93+92) 0w np(gP+9r+97) w2
2 2 2 2 2

(3.14)

Aus (3.13) folgt, analog zu (3.5), fiir die Winkelgeschwindigkeitséinderung des TT aufgrund eines
total diffus-elastischen Stofles:

1% 4%
Aw=uw —w= % (90— d,) = —% Ag, (3.15)

Die beiden Komponenten der Geschwindigkeitsinderung (3.4) in tangentialer Richtung setzen sich
aus Ag, und Ag, (Abb. 3.1) zusammen und werden mit (3.11) in £

Auy = —ﬁ (Aggsing + Ag,cosp), Au, = —ﬁ (Agocosp — Ag,sinp) (3.16)

zuriicktransformiert. Sie sind iiber Ag, mit Aw (3.15) gekoppelt ( Translations-Rotations-Kopplung).
In Analogie zu (3.3) fithren wir die Relativ- und Schwerpunktswinkelgeschwindigkeit

o g . .
Pr=w—°F go =02 — Lo,
. . .
b=t w=b+qs
ein, wobei
0 p 0*
= 3.18

das reduzierte Tragheitsmoment ist.
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Unter Benutzung von (3.17), wobei & = & (3.13) ist, konnen wir fiir (3.15) auch schreiben:

_pe o Ko L/ I I B
Aw = 2 (90— dl) 0 q@@ ug%} [@(P MQ%D (3.19)

=5 (& —0) =5 00,

Verwendet man die Ausdriicke fiir w und g, nach Gl. (3.17), so kann unter Benutzung von (3.1)
und (3.13), die Gl. (3.14) schliefllich auf die Form

- I 52 n 2
E=Fy— P L 2
0 (ZmM 0+29M02 0) (3.20)
_ Kk _ K2 2 n.rn2_ r

gebracht werden. Die kinetische Energie E der Relativbewegung bleibt offensichtlich bei einem
total diffus-elastischen Stofl ebenfalls erhalten.

9z, go und ¢, mit den zugehorigen Koeflizienten (1, n) sind einfach durch die Bedingung ein-
deutig festgelegt, daf Gl. (3.20) nach den Transformationen (3.3) und (3.17), wieder eine ho-
mogen quadratische Form in den Relativgeschwindigkeiten und der Relativwinkelgeschwindigkeit
hat. Division der Gl. (3.20) durch F fiihrt schlieBlich auf die Gleichung eines zusammengedriickten
Rotationsellipsoids (Abb. 3.2)

2
9z + gg sor 2+ g
3 4 _h2 = h2 h2 =1, (3.21)

E
h= 7 und hl \/1+RR— (322)
YL s (3.23)
0 _1 ' '

mit den Halbachsen,

wobei




3 TRANSLATION UND ROTATION TOTAL DIFFUS-ELASTISCH REFLEKTIERENDER
TESTTEILCHEN

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung des Rotationsellipsoids nach
Gl (3.21).

Die Komponenten der Relativgeschwindigkeit und die Relativwinkelgeschwindigkeit (vor und)
nach einem total diffus-elastischen Stof koénnen in Form verallgemeinerter Kugelkoordinaten

g. = hcost/, (3.24)
g, = hsinv/' cos 1’ (3.25)

und
¢! = hysiny/ sin ¢/ (3.26)

dargestellt werden.

Diese Darstellung, mit Hilfe der konstanten Halbachsen und des Reflexions- (0 < ¢/ < 7) und
Azimutwinkels (0 < 1’ < 27), ist fiir unser Problem eine besonders geeignete Parameterdarstellung
der Rotationsellipsoidoberfliche. Einsetzen in Gl. (3.21) fiir das Rotationsellipsoid zeigt direkt, daf3
diese Gleichung fiir beliebige Winkel v/, ¥’ bzw. v, 1) stets erfiillt ist. Demnach darf nach jedem
StoB, ohne Verletzung der Erhaltungssiitze (3.1), (3.7) und (3.8), jeder Reflexionswinkel v/ # v
und Azimutwinkel 1/ # 1) gewihlt werden. Die Verteilungsfunktionen des Reflexions- (/) und
Azimutwinkels (¢) sind Gegenstand des folgenden Abschnitts.
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Mit der Einfithrung der Relativgeschwindigkeit g, = ¢ ¢, erhilt man einheitliche, physikalische
Dimensionen der verwendeten Relativgrofien mit den entsprechenden Halbachsen h und hy = g hy.

Fiir den Fall sehr schwerer (¢ < 1) TT (BrROWNsche Teilchen) gilt:

2 2
7 / o 26 0 4\ .
hlzh 1+Iiﬁ_h<1+€ Eﬁ—FO(E))ﬁlI‘E«l (327)

Im Grenzfall x — 0 gehen die Ausdriicke fiir 2; (3.27) und @ (3.17) in

~ 2 . w+ oL

lim iy = lim h /1 4+ % =hund lim & = lim — 2B 92 _ (3.28)
k—0 k—0 R2 k—0 k—0 1 +,€Q_
R2

iiber. In diesem Fall sind also alle Halbachsen gleich, d.h. der Betrag der Relativgeschwindigkeit
(33)g=h= hi = g' bleibt bei dem Stofl erhalten. Dariiber hinaus bleibt wegen der Erhaltung
der Schwerpunktswinkelgeschwindigkeit ® = @' auch die Winkelgeschwindigkeit des TT bei dem
Stofl erhalten. Der Grenzfall K — 0 entspricht also dem Fall ”nichtrotierender” Testteilchen [56],
den wir mit Rg(3) bezeichnen. Der allgemeinere Fall ist jedoch bei rotierenden T'T gegeben, den
wir mit Rg(.) abkiirzen.

Im Allgemeinen sind alle Freiheitsgrade des TT bei der total diffus-elastischen Reflexion durch
den Energieerhaltungssatz miteinander gekoppelt. Bei Ry sind die Beitrége von Translations-
und Rotationsenergie zur Energie der Relativbewegung (3.20) unterschiedlich. Dieser Sachverhalt
kommt durch unterschiedliche Halbachsen (3.22) zum Ausdruck und bedeutet, daff im Gegensatz
zu Ry(3) der Betrag der Relativgeschwindigkeit (3.3) bei dem Stof nicht erhalten bleibt.



3 TRANSLATION UND ROTATION TOTAL DIFFUS-ELASTISCH REFLEKTIERENDER
TESTTEILCHEN

3.2 Reflexionswinkelverteilung

In diesem Abschnitt behandeln wir die Reflexionswinkelverteilung fiir die total diffus-elastische
Reflexion. Fiir die analytischen Rechnungen wurde ”Mathematica” [75] verwendet.

Als Ausgangspunkt betrachten wir das differentielle Volumenelement des vierzehndimensionalen
Phasenraums:

dP,, dP,, dPy, dL,, dz dy; dxy dp; dP,, dP,, dPy, dzy dys das (3.29)

Die Koordinaten und Impulse (P) bzw. der Drehimpuls (Ly,) des TT sind durch den Index 1,
die der MT durch den Index 2 gekennzeichnet. Mit der Winkelkoordinate ¢; bezeichnen wir den
Drehwinkel um die z-Achse (Abb. 2.1), wobei w = %l ist.

Driickt man die verallgemeinerten Impulse und den Drehimpuls des TT (Index 1) durch die
Geschwindigkeiten (u., uy, u,) und Winkelgeschwindigkeit (w) und analog die Impulse (Index 2)
des MT durch die Geschwindigkeiten (v, vy, v;) aus, so la8t sich (3.29) in der Form

0 M3m? du, duy dug dw doy dv, dvy dvg dzy dyy dvy dze dys dxg (3.30)

schreiben.

Wir transformieren (3.30) mit (3.3) auf Schwerpunkts- (5,, $y, 5;) und Relativgeschwindigkeiten
(92, Gy, gz ), sowie entsprechend auf Schwerpunkts- (s, sy, s;) und Relativkoordinaten
(23, Y3, x3). Unter Beriicksichtigung der JACOBI-Determinante kann das transformierte Phasenraum-
volumenelement in der Form

0 M3m3ds, ds, ds, ds, dsy ds; dw dp, dg, dg, dg. dzs dys dxs (3.31)
(1)

dargestellt werden. Die JACOBI-Determinante der Transformation ist Eins [76].
Wir gehen zu I iiber (Abb. 3.1) und stellen das Volumenelement (1) in (3.31) in Zylinderko-
ordinaten (3.11) dar:

0 M>*m?® o ds, ds, dsy ds, ds, ds, dg. dg, do dzs dw dp; dg, dy (3.32)
N
&)

Mit der Transformation von (2) in (3.32) auf die Relativ- ¢, und Schwerpunktswinkelgeschwin-
digkeit ® (3.17), sowie entsprechend auf den Relativ- ¢, und Schwerpunktswinkel ®, wird das
Phasenraumvolumenelement schliefflich auf die Form

0 M3m?® 0 ds, ds, ds, ds, ds, ds, d® d® dg, dg, do dzs dp, dp, (3.33)

gebracht. Der zusiitzliche Vorfaktor ¢ in (3.33) ergibt sich bei der Transformation auf d® dg, .
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Da bei der total diffus-elastischen Reflexion (Abschn. 2.2.2) die Energie erhalten bleibt, kann
die Wechselwirkung im Rahmen eines mikrokanonischen Ensembles beschrieben werden. Voraus-
setzung dafiir ist, daf§ keine Korrelationen zwischen den Einfalls- und Reflexionswinkeln vorhanden
sind. Nach dem L10UVILLEschen Satz éndert zwar das Volumen einer beliebigen Phasenbildpunkt-
menge im Laufe der zeitlichen Entwicklung seine Gestalt, behilt seine Grofle jedoch bei. Deshalb

folgt unmittelbar fiir das Phasenraumvolumenelement vor und nach einem total diffus-elastischen
Stof3:

0 M3m3 o* dg. dg, dp, dzsds, ds, ds; ds, ds, ds, d® d® do dp, (3.34)
) (4)
(3)

= 0M*m? o dg, dg), dp, dzyds, ds, dg, ds), ds), ds, d®' d®' do dy,
~ N——

(3") 4)

Die Volumenelemente (3) und (3') in Gl. (3.34) sind nach den Erhaltungssétzen (3.1), (3.13)
gleich grof§ und auch das differentielle Element (4) bzw. (4') ist offensichtlich bei einem Stoff
invariant, so daf3

dz3 dg, dg, dp, = dz3 dg. dg,, dp, (3.35)

gilt. Geht man in Gl. (3.35) erneut zu verallgemeinerten Impulsen und Drehimpulsen iiber, so
kiirzen sich die Vorfaktoren heraus.

Die Phasenbildpunkte, die den Bewegungszustand des Relativproblems von TT und MT vor und
nach einem einzelnen Stof eindeutig charakterisieren, liegen jeweils auf der Energiehyperfléiche (in
der jeweiligen Phasenraumzelle) des Phasenraums. Der von der Energiehyperfliiche umschlossene
Teil des Phasenraums hat die Form eines zusammengedriickten Rotationsellipsoids (Abb. 3.2). Mit
der Substitution

dzy = g, dt (3.36)

und der Transformation auf verallgemeinerte Kugelkoordinaten (3.24) - (3.26) wird das Phasen-
raumvolumenelement schlieilich auf die Form

0 (9.9, 27)

W dl// dw/ dh = h2h1 COS I// sin I// dl/ dw/ dh dt (337)

g, dt dg, dg}, dp, = g dt
(5)

gebracht. Dabei ist die Umformung des Volumenelements (5) in (3.37) zu beachten.



3 TRANSLATION UND ROTATION TOTAL DIFFUS-ELASTISCH REFLEKTIERENDER
TESTTEILCHEN

Bei der total diffus-elastischen Reflexion (Abschn. 2.2.2) sind alle gleich grofien Phasenraum-
volumenelemente (3.37) auf der Energieschale der Dicke dh des Rotationsellipsoids, unabhingig
von den Polar- (v) und Azimutwinkel (1) der einfallenden Teilchen, gleichwahrscheinlich. Dieser
Sachverhalt ist in volliger Ubereinstimmung mit einer mikrokanonischen Verteilung. Nach Gl.
(3.35) und (3.37) gilt:

h? hicosvsinv dvdy dhdt = h? hy cosv/ sinv dv’ dy’ dhdt (3.38)
N~ N~

(6) (6")

Da h und hy (3.22), sowie das differentielle Element (6) bzw. (6') bei einem Stofi ebenfalls
invariant sind, folgt

cosvsinvdv diy = cos v sinv/ dv' dy)/, (3.39)

d.h. die Winkelverteilungsfunktionen fiir den einfallenden und reflektierten Teilchenstrom stimmen
iiberein. Dieses Ergebnis wurde in [57] fiir den Fall der total diffus-elastischen Reflexion nichtro-
tierender T'T mittels Computersimulation (vgl. Abschn. 2.2.2) explizit bestéitigt.

Die normierte Verteilungsfunktion fiir den Reflexionswinkel ' und Azimutwinkel ¢’ lautet fiir
den Fall der total diffus-elastischen Reflexion:

f (/) sindd/dy = 21 cos vV sinv/'dv'dy)’ (3.40)
T
Die total diffus-elastische Reflexion wird durch eine cosv/-Verteilung [77] beschrieben.
Die Reflexionswinkelverteilung (3.40) ist fiir rotierende und nichtrotierende TT identisch und
stimmt mit der Einfallswinkelverteilung der auftreffenden MT iiberein.
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3.3 Grundlagen der Computersimulation

Die grundlegenden Aspekte des hier zugrunde liegenden numerischen Verfahrens wurden bereits
ausfiihrlich in der Literatur ([55] - [57]) diskutiert. Hierbei ist insbesondere die Arbeit von HEIBER
[55] zu nennen. In diesem Abschnitt stellen wir die Grundlagen zur Computersimulation der TT-
Modelle, die in dieser Arbeit betrachtet werden, kurz vor. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf die
Simulation des total diffus-elastisch reflektierenden TT im Rahmen des Grundmodells (Kap. 2).

Das TT bewege sich in £ mit der Geschwindigkeit 4 und der Winkelgeschwindigkeit w. Der
Strom von MT auf die linke Seite des TT ist

o /dA/Wuz ) far (@) d3 (3.41)

wobei n die Teilchenzahldichte der MT, dA = pd o dy das Flichenelement auf der TT-Oberfliche
und fas (V) die Verteilungsfunktion der MT-Geschwindigkeiten (2.1) ist. Wir fiihren die Integration
tiber die Geschwindigkeiten u, < v, < 00, —00 < v/, < oo der MT und tiber alle Flichenelemente
auf der TT-Oberfliche in (3.41) durch und erhalten

AN 1
) = 7 (uz)

dt
(e (g )+ [t (g0 ) -1])-

Dabei ist 7; (u) die mittlere Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stoflen auf der linken Seite
des bewegten TT, A = 7 R? die Fliche des TT und (v) der mittlere Geschwindigkeitsbetrag der
MT-Geschwindigkeiten. Um den mittleren Strom J, (u,) = #) zur rechten Seitenfliche des TT

Tr(uz
zu erhalten, ersetzt man in Gl. (3.42) u, durch —u,.

(3.42)

Die normierte Verteilungsfunktion der Auftrefforte lautet:

falo,p)dodp = —= dody (3.43)

R

Der Abstand p zur Drehachse des TT und der gleichverteilte Auftreffwinkel ¢ wird unabhéingig von
dem Bewegungszustand der TT ausgelost.

Beriicksichtigt man beide Seiten des TT, so lautet die resultierende Zeitskala eines ruhenden
TT:

fiir u, =0 (3.44)

To =

2
nA (v)’

7o wird als Einheit fiir die Zeitskala bei der Computersimulation verwendet.
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Der mittlere Strom auftreffender MT ist zeitlich konstant, solange das TT die Geschwindigkeit
u, beibehilt. Alle Ereignisse sollen unabhéingig von der Vorgeschichte sein
(MARKOV-Proze§ ([78] - [80])).

Auch die Auftreffzeit, der Auftreffort und die konkrete Geschwindigkeit des auftreffenden MT
werden als unabhéingig voneinander betrachtet. Diese Annahmen bedeuten fiir den Fall eines stark
verdiinnten Mediengases keine zusétzlichen Einschrinkungen. Fiir diesen Fall wurde in Ref. [55]
die Verteilungsfunktion der Zeitintervalle zwischen aufeinanderfolgenden Sté8en der Form

f(t) dt = ﬁ exp <—%> dt, mit 7t =7t 4t (3.45)

abgeleitet.

Die Tangentialkomponenten der MT-Geschwindigkeiten v, und v, sind maxwellverteilt:

[ m mov?
;) = o I3 ’f.. L , 4
f(v) m kT exp < 2k3T> ir i =x,y (3.46)

Die Verteilungsfunktion der Normalkomponente der MT-Geschwindigkeit ergibt sich aus dem Strom
zur Oberfléiche des TT:

2

(vs — uy) exp < 2”;;}) (3.47)

m

Flo) =+ 50T

Das Pluszeichen gilt dabei fiir das Auftreffen der MT auf der linken Seite, das Minuszeichen ent-
sprechend auf der rechten Seite des TT.

Die Computersimulation lduft wie folgt ab:

1. Die zu der aktuellen Normalengeschwindigkeit u, gehorige mittlere Zeit zwischen zwei StoBen
auf der linken (77 (u)) (3.42) und rechten Seite (7, (u,)) des TT wird ermittelt und der
Zeitpunkt des néchsten Stofles nach (3.45) ausgelost. Die Entscheidung iiber die getroffene
(linke oder rechte) Seite des TT fillt nach dem Verhéltnis der beiden Einzelstrome.

2. Der Auftreffort des MT wird nach der Verteilung (3.43) ausgelost.

3. Die jeweilige Komponente der Geschwindigkeit des auftreffenden MT wird nach der ent-
sprechenden Verteilung (3.46) bzw. (3.47) auslost.

4. Die Translationsgeschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit des rotierenden TT nach dem
StoB wird durch den konkreten Wechselwirkungsmechanismus (spiegelnd-elastische Reflexion,
total diffus-elastische Reflexion oder total inelastische Wechselwirkung; siche Abschn. 2.2)
festgelegt. Anschlieflend beginnt der Zyklus mit der neuen Geschwindigkeit # und der
Winkelgeschwindigkeit w des T'T von vorn.
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Nach (3.4) und (3.24) lautet die Geschwindigkeitséinderung in Normalenrichtung infolge eines
Stof3es fiir ein total diffus-elastisch reflektierenden TT:

p p

Au, = i (9: —d.) = i h (cos v + cos ') (3.48)
Der Vorzeichenwechsel innerhalb der Klammer in (3.48) kommt dadurch zustande, daf§ g, und
g. bei jedem Sto jeweils verschiedene Vorzeichen haben, die cosv jedoch per Definition jeweils

dasselbe Vorzeichen. Fiir die Winkelgeschwindigkeitsinderung des TT gilt nach (3.19) und (3.26):

Aw = g hy (sin?/sin’ — sinvsiny) (3.49)

Damit ergibt sich fiir die Komponenten der Geschwindigkeitséinderung des TT in tangentialer
Richtung nach (3.15), (3.16) und (3.25)

0
Au; = —% <h (sine/ cos )’ — sinw cos 1)) cos ¢ £ o Awsin @) fir i = .y, (3.50)

wobei das Pluszeichen fiir die z-Richtung, das Minuszeichen fiir die y-Richtung steht.

Fiir die konkrete Auslosung von ¢ (3.45) und weiterer benotigter Zufallsgrofien verwenden wir
das iibliche Verfahren [80] zur Erzeugung von Zufallszahlen einer bestimmten Verteilung gemésf

/ C O -z =0, (3.51)

Wenn die z; gleichverteilte Zufallszahlen im Intervall (0,1) sind, dann geniigen die nach Auflssung
von (3.51) erhaltenen z; der Verteilung f (z;).

Die Auslosung der Normalengeschwindigkeit der auftreffenden MT erfolgt nach der v.
NEUMANNschen Verwerfungsmethode ([78], [57]). Der Vorteil dieser Methode besteht in der sehr
effizienten Bestimmung der Normalengeschwindigkeit, mit einem Zeitgewinn um einen Faktor fiinf
gegeniiber dem NEWTONschen Iterationsverfahren.



Kapitel 4

Rotation von Testteilchen bei

Wechselwirkung mit totaler
Akkomodation

In diesem Kapitel untersuchen wir die Rotation von Testteilchen (TT) bei total inelastischer
Wechselwirkung (totaler Akkomodation), sowohl fiir den Fall einer verschwindenden als auch end-
lichen Adsorptionszeit 7, (Abschn. 2.2.3).

Fiir den erstgenannten Fall werden zusitzliche Rotationsfreiheitsgrade kugelformiger Medien-
teilchen (MT) in das Grundmodell (Kap. 2) einbezogen (erweitertes Modell) und die Anderung der
Winkelgeschwindigkeit untersucht. Man erkennt, daf§ die Rotationsfreiheitsgrade von TT und MT
miteinander gekoppelt sind (Rotations-Rotations-Kopplung).

Im zweiten Teil wird die inelastische Wechselwirkung fiir den Fall einer endlichen Adsorptions-
zeit im Rahmen des Grundmodells ndher untersucht.

4.1 Rotations-Rotations-Kopplung

In der Literatur ([53] - [55], [57], [63]) ist der Normalen-Freiheitsgrad (in z-Richtung) total in-
elastisch wechselwirkender TT analytisch und numerisch bereits ausfiihrlich untersucht worden.
Bei fester Orientierung des TT, entkoppelt offensichtlich der Normalen—Freiheitsgrad von den tan-
gentialen Freiheitsgraden und dem Rotationsfreiheitsgrad des TT bei Wechselwirkung mit totaler
Akkomodation.

Bisher haben wir ausschliefllich den Zweierstofl zwischen punktférmigen MT und diskusférmigen
TT behandelt (Kap. 2). Wir betrachten nun kugelfésrmige MT (Hartkugelgas) mit der Winkelge-

2

schwindigkeit 0= (Qg,9y,), dem Radius 7 und dem Tréigheitsmoment © = 2%
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4.1 ROTATIONS-ROTATIONS-KOPPLUNG

Wir gehen davon aus, daB sich neben den Translationsfreiheitsgraden der MT auch ihre Rotations-
freiheitsgrade stets im thermodynamischen Gleichgewicht mit der gleichen Temperatur T' befinden,
d.h. die Winkelgeschwindigkeits-Verteilungsfunktion der MT ist ebenfalls eine MAXWELLverteilung;:

Far (R, Q. Q) dQ. dQ, dQ, = (4.1)

1
2 0. Q2+ 0,02 + S Q2
(0., Oyy Orz)? exp ( ( z yy 2y ac) dQ, 9, dS,

(27 kpT) ™2 2kpT

Fiir kugelfésrmige MT sind alle drei Haupttrégheitsmomente gleich (© = ©,, = 0O, = ©,,). Die
Komponenten der MT-Winkelgeschwindigkeiten sind alle voneinander unabhéngig.

Wir nehmen an, daf die feste Orientierung der TT auch bei der Wechselwirkung mit kugel-
formigen MT erhalten bleibt. Daher braucht man wiederum nur die Rotation des TT (w = w,,
0 =0,,) um die fest orientierte Drehachse in den Drehimpulserhaltungssétzen zu beriicksichtigen:

L.=0w+0Q. +m (0,vy — 0,vs) =0 +O0Q, +m (0, v} — 0,0}), (4.2)
Ly=0Q,4+m (0,vz — 0, 0:) = OQ, +m (0,0, — 0, v}) (4.3)

und
Ly =0 Q: +m (0,v: — 0,vy) = OQ, +m (0,0, — 0, 1}) (4.4)

Der Impulserhaltungssatz in £ wird durch Gl. (3.1) beschrieben. Die zu g, proportionalen Terme
von Ly, L, verschwinden fiir unendlich flache TT (Abb. 2.1). Die Drehimpulserhaltungssétze in
den einzelnen Raumrichtungen haben im Schwerpunktsystem (3.3) die Form (3.9):

L=00+0.0 +pn (0,09 — 0y92) =00 +0.. 0 +p (0 9y — 0, 9%) » (4.5)

f/y = Oyy Qy — 10, g = Oy, Q;, — KOy gé (4.6)
und

i:c = Oz Qz + Oy 9z = Oz Q; + 10y g; (4.7)
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Die Rotation des TT um die fest orientierte Drehachse wird offensichtlich zusétzlich nur durch
die z-Komponente der Winkelgeschwindigkeit des MT = (), beeinflufit. Fiir die Ableitung der
Winkelgeschwindigkeitséinderung des TT muf3 ausschliellich nur der Drehimpulserhaltungssatz in
z-Richtung betrachtet werden. Die tangentialen Komponenten der MT-Winkelgeschwindigkeit (€2,
(2, ) brauchen weiterhin nicht mehr berticksichtigt werden, da wir uns nur fiir die Rotationsbewegung
und nicht fiir die Bewegung des T'T in Normalenrichtung interessieren.

Der gesamte Stof} bei inelastischer Wechselwirkung wird nun folgendermafien berechnet: Wir
befinden uns wiederum im Bezugssystem I (Abb. 3.1), in dem das MT mit dem Winkel ¢ im
Abstand ¢ von der Drehachse des TT auftrifft. Den Gesamtprozef3 teilen wir in zwei Teilprozesse
auf, die Adsorption und die Desorption. Fiir den Prozef3 der Adsorption des MT an der Oberfléiche
des TT lautet der Drehimpulserhaltungssatz:

L,=0w+0Q+p0g,=(0+0+puo*) & (4.8)

Dabei entsteht ein tempordrer TT-MT-Cluster der Masse M + m und dem Triigheitsmoment
0 + O + 1 0%, der mit der Schwerpunktswinkelgeschwindigkeit

5:0w+69+ugg¢ ::'I;/
0+ 0O+ uo?

(4.9)

rotiert. Die neue Schwerpunktswinkelgeschwindigkeit, die sich von (3.17) unterscheidet, bleibt
ebenfalls bei dem total inelastischen Stofl zwischen TT und MT erhalten. Fiir die Desorption gilt
analog zu (4.8):

! ~
(0+O0+pe®) & =0 +0Q +puog, =L, =L, (4.10)
Die gesamte Anderung der Winkelgeschwindigkeit nach der Desorption des MT ist mit (4.8) - (4.10):

Aw:w/—w:%(gw—g;)—i-%(Q—Q/):—<%Ag¢+%AQ> (4.11)
Sind Rotationsfreiheitsgrade der MT bei dem total inelastischen Stof} beteiligt, so unterscheidet
sich Aw gegeniiber (3.15) durch die Winkelgeschwindigkeitséinderung der MT, gewichtet mit dem
Verhéltnis der Triigheitsmomente von MT zu TT. Demzufolge sind die Anderungen der Winkelge-
schwindigkeiten von T'T und MT im Rahmen des erweiterten Modells erwartungsgemafl miteinander
gekoppelt (Rotations-Rotations-Kopplung).



4.1 ROTATIONS-ROTATIONS-KOPPLUNG

Wir gehen nun der Frage nach, wie die unbekannte Grofie € in Gl. (4.11) nach dem total
inelastischen Stofl zu bestimmen ist. Dazu betrachten wir die kinetische Energie

Mm -2 )2 2 2 1 2 2 2
By

die sich nur durch den zusétzlichen Beitrag der Rotationsenergie ~ %@QZ des adsorbierten MT
von (3.14) unterscheidet.
!/

Die Zahl der unbekannten GroSen in Gl. (4.10) wird durch die Ausnutzung von ® = &, in
Analogie zu Gl. (3.17), um eine Unbekannte reduziert. Neben g,, g, ist es zweckméifig zwei Rela-
tivwinkelgeschwindigkeiten zur Beschreibung der Relativbewegung von TT und MT einzufiihren.

Neben ¢, (3.17) und & (4.9) fiihren wir zusitzlich die neue Relativwinkelgeschwindigkeit

b,=0-d = Q=—b,+d (4.13)
ein und erhalten mit Hilfe der Gl. (4.8) - (4.10)
0+0+pu®\ z  po*e,—0Q = p*p, -0,
=|l—— | P+ —F——"F—— =P+ —F——— 4.14
¢ ( 0+ po? 0+ pe? 0+ po? #14)
und
_ 0+0+u®\ s OQ+0p, = O0d.+0¢
=\ |- =" —— . 4.15
7 < 0+ po? 0+ po? 0+ pe? (415)
Benutzt man die Ausdriicke fiir 2, w und ¢, so folgt fiir den Anteil E; der Energie in (4.12):
. 2
T 00,40
2B =po® |- —— 4.16
1=Ho ( 9110 ) (4.16)

~ 2 - 2 ~
S pot g, — 00, . 7\ 2
0|l P+ ——F——F—+— O(d,+d
" ( TS ) i ( ’ )

Die beiden zu & ¢, proportionalen Terme heben sich gegenseitig auf, die iibrigen Terme fassen
wir in der Form

> . T\ 2 .
28 = (0+p0?) & +0 (&, +8) —200,¢ (4.17)

. 2 . 2
0P, +0¢p 9 pno’p, —0o,
ZEr T pe =PV g
+< 0+ po? ) e +( 0+ po?

zusaminen.
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Ebenso verschwinden die zu @, ¢, proportionalen Terme. Mit (3.18) folgt

2B = (040 +pud) & 0+ P 642 (4.18)

Verwendet man diesen Ausdruck fiir £y, so kann die Gl. (4.12) schliefllich auf die Form

. o .
¢$+—f;—-@$, (4.19)

M+m -2 604+0+ puo?

"
9 7 2

2

E

~2
: ) 2
P +5 (97+95) +
mit
0+ 0O + po?
[ po

4.20
e (4.20)

gebracht werden.

Neben 7 (3.18) ist F © ein weiteres reduziertes Tréigheitsmoment. Die Energie hat nach diesen
Transformationen wie (3.20) wieder eine homogen quadratische Form in den Relativgeschwindig-
keiten (g, g,) und Relativwinkelgeschwindigkeiten (¢,., ®,), sowie der entsprechenden konstanten

- .

Schwerpunktsgeschwindigkeit ($) und Schwerpunktswinkelgeschwindigkeit ().

Die Relativgrofien g, go, ¢, und ®,, die in (4.19) mit den jeweiligen Koeffizienten p, n und
F © gewichtet sind, eignen sich zur Beschreibung der Relativbewegung von TT und MT besonders
gut: Erwartungsgeméf geht im Grenzfall © — 0 der Drehimpulserhaltungssatz (4.8) - (4.10) und
die Energie (4.19) unmittelbar in (3.13) und (3.20) iiber.

T =/
In Analogie zu (3.19), konnen wir unter Verwendung von (4.9), (4.13), (4.15) und ® = & fiir
(4.11) auch schreiben:

S)
Aw =2 (g,—dp)+5 (-9 (4.21)

Qq‘)r"i_gbr - Q&;_i 9@);4_%0;
0 wo \ 0

I
=[3
—
=)

LS
|
NE
—
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Wir weisen ausdruckhch darauf hin, da8 die Anderung der neuen Relativwinkelgeschwindigkeit
A®, zwar wegen <I> @ mit der kaelgeschwmdlgkeltsanderung der MT identisch A®, = AQ ist,
die Grofle <I>; neben ¢, gQ und ¢!. jedoch die ausschlaggebende Unbekannte nach der Desorption
ist. Die GL. (4.11) kann wegen A®, = AQ mit (3.23) auch in der Form

/©
— 2 .y _ 9.
Aw = ( 2 Agy + A2 AD ) , wobei A = 7 ist, (4.22)

geschrieben werden. Im Rahmen des erweiterten Modells ist nach Gl. (4.22) die Anderung der
Winkelgeschwindigkeit des TT Aw bei dem total inelastischen Stofl von A und s abhéngig. Diesen
Fall bezeichnen wir mit dem Symbol R, x). Fiir den Fall A — 0 bzw. F — 1 (4.20) folgt die
Winkelgeschwindigkeitsdnderung des TT fiir das Grundmodell (3.15).

Die unbekannten Relativgeschwindigkeiten g}, g, und die Relativwinkelgeschwindigkeiten o,

<I>L zwischen TT und MT geniigen aufgrund der vorausgesetzten totalen Akkomodation bei der
Desorption einer MAXWELLverteilung

YAy AR ARV 1% Ui o
<1>) b = N N 4.2
fM,FT (gzvggv SOTW T dgz dggdSOTd T 27TkBT 27T kBT 27_(_ kBT ( 3)

p (92 +95) ey red? ,
—_—— — ——=L | dg, dg,, dy d<I> .
exp( 2ksT ) P\ " 2kT ) TP\ T 2kpT 9o d;
Fiir den Fall der inelastischen Wechselwirkung verstehen wir unter der ”Dimension des TT-Modells”
die Anzahl der unabhingigen Relativgeschwindigkeiten und Relativwinkelgeschwindigkeiten nach

der Desorption, die nach einer MAXWELLverteilung mit der Temperatur des Gases der MT ausge-
wiirfelt werden. In diesem Sinne ist das erweiterte Modell ein ”vierdimensionales TT-Modell”.
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4.2 Rotation im Fall endlicher Adsorptionszeit

Es wird nunmehr angenommen, daf} ein punktformiges MT auf der Oberfléiche eines rotierenden T'T
adsorbiert (Abb. 4.1) und nach einer endlichen mittleren Adsorptionszeit 7, (Abschn. 2.2.3) nach
erfolgter totaler Akkomodation wieder desorbiert. Eine endliche Adsorptionszeit fithrt zur Bildung
eines TT-MT-Clusters mit zeitlich veranderlicher stochastischer Masse und zeitlich verdnderlichen
stochastischen Trigheitsmoment. Wir geben in diesem Abschnitt die Ausdriicke fiir Aw, Au, und
Auwuy fiir diesen Fall an.

Abbildung 4.1: Trégheitsmoment des Testteilchens mit adsorbierten
Medienteilchen. Neben den im Text erkldrten Grofien bedeuten: a; =
s b = £ o,
M 917 1 m 91

Der Gesamtstrom von MT (auf der linken Seite des TT) setzt sich aus den Adsorptionsstrom
(Jas) und Desorptionsstrom (Jg;) zusammen und bewirkt dabei eine zeitliche Anderung der
(im Adsorptionsvolumen) auf der linken Seite des T'T befindlichen MT N;:
dNj 1 N
Sl g =Ty = — — =L (4.24)
dt ’ YT Ta
Fiir den Strom J,. zur rechten Seitenfliche des TT gilt ein analoger Ausdruck. Der Adsorptionsstrom
Jq zur jeweiligen Seitenfléiche des T'T ist nach Gleichung (3.41) gegeben. Der Desorptionsstrom wird
gemif einer Desorption 1. Ordnung beschrieben.



4.2 ROTATION IM FALL ENDLICHER ADSORPTIONSZEIT

Wir nehmen an, daf sich zu einem bestimmten Zeitpunkt N = N; + N, MT der Masse m im
Adsorptionsvolumen auf der linken (Index [) und rechten (Index r) Seite des TT befinden. Diese
N MT bilden mit dem TT der Masse My einen TT-MT-Cluster der Masse

M (t) = My = Mo + N () m. (4.25)

Sei Sy—1 (Abb. 4.1) der gemeinsame Schwerpunkt des TT-MT-Clusters und sein Trégheitsmo-
ment fg,_, := 0xn_1 fiir die Drehachse (z-Achse) durch Sy_; bekannt. Adsorbiert ein weiteres MT
(das N-te MT) auf der Oberfliche des TT-MT-Clusters im Abstand g, vom Schwerpunkt Sy_1,
dann folgt fiir das neue Trigheitsmoment 8 um den Schwerpunkt Sy nach dem STEINERschen
Satz:

ON =0Nn-1+ pn_10% (4.26)

Durch sukzessive Anwendung der Gleichung 183t sich schlielich das stochastische Trigheitsmoment
nach

N
Z , wobei A(P) = Hp—1 QZ% mit 0 = 6 (4.27)
p=0

berechnen, wobei 0y das Trigheitsmoment des unbelegten, nackten TT ist.

Desweiteren fithren wir die zu (4.25) entsprechende reduzierte Masse

M (t) m
) =py=—-"— 4.2
ein. Das zu (4.27) entsprechende reduzierte Triigheitsmoment
0(t t)?
1= LW rle® (4.29)

0(t)+n(t) o(t)?

ist von dem stochastisch fluktuierenden Auftreffort o(t) = oy, abhiingig.

Fiir den Prozefl der Adsorption mit sofortiger Desorption des N-ten MT an der Oberfliche des
TT folgt fiir den Impuls- (3.1) und Drehimpulserhaltungssatz (3.13)

PN = Myi+mo=Myid +md =P~ (4.30)
und

L(J)V =ONw+ iy 0Ny 190 = ON W' + Ly O 11 9:0 = L6N- (4.31)
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Die Anderung der Translations- und Winkelgeschwindigkeit des TT bei einem einzelnen total in-
elastischen Stof ist (vgl. (3.4), (3.16), (3.19))

Au, = —%(tt)) Ag., Auy, = —L(tt)) (Agpsing + Ag, cos @), (4.32)
Au, = —A(tt)) (Agocosp — Agesing) und Aw = % Ap,. (4.33)

Die Computersimulation fiir ein total inelastisch wechselwirkendes T'T fiir 7, > 0 verlduft nun
folgendermafien:

1.

Mit (4.24) wird die zu der aktuellen Normalengeschwindigkeit u, gehorige mittlere Stoffre-
quenz 7 (uz) "' ermittelt und der Zeitpunkt des niichsten StoBes nach (3.45) ausgelost. Die
Entscheidung iiber die getroffene (linke oder rechte) Seite des TT und den stattfindenden
Proze§ (Adsorption oder Desorption) fiillt nach dem Verhéltnis der jeweiligen vier Einzel-
strome (4.24), d.h. der Adsorptions- und Desorptionsstrom auf die linke und rechte Seite des
TT. Der Auftreffort des MT wird nach der Verteilung (3.43) ausgelost.

Wir nehmen an, daf§ alle im Adsorptionsvolumen auf der linken bzw. rechten Seite des TT
befindlichen MT unabhéngig voneinander mit der gleichen Wahrscheinlichkeit desorbieren.
Welches der N; bzw. N, MT desorbiert wird jeweils gleichverteilt ausgelost.

Die Verteilungsfunktion der Normalkomponente der MT-Geschwindigkeit ergibt sich aus
dem Adsorptionsstrom zur Oberfléiche des TT (3.47). Die Tangentialkomponenten der MT-
Geschwindigkeit sind einfach maxwellverteilt (3.46).

. Die Relativgeschwindigkeiten g}, g, und die Relativwinkelgeschwindigkeit ¢ werden nach der

entsprechenden MAXWELLverteilung (4.23) mit der reduzierten stochastischen Masse (4.28)
und Tragheitsmoment (4.29) ausgelost.

. Mit (4.32) und (4.33) wird die neue Geschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit des T'T nach

dem Stofl berechnet, anschliefend beginnt der hier beschriebene Zyklus von vorn.



Kapitel 5

Systematische Beschleunigung und
Reibungskoeffizienten —
analytische Ergebnisse

5.1 Einleitung

Zur Beschreibung der BROwNschen Bewegung liefert die LANGEVIN-Gleichung ([4] - [7])

% oyt A() (5.1)
eine geeignete Basis. Darin wird die von den umgebenden Medienteilchen ausgeiibte Gesamtkraft
in einen systematischen Anteil, gegeben durch die lineare Reibungskraft v« und in einen zeit-
abhéngigen, fluktuierenden Anteil, die stochastische Kraft A (t), deren Mittelwert verschwindet,
zerlegt. Um die LANGEVIN-Gleichung fiir eine konkrete Wechselwirkung (spiegelnd-elastische Re-
flexion, total diffus-elastische Reflexion und inelastische Wechselwirkung) und bestimmten Frei-
heitsgrad (Translation oder Rotation) des BROWNschen Teilchens zu erhalten, ist ein entsprechender,
expliziter Ausdruck fiir die Gesamtkraft (systematische und stochastische Kraft), mit der die
Medienteilchen (MT) auf das BROwNsche Teilchen (BT) einwirken, anzugeben.

Fiir den Fall schwerer rotierender TT (BT) kann fiir unser einfaches Modell eine Methode
nach HANDRICH [53] verwendet werden, um vier LANGEVIN-Gleichungen, fiir die Translationsfrei-
heitsgrade (mit ~,, Vy» V> - linearer (STOKESscher) Reibungskoeffizient fiir die einzelnen Raum-
richtungen) und den Rotationsfreiheitsgrad (mit v, - linearer Reibungskoeffizient der Rotation),
abzuleiten. Die Bedeutung dieser Methode besteht darin, daf} fiir ein stark verdiinntes Gas von MT
(Mediengas) eine Ableitung der LANGEVIN-Gleichung fiir jeden der genannten Freiheitsgrade des
BT gelingt, ohne ad hoc Annahmen bzgl. der Reibungskoeffizienten und der stochastischen Kraft
machen zu miissen. Dies wurde in Ref. ([53] - [55]) fiir den Normalen-Freiheitsgrad (z-Richtung)
eines spiegelnd-elastisch reflektierenden und total inelastisch wechselwirkenden BT gezeigt.

33



5 SYSTEMATISCHE BESCHLEUNIGUNG UND REIBUNGSKOEFFIZIENTEN —
ANALYTISCHE ERGEBNISSE

Weiterhin kann mittels eines expliziten Ausdrucks fiir die stochastische Kraft die Autokorrelation
der stochastischen Beschleunigung fiir die Translationsfreiheitsgrade

kT

(A; (t) A (t+7)) dT =2 v, 6 (7) dr fiir i = x,y, 2 (5.2)
und den Rotationsfreiheitsgrad des T'T
kpT
(Ao () A (t+7)) dr =2 “2= 4 6 (7) dr (5.3)

6

berechnet werden. Daraus folgt fiir BT direkt das Fluktuations-Dissipations-Theorem zweiter Art
(FDT II).

Im Weiteren untersuchen wir die mittlere systematische Reibungskraft in Normalenrichtung, die
wir auch fiir leichte TT angeben kénnen. Genauer gesagt, wir betrachten die auf das TT wirkende
systematische Beschleunigung, die sich aus den sténdigen Stéflen der MT ergibt. Integrieren wir die
einzelnen Geschwindigkeitsiinderungen (3.4) multipliziert mit der entsprechenden Wahrscheinlich-
keit (3.42) fiir einen solchen Stofl pro Zeit iiber alle moglichen MT-Geschwindigkeiten ¢/, so lautet
die systematische oder mittlere Beschleunigung eines TT in Normalenrichtung

duz| _%| +%|
a ' a R g '®

:n/dA///Auz v, —uy) far (9) d®v

Vz>Uz

+n/dA///Auz u, —v,) fu (7) d°

Vz<Uz

(5.4)

Die gesamte systematische Beschleunigung ist die Summe der jeweiligen Anteile auf der linken
(Index 1) und rechten (Index r) Seite des TT. Dariiber hinaus kann man den jeweiligen Anteil zur
systematischen Beschleunigung, z.B. der linken Seite des T'T

du, duz duz

W' |Rz ; (5.5)

IRt

in einen Beitrag der ankommenden/adsorbierten (Index a) und reflektierten (weggehenden)/de-
sorbierten MT (Index w) zerlegen.



5.1 EINLEITUNG

Ist weiterhin eine ausdriickliche Indizierung durch [/r bzw. a/w nicht gegeben, so ist jeweils
der gesamte Beitrag zur systematischen Beschleunigung (5.5) des TT gemeint. Der Ausdruck
(5.4) ist fiir die Beschreibung der systematischen Beschleunigung eines total inelastisch und total
diffus-elastisch reflektierenden TT giiltig [55]. Der Beitrag zur systematischen Beschleunigung
des TT aufgrund der ankommenden MT (Index a) ist grundsitzlich unabhéngig von der Art der
Wechselwirkung.

Wir fithren die dimensionslosen Geschwindigkeiten 5, 5, die dimensionslose Winkelgeschwindig-
keit & und die reduzierte Zeitskala ¢ ein:

0 N kT
=\/—= v =/ =n A/ —— )
k‘BT k‘BT k:BTw und t=n 27th (5.6)

Weiterhin werden in den Ausdriicken die Akzente weggelassen.

Die systematische Beschleunigung eines auf der linken Seite spiegelnd-elastisch reflektierenden
TT lautet [55]:

duz du; , duz duz
:/ / /Auzgz £ dg
gz>0

(9+U) 3
%ng/ dgz/ dgy/ dg:cgzexp< 5 d’g
___2 [, J(u)+\/E erf (£2) —1
— 1+€2 z Yl z 2 \/§ )

wobei Jj (uy) (3.42) der mittlere Strom von MT (in reduzierten Grofien) auf die linke Seite des
TT ist. Der Beitrag zur systematischen Beschleunigung in Normalenrichtung (z-Richtung) ist bei
der spiegelnd-elastischen Reflexion (R.) fiir die ankommenden und reflektierten MT gleich grofl

(9 = g2)-
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5.2 Reibungskoeffizient symmetrischer Testteilchen

In diesem Abschnitt leiten wir die lineare systematische Beschleunigung (Reibungskraft) in Normalen-
richtung (z-Richtung) ab, aus der der lineare Reibungskoeffizient 7, eines rotierenden, beidseitig
total diffus-elastisch reflektierenden BT direkt folgt.

Da wir den Beitrag der ankommenden MT zur systematischen Beschleunigung (5.7) (auf beiden
TT-Seiten) bereits kennen, benstigen wir nur noch den Beitrag der reflektierten MT auf der linken
(rechten) Seite des TT. Mit (5.4), (5.5) und (3.43) folgt:

du, . 1 2 2r rR , Lo
TR T RIS ), ododyp 9= 9= f (g, @) d°g (5.8)

g->0

Die zur Ableitung der systematischen Beschleunigung des T'T notwendigen Integrationen sind nicht
in geschlossener Form darstellbar.

Wir beschriinken uns in diesem Abschnitt auf den linearen Reibungskoeffizienten. Aus diesem
Grund entwickeln wir die Verteilungsfunktion f (,#) d3g bis zur ersten Ordnung in @ (abgekiirzt
durch O (@)'), stellen § in Zylinderkoordinaten (3.11) dar und driicken g, mittels der Beziehung
(3.17) durch w und ¢, aus. Dabei sind die neuen Einheiten (5.6) zu beachten. Unter Verwendung
von (3.22) - (3.26) kann die Verteilungsfunktion schlielich auf die Form

= 0@ 3 e 2 2 2 e29*\
f(g,1)] dg:%[l—s Uy g — € Uy Gy — € uwgw]exp —— d’g (5.9)
3 ) ) ' ) . 22\
2% [1—6 Uy gz — €° Uy (gosinp + g, cos ) — € um(ggcosgo—gwsmgo)] exp | — 5 d’g

3
o~ ;—{1—€2uzhcosy—€2uy [hsinycoszbsingo—i—g <\/E % —hlsinysin¢> COSQO}
7r

—e2u, {hsinucoswcoscp— 0 (\/E % —hp sinusin@b) singo} }

27
X eXp <57> ohy h sinv dv di dh,

mit der Abkiirzung

212

h
wsinvsin + h? [1 + (gh2 L _ 1)sin? vsin? w] (5.10)

0*h
R

_e Lo
T=¢ppw’ —2V¢
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gebracht werden. Der Parameter £ kommt durch die inhomogene Massenverteilung bei dem TT

(2.2) ins Spiel und die Halbachse h; (g) ist proportional zu o~ 1.

Es lohnt sich diesen komplizierten, ldnglichen Ausdruck vollstindig hinzuschreiben, enthilt
er doch im Argument der Exponentialfunktion (Z) quadratische Terme in w, denen bei weiteren
Diskussionen (Abschn. 5.4.2) eine wesentliche Rolle zukommt.

Zur Berechnung der linearen, systematischen Beschleunigung in Normalenrichtung ist die Ver-
teilungsfunktion (5.9) zusétzlich bis zu Gliedern erster Ordnung in w zu entwickeln. Wir verwenden
in Gl. (5.9) den Ausdruck fiir ¢/, nach Gl. (3.48). Da der Reflexionswinkel / bei jedem Stofl un-
abhiingig ausgewiirfelt wird, kénnen wir den Mittelwert

1 [ [ 2
{cosv') = o /0 /02 2cos® v sinv/ dv/' dyf = 3 (5.11)

entsprechend der Verteilung (3.40) benutzen. Verwendet man dariiber hinaus den Ausdruck fiir h;
(3.22), so folgt:

du, WO(ﬁw)l 2 52 xR
p o = — dod 5.12
dt |Rfi(1<) 37TR2 1+€2 0 0 eaedy ( )
2 prZ poo . 2 2
></ /2/ h%cos v f (i, w)|C@)" /1 + ﬁf 5 % h?sinv dh dv dip,
o Jo Jo €
mit
. 2 2 3
(i, w)[PE)" 1 4 15;2 % W2 sinv dh dy dip = g—ﬂ [1—e?hu,cosv (5.13)
2 2
—g2 by (sinycoswsinga —4/1+ 13_682 % sin v sin 1 cos go)
2 {e2 o?
—e“hug | sinvcosycosp + 1+mﬁsinysinwsin¢ +
€

2 2
+\/ghw% \/1+ 13682 %h sinv sin ] x
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g2 h? €e?2 0% 5, £ o* 5 .
xexp(— 5 [1—1—1_’_52@81 vsin w]> 1+1+62ﬁh sinv dh dv dy

Wir entwickeln (5.12) bis zu Gliedern erster Ordnung in €. Wir merken an, daf die oben be-
reits vernachldssigten Terme (z.B. ~ u,w) von zweiter Ordnung in € sind. Bei der Integration
iiber die Winkel ¢ und 1) verschwinden die in ug, uy und w linearen Terme, d.h. die weg-
gehenden /desorbierten MT liefern fiir diese Freiheitsgrade keinen Beitrag zur systematischen Be-
schleunigung. Wir fithren die Integration iiber h (3.22), d.h. iiber die Energie der Relativbewegung,
die durch die Relativgeschwindigkeiten der ankommenden Teilchen gegeben ist, aus. Wir erhalten
fiir den Beitrag der weggehenden MT auf der linken Seite des TT

d iwel 2 [?
(Zz ‘;f()::%wvf) =3 /02 (3 \/g — 8 uycos V) cosvsinvdv. (5.14)
Analog folgt der entsprechende Ausdruck fiir die rechte Seite
du Wyo(ﬁ; ) )1 2 " T 1
d_tz R;(;ws = g/g 3 5 —8cuycosv | cosvsinvdy, (5.15)
woraus fiir die gesamte systematische Beschleunigung
du, O(tw,e)? duy w O(w,e)? du w O(tw,e)? du a O(uz,e)!
Ehadh) — I Lt 7T L] ’ E2) 5.16
dt |Rd<n> dt |Ré<n> 7t Rige dt 'R (5.16)
- cuy, —4deu __ 08 EU
- 9 4 z 9 4

folgt. Aus (5.7) und (5.16) folgen die Ausdriicke fiir die linearen Reibungskoeffizienten (in nicht
reduzierten Einheiten) eines spiegelnd-elastisch und total diffus-elastisch reflektierenden BT in
Normalenrichtung (vgl. [53], [70])

sp-el. _ m kBT — ﬁ
v SnA”MVQWM 2nAM (v) (5.17)

und
» 68 m [ kT 17 m 17
diff-el. _ 9°© e BL _ 2l e _ 1 sp-el
vy QRAHMHQWM gnAM(U> TR (5.18)
Der Ausdruck fiir v4#-¢ ist mit dem entsprechenden Ausdruck eines nichtrotierenden BT [56]

identisch.
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5.3 Systematische Winkelbeschleunigung

In diesem Abschnitt berechnen wir fiir die beiden TT-Modelle (Grundmodell und erweitertes Mo-
dell) die systematische Winkelbeschleunigung eines symmetrischen TT, aus der wir den linearen

Reibungskoeffizienten der Rotation erhalten. Zunichst wird die total inelastische Wechselwirkung
(totale Akkomodation) (Abschn. 2.2.3) betrachtet.

Im Abschnitt 4.1 wurde das erweiterte Modell fiir die inelastische Wechselwirkung im Fall
T4 — 0 behandelt, bei dem zusétzliche Rotationsfreiheitsgrade der MT gegeniiber dem Grundmodell
beriicksichtigt werden. Bei dem erweiterten Modell ist die Anderung der Winkelgeschwindigkeit
(4.21) von den jeweiligen Relativwinkelgeschwindigkeiten ¢,. (3.17) und ®, (4.13) abhéingig. Diese
Relativwinkelgeschwindigkeiten geniigen nach der Desorption, infolge der totalen Akkomodation,
der MAXWELLverteilung (4.23). Ihr Mittelwert

<<'p;> — 0 und <<i>;> ~0 (5.19)
verschwindet daher.

Auch im Fall der total diffus-elastischen Reflexion (Abschn. 2.2.2) liefern die reflektierten MT
wegen der isotropen Reflexionswinkelverteilung (3.40) keinen Beitrag zur systematischen Beschleu-
nigung des Rotationsfreiheitsgrades. Ausschliellich der Strom der adsorbierten (reflektierten) MT
trigt zur systematischen Winkelbeschleunigung des TT bei. Daher ist es nur erforderlich den
Beitrag (4.21)

APy = —g or—(1—F) &, (5.20)

:fg <w%>(1,f) (Q—%)

in der systematischen Winkelbeschleunigung zu beriicksichtigen.

Wir fithren neben den dimensionslosen Gréflen (5.6) die dimensionslose Winkelgeschwindigkeit
2 der MT ein

X 0
Q=17 @ (5.21)

und lassen wiederum den Akzent weg.
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In Analogie zu (5.4) berechnen wir den Beitrag zur systematischen Winkelbeschleunigung auf
der linken Seite des T'T

%‘Réw ») :%/dA// / /A(a)w (ve = uz) fur (¥, Q) dv a2 (5.22)

Vz>Uz

- 27r2R2/27r/ QdeSO/ U—uz)eXp(—iUg)dvz
///[( ) <1—>(Q_q§)}

X exp (— (Uw Uy) dv dv, dS).

2

Wir setzen g, (3.12) und ® (4.9) in GL. (5.22) ein und integrieren iiber alle Auftreffwinkel ¢

d 2 3 o) 2,2
—W\Rz = —763/ (v — uy) exp 2% dv, (5.23)
dt a(s) (27)2 R2 Ju. 2

2 )\2 IQQZ
(1L
// / /001+“9{R2w+1+)\2+“R—%2[w (+R2>]}

+02) + Q2
X exp ( (U Y ) ) dv, dvy d€) do.

2

Der zu ) proportionale Term verschwindet bei der Integration. Nach Integration tiber v, v, und

Q folgt
dw 2w [*° g2 0?2 R )\2+I€
dw _ 2w L —u. CE%) o, = e 5.24
dt|sz(n,A) 7 /Lz e (v u)exp( 5 ) v/o 1—|—)\2+m 0 (5.24)

Das Integral iiber v, ergibt den mittleren Strom J; (u;) (3.42) (in reduzierten Groflen). Fiir die
systematische Winkelbeschleunigung auf der rechten Seite des TT gilt ein analoger Ausdruck, nur
dal J; (uy) durch J, (u,) ersetzt wird.
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Beriicksichtigt man beide TT-Seiten, so ergibt sich fiir die gesamte systematische Winkel-
beschleunigung

1+2
d_”‘ — |1+ M J(
dt ' Rets) K

uy) w, (5.25)
mit J (u,) = Jp (uy) + J; (uy) als mittlerer Gesamtstrom.

Falls das Tréigheitsmoment der MT gegeniiber dem der TT (4.22) vernachléssigbar ist (A — 0)
geht die systematische Winkelbeschleunigung fiir das erweiterte Modell (5.25) in den entsprechenden
Ausdruck fiir das Grundmodell iiber:

1
. dw dw log (ﬂ)
)l\li)I%) % |Ra(ﬁ,k) - dt |Ra(n) - 1 + K J (uz) W (5'26)

Ist das Trégheitsmoment des TT unendlich gro (k — 0), so folgt aus Gl. (5.25) und (5.26):
dw A2

Ny G Reeny = ~77 2
Die systematische Winkelbeschleunigung des TT fiir das Grundmodell verschwindet erwartungsge-
méB. Dies entspricht dem Fall eines ”nichtrotierenden” TT ([53], [55], [56], vgl. (3.28)). Anders
verhilt es sich, wenn man zusitzliche Rotationsfreiheitsgrade der MT (erweitertes Modell) beriick-
sichtigt. Fiir diesen Fall wird eine Anfangswinkelgeschwindigkeit der TT, je nach dem Verhéltnis
der Triagheitsmomente von MT zu TT (4.22), von der maxwellverteilten MT-Winkelgeschwindigkeit
zusétzlich abgebaut.

. dw
J (uy) w und ;lli% Ema(n) =0 (5.27)

Fiir das Verhéltnis Vg der Reibungskoeffizienten der Rotation fiir das erweiterte Modell und
Grundmodell (Abb. 5.1a), das offensichtlich unabhéingig von den mittleren Strom J (u,) der auf-
treffenden MT ist, folgt mit (5.25), (5.26) fiir die Parameter { =2, R=1r = 1:

2
e 2 (e ) (1- )
K —

T 4+ e72(1945672)

1 - _
4 es) 2+ (14e2)In ($£)

VrRr = (5.28)

Wir entwickeln Gl (5.25) und (5.26) zusitzlich bis zu Termen erster Ordnung in @, w und
e. Die linearen Reibungskoeffizienten der Rotation eines BT ([81] - [84], [11]) fiir die genannten
TT-Modelle und den oben angegebenen Parametern lauten in nicht reduzierten Einheiten:

. 9 m : 1 m

4-dim. __ < e 3-dim. _ — e

Fiir das Verhéltnis der beiden linearen Reibungskoeffizienten der Rotation (mit und ohne
Beriicksichtigung von Rotationsfreiheitsgraden der MT) ergibt sich der analytische Wert % (vgl.

(5.28)). Bei einer inhomogenen Massenverteilung bei dem BT ist v, = v, |[> @™ proportional zu &.

(v) (5.29)



5 SYSTEMATISCHE BESCHLEUNIGUNG UND REIBUNGSKOEFFIZIENTEN —
ANALYTISCHE ERGEBNISSE

1,82

1,80

1,781

1,76 1 1 1 1
1 20 40 60 M 80 100

Abbildung 5.1a: Verhéltnis Vrr nach Gl. (5.28) Abbildung 5.1b: Verhiltnis Vrg nach Gl (5.33)

(siehe Text) fiir verschiedene M (m = 1). (siehe Text) fiir verschiedene M (m = 1) und &:
gestrichelte Kurve: & = 1.9; durchgezogene Kurve:
& = 2; gepunktete Kurve: £ = 2.1.

Im Rahmen des Grundmodells (Kap. 2) betrachten wir nun kurz ein rotierendes, beidseitig total
diffus-elastisch reflektierendes TT. Aus den bereits genannten Griinden ergibt sich ein vollkommen
dquivalenter, analytischer Ausdruck fiir die systematische Winkelbeschleunigung, wie fiir den eines
total inelastisch wechselwirkenden T'T (5.26). Wir weisen lediglich darauf hin, daf fiir das erweiterte
Modell ebenfalls eine Behandlung total diffus-elastisch reflektierender TT durch die Einfiithrung
einer addquaten Haftreibungsbedingung moglich ist.

Zum Vergleich mit Gl. (5.26) schreiben wir die systematische Beschleunigung
di ’

6 .
7 |Rany = 1= J (us) u; fiir i = x,y (5.30)

in tangentialer Richtung auf. Der entsprechende lineare Reibungskoeffizient eines BT (in nichtre-
duzierte Einheiten) lautet [56]:

Vi = % nA% (v) fiir i ==x,y (5.31)

Die linearen Reibungskoeffizienten in tangentialer Richtung und der Rotation (5.29) fiir ein
homogenes BT (£ = 2) stimmen {iiberein

V2 =Ty = Voo (5.32)
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Fiir das Verhéltnis zwischen den Reibungskoeffizienten der Rotation und den in tangentialer
Richtung (der zu w bzw. u, /y broportionale Term) ergibt sich allgemein (bei beliebigem Massen-
verhéltnis):

log( 37 ) -2 -
1+ : (14+¢7?) 142
Vip=——8t—=(1+e2%) |1+ ln< — ) (5.33)
Vo ¢ 1+e24¢

Dieser Quotient ist fiir verschiedene M (m = 1) und £ in Abb. 5.1b aufgetragen. Der Wert fiir
Vrr nimmt mit zunehmender Masse des TT zu und konvergiert gegen den Wert % Fiir den Fall
sehr leichter (¢ > 1) inhomogener TT gilt nach (5.31) und (5.28):

log (1—}r§>

; (5.34)

lim Vg = lim Vg =1+
E—00

E—00
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5.4 Reibungskoeffizienten asymmetrischer Testteilchen

In diesem Abschnitt betrachten wir speziell asymmetrische Testteilchen, bei denen die linke Sei-
te spiegelnd-elastisch und die rechte Seite total diffus-elastisch reflektiert. Wir untersuchen die
nichtlineare systematische Beschleunigung bis zu Termen zweiter Ordnung in #, w und €.

Bei asymmetrischen, nichtrotierenden Testteilchen mit tensorieller Masse, speziell bei einer
unendlich groflen tangentialen Masse (s. Abschn. 2.1), muf lediglich die eindimensionale Bewegung
in Normalenrichtung (2-Richtung) betrachtet werden. Die analytische Behandlung vereinfacht sich
dadurch erheblich und liefert neue Einsichten, die insbesondere fiir das Versténdnis der Bewegung
rotierender, asymmetrischer Testteilchen von Vorteil sind.

Eine detaillierte Diskussion der Ergebnisse dieses Abschnittes und der Vergleich mit entspre-
chenden Resultaten der Computersimulation wird im Abschnitt 6.3 gegeben. Wir merken im voraus
an, dafl im Abschnitt 8.2 eine analytische N#herungslosung fiir die mittlere Geschwindigkeit ver-
schieden beschaffener, asymmetrischer Testteilchen angegeben wird.

5.4.1 Testteilchen mit tensorieller Masse

Im Folgenden betrachten wir ein total diffus-elastisch reflektierendes Testteilchen mit tensorieller
Masse. Die Masse des Testteilchens in Normalenrichtung, bezeichnen wir mit M, und in tangenti-
aler Richtung mit M;. Der Rotationsfreiheitsgrad des Testteilchens wird bei diesem formalen Modell
nicht beriticksichtigt.

Die Energieerhaltung fiir die Relativbewegung des Test- (T'T) und Medienteilchens (MT) [57]
fithrt wiederum auf die Gleichung eines Rotationsellipsoids (Abb. 3.2) fiir die Relativgeschwindig-
keiten

12 12 12
gz gy + gw 9, gy + gw _

b2 b% ﬁ + b% =1, (535)

mit den Halbachsen

=1/2E (1+e2) und by = /2 (1 +¢7) =bV1—o, (5.36)
_ et A (5.37)
7= 1+s2 ’ = ’

E ist wiederum die Energie der Relativbewegung (vgl. (3.20)).

sowie den Parametern
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Die Komponenten der Relativgeschwindigkeit stellen wir ebenfalls (vgl. (3.24) - (3.26)) mittels
verallgemeinerter Kugelkoordinaten

g, =bcosv/, (5.38)
g, = bisinv/ cos ¢’ (5.39)

und
gl = by sinv/siny’ (5.40)

dar.

Die Form des Rotationsellipsoids ist durch die Halbachsen b und b; (5.36) und damit durch den
Parameter ¢ (5.37) eindeutig bestimmt. o ist ein Maf fiir die Abweichung der tensoriellen von
der skalaren Masse. Wir verwenden weiterhin die Abkiirzung R, fiir die total diffus-elastische
Reflexion tensorieller TT. Wir betonen, daf8 die Gleichung des Rotationsellipsoids (5.35) zu Gl
(3.21), die ein rotierendes TT beschreibt, #hnlich ist.

Die Variation des Parameters o, je nach Wahl von ¢, und &, liefert die folgenden Fiille fiir die
Halbachsen b und b;:

Fiir g4 > ¢, ist 0 <0, so dafl by > b folgt. (5.41)

Die Flichen konstanter Energie (der Relativbewegung) haben wie bei Ry, ebenfalls die Form
eines zusammengedriickten Rotationsellipsoids (vgl. Abb. 3.2), wihrend die Parameterwahl

g = €, oder 0 = 0 den Fall b = by liefert. (5.42)
Dagegen ergibt sich fiir
0<g <epoder0<o<1,dh b <, (5.43)

ein langgestrecktes Rotationsellipsoid. Diese Unterteilung dient dazu, die Bedeutung des Verhélt-
nisses der Halbachsen zueinander hervorzuheben, die insbesondere bei der Bewegung asymme-
trischer TT eine wichtige Rolle spielen.

Die genannten Fille konnen folgendermafien zusammengefafit werden: Sind alle Halbachsen
gleich (o0 = 0), so liefert dies den Fall Ry(3) (vgl. S. 17), bei dem der Betrag der Relativgeschwin-
digkeit bei dem total diffus-elastischen Stof erhalten g = b = by = ¢’ bleibt [56]. Fiir o # 0,
d.h. b # by ist im Allgemeinen g # ¢’. Unmittelbare Folge ist die Existenz eines geschwindig-
keitsunabhiingigen Anteils in der systematischen Beschleunigung eines asymmetrischen TT, dessen
Vorzeichen durch ¢ # 0 eindeutig bestimmt ist.
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Wir beriicksichtigen nun in der Entwicklung der Verteilungsfunktion (5.9) Terme bis zur zweiten
Ordnung in :

3
R )2 €
f (g’u)‘(’)(u) d’g = o [1— eu, g, — € Uy Gy — & Uy gr (5.44)

+% {(2g2-1) ul+ (g — 1) ul + (2 g2 — 1) 2 ul}

2 2
+84(gzuz(gwux+gyuy)+gygwuyu:’:)]e}{p( 29 > d3

Fiir TT mit tensorieller Masse verwenden wir die neuen dimensionslosen Geschwindigkeiten

* MTL * Mt * Mt
uZ:ka—Tuz,uy:\/kB—Tuyundux:ka—Tuw (5.45)

und lassen weiterhin die Sterne weg. In allen Rechnungen ist jeweils die reduzierte Zeitskala (5.6)
mit €, = € gemeint.

Der Beitrag der reflektierten MT zur systematischen Beschleunigung (5.5) auf der rechten (total
diffus-elastisch reflektierenden) Seite des T'T lautet:

duzw(’)u i
dt ( - 1+s2///gzgz 77 d'g (5.46)

9-<0

Die Verwendung von (5.38) — (5.40) und Integration tiber v fiihrt auf

duy \w,0@)? _ 2 5751
E|R3(a) =37 10/ db/ dvsinv cosv (5.47)

272 .2
ez b® (1 —osin®v 1
x b exp ( nl )> x {1l —eZu,beosv+ = [e2uZ (e b cos’ v — 1)

2 2 [

+ (2= (1+¢e2) o) (ul+up) <% 2% (1 —o)sin®v — 1) 13,

wobei € (5.37) durch o und ¢, ausgedriickt wurde. Die in u, und u, linearen Terme verschwinden
bei der Integration iiber 9. Der Beitrag zur systematischen Beschleunigung der linken, spiegelnd-
elastisch reflektierenden Seite des TT ist durch Gl. (5.7) gegeben. Auch der Beitrag der ankom-
menden MT auf der total diffus-elastisch reflektierenden Seite des T'T folgt aus (5.7).
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Reibungsk. | RY/ Riio)

g b (14 )y
vor (3 [1-A= ] +3)

@ 3(1te2
[T

57"0 3 (1+e2)
Vor (2224+2(0-1)) (<3 (0-1)+0)

Bt 602 (1+€2)

Tabelle 5.1: Analytische Reibungskoeffizienten v, o, 3,, und 3, der systema-
tischen Beschleunigung (5.48) fiir ein asymmetrisches (linke Seite spiegelnd-
elastisch reflektierend, rechte Seite total diffus-elastisch reflektierend) TT mit
tensorieller Masse, abgekiirzt durch RL/RZ(U).

Der Beitrag (5.47), nach Integration iiber b und v und die zuvor genannten Beitrége (bis zu
Termen der Ordnung O (u;)?) liefern schlieBlich fiir die gesamte systematische Beschleunigung in
Normalenrichtung

du, O(@)? du, w,0()?2 du, o du, a,0(u)?
|RZ/RT )_ dt R |Rz + P (5.48)

9 u:% —i—ug
=« (Snva) —Vz (Snva) Uy + 671 (Sna U) U, — ﬂt (Sna 0) T )

die sowohl von einem geschwindigkeitsunabhéingigen (konstanten) Anteil als auch von Termen zwei-
ter Ordnung in @ abhéngt. Die Reibungskoeffizienten des asymmetrischen TT ~,, «, 3, und g,
sind in Tabelle 5.1 wiedergegeben.

Wir untersuchen den konstanten Anteil a der systematischen Beschleunigung fiir drei Spezial-
fille genauer: Ist die Masse des TT in tangentialer Richtung sehr klein, so ergibt sich:

Nl Gl i ) SO

3(1+¢2) S 6(1+¢2)

al(ep,0) = fir —o>1 (5.49)

Fiir den Fall einer skalaren Masse (o = 0) verschwindet a:

lim a (ep,0) = lim <—\/2_—7TJ) +0 (0)2> =0 (5.50)

o—0 o—0 8 (1+ 6%
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Fiir den Fall 0 < ¢ < 1, speziell fiir TT mit einer unendlich groflen tangentialen Masse &, — 0,
folgt:

lim a(en,0) ~ — v2m e2 + 0 () (5.51)

o—e2 8 "
Demnach besteht je nach Wahl von ¢, und ¢; der Zusammenhang

> 0 fiir o < 0 oder by > b
a(en,0) =0firoc=0oderb =b (5.52)
<0fir0O<o<1loderb <b

zwischen dem Verhiltnis der Halbachsen by (0) und b, der Form des Rotationsellipsoids (5.41) -
(5.43), sowie dem Vorzeichen von a.

Wir entwickeln Gl. (5.48) zusitzlich bis zu Termen ersten Ordnung in ¢ und erhalten

duz|(9(u O(a) _ En <E 16_0'>

(5.53)

dt Re/Ryey  — 14+e2\ 9 5

n 2 &2 2[1 0] U§+U§ 1_o ¢ o
— u; |[1— 5| — - —-=|—-—=]-
8 1+e2\ ~ 3 2 e2 3| &

Fiir den speziellen Fall 4 = 0 erfihrt das asymmetrische TT fiir 0 < 0 (5.41) eine systema-
tische Beschleunigung nach rechts (in positiver z-Richtung). Mit anderen Worten: die spiegelnd-
elastisch reflektierende Seite liefert im Mittel einen gréfieren Beitrag zur Beschleunigung des T'T (die
spiegelnd-elastisch reflektierende Seite ”schiebt”). Die umgekehrte Situation ergibt sich dagegen
fiir den Fall 0 < 0 < 1 (5.43). In diesem Fall verursachen die Wechselwirkungen auf der total
diffus-elastisch reflektierenden Seite eine betragmiiflig grofere Geschwindigkeitséinderung des TT.

Der Fall 0 =0 (5.42) und ¢ = ¢, < 1 liefert die systematische Beschleunigung eines nichtrotie-
renden, asymmetrischen TT (RL/ R2(3)) bis zu Termen zweiter Ordnung [56]

dt |’R§/7;T V2 Y Uz + 671 (Ug - Ty ) (554)
wobei
70 V2me?
APV = 9 € und S3,, = gs (5.55)
ist. v57™ ist der lineare Reibungskoeffizient des asymmetrischen BT.
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5.4.2 Rotierende Testteilchen

In diesem Abschnitt wird die nichtlineare systematische Beschleunigung eines rotierenden, asym-
metrischen TT in Normalenrichtung bis zu Termen zweiter Ordnung in #, w und e abgeleitet.

Fiir die folgenden Berechnungen verwenden wir das Programmpaket ”SysB” [85] in der Pro-
grammiersprache ”Mathematica” [75]. Mit diesem Programm kann die systematische Beschleuni-
gung (5.4) verschieden beschaffener TT bis zu Termen beliebiger Ordnung in #, € und w symbolisch
berechnet werden.

Wir betrachten erneut den Beitrag der reflektierten MT zur systematischen Beschleunigung auf
der rechten Seite eines rotierenden, asymmetrischen TT. Mit (5.4), (5.5) und (3.43) folgt

2 27 R
R 1+ nR2 /0 /0 Qaeayp 9. 9 f (G, 1) g (5.56)

9.<0

du,
dt

mit der Verteilungsfunktion (5.44).

Zur Berechnung dieses Ausdrucks gehen wir wie im Abschnitt 5.2 vor. Zunéchst stellen wir die
Relativgeschwindigkeit ¢ in (5.44) in Zylinderkoordinaten (3.11) dar und transformieren dann mit
(3.17) auf ¢, und w. Wir stellen g, g, und ¢, in verallgemeinerte Kugelkoordinaten (3.24) - (3.26)
dar und entwickeln die Verteilungsfunktion zusétzlich bis zu Gliedern zweiter Ordnung in w.

Aus (5.56), (3.48) folgt fiir den o.g. Beitrag (vgl. (5.12))

du, w,0(it,w)? 2 g2 2 PR
dt "R T3rR21 +€2/0 /0 ododyp (5.57)

2w pm oo
></ / / h%cosv f (ﬁ,w)\o(ﬁ’“’)zghlh sinv dh dv di.
o Jz Jo

Dieser Ausdruck ist auflerdem bis zu Gliedern zweiter Ordnung in € zu entwickeln. Aus Griinden
der Ubersichtlichkeit verzichten wir hier jedoch auf die Darstellung des linglichen Ausdrucks fiir
die Verteilungsfunktion.

Die Integration iiber alle Flichenelemente auf der rechten TT-Oberfléiche liefert:

Ay . O(iw 92 &d 2w ™ o) 2p2
Bz w0 we)* _ 2 5—/ d@b/ du/ dh h* sinv cos v exp <8 ) (5.58)
0 z 0

dt "R 327 2
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x {1 —szhcosuuz+§[(52h2c082u— 1) 2 + <§52h251n21/ 1) e® (ul +u2)

4e*p?
3

2
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Bei der anschlieffenden Integration iiber den Azimutwinkel i verschwindet der letzte Term des
Klammerausdrucks von Gl. (5.58). Die Integration iiber h liefert:

z |w,0(tw,e)? 2 (7 .
d;; R’Zf’f)’ ) :5/% dvsinv cosv (5.59)

><[3\/E(152)85uzcosu+§\/z(5c082ul)s2ug

2 2V 2

3 [7 (5sin?v 2/ 92 9 355 5sin? v 2
—1-5\/;( 5 —1)€(uy+ux)+ 1 2( 5 —1>(w —1)]

Schliefllich fithren wir die Integration iiber v durch.

Analog zu (5.48) fassen wir den resultierenden Beitrag und die Beitriige (5.7) (entwickelt bis zu
Termen der Ordnung O (e, u;)?) zur systematischen Beschleunigung in der Form

duz(’)uw sym. 2 u+u +¢& w? —1
|R§/R y ’Y‘; Y, + 6n (ug - ( )4 ( ) ) (560)
mit
/9 2
APV = 7 eund 3, = e (5.61)
9 8
zusammen.

Der lineare Reibungskoeffizient eines rotierenden, asymmetrischen BT 5™ ist mit dem ent-

sprechenden Ausdruck eines nichtrotierenden BT (5.55) identisch [56]. Die Terme # w? und %E‘
in der systematischen Beschleunigung, fehlen in dem entsprechenden Ausdruck fiir nichtrotierende
TT (5.54). GL (5.60) zeigt explizit, da8 die Translations- und Rotationsbewegung von total diffus-
elastisch reflektierenden TT nicht unabhiingig voneinander behandelt werden kann ( Translations-
Rotations-Kopplung, [18]).
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Die Betrachtung asymmetrischer TT mit tensorieller Masse (Abschn. 5.4.1), speziell fiir den
Fall o < 0 (5.41) soll insbesondere den konstanten, geschwindigkeitsunabhéngigen Anteil

a(é) = iﬂn = \é—? ¢ e’ (5.62)

in der systematischen Beschleunigung (5.60) eines rotierenden, asymmetrischen TT plausibel ma-
chen.

Fiir den speziellen Fall @ = 0 und w = 0 liefern nach (5.60) ebenfalls die Wechselwirkungen
auf der spiegelnd-elastisch reflektierenden Seite einen gréfleren Beitrag zur Beschleunigung des TT.
Die spiegelnd-elastisch reflektierende Seite des rotierenden, asymmetrischen TT ”schiebt”. Eine
ausfiihrlichere Diskussion des analytischen Ergebnisses (5.60) wird im Abschnitt 6.3.2 gegeben.



5 SYSTEMATISCHE BESCHLEUNIGUNG UND REIBUNGSKOEFFIZIENTEN —
ANALYTISCHE ERGEBNISSE

5.5 Kopplung der Freiheitsgrade wechselwirkender Teilchen

In den Verdffentlichungen ([17] - [23]) wurde die Translations-Rotations-Kopplung behandelt und
darauf basierende nichtlineare Effekte wechselwirkender Teilchen untersucht. Insbesondere die Er-
gebnisse in dem Artikel von DICKINSON [18] sind fiir uns von besonderem Interesse. In dieser
Veroffentlichung wird die Bewegung von BT in fliissigen, also in sehr dichten Medien behandelt.

D1cKINSON nimmt die Translations- und Rotationsbewegung kugelférmiger BT zunéchst als un-
abhéngig voneinander an und schreibt die entsprechenden LANGEVIN-Gleichungen auf. Im Anschluf3
nimmt er ad hoc einen zusétzlichen Translations-Rotations-Kopplungsterm an und ergéinzt diesen
nachtrdaglich in den jeweiligen LANGEVIN-Gleichungen. Ziel dieses Vorgehens ist, ein Gleichungssys-
tem fiir wechselwirkende Teilchen zu erhalten, die gleichzeitig eine rotierende und translatorische
BrownNsche Bewegung ausfithren. Schliellich schligt er einen numerischen Algorithmus vor, um
insbesondere Effekte der Translations-Rotations-Kopplung wechselwirkender Teilchen detailliert zu
untersuchen. DICKINSON kommt zu dem Schluf}, dafl die Translations- und die Rotationsbewegung
BT im allgemeinen Fall voneinander abhingig ist.

In [18] werden insgesamt drei grundlegende Kopplungseigenschaften wechselwirkender Teilchen
unterschieden:

1. Die Translations-Translations-Kopplung

2. Die Translations-Rotations-Kopplung

3. Die Rotations-Rotations-Kopplung

Diese Fille konnen sowohl analytisch als auch numerisch mit Hilfe der einfachen TT-Modelle
(Grundmodell, erweitertes Modell) untersucht werden, ohne irgendwelche ad hoc Annahmen bzgl.
der systematischen und der stochastischen Kraft machen zu miissen. Hierbei ist jedoch die Grofie
des Massenverhéltnisses zwischen TT und MT zu beachten. ¢ (3.23) mufl grofl genug gewéhlt werden
(wenn man alle Kopplungen (1-3) einbeziehen will), so dafl der Begriff des BT strenggenommen
nicht mehr zutreffend ist. Die analytische Behandlung unserer TT-Modelle ist vergleichsweise
relativ einfach zu handhaben. Dariiber hinaus lassen sich mittels Computersimulation erstmalig
Effekte der Translations-Rotations- und Rotatons-Rotations-Kopplung fiir TT diskutieren, deren
Masse vergleichbar mit der Masse der MT ist.



Kapitel 6

Ergebnisse der Computersimulation

Im Kapitel 2 wurde das Modell (Grundmodell) eines diskusformigen Testteilchens (TT) vorgestellt,
bei dem neben den Translationsfreiheitsgraden ein zusétzlicher Rotationsfreiheitsgrad beriicksich-
tigt wird. Kapitel 4 beschiiftigte sich dariiber hinaus mit der Rotation von TT speziell bei inelas-
tischer Wechselwirkung (totale Akkomodation). In dem erweiterten Modell (Abschn. 4.1) wurden
anstelle von punktformigen MT, kugelférmige MT mit zusiitzlichen Rotationsfreiheitsgraden be-
trachtet.

Auflerdem wurde im Rahmen des Grundmodells (Abschn. 4.2) der Fall einer endlichen Adsorp-
tionszeit 7, behandelt, der sich durch eine stochastisch fluktuierende Masse und ein stochastisch
fluktuierendes Tragheitsmoment des TT auszeichnet.

Im Kapitel 5 wurde die systematische Beschleunigung und Winkelbeschleunigung fiir verschieden
beschaffene Testteilchen analytisch berechnet und Aussagen iiber das Verhalten der betrachteten
TT abgeleitet. In diesem Kapitel vergleichen bzw. iiberpriifen wir diese Aussagen mit entsprechen-
den Resultaten der Computersimulation.

6.1 Reibungskoeffizient der Rotation

Im Abschnitt 5.3 wurde fiir das Grundmodell und das erweiterte Modell die jeweilige systematische
Winkelbeschleunigung eines symmetrischen TT abgeleitet. Fiir leichte TT folgen zwei unterschied-
liche, nichtlineare Reibungskoeffizienten der Rotation. Das Verhéltnis dieser beiden Ausdriicke wur-
de bestimmt. Auflerdem wurde das Verhiltnis zwischen den nichtlinearen Reibungskoeffizienten in
tangentialer Richtung und der Rotation fiir beliebige Massenverhéiltnisse zwischen TT und MT fiir
das Grundmodell berechnet. In beiden Féllen wurde der Grenzfall sehr schwerer TT (BrRoOwNsche
Teilchen (BT)) betrachtet. In diesem Abschnitt vergleichen wir die o.g. analytischen Ergebnisse
mit den Resultaten der Computersimulation.
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Um zuniichst die Korrektheit der Computersimulation zu iiberpriifen, werden jeweils die ersten
zwei Momente der Translationsgeschwindigkeit und der Winkelgeschwindigkeit der T'T untersucht.
Es werden die Wechselwirkungen: total inelastische Wechselwirkung fiir den Fall einer verschwin-
denden Adsorptionszeit (vgl. Abschn. 2.2.3) im Rahmen des Grundmodells und erweiterten Modells

und die total diffus-elastische Reflexion (Tabelle 6.1) fiir das Grundmodell betrachtet.

Bei der Computersimulation wird eine hinreichend grofie Zahl von Stéflen benétigt, um einen
hinreichend kleinen relativen statistischen Fehler zu erreichen. Die Computersimulation umfafite

4108 StoBe.

M/m | i (ui) (w) (u) (w?)
2 -5-1077 1.0000096

1 y -8.29-107° 5.16 -107° 19998433 19997191
T 2.86-10° .999924
2 —1.015-10~* 1.0000109

10 Y —1.573-107% | —1.702-10"* | 1.0001488 | .9999
T —7.06-107° 19997814
2 —3.781-107* 1.000298

100 y 4.664 -1074 —1.881-107* | 1.001067 1.000835
x 4.32-107° 1.0007715

Tabelle 6.1: Momente der Translationsgeschwindigkeit und der Winkelge-

schwindigkeit (Computersimulation) fiir total diffus-elastisch reflektierende

TT.
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Die jeweiligen Momente wurden als Zeitmittel aus der Langzeitbeobachtung eines einzelnen TT
gewonnen (Aquivalenz von Ensemble- und Zeitmittel). Nach dem zweiten Hauptsatz der Ther-
modynamik muf} (#) = 0 (die Diffusionsbewegung weist keine Vorzugsrichtung auf) und (w) = 0
(die Klammer ”< >” kennzeichnet eine Ensemble- bzw. Zeitmittelung) gelten. Fiir die mittlere
quadratische Geschwindigkeit (in der jeweiligen Raumrichtung) und Winkelgeschwindigkeit muf
nach dem Gleichverteilungssatz <uz2> =1 und <w2> = 1 im thermodynamischen Gleichgewicht gel-
ten. An dieser Stelle betonen wir nochmals, daf§ die Zeit bei allen numerischen Ergebnissen dieses
Kapitels auf 79 nach (3.44) bezogen ist. Dagegen sind @ und w in den reduzierten Einheiten nach
(5.6) gegeben.

In allen untersuchten Féllen liegen die Abweichungen der Ergebnisse der Computersimulation
von den theoretischen Erwartungen innerhalb eines einstelligen Promillebereichs und damit inner-
halb des statistischen Fehlers.

Wir vergleichen nun den analytischen Reibungskoeffizienten der Rotation fiir das Grundmodell
mit den Ergebnissen der Computersimulation. Wie bereits im Abschnitt 5.3 diskutiert, liefern
die weggehenden MT sowohl bei der inelastischen Wechselwirkung als auch bei der total diffus-
elastischen Reflexion keinen systematischen Beitrag zur Winkelbeschleunigung des TT. Nach (5.26)
unterscheidet sich die Winkelbeschleunigung nur durch den unterschiedlich u,-abhingigen Strom
(3.42).

M/m | Freiheitsgrad | Computersimulation | analytisches Ergebnis | Abweichung in %
1 Rotation 0.82284 0.8679 5.1935

1 Tangential 1.39287 V2 1.5089

1 Vrr 0.590746 0.6137 3.7410

100 Rotation 0.01959 0.01964 0.25861

100 Tangential 0.02011 0.0199 1.05698

100 Vrr 0.97414 0.98699 1.30183

Tabelle 6.2: Vergleich der Reibungskoeffizienten in tangentialer Richtung (z-
Richtung) und der Rotation aus der Computersimulation fiir ein total diffus-
elastisch reflektierendes TT der Masse M mit den analytischen Ergebnissen

(5.30), (5.26) und (5.31). Die Computersimulation umfafte 10% TT.
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Abbildung 6.1: Logarithmische Darstellung der mittleren
tangentialen (x-Richtung) Geschwindigkeit und Winkelge-
schwindigkeit eines Ensembles von 108 total inelastisch
wechselwirkenden (Rq(.)) und total diffus-elastisch reflek-
tierenden Testteilchen (Rg(x)) der Masse M = m: gestri-
chelte Kurve: Rotationsfreiheitsgrad, Rq(x); durchgezogene
Kurve: Rotationsfreiheitsgrad, Rq(.) jeweils mit den An-
fangsbedingungen w (0) = y/{(w?), @(0) = 0; Punkt-Strich-
Kurve: Tangentialfreiheitsgrad, Raeny, ue(0) = +/(u)
wuz (0) =w(0) =0.

Die Relaxationszeit des Normalen-Freiheitsgrades total diffus-elastisch reflektierender und in-
elastisch wechselwirkender TT ist verschieden. In der Abb. 6.1 ist daher eine unterschiedliche
Relaxation der mittleren Winkelgeschwindigkeit total inelastisch wechselwirkender und total diffus-
elastisch reflektierender TT der Masse M = m deutlich zu erkennen (steilerer Abfall der Kurve
bei Ry (x) (gestrichelte Kurve)). Beide Kurven fallen erst mit der vollstéindigen Relaxation des
Normalen-Freiheitsgrades zusammen. Der mittlere Strom auf ein ruhendes TT fiir M = m ist
J(uy =0) = 2 (3.42). Ist die Normalengeschwindigkeit des TT dagegen maxwellverteilt und im
Gleichgewicht (M) mit dem Mediengas, so ergibt sich fiir .J (u, = M) = 2v/2 [56].

Fiir den Fall schwerer TT (BT) ist J dagegen unabhéngig von u,. Die linearen Reibungsko-
effizienten der Rotation eines total inelastisch und total diffus-elastisch reflektierenden BT (5.29)
stimmen {iiberein.

Je nach Auftreffort und Grofle der tangentialen (z, y) Geschwindigkeitskomponenten der ein-
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Abbildung 6.2: Logarithmische Darstellung der mittleren tan-
gentialen (x-Richtung) Geschwindigkeit und Winkelgeschwin-
digkeit eines Ensembles von 10° total inelastisch wechselwir-
kenden Testteilchen der Masse M = 100 m fiir das Grundmo-
dell: durchgezogen: Rotationsfreiheitsgrad fiir die Anfangs-

bedingungen w (0) = y/(w?), 4 maxwellverteilt; gestrichelt:
tangentialer Freiheitsgrad, u; (0) = v/(u2); u., w maxwellver-
teilt.

fallenden MT erfiihrt ein ruhendes, diskusformiges TT bei der Impulsiibertragung sowohl eine
Anderung seiner tangentialen Geschwindigkeit (3.16) als auch seiner Winkelgeschwindigkeit (3.15).
Im Hinblick darauf, untersuchen wir nun den numerischen Reibungskoeffizienten in tangentialer (-
) Richtung (gestrichelte Kurve) und der Rotation (durchgezogene Kurve) eines total diffus-elastisch
reflektierenden TT der Masse M = m (Abb. 6.1).

Wie wir im Abschnitt 5.3 gesehen haben, relaxiert der Rotationsfreiheitsgrad der TT lang-
samer als die tangentialen Freiheitsgrade zum Gleichgewicht (Abb. 5.1b). Tabelle 6.2 zeigt den
Vergleich der analytischen Werte mit den Ergebnissen der Computersimulation. Dabei sind die
Anfangsbedingungen der Computersimulation zu beachten (Abb. 6.1). Fiir TT der Masse M = m
ist der Strom, der in dem Ausdruck fiir den Reibungskoeffizienten in tangentialer Richtung (5.30)
und der Rotation (5.26) steht, zuniichst kleiner als ihre Gleichgewichtswerte. Die Werte in Tabelle
6.2 fiir die jeweiligen numerischen Reibungskoeffizienten wurden durch einen linearen Fit iiber den
gesamten Bereich (0 < t < 2.5) gewonnen. Daher kann die Ursache der Abweichungen in Tabelle
6.2 auch in der willkiirlichen Festlegung des Fit-Bereichs liegen. Das Verhiltnis zwischen diesen
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Abbildung 6.3: Logarithmische Darstellung der mittle-

ren Winkelgeschwindigkeit eines Ensembles von 108 to-
tal inelastisch wechselwirkenden Testteilchen der Masse
M = 100m, die alle mit den Anfangsbedingungen w (0) =

(w?), © maxwellverteilt gestartet sind: durchgezogene
Kurve: Grundmodell (Rq(x)); gestrichelte Kurve:
erweitertes Modell (Rq(x,x))-

Reibungskoeffizienten (Vrg) ist jedoch von J (u,) unabhiingig. Der analytische Wert fiir Vg (5.31)
stimmt gut mit den entsprechenden numerischen Wert iiberein.

Abb. 6.2 zeigt die logarithmische Darstellung der mittleren Geschwindigkeit in tangentialer
Richtung (z-Richtung) und Winkelgeschwindigkeit eines Ensembles von 10® TT der Masse M =
100 m. Der entsprechende numerische Reibungskoeffizient der Rotation und der in tangentialer
Richtung ist ebenfalls in Tabelle 6.2 wiedergegeben. Fiir TT dieser Masse ist der mittlere Strom
nahezu von w, unabhiingig. Nach (5.32) stimmt der lineare Reibungskoeffizient in tangentialer
Richtung und der Rotation eines homogenen BT iiberein. Aus der Abb. 6.2 geht eindeutig hervor,
daf} die genannten Reibungskoeffizienten schon nahezu identisch sind. Der Rotationsfreiheitsgrad
der TT relaxiert nur geringfiigig langsamer in den Gleichgewichtszustand.

Weiterhin vergleichen wir die Reibungskoeffizienten der Rotation fiir das Grundmodell und
das erweiterte Modell mit den jeweiligen Resultaten der Computersimulation fiir total inelastisch
wechselwirkende TT der Masse M = 100m (Abb. 6.3).
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TT-Modell Computersimulation | analytisches Ergebnis | Abweichung in %
erweitertes Modell | 0.03495 0.03528 0.94596
Grundmodell 0.01959 0.01964 0.25861
VRRr 1.78406 1.79644 0.68913

Tabelle 6.3: Vergleich der Reibungskoeffizienten der Rotation aus der Com-
putersimulation eines total inelastisch wechselwirkenden TT der Masse M =
100 m fiir das Grundmodell und das erweiterte Modell mit den analytischen
Ergebnissen (5.25), (5.26) und (5.28). Die Computersimulation umfafite 10%

TT.

Die Ergebnisse in Tabelle 6.3 weichen nur geringfiigig von den analytischen Werten fiir BT

(5.29) ab.

Der numerische Reibungskoeffizient der Rotation (Tabelle 6.3) fiir das erweiterte Modell ist
erwartungsgemif grofer als der fiir das Grundmodell (Abb. 5.1a). Fiir eine anschauliche Erkldrung
dieses Ergebnisses betrachten wir die mittlere Anderung der Winkelgeschwindigkeit Aw fiir das

Grundmodell (3.19) und das erweiterte Modell (4.21) genauer.

Aw ist bei dem erweiterten Modell grofler, da bei dem intermedifiren stochastischen Prozefl
das MT neben Energie und Impuls zusétzlich seinen Drehimpuls mit dem TT austauscht. Die TT
nehmen dann wegen des zusétzlichen Austauschs schneller die maxwellverteilte Winkelgeschwin-
digkeit der MT an. Im Rahmen des Grundmodells wird dagegen der Rotationsfreiheitsgrad der T'T
nur teilweise (je nach Auftreffort auf der TT-Oberfléiche) von den maxwellverteilten tangentialen

Geschwindigkeitskomponenten der MT beeinflufit.
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6.2 Testteilchen mit stochastischem Trigheitsmoment

Im Abschnitt 4.2 behandelten wir rotierende, total inelastisch wechselwirkende TT fiir den Fall
einer endlichen Adsorptionszeit (7, > 0). In diesem Abschnitt untersuchen wir mittels Computer-
simulation die Verteilungsfunktion der Winkelgeschwindigkeit fiir verschiedene Trigheitsmomente.
Auflerdem werden Aussagen iiber die stationdre Wahrscheinlichkeitsverteilung der Trégheitsmo-
mente in Abh#ngigkeit von 7, abgeleitet.

Im Abschnitt 4.2 wurde der Ablauf der Computersimulation fiir ein rotierendes, total inelastisch
wechselwirkendes TT fiir den Fall 7, > 0 erldutert. Es wird wiederum eine hinreichend grofie Zahl
von Stoflen bendtigt, um auch bei zunehmender Seltenheit bestimmter Massenbelegungen eine
reprisentative Anzahl von Realisierungen zu erhalten. Ist eine bestimmte Massenbelegung mit einer
geringen Wahrscheinlichkeit vertreten, so ist auch eine deutliche Zunahme des statistischen Fehlers
zu erwarten. Fiir alle numerischen Untersuchungen dieses Abschnittes wihlen wir My = m fiir das
"nackte” TT und R = 1 fiir den Radius des TT. Fiir die Adsorptionszeit wihlen wir 7, = %7’1)7@

, -1
und 7, = 80 73, wobei T, = ('yzp'_el'> (5.17) die Relaxationszeit bei der spiegelnd-elastischen

Reflexion ist.

In Ref. [55] wurde gezeigt, dafl fiir jede Massenbelegung auf einem nichtrotierenden TT im
thermodynamischen Gleichgewicht die MAXWELLsche Geschwindigkeitsverteilung gilt. In Abb. 6.4
ist die Verteilungsfunktion der Winkelgeschwindigkeit (Computersimulation) der TT bei entspre-
chendem Trigheitsmoment aus zwei verschiedenen Perspektiven dargestellt.

Die Winkelgeschwindigkeits-Verteilungsfunktion geniigt fiir jedes Trégheitsmoment im statio-
néren Zustand einer MAXWELLverteilung. Im Rahmen der statistischen Genauigkeit nehmen die
Momente der Winkelgeschwindigkeits-Verteilungsfunktion fiir jedes Trigheitsmoment die theore-
tischen Werte an. Dies stiitzt sowohl die Eignung des Modells als auch die auf Seite 32 beschriebene
Simulationsmethode.

Die Resultate bestiitigen erwartungsgeméifl explizit, dal der Gleichverteilungssatz der statis-
tischen Mechanik fiir jede Massenbelegung und jedes Triigheitsmoment der TT erfiillt ist
(Mu2) = (Mu2) = (Mu2) = (w?) = kT (in nichtreduzierte Einheiten).

Im Folgenden untersuchen wir mittels Computersimulation die stetige, stationéire Verteilungs-
funktion (Wahrscheinlichkeitsdichte) der Trégheitsmomente der TT fiir die o.g. Adsorptionszeiten.

Dazu fithren wir die Wahrscheinlichkeitsdichten fiir die Trigheitsmomente p (6) und p*) ()
ein. p(0) gibt an, wie sich die Triigheitsmomente der TT in stationiren Zustand verteilen. Mit
p*) (9) bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeitsdichte der Tréigheitsmomente bei einer bestimmten
Massenbelegung der TT mit £ MT.
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Abbildung 6.4a: Stationére Verteilungfunktion der Win- Abbildung 6.4b: Wie Abb. 6.4a,
kelgeschwindigkeit eines Ensembles von 108 rotierenden, nur aus einer anderen Perspektive.
total inelastisch wechselwirkenden Testteilchen bei ent- Fiir die Darstellung wurden nur die
sprechendem Trigheitsmoment (6o = 0.5). Die Adsorp- Werte (0.5 < 6 < 1.1) verwendet
tionszeit ist 74 = § 74, (siche Text). (siehe dazu Abb. 6.5a).

Dieses Triigheitsmoment lautet (vgl. (4.27), (4.28))

k k 2
M_lg
0 =0 §: 2 =9 }:# 6.1
k 0+p:1up719p O+mp:1Mpf1+m’ (6.1)

wobei My, = My + km (4.25) die entsprechende Masse des TT ist.

01 liegt stets in einem abgeschlossenen Intervall [min 0, max 0x]. Das Maximum bzw. Minimum
von 0y, ergibt sich einfach fiir den Fall, daf} sich die & MT auf dem Rand bzw. im Schwerpunkt des
TT befinden:

max 0, =60p+k+¢Y(My+1)—9(My+1+k) und min6y = 0y (6.2)
wobei
W (z) = d% Il (2), T (z) = / 1L exp (—t) dt (6.3)
0

Hierbei ist ¢ (z) die Psi-Funktion und I" (x) die Gammafunktion [86].
Fiir den Fall 7, = 87, sind die Wahrscheinlichkeitsdichten p (6) und p® (9), k = 1,...,3 in
Abb. 6.5a und b dargestellt. Bei der Darstellung ist zu beachten, dafl p () normiert ist, d.h.
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Abbildung 6.5a: Stationire Verteilungfunktion

der Trigheitsmomente eines Ensembles von 108
rotierenden, total inelastisch wechselwirkenden

Abbildung 6.5b: Wie Abb. 6.5a, jedoch bei einer
bestimmten Massenbelegung des jeweiligen Test-
teilchens (aktuelle Masse Mo+ k m, wobei k > 1).

Die Punkt-Strich-Kurve ist um den Faktor 10, die
durchgezogene Kurve ist um den Faktor 100 ver-
grofert.

Testteilchen fiir den Fall 7, = %Tb,e und 6y =

0.5. Zur besseren Verdeutlichung sind die Kur-
ven geglittet (Gleitender Durchschnitt).

die Wahrscheinlichkeit fiir ein Trigheitsmoment bei einer beliebigen Massenbelegung im Intervall
[0o, 0] ist Eins. Die aus der Computersimulation erhaltenen Werte (Abb. 6.5b) fiir die Intervall-
lingen (max 6y — 6p) (durchgezogene senkrechte Kurven) stimmen fiir & = 1,...,3 exakt mit den
theoretischen Werten (6.2) iiberein.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Massenbelegung eines T'T lautet [55]:

147 o Mo\*
=5 ()

Wo My +Ekm
k! 47b,e m

My

(6.4)

wobei Wy aus der Normierung von Wy, folgt.

Nach (6.2) kommen nur Triigheitsmomente 6 > 6 (fiir bestimmte Werte k) bei TT mit der
Masse M > My, vor.

Fiir den Fall 7, = % Tp,e und My = m nimmt die Wahrscheinlichkeit W, (6.4) mit zunehmenden
k stark ab, z.B. betrigt Wy = 0.73481 und W7 = 0.23093. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Trig-
heitsmoment 6 im Intervall [0y, max 0]

max 0y

P® ({0 < max6}) = /

fo

p® (6) do, wobei Y~ PW) =1, (6.5)
k=0
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Abbildung 6.6a: Zeitliche Entwicklung der Ver- Abbildung 6.6b: Stationére Verteilungsfunktion der
teilungsfunktion der Triigheitsmomente eines Trégheitsmomente fiir die in Abb. 6.6a verwendeten
Ensembles von 10® rotierenden, total inelastisch Parameter.
wechselwirkenden Testteilchen fiir 8 = 0.5 und
Ta = 807Tp,e, die mit den Anfangsbedingungen

% (0) = w (0) = 0 gestartet sind. Fiir die Darstel-
lung wurden die Werte p (6,t) > 0.08 herausge-
nommen.

nimmt offenbar ebenfalls mit zunehmender Massenbelegung der TT ab (P®*) > pk+1))  Das
mittlere Triagheitsmoment bei einer bestimmten Massenbelegung des TT ist (6.1)

max 0y
0) = / 0(k) p™ (0) do, fiir k > 1. (6.6)
0o
Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(!) (§) der Triigheitsmomente fiir TT mit genau einer Massenbele-
gung ist in [fg, O + 1] (6.2) konstant und sonst 0 (gestichelte Kurve in Abb. 6.5b), d.h. in diesem
Fall ist 6 in [2, ] fir Mo =1, 6g =3 L oleichverteilt.

Unter Beriicksichtigung der Normierung ergibt sich nach (6.2), (6.6) fiir das mittlere Tréigheits-

moment
1 max 01 1 3

Die einzelnen Wahrscheinlichkeitsdichten p*) (8) fiir & > 1 (Punkt-Strich-Kurve und durchgezogene
Kurve) konnen offenbar jeweils durch eine Normalverteilung genéhert werden. Der Mittelwert und
die Varianz von 8 nimmt mit zunehmender Massenbelegung zu.
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Die Wahrscheinlichkeitsdichte p (6) der Trigheitsmomente ist in Abb. 6.5a dargestellt. Um die
Verteilungsfunktion aufzunehmen, wurde das gesamte #-Intervall in gleich grofie Af-Intervalle von
der Grofle Af = 0.03 unterteilt. Zu beriicksichtigen ist, dafl § = 0 fiir 6y < 0 < 0g + % gesetzt
wurde.

Im Intervall [6o, 00 + 1) ist p(6) monoton steigend (vgl. auch Abb. 6.4), da es Trégheits-
momente der TT (4.27) mit einem und mehreren MT gibt, die in das konkrete Intervall fallen
([0, max 6] & [fg, max bg]). Fiir Trigheitsmomente # > 6; miissen sich jedoch mindestens zwei
MT auf den TT befinden. Die Wahrscheinlichkeit fiir diese Massenbelegung ist Wa = 0.031 (6.4),
so dafl Wy <« Wy gilt. Dieser Sachverhalt fiihrt zu dem sprunghaften Abfall von p () an der Stelle
0o + 1o = 1 in Abb. 6.5a.

Abbildung 6.6a zeigt die zeitliche Entwicklung der Verteilungsfunktion der Trigheitsmomente
fiir den Fall 7 = 807p,. Fiir die Darstellung wurden alle Werte p(6,t) df dt > 0.08 herausge-
nommen. Zum Startzeitpunkt ist das aktuelle Trigheitsmoment der TT noch 6y. Die é-formige
Startverteilung verbreitert sich nur allmihlich und konvergiert gegen ihre stationdire Verteilung
p(6) (Abb. 6.6b). Dabei ist die unterschiedliche Normierung zu beachten.

Sel (nax der Wert von 6, fiir den die Wahrscheinlichkeitsdichte p (6) ihren grofiten Wert besitzt.
Das mittlere Trégheitsmoment ist

0= [ 0p0) db. (6.8)
fo

Multipliziert man diesen Mittelwert mit der mittleren quadratischen Winkelgeschwindigkeit, dann
ist (0) (w?) > (w?) = kpT.

Fiir den Fall 7, >> 74, bildet sich p () (im Gegensatz zu p*) (9) fiir k > 1 (Abb. 6.5b)) nicht
symmetrisch um ¢, ., aus. Um (., und (0) zu bestimmen, approximieren wir p (f) in Abb. 6.6b
durch einen Fit. Fiir 7, = 807, ergeben sich folgende Werte: (., = 4.731 und (0) = 5.141,
so daB (. < () (Abb. 6.6b) gilt. Ein Maf fiir die Asymmetrie der Verteilung, die Schiefe s
[78], betrégt in diesem Fall s = 0.464. Wir geben abschlieffend eine anschauliche Erklérung fiir die
Asymmetrie der Verteilung.

Fiir den Fall 7, >> 73 kann die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Massenbelegung (6.4) durch
eine Binomialverteilung gendhert werden. In diesem Fall ist die Verteilung W symmetrisch um
ihr Maximum (W; fiir j = 20). Analog zum Fall 7, < 74, ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, ein
bestimmtes Tréigheitsmoment im Intervall [y, max 6;] zu finden, grofler, da es wiederum Tréigheits-
momente der TT (4.27) mit der Massenbelegung [ > j gibt, die zusétzlich in dieses Intervall fallen.

Umgekehrt kommen jedoch keine Trégheitsmomente 6 > 6; bei TT mit der Masse M > M; vor.
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6.3 Gerichtete Bewegung asymmetrischer Testteilchen

Im Abschnitt 5.4.1 wurde die systematische Beschleunigung nichtrotierender, asymmetrischer T'T
mit tensorieller Masse in Normalenrichtung (5.53) bis zu Termen zweiter Ordnung in @ und erster
Ordnung in o (5.37) abgeleitet. Diese Terme lieferten eine gerichtete Bewegung der TT, solange
nicht alle Freiheitsgrade der TT zum thermodynamischen Gleichgewicht relaxiert waren. Wir
iiberpriifen nun diese Aussage mit entsprechenden Resultaten der Computersimulation und stellen
weitere Uberlegungen an.

6.3.1 Testteilchen mit tensorieller Masse

Wir untersuchen erneut die Gleichgewichtseigenschaften (Computersimulation) der asymmetrischen
TT. Tabelle 6.4 zeigt, dafl die Momente der Translationsgeschwindigkeiten im Rahmen der statis-
tischen Genauigkeit die theoretischen Werte annehmen (vgl. Abschn. 6.1).

en | &t o 7 (u;) <u12>
z | -43-107° 1999921
1 | vV2 | =3] v | —111-107% | .999944
x | 1.3-1074 1999928
1 [-0[5 |z [32-107° 1.000113

Tabelle 6.4: Momente der Translationsgeschwindigkeit (Computersimulation
von 2-10® StoBe) fiir asymmetrische (spiegelnd-elastisch/total diffus-elastisch
reflektierende) T'T mit tensorieller Masse fiir verschiedene o (5.37).

Ein Ensemble asymmetrischer TT erfihrt im thermodynamischen Gleichgewicht erwartungs-
geméf keine gerichtete Beschleunigung. Dies kann man durch Mittelung der systematischen Be-
schleunigung (5.53)

duz,0()2,0(c)* en (70 160
=— 20 ) 6.9
d ‘RL/R, 1+e,%<9+45>“ (6.9)

2 2
LV e ug[l_z]_“ﬁ"y A
8 1+¢&2 3 2 e2 3] &2

iiber ein maxwellverteiltes @ bestéitigen. Im thermodynamischen Gleichgewicht gilt natiirlich der
Gleichverteilungssatz (u2) = (u2) = (u2) =1 (in reduzierten Einheiten nach (5.45)).



6 ERGEBNISSE DER COMPUTERSIMULATION

Solange sich die Freiheitsgrade der asymmetrischen TT jedoch im Nichtgleichgewicht befin-
den, zeigt das Ergebnis der Computersimulation (Abb. 6.7) eine gerichtete Bewegung dieser TT.
Die Gleichgewichtswerte stellen sich im Langzeitverhalten, wenn alle Freiheitsgrade der TT zum
Gleichgewicht relaxiert sind, ein.

Die systematische Beschleunigung (6.9), entwickelt bis zu quadratischen Termen in &,, 148t in
zwei Anteile zerlegen:

d u + u? u 4 u?
CZZ:—fyzuz—i-ﬂn(ug— 12 y)—i—a(l— 12 v, (6.10)

~~

(1) 2)

wobei nach (5.37)

70 V27 €2

V2
szgenaﬂn: ] und @ = — =7

8

ist. (6.11)

Die gerichtete Beschleunigung der asymmetrischen TT ist eine unmittelbare Folge von zwei unter-
schiedlichen, nichtlinearen Effekten. Diese Effekte werden bei RL /RQ(U) durch die Ausdriicke (1)
und (2) verdeutlicht.

Der erste Effekt, der ausfiihrlich in Ref. [57] diskutiert wurde, ist die unterschiedlich schnelle
Relaxation des Normalen-Freiheitsgrades und der tangentialen Freiheitsgrade der TT. Letztere rela-
xieren stets wesentlich langsamer zum Gleichgewicht. Danach findet eine gerichtete Beschleunigung
der asymmetrischen T'T immer dann statt, wenn die einzelnen Freiheitsgrade der T'T unterschiedlich
weit zum Gleichgewicht relaxiert sind.

Der zweite Anteil in (6.10), insbesondere fiir den speziellen Fall @ = 0, fiihrt ebenfalls zu einer
gerichten Beschleunigung der TT. Je nachdem, ob o < 0 (5.41) oder 0 < o < 1 (5.43) ist, wirkt die
Beschleunigung in positiver oder negativer z-Richtung (5.52).

Fiir den Fall o0 = 0 (skalare Masse) beruht die gerichtete Beschleunigung der TT (Anteil (1)
in (6.10)) nur auf den erstgenannten Effekt (vgl. auch Gl. (6.9), (5.54)). Wir merken im voraus
an, daf} die erste Ndherung der Stoérungsentwicklung (Abschn. 8.2) diesen Effekt besonders gut
veranschaulicht.
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Abbildung 6.7: Mittlere Geschwindigkeit (Computersimula-

tion) eines Ensembles von 10® asymmetrischen (spiegelnd-
elastisch/total diffus-elastisch reflektierenden) Testteilchen
mit tensorieller Masse fiir die Anfangsbedingungen % (0) =

0: durchgezogene Kurve: e; = /2, o = —% (5.37); gestri-

chelte Kurve: e =0, 0 = %

Eine ausschlieffliche Erkldrung der gerichteten Beschleunigung, basierend auf dem zweiten Ef-
fekt, konnte bisher nur fiir asymmetrische TT gezeigt werden, bei denen jeweils eine Seite spiegelnd-
elastisch reflektiert und die andere Seite total inelastisch wechselwirkt [55]. Eine wesentliche Er-
weiterung gegeniiber dem Fall nichtrotierender TT fiir o = 0 ist also der zusiitzliche Anteil (2) in
(6.10).

Der Einfachheit halber betrachten wir weiterhin den speziellen Fall asymmetrischer (spiegelnd-
elastisch reflektierender/total diffus-elastisch reflektierender) T'T, bei denen jeweils unendlich grofie
triige Massen in tangentialer Richtung e; — 0 (5.37) angenommen werden. Nach (6.9) ist u, wegen

. dut T €? _
altlino v altlin() (— T+ J (uz) ut> =0 (6.12)

(vgl. (5.30)) hierbei der einzige Freiheitsgrad des TT. In diesem Fall wird das T'T nur in Normalen-
richtung beschleunigt (eindimensionaler Fall), die gerichtete Beschleunigung der TT beruht damit
allein auf den Anteil (2) in (6.10).
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Aus (6.9) und (6.12) folgt:

du Uy, asym.
U |O§/ ; — sy uz+a(1—uz), (6.13)
V\/Obei
ao V27
e 75;)8’ a=—03,= 8 e’ und € = €n = /0 ist. (6.14)

Auch in diesem speziellen Fall erfihrt ein Ensemble asymmetrischer TT im thermodynamischen
Gleichgewicht (t — oo) keine systematische Beschleunigung. Anders verhalten sich zur Startzeit
ruhende TT (u, (0) = 0). In Abb. 6.7 (gestrichelte Kurve) ist die auf o (6.14) basierende gerichtete
Beschleunigung der TT nach links, d.h. in negativer z-Richtung, deutlich zu erkennen.

In den beiden genannten eindimensionalen Fillen beruht die jeweilige gerichtete Beschleunigung
der TT auf @ und dem u2-Term. Die folgenden Uberlegungen liefern eine anschauliche Erklirung
fiir die Existenz dieser Terme in (6.13). Zu diesem Zweck betrachten wir ein TT mit tensorieller
Masse fiir ¢4 — 0 (0 < 0 < 1) (5.43) mit der speziellen Anfangsbedingung u, = 0 genauer. Die
Geschwindigkeitséinderung des T'T aufgrund des Einfalls (Index a) (ohne Beachtung der Reflexion,
also des Ausfalls (Index w)) eines MT ist

2 2 2

€ € €
mgzzl+€2 vzzl+€2 veosv fir u, =0, (6.15)

Ay, =

wobei fiir eine isotrope Geschwindigkeitsverteilung der MT (cosv) = % (5.11) gilt. Der Strom
auftreffender MT und der Betrag von A®y, sind auf beiden Seiten des ruhenden TT gleich groB,
so daf} die einfallenden MT keine mittlere, effektive Beschleunigung des TT in z-Richtung bewirken.
Dariiber hinaus liefern die reflektierten MT auf der spiegelnd-elastisch reflektierenden Seite des T'T
offensichtlich denselben Betrag (6.15) zur Geschwindigkeitséinderung Au, (siehe S. 35).

Der Beitrag der reflektierten MT zur Geschwindigkeitsinderung auf der total diffus-elastisch
reflektierenden Seite des TT lautet:

2
AWy, = ﬁ bcos v/ (6.16)
cosv/ ist wiederum isotrop verteilt, genau wie cosv in Gl. (6.15). Auf der rechten (total diffus-
elastisch reflektierenden) Seite des TT bleibt nur die Energie der Relativbewegung (b =¥, (5.36))
bei dem Stof} erhalten.
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Anders verhélt es sich auf der linken, spiegelnd-elastisch reflektierenden Seite des TT. Hier
bleibt neben der Energie aufilerdem der Betrag der Relativgeschwindigkeit b = v = v’ bei dem Stof3
erhalten. Unter Verwendung von (5.38) - (5.40) driicken wir nun v bzw. g durch b aus (5.37):

2 2
+ 9
g =gl (%) (1-0) (6.17)

= b? [cos® v +sin’ v (1 — 0)] = b* (1 — osin®v)
Fiir das Verhiltnis von dem Betrag von v und b folgt:

lv| > |b] fiir o < 0 oder /1 —osin?v >1

|v| = |b] fiir 0 = 0 oder osin?v =0 (6.18)

0<|v|<|b| fir 0< o <1oder0<+1—0csin?v<1

Hier geniigt es zu zeigen, dafl in dem speziell untersuchten Fall u, =0 und ¢ — 0 (0 < 0 < 1)
die Geschwindigkeitsinderung des TT aufgrund des Ausfalls eines MT auf der total diffus-elastisch
reflektierenden Seite grofler ist als auf der spiegelnd-elastisch reflektierenden Seite. Aus (6.15) -
(6.18) folgt:

2 / (a)
AWy, — veosv. AN o A@y, fir <o < 1 (6.19)

_1+52\/1—Usin2u/ \/1—asin21/

Diesen erhohten Beitrag der rechten (total diffus-elastisch reflektierenden) Seite des TT sehen wir
in Abb. 6.7 (gestrichelte Kurve) als Beschleunigung nach links, in negativer z-Richtung.

Nach (5.43) ist fiir 0 < &, < &5, ebenfalls 0 < ¢ < 1. Im Unterschied zu (6.12) wird in diesem
Fall auch die tangentiale Geschwindigkeit des TT bei dem Stofi beeinflufit. In Ref. [56] wurde
eine intuitive Erkldrung fiir die gerichtete Beschleunigung nichtrotierender, asymmetrischer TT
(5.54) fiir 0 = 0 gegeben. Fiir den speziellen Fall u, = 0 und u, # 0 wurde gezeigt, dal der
effektive Betrag der Relativgeschwindigkeit ggf 2 v? sich aufgrund der tangentialen Bewegung
des TT erhoht und damit die total diffus-elastisch reflektierende Seite einen grofieren Beitrag zur
Beschleunigung des TT liefert. Speziell in diesem Fall folgt aus (6.17)

v? < ggff = b? (1 — osin? 1/) <V fir 0<o <1, (6.20)

d.h. die total diffus-elastisch reflektierende Seite liefert einen noch gréfleren Beitrag zur Beschleu-
nigung des TT.
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Abschlieend betrachten wir noch ein Ensemble asymmetrischer TT fiir ¢ < 0 mit den spezi-
ellen Anfangsbedingungen @ = 0 etwas genauer. In diesem Fall liefert der Ausdruck (6.10) zum
Startzeitpunkt die positive systematische Beschleunigung « (6.11), und entsprechend steigt die
durchgezogene Kurve in Abb. 6.7 am Anfang steil an. Mit abnehmender Masse des TT in tangen-
tialer Richtung (5.49) (0 < 0) nimmt die gerichtete Beschleunigung der TT zwar zu, der Effekt
1483t sich jedoch nicht beliebig steigern. Der Normalen-Freiheitsgrad relaxiert wesentlich schneller
als die tangentialen Freiheitsgrade der TT zum Gleichgewicht. Es entsteht zeitweilig die Situation,
daf} die tangentialen Freiheitsgrade der TT noch nahe bei ihrem Anfangswert verharren, wihrend
der Normalen-Freiheitsgrad der TT bereits zum Gleichgewicht relaxiert ist.

Fiir diese Situation liefert der Ausdruck (6.10) neben « eine zusdtzliche systematische Beschleu-
nigung ,,. Die Computersimulation (durchgezogene Kurve in Abb. 6.7) zeigt entsprechend eine
Beschleunigung der TT hin zu positiven Geschwindigkeiten. Die resultierende Beschleunigung ist
im Vergleich zu dem Fall ”nichtrotierender” TT fiir o = 0 (5.54) wegen o > 0 (5.52) grofer. Die
Beschleunigung verschwindet erst mit der vollstéindigen Relaxation der Freiheitsgrade der TT. Da
diese Relaxation wesentlich linger andauert als im eindimensionalen Fall (6.13), zeigt die durchge-
zogene Kurve eine wesentlich linger anhaltende gerichtete Bewegung (Vorzugsgeschwindigkeit) der
asymmetrischen TT.

Wir stellen fest: Fiir den Fall 0 # 0 basiert die gerichtete Bewegung asymmetrischer TT auf
dem Zusammenspiel der beiden genannten nichtlinearen Effekte.



6.3 GERICHTETE BEWEGUNG ASYMMETRISCHER TESTTEILCHEN

6.3.2 Rotierende Testteilchen

Im Abschnitt 5.4.2 berechneten wir die systematische Beschleunigung (5.60) bis zu Termen zweiter
Ordnung in @, w und € rotierender, asymmetrischer Testteilchen (TT) in Normalenrichtung:

du, o@@we)? 10 V2T, ( g 2 (u2 + uz) +& [w? - 1])

dt "Re/Ryy 9 ez 8 =\ 4

(6.21)

Aus diesen Termen folgt ebenfalls eine gerichtete Bewegung der rotierenden TT, solange nicht
alle Freiheitsgrade (Normalen-Freiheitsgrad, tangentiale Freiheitsgrade und Rotationsfreiheitsgrad)
zum thermodynamischen Gleichgewicht relaxiert sind.

In diesem Abschnitt werden Aussagen zur gerichteten Bewegung rotierender, asymmetrischer
TT abgeleitet und durch die Computersimulation iiberpriift. In diesem Zusammenhang wird ins-
besondere der Einflufl der Translations-Rotations-Kopplung (vgl. Abschn. 3.1) auf die gerichtete
Bewegung der TT niher untersucht.

Auf der Grundlage der nichtlinearen systematischen Beschleunigung (6.21) kénnen wir das
Verhalten eines Ensembles rotierender, asymmetrischer TT fiir mehrere Spezialfiille diskutieren:

1. Im thermodynamischen Gleichgewicht gilt der Gleichverteilungssatz <u§> = <u?2!> = <u§> =
(w?) =1 (in reduzierte Einheiten nach (5.6)) und die systematische Beschleunigung (6.21)
verschwindet. Da auch (u,) = 0 ist, erfihrt ein Ensemble rotierender, asymmetrischer TT
erwartungsgeméf keine gerichtete Beschleunigung.

2. Falls sich irgendein Freiheitsgrad oder mehrere Freiheitsgrade der T'T im Nichtgleichgewicht
befinden, so folgt aus (6.21) eine resultierende Beschleunigung der asymmetrischen TT in
Normalenrichtung. Die Grofle und das Vorzeichen der Beschleunigung ist durch den Ausdruck

2 (u) — (<ug> +(u2) + 5 [(w?) - 1]) gegeben.

3. Sogar wenn die Translationsfreiheitsgrade der TT zum Startzeitpunkt maxwellverteilt sind,
wirkt eine positive oder negative Beschleunigung, je nach Anfangswinkelgeschwindigkeit. In
diesem Fall ist der Mittelwert (u,) # 0. Der anféingliche Gleichgewichtszustand des Normalen-
Freiheitsgrades der TT wird solange aufgehoben, bis der volle Gleichgewichtszustand erreicht
wird.

4. Sind die tangentialen Freiheitsgrade und der Rotationsfreiheitsgrad der asymmetrischen TT
zum Startzeitpunkt maxwellverteilt, so zeigen die asymmetrischen TT eine gerichtete Be-
schleunigung #hnlich wie nichtrotierende TT mit tensorieller Masse (eindimensionaler Fall
(6.13)).
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Abbildung 6.8: Mittlere Geschwindigkeit eines Ensembles

von 10® asymmetrischen (spiegelnd-elastisch/total diffus-
elastisch reflektierend) Testteilchen (TT) der Masse M =
M, = m: gestrichelt: rotierende TT (RQ/RZ(K)) Gleich-
gewichtsverteilung, Quadrate: wu.(0) = 0, uz, uy und
w maxwellverteilt (M); Punkt-Strich: nichtrotierende TT
(Ré/RZ(g))), uz (0) = 0, upy und uy M; durchgezogen: TT
mit tensorieller Masse (RQ/RQ(U), My — 00), u; (0) = 0.

Wir iiberpriifen nun diese Aussagen mit Hilfe der Computersimulation. Der Einfachheit halber
betrachten wir in diesem Abschnitt ausschliefllich homogene (£ = 2) asymmetrische TT.

Abb. 6.8 zeigt den zeitlichen Verlauf der mittleren Geschwindigkeit verschiedener TT-Ensembles.
Rotierende TT, bei denen zum Startzeitpunkt alle Freiheitsgrade maxwellverteilt sind (gestrichelte
Kurve), zeigen erwartungsgemif keine gerichte Beschleunigung. Sind nur die tangentialen Frei-
heitsgrade und der Rotationsfreiheitsgrad der TT maxwellverteilt, so liefert der Ausdruck (6.21)
einen negativen Wert fiir die systematische Beschleunigung. Der entsprechende Wert fiir nichtro-
tierende TT (5.54) ist derselbe. Das Ergebnis der Computersimulation zeigt jeweils entsprechend
eine gerichtete Beschleunigung der TT (volle Quadrate und Punkt-Strich-Kurve) hin zu negativen
Geschwindigkeiten.
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Abbildung 6.9: Mittlere Geschwindigkeit eines Ensembles

von 10% rotierenden, asymmetrischen Testteilchen (linke
Seite spiegelnd-elastisch reflektierend, rechte Seite total
diffus-elastisch reflektierend) fiir die Anfangsbedingungen
% (0) = w(0) = 0 und verschiedene Massen M: durchge-
zogene Kurve: M = 61/9m; gestrichelte Kurve: M = m;
Punkt-Strich-Kurve: M = 70/9m.

Betrachten wir ein Ensemble nichtrotierender, asymmetrischer T'T mit den Anfangsbedingungen
@ = 0. In der entsprechenden systematischen Beschleunigung (5.54) fehlt der zu £ proportio-
nale Term (6.21). Deshalb sind zum Startzeitpunkt die Beitréige zur Geschwindigkeitséinderung in
Normalenrichtung auf beiden Seiten des TT gleich grof} [56].

Anders verhiilt es sich bei rotierenden TT mit den Anfangsbedingungen @ = 0, w(0) = 0.
Hier liefern zum Startzeitpunkt die Wechselwirkungen auf der spiegelnd-elastisch reflektierenden
Seite einen groferen Beitrag zur Beschleunigung des TT. Die nach wenigen Stoflen resultierende
gerichtete Beschleunigung der TT (Abb. 6.9) nach rechts (in positiver z-Richtung) basiert auf
a = 3% € €2 in (6.21) und der steigenden, mittleren Normalengeschwindigkeit. Die zunehmende
mittlere quadratische tangentiale Geschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit der TT (6.21) wirkt
gemeinsam dieser positiven Beschleunigung entgegen, bis das T'T-Ensemble ins thermodynamische
Gleichgewicht relaxiert.
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Abbildung 6.10: Mittlere Geschwindigkeit eines Ensembles

von 10% asymmetrischen Testteilchen der Masse M = m bei
verschiedenen Anfangswinkelgeschwindigkeiten, @ maxwell-
verteilt: Punkt-Strich-Kurve: w (0) = 0; gestrichelte Kurve:
w (0) = 1; durchgezogene Kurve: w (0) = 2. a) Ausschnitt
von der gestrichelten Kurve (w (0) = 1).

Eine detaillierte Beschreibung des Nichtgleichgewichtsprozesses auf der Grundlage der Gl. (6.21)
erweist sich als schwierig, da das Zusammenspiel positiver (Normalen—Freiheitsgrad, «) und ne-
gativer Beschleunigungseffekte (tangentiale Freiheitsgrade, Rotationsfreiheitsgrad) nach wenigen
Stofen uniibersichtlich wird. Wir merken im voraus an, dafl jedoch die Storungsentwicklung der
GL.(6.21) in erster Ndherung (Abschn. 8.2), den Einflu der einzelnen Terme in (6.21) auf die
gerichtete Bewegung der T'T besonders gut verdeutlicht.

Offensichtlich liefern die auf der linken, spiegelnd-elastisch reflektierenden Seite des TT auf-
treffenden MT keinen Beitrag zur Winkelbeschleunigung (5.26) und zur systematischen Beschleu-
nigung in tangentialer Richtung (5.30) eines rotierenden, asymmetrischen TT. J (u;) ist einfach in
Gl (5.30) und (5.26) jeweils durch J, (u;) zu ersetzen. Die Entwicklung der systematische Be-
schleunigung in tangentialer Richtung (5.30) eines homogenen TT bis zu Termen dritter Ordnung
in e und @ (O (@,¢)*) liefert:

du; o(z.e)? as as 1 .
d—;\Rg’g& = —y = & wuy + 3 3, (2- ug) fir i = z,y (6.22)
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Fiir die systematische Winkelbeschleunigung (5.26 findet man:

dw O(us, we)? s e 1
= R’(:/LRS(Z = —SVMw — &M wu, + 6 Sfw (14-3u?), (6.23)
wobei
AP = ARV — o und &Y = 62V = \/g g2 ist. (6.24)

Die Gleichungen fiir die systematische Beschleunigung in Normalenrichtung (6.21) und in tangen-
tialer Richtung (6.22), sowie die Winkelbeschleunigung (6.23) stellen ein gekoppeltes, nichtlineares
Differentialgleichungssystem dar, wobei zur vollstéindigen Beschreibung noch die jeweiligen stochas-
tischen Krifte hinzukommen.

Die Reibungskoeffizienten in tangentialer Richtung und der Rotation eines asymmetrischen TT
unterscheiden sich erst bei Beriicksichtigung von Termen der Ordnung O (g, , w)?’. Fiir den Fall
kleiner TT-Massen spielen die drei verschiedenen Reibungskoeffizienten in normaler und tangenti-
aler Richtung sowie der Rotation fiir die Dauer und das Mazimum der gerichteten Beschleunigung
asymmetrischer T'T offenbar eine entscheidende Rolle. Der Rotationsfreiheitsgrad der TT relaxiert
um einen Faktor 1 — 2 langsamer als die tangentialen Freiheitsgrade zum Gleichgewicht (Abb.
5.1b). Abb. 6.9 zeigt den zeitlichen Verlauf der mittleren Geschwindigkeit eines TT-Ensembles mit
den Anfangsbedingungen @ = 0, w = 0 fiir drei verschiedene Massenverhéltnisse. Der maximale
Effekt der gerichteten Bewegung wird bei asymmetrischen TT der Masse M = %1 m beobachtet.
Auf der Grundlage der Gl. (6.21) kann die nichtmonotone e-Abhéngigkeit der systematischen
Beschleunigung nicht erklért werden. Dieser Effekt, der von dritter und hoherer Ordnung in @, w
und ¢ ist, ist auf die unterschiedlichen Reibungskoeffizienten in tangentialer Richtung (6.22) und
der Rotation (6.23) leichter asymmetrischer TT zuriickzufiihren.

Auch asymmetrische TT, bei denen die Translationsfreiheitsgrade zum Startzeitpunkt maxwell-
verteilt waren, zeigen gem#B (6.21) infolge des Terms (~ & [w? — 1]) eine kurzzeitige, gerichtete
Beschleunigung in Normalenrichtung (Abb. 6.10). Je nachdem, ob der Wert der mittleren quadra-
tischen Winkelgeschwindigkeit kleiner oder gréfler als Eins ist, zeigt das Ergebnis der Computer-
simulation in Ubereinstimmung mit (6.21) eine Beschleunigung der TT in positiver (Punkt-Strich-
Kurve) oder negativer z-Richtung (durchgezogene Kurve).

Betrachten wir nun ein Ensemble rotierender, asymmetrischer T'T mit den Anfangsbedingungen
U = M, w = 1 genauer. Fiir diese Situation liefert der Ausdruck (6.21) eine verschwindende
systematische Beschleunigung. Dagegen ist eine geringfiigige systematische Beschleunigung der
TT nach links, d.h. in negativer z-Richtung in der Abb. 6.10 (gestrichelte Kurve) deutlich zu
erkennen. Offensichtlich liefern Terme der Ordnung O (¢)® und hoher zusitzliche Beitriige zur
systematischen Beschleunigung leichter TT.
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6.4 Nichtlineare Effekte symmetrischer Testteilchen

Es stellt sich die Frage, ob die zeitliche Entwicklung (Relaxation) zweier TT-Ensembles mit jeweils
unterschiedlichem Tréigheitsmoment ins Gleichgewicht unterschiedlich verlduft. Hierzu untersuchen
wir symmetrische TT mit total diffus-elastisch reflektierender Oberfliche. Wir zeigen, dafl der
Reibungskoeffizient eines leichten TT in Normalenrichtung bei Ry(,) von § und bei Rys) von
o abhingig ist. Wir vergleichen die analytischen Resultate mit den Ergebnissen der Computer-
simulation.

Wir beriicksichtigen in der systematischen Beschleunigung (5.4) neben dem linearen Reibungs-
term (5.16) zusétzlich nichtlineare Terme dritter Ordnung in i, w und €

duz (’)(uwa o 685 25
R = - == <1 — (1 + =) ) u (6.25)
7. ()
16 (46 P TR
15 16 Ug T Uy T 5@

Fiir die Herleitung dieser Gleichung wurde das Programmpaket ”SysB” [85] verwendet. Offensicht-
lich ist der Reibungskoeffizient v, (¢,&) eines leichten, rotierenden, total diffus-elastisch reflektie-
renden TT von £ (Abschn. 2.1) abhéingig.

Die systematische Beschleunigung eines leichten T'T mit tensorieller Masse bis zur ersten Ord-
nung in @ lautet (5.48):

du, o
IRd 3) = =7, (en,0) uz (6.26)
4 e, arctan ( ﬁ) 1
= —— 5 + _ 5
31+ O om0

In Analogie zu (5.49) - (5.51) berechnen wir nun 7, (g5, o) fiir die Spezialfiille

60 e
v, (en,0) = ] fir —o > 1, (6.27)

. 68 en
VelRu = 7. (o0, 0) = 5 7 0 =0 (6.28)
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Abbildung 6.11a: Logarithmische Darstellung der
mittleren Geschwindigkeit verschiedener Ensembles
(siche Legende) von 10® Testteilchen der Masse M =

Abbildung 6.11b: Wie Abb. 6.11a, jedoch fiir rotie-
rende Testteilchen (Rq(,), £ = 2) fiir verschiedene An-
fangswinkelgeschwindigkeiten: durchgezogene Kurve:

M,, = m fiir die Anfangsbedingungen u (0) = /(u2) w(0) = 1; gestrichelte Kurve: w(0) = 4; Punkt-
und uz (0) = uy (0) = w(0) = 0: volle Quadrate: Strich-Kurve: w (0) = 10.
Ra(xy, & — o0o; volle Kreise: Rg(x); Kreuze: Rgys);
leere Quadrate: Ry(»), M¢ — oo. Die Abkiirzungen
werden im Text (S. 17, 45) erklért.
und
. 68 308
lim 7, (en,0) = - &n = = €3+ 0 (ep)° fiire, —0(0<o<1). (6.29)

et—0 9

Fiir das Verhaltnis zwischen den Reibungskoeffizienten v, (en, o) (6.26), 7. (¢,£) (6.25) und v, |r s,
folgt (vgl. (5.41) - (5.43), (5.52)):

v, (en,0) bzw. 7, (g,€) < '7z|Rd(3) fiir 1 <¢ < oo oder o <0,

Yz (En, 0) = 7.lRy(, fiir 0 =0, (6.30)

und v, (en,0) > 7, |Ry fir 0 <o < 1.

Die entsprechenden Resultate der Computersimulation (Abb. 6.11a) sind in Tabelle 6.5 darge-
stellt. Sie bestétigen qualitativ die Voraussagen (6.30). Danach relaxiert der Normalen-Freiheitsgrad
rotierender TT im Vergleich zu dem Fall "nichtrotierender TT” fiir ¢ = 0 langsamer in den Gleich-
gewichtszustand [17].
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TT-Modell 7, (Computersimulation) | v.|r,.
nichtrotierende T'T 3.23613 =7,
rotierende TT (£ = 2) 3.22288 >,
rot. TT mit inh. Massenv. ({ — oo) | 3.01384 >,
nichtr. TT mit tens. Masse (¢, — 0) | 3.46743 <7,

Tabelle 6.5: Vergleich (qualitativ) der numerischen Reibungskoeffizienten
von verschiedenen beidseitig total diffus-elastisch reflektierenden Testteilchen
der Masse M = M,, = m mit den analytischen Ergebnissen (6.25) und (6.30).
Die Computersimulation umfate 108 Testteilchen.

Dieser Effekt wird auf die Translations-Rotations- Kopplung zuriickgefiithrt und durch die Com-
putersimulation qualitativ bestétigt (Abb. 6.11a).
Wir merken an, daf§ v, (g, £) mit zunehmenden £ nach Gl. (6.25) abnimmt (Abb. 6.11a).

In Abb. 6.11b ist die mittlere Geschwindigkeit rotierender TT mit unterschiedlichen Anfangs-
winkelgeschwindigkeiten [87] dargestellt. Interessant ist die Tatsache, daB sich die Geschwindigkeits-
Autokorrelationsfunktionen verschiedener TT-Ensembles, die alle zum Startzeitpunkt dieselbe Trans
lationsgeschwindigkeit aber unterschiedliche Anfangswinkelgeschwindigkeiten besitzen, schneiden.

Betrachten wir ein Ensemble solcher TT, die mit der Anfangswinkelgeschwindigkeit w (0) = 1
(durchgezogene Kurve) starten. Ein TT-Ensemble mit einer betragsmiifig grofileren Anfangswin-
kelgeschwindigkeit w (0) = 4 (gestrichelte Kurve) erfihrt bei seiner Bewegung in Normalenrichtung
(z-Richtung) vergleichsweise zunéchst eine grofiere Reibung.

Dieses iiberraschende Verhalten wird durch die nichtlinearen Terme dritter Ordnung in @, w und
¢ der systematischen Beschleunigung (6.25) qualitativ sehr gut beschrieben. Die unterschiedliche
zeitliche Entwicklung (Relaxation) der TT-Ensembles verschwindet natiirlich mit der vollstéindigen
Relaxation des Rotationsfreiheitsgrades.

Der unterschiedliche Verlauf der Geschwindigkeits- Autokorrelationsfunktionen bei verschiedenen
Anfangswinkelgeschwindigkeiten zeigt ebenfalls, dafl die einzelnen Freiheitsgrade der T'T miteinan-
der gekoppelt sind ( Translations-Rotations-Kopplung).

Ein #hnlicher Effekt des Schneidens der Geschwindigkeits- Autokorrelationsfunktionen beidseitig
spiegelnd-elastisch reflektierender TT wurde in Ref. [55] und [57] diskutiert.



Kapitel 7

Gerichtete Bewegung von Testteilchen
durch asymmetrische stochastische

Krafte

In diesem Kapitel stellen wir ein neues Testteilchen-Modell vor, bei dem ebenfalls unter bestimmten
Bedingungen (Nichtgleichgewicht) und einer Asymmetrie eine gerichtete Bewegung der Testteil-
chen (TT) entstehen kann. TT zeigen bei einer Asymmetrie der stochastischen Kraft (bei gleichem
Druck) eine kurzzeitige, gerichtete Beschleunigung im Nichtgleichgewichtszustand, ohne das ir-
gendeine duflere Kraft oder Gradient vorliegt. Dieser Effekt, der hier fiir diskus- und kugelférmige,
symmetrische TT fiir den Wechselwirkungsmechanismus der spiegelnd-elastischen Reflexion nach-
gewiesen wird, ist eine unabhiingige, zusiitzliche Erkldrungsmoglichkeit fiir das Auftreten einer
gerichteten Bewegung (vgl. dazu auch die Einleitung). In diesem Kapitel zeigen wir, dafl der Ef-
fekt in diesem Fall weitaus groler ist als der Effekt bei asymmetrischen TT (vgl. Abschn. 6.3).
Auflerdem zeigen wir, dafl die Grofle des Effekts wesentlich von der TT-Geometrie abhéingig ist.

7.1 Modell

Im Folgenden wird eine gerichtete Bewegung symmetrischer T'T durch asymmetrische, stochastische
Krifte nachgewiesen. Wir betonen, dafl der Druck auf den beiden Seitenfliichen des TT natiirlich
gleich grof} ist.

Wir betrachten ein beidseitig spiegelnd-elastisch reflektierendes TT (Abb. 7.1). Ein solches
TT bewege sich in einem im Laborsystem ruhend gedachten Zylinder in Normalenrichtung (z-
Richtung), da die auftreffenden Medienteilchen (MT) nicht zu einer Impulsiibertragung auf das T'T
in tangentialer Richtung beitragen. Dabei unterteile das TT das System (Volumen des Zylinders)
in zwei voneinander getrennte Teilsysteme. Wir gehen davon aus, dafl in beiden Teilsystemen
sich jeweils ein stark verdiinntes Mediengas bei gleicher Temperatur 7' im Gleichgewichtszustand
befindet.
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Abbildung 7.1: Zylindermodell: Das beidseitig
spiegelnd-elastisch reflektierende, diskusférmige
Testteilchen der Masse M bewege sich immer in-
nerhalb eines (gedachten) Zylinders und untertei-
le diesen stets in zwei Teilsysteme. In den jewei-
ligen Teilsystemen befinden sich Medienteilchen
der Masse m; bzw. m,.

Wir nehmen aufierdem an, daf§ die auf der linken (Teilsystem 1) bzw. rechten Seite (Teilsystem
2) des TT auftreffenden MT unterschiedliche Massen, m; bzw. m,., besitzen. Die Geschwindigkeits-
Verteilungsfunktion der MT ist im thermodynamischen Gleichgewicht die MAXWELLverteilung (vgl.

(2.1))
2
1/r) . my/y My Uy
v (v) dv, = ”—277 T exp kT dv,. (7.1)

Weiterhin fithren wir die Parameter

_ [ _ [
g = Y und &, % (7.2)

ein. Eine weitergehende Modifikation des Modells (Zylindermodell) hinsichtlich der Dichte des
Gases von MT (der sogenannte Schneepflugeffekt [57]) ist leicht zu realisieren und fiir zukiinftige
Untersuchungen wiinschenswert.
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7.1.1 Diskusformige Testteilchen

Zunéchst untersuchen wir den Strom von MT (3.41) auf die linke Seite eines diskusformigen TT
(in den reduzierten Einheiten (5.6))

Ji () :% / dA / " 0 —w) £ (0,) dvs (7.3)

_ 1 _SIQUE n T pEl) g
= exp 5 5 Uz |€T NG .

Fiir den mittleren Strom J, (u,) zur rechten Seitenfliche des TT gilt ein analoger Ausdruck, nur
dafl in (7.3) u, durch —u, und ¢; durch €, zu ersetzen ist.

Der mittlere normierte Strom zur linken Seitenfliiche des TT (Abb. 7.2) lautet:

Jl (’U/z,gl)
Y2l yer) — 4
pl (u e ) ‘II (uz7 €l) + JT‘ (uZ7 €7’) (7 )

p1 (uz, €y, €r) ist einfach die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Stof§ auf der linken Seite des TT mit der
Geschwindigkeit u, stattfindet. Wir berechnen nun p; (u,) fiir zwei Spezialfille; ein ruhendes
(uy = 0) und ein vollstéindig thermalisiertes, diskusformiges TT (u, = M):

1
Er el [1+¢&2
m (u ) p——— und p; (u M) <+€T 1+€12> (7.5)

Fiir p, (uz, €1, ¢r) gelten analoge Ausdriicke.

Weiterhin nehmen wir an, daf§ m, viel groier als m; (g; < &,) ist. Wir entwickeln (7.4) bis zu
Termen erster Ordnung in ¢;/e, und erhalten:

pr(ug,e,6,) =1 — il Jr (uy) fiir g € e, (7.6)

Er

In diesem Fall nimmt p; (u,) nur allméhlich mit steigender Geschwindigkeit v, > 0 des TT ab
(Abb. 7.2).
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Abbildung 7.2: Mittlerer normierter Strom (7.4)
zur linken Seitenfliiche des TT in Abhéngigkeit von
der Geschwindigkeit u, und dem Verhéltnis &;/¢, =

mp
me

Wir untersuchen nun die Anderung der Geschwindigkeit durch einen Sto auf der linken bzw.
rechten Seite des diskusférmigen TT

(7.7)
lr

Die Geschwindigkeitsinderung des TT ist nach dem ersten Treffer auf der linken Seite wesentlich
kleiner

2¢2 2¢2
AWy, = TZSIQ v, < Ay, = TZ‘% v, firu, =0

(7.8)

als bei einem Treffer auf der rechten Seite des TT, jedoch erfolgen die Stofle auf der linken Seite
entsprechend héufiger und damit auch in kiirzeren Zeitintervallen (s. Abb. 7.3b).

Wir nehmen an, dafl der jeweils erste erzeugte Geschwindigkeitszuwachs Au, ; des i-ten TT in
einem Zeitintervall At stattfindet.
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Abbildung 7.3a: Die Abbildung zeigt den Abbildung 7.3b: Wie Abb. 7.3a. Die Massen

jeweils ersten erzeugten Geschwindigkeitszu- der Medienteilchen m; bzw. m, im Teilsystem
wachs Au. ; des i-ten Testteilchens der Mas- 1 bzw. 2 (Abb. 7.1) sind hier jedoch verschie-
se M = 1000 m (m = m; = m,), das bei den m, = 6 m; (asymmetrische stochastische
t = 0 mit u. (0) = 0 gestartet ist (symme- Krifte).

trische stochastische Kréfte).

Zur Veranschaulichung ist in Abbildung 7.3 der jeweilige Geschwindigkeitszuwachs fiir sehr
schwere TT der Masse M = 1000 m (BrRowNsche Teilchen) fiir den Fall m = m, = m; (a) und
m, = 6my (b) dargestellt.

Falls ¢ < ¢ und u, = 0, d.h. p; ~ 1 (7.6) ist, tragen in At sehr viele kleine positive
Geschwindigkeitsénderungen Aw,; (Abb. 7.3b) zur mittleren Geschwindigkeitséinderung

Au, =" (A@uz,i + A%,m-) (7.9)
At

bei. Die mittlere Geschwindigkeit des Ensembles genau einmal getroffener TT ist wegen der hohen
Trefferwahrscheinlichkeit auf der linken Seite des T'T positiv. Selbst danach iiberwiegen in diesem
Ensemble wieder diejenigen T'T, die jeweils auf der linken Seite von MT getroffen werden (vgl. Abb.
7.9b). Das Ensemble erfihrt dabei annéhernd eine konstante positive Beschleunigung. Im Vergleich
dazu fithrt ein Treffer auf der rechte Seite des TT zu einer groflen Geschwindigkeitséinderung,
wenngleich dieses Ereignis viel seltener stattfindet (vgl. Abb. 7.8a).
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7.1.2 Kugelféormige Testteilchen

Der Strom von MT auf die linke Seite eines kugelformigen TT lautet:

1 o0 el v?
Jp = T dAK/ e; (v —up)exp | — 5 doy, (7.10)
K Un

Das Oberflichenelement auf einem kugelfsrmigen TT ist dAx = R2% sind dd dp, wobei Ry der
Radius des TT ist. Wir weisen ausdricklich darauf hin, daf hierbei Ay = 27 R% der Halbkugelfli-
cheninhalt ist. Die Normalengeschwindigkeit w,, eines Oberflichenelementes auf dem Breitengrad
¥ der Kugel ist u,, = wcos®, wobei u der Betrag der Geschwindigkeit des TT ist. Da bei dem
spiegelnd-elastischen Stofl sich die tangentiale Geschwindigkeit des TT jedoch nicht #ndert, ist
Uy = Uy cost). Die Integration iiber v, liefert:

us

2 2,2 2
Ji (u,) = /2 sin ¥ v [Sll exp <M> n \/guz o5 <erf <%) B 1)}
0

1 S%UE T Uy _9 _9 €l Uy
_2—€lexp<— 5 )—i-\/;?[(l—l—sl u, )erf<\/§)—1]. (7.11)

Fiir den Strom J, (u,) gilt ein analoger Ausdruck. Der Breitengrad ¢ wird nach der Verteilungs-
funktion

f(0) do ~

512/T u? cos? ¥
exp | —————— sin ¥ dv (7.12)

Ei/r

+\/§ [ f<sl/Tuzcosz9> 1] 9sind do
— u, |erf [ +—F—— cos ¥ sin
2 V2 i

ausgewlirfelt. Das Minuszeichen in der eckigen Klammer gilt dabei fiir Treffer auf der linken Seite,
das Pluszeichen entsprechend fiir Treffer auf der rechten Seite des TT.

Die Geschwindigkeitsinderung eines kugelformigen TT ergibt sich aus Impuls- und Energieer-
haltungssatz

uy + sf/r vy cosV = ul, + sf/r vy, cos ¥, (7.13)
R T R (7.1)
zu [70]
22, cosd
AUy, = L (U, — uy cos V). (7.15)

=—L (v
1+ 512/T cos? ¢
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7.2 Systematische Beschleunigung und Reibungskoeffizienten

Im Rahmen des Zylindermodells berechnen wir nun die systematische Beschleunigung eines dis-
kusférmigen, spiegelnd-elastisch reflektierenden TT in Normalenrichtung (5.4), wobei wir u = u,,
v = v, setzen. Mit (7.3) und (7.7) wird

2 83 00 €2 U2
dlqkf T _ l 2 l
- - 1
dt| 1+€l2/u (v—u) eXp< 5 ) dv (7.16)

2e2u Jj (u) — V2merfe [lT]
1+e?

Ji (u) ist der mittlere u-abhéngige Strom von MT auf die linke Seite des TT. Entsprechend gilt auf
der rechten Seite

dugis 2e3 [0 g2 v?
I %kf T —m/ (v + u)? exp <— ) dv (7.17)

S

2e2ud, (u) +2m (erf [8"“] + 1)

1+e2

Wir entwickeln (7.16) und (7.17) bis zu Termen zweiter Ordnung in u, ¢; bzw. &, und erhalten

‘Cl;: Owe — \/ar — deyu— /2 & (1 —u?) (7.18)
und
‘f;; %“T —V2r —de u+V2m el (1-4?). (7.19)
Man erhéilt nach Addition der beiden Gleichungen
Au O(uerer)® __diskt. diskf, (1 2
7 R = —y U+« (1-u?), (7.20)

mit den Reibungskoeffizienten

AUk — 4 (g, + &) und o = /27 (53 — 812) . (7.21)
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3 )
T T T T T T T T
-1,0 -0,5 0,0 0,5 u 1,0 -1,0 -0,5 0,0 0,5 u 1,0

Abbildung 7.4a: Systematische Beschleunigung Abbildung 7.4b: Wie Abb. 7.4a, jedoch fiir kugel-

einschlieflich ihres symmetrischen und antisym- formige Testteilchen. Die Kurven sind Resultate
metrischen Anteils in Abhéngigkeit von der Ge- einer numerischen Integration von Gl. (7.22) und
schwindigkeit u = u. diskusformiger Testteilchen. (7.23).

Die Parameter sind: ¢; = 0, &, = 100.

ErwartungsgemsiB ist der Ausdruck fiir y4< (in nichtreduzierte Einheiten) fiir ¢; = €, = & mit
den Ausdruck (5.17) identisch.

Aus (7.10), (7.15) folgen analog die entsprechenden Ausdriicke fiir ein kugelférmiges T'T

du v 3 2 9 7 vz
d_q: l;z‘léglf' T _ /02 - ;ZZCOS smﬁdﬁ/ Uup)” exp < o ;") dvy, (7.22)
und
du 3 2e3cost? . > g2 2
et T [P 2 o [ (e ( a ) dve.  (123)
r —Un

Wir fithren die Integration iiber u,, durch und setzen u,, = ucos¥ (u = u,) ein. Die Integration
iiber ¥ in den jeweiligen Gleichungen ist jedoch in geschlossener Form nicht darstellbar. Wir
entwickeln die jeweiligen resultierenden Ausdriicke wieder bis zu Termen zweiter Ordnung in u, &

bzw. &,.



7.2 SYSTEMATISCHE BESCHLEUNIGUNG UND REIBUNGSKOEFFIZIENTEN

-
= 3 4—v1 ’0 S
ER < N
NTte~e Ll . S~
B2 o RRE T B ~ A
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S N N ~ ~
Sl S N N
-14 sym. Anteil v. du/dt ~ N sym. Anteil v. du/dt NN
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Abbildung 7.5a: Wie Abb. 7.4a, jedoch mit den Abbildung 7.5b: Wie Abb. 7.5a, jedoch fiir ku-

Parametern: ¢, =0, e, = 1. gelformige Testteilchen. Die Kurven sind Re-
sultate einer numerischen Integration der GI.
(7.22) und (7.23).

Wir erhalten eine Gleichung der Form (7.20) fiir die Reibungskoeffizienten eines kugelférmigen
TT

kuglf, _ V2T
4

kuglf. _ 4

7 3

(e1+¢&r) und « (e2—<7). (7.24)

Der lineare Reibungskoeffizient 4¥"8!* lautet fiir &, = ¢, = ¢ in nichtreduzierte Einheiten

kuglt, _ 8 Ao | kT _ 2 g m 5
Vapoel. = 3 AR\ T\ g ar — 37 AR 37 - (7.25)

Wegen dem Halbkugelfliicheninhalt Ag (7.10) ist der entsprechende Ausdruck in der Literatur [70]
um den Faktor 1/2 kleiner. Der Reibungskoeffizient fiir kugelfsrmige TT stimmt mit entsprech-
enden Resultaten der Computersimulation fiir TT der Masse M = 100m (Abb. 7.6) gut iiberein.
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7.3 Ergebnisse der Computersimulation

In (Cu(t)) / (u(0)))

0,11
-0,2
0,31
-0,4-

-0,5-

0,0

10 15 t[r] 20

Abbildung 7.6: Logarithmische Darstellung der
mittleren Geschwindigkeit eines Ensembles von
10® kugelfsrmigen Testteilchen der Masse M =
100m (m = m; = m,), die alle mit der Geschwin-
digkeit u (0) = 4/(u?) gestartet sind (symme-
trische stochastische Kraft). Die gestrichelte Kur-
ve zeigt den linearen Fit.

Als erster Test fiir eine fehlerfreie Computersimulation werden erneut die ersten beiden Momente
der Geschwindigkeit (Tabelle 7.1) untersucht.

€l e | () (pr) (u) (u?) TT-Geometrie
0.01 |1 986051345 | 0.013948655 | —.00050682 | 1.00054431 | diskf.
0.01 | 100 | .986059605 | 0.013940395 | .00029428 99932087 | diskf.
0011 98865176 | 0.011348 —.000673 1.001161 kuglf.

Tabelle 7.1: Momente der Geschwindigkeit (Computersimulation von 2 -
10® StoBe) fiir spiegelnd-elastisch reflektierende (diskusfosrmige/kugelfsrmige)
Testteilchen. (p;)/(pr) ist der normierte Strom (Zeitmittel) zur linken /rechten
Seitenfléiche des TT (vgl. (7.5)).
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Auch hier stimmen die numerischen Momente im Rahmen der statistischen Genauigkeit mit den
theoretischen Werten iiberein (vgl. S. 53). Dariiber hinaus zeigt Tabelle 7.1 die aus der Computer-
simulation erhaltenen Werte fiir p; bzw. p, (7.4). Diese Werte stimmen mit den entsprechenden
theoretischen Werten (7.5) fiir ein vollstéindig thermalisiertes TT (Aquivalenz von Ensemble- und
Zeitmittel) nahezu exakt iiberein. Nach (7.5) betréigt (p;) = 0.986056 fiir ¢, = 0.01 und &, = 1.

Die systematische Beschleunigung eines schwereren diskusférmigen TT im Rahmen des Zylin-
dermodells wird durch die Gl. (7.20) beschrieben, sie hat dieselbe Form wie (6.13).
Fir das Verhiltnis
e 149

S—T:waurl>€l>8r:8, (726)

unterscheiden sich die Gleichungen nur durch eine unterschiedliche Zeitskala.

Speziell fiir die Anfangsgeschwindigkeit u (0) = 0 und &; € &, bewirkt der Term ok (7.21)
eine systematische Beschleunigung der TT in positiver z-Richtung (Abb. 7.7), bis der Normalen—
Freiheitsgrad der T'T vollstéindig zum Gleichgewicht relaxiert ist. Die systematische Beschleunigung
solcher TT fiithrt zu d@hnlichen nichtlinearen Effekten, wie bei den asymmetrischen TT.

Bei dem Zylindermodell ist der konstante Term a%* und der quadratische Term in der Ge-
schwindigkeit (7.20) eine unmittelbare Folge der Asymmetrie der stochastischen Kraft (Abb. 7.3b).
Bei dem Grundmodell (Kap. 6) sind die in u symmetrischen Terme in (6.13) auf die unterschied-
lichen Reflexionseigenschaften der Seitenflichen des asymmetrischen T'T zuriickzufiihren.

Interessant ist auch die Tatsache, dafl im Unterschied zu (5.4), die Entwicklung der Gln. (7.16)
und (7.17) zwar einen u2-Term, jedoch keine Terme von hoherer, gerader Ordnung in u liefert.

In der weiteren Diskussion nehmen wir an, daf§ die auf der linken Seite des TT auftreffenden
MT (Teilsystem 1) eine verschwindend kleine Masse m; — 0 besitzen, d.h. ¢ — 0. Dieser Fall
bedeutet, dafl Stofle dieser MT fiir diesen Grenzfall nur eine konstante Beschleunigung

. du gy T . du gl TT T
hm0 ) = v/27 und alllir}() 7 rL =1\/3 (7.27)

nach rechts, d.h. in positiver Richtung auf die TT ausiiben. Weiter folgt (7.4):

lim p; (uy) =1 und lim p, (uy) =0 (7.28)

814>0 Elﬂo

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dafl bei den numerischen Untersuchungen notwendigerweise
ein endliches ¢; gewiihlt werden muf.
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Bei weiteren Untersuchungen betrachten wir zwei Spezialflle:

1 Die Masse des MT im Teilsystem 2 ist sehr viel grofler als die des TT, d.h. m, > M bzw.

e, > 1 (Abb. 7.4).

2 Die TT und MT im Teilsystem 2 besitzen eine vergleichbare Masse, speziell wihlen wir

m, = M bzw. ¢, =1 (Abb. 7.5).

Fiir diese Félle berechnen wir den Beitrag der rechten Seite eines ruhenden TT (u

systematischen Beschleunigung. Aus (7.17) und (7.23) folgt fiir den Fall (1):

du g V2
_U‘dn,kf TT _ iy ( T ) —0,

lim oo —
Ep—00 dt Re7 u=0 Er—00 1 + 53

: du kuglf. TT _ ;. ™ 10g (1 + E%) .
E}l—r>noo E RL, u=0 E}l_r,noo B 5 51% =0

und fiir den Fall (2):

. du i T W . dU gl TT 7T
dm IR u=0 = 7y f5 0 wd o lim e =y Lo @)

Wir beriicksichtigen in (7.16) und (7.17) nur Terme bis zur zweiten Ordnung in u:

dudiskfiTT_<V27r v27f>_4< &l Er >u

—_— = — J— +
dt Re>u=1 1+e? 14¢2 1+e?  14¢2

V2me?  V2me?\
+ - U
1+e?  14¢€2

Fiir den Fall (1) folgt:

. . dU ikt TT _ 2
Jim - lim =[R2 = V2 (1 - )

0) zur

(7.29)

(7.30)

(7.31)

(7.32)

Auf ruhende diskusférmige T'T wirkt im Mittel eine nahezu konstante, positive Beschleunigung der

Grofie V27 ~ 2.5.
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0.5 —— diskf. TT ¢,=0.001, ¢, = 100
a\\ ’ == -- diskf. TT¢=001,¢ =1
\:3/ ————— kuglf. TT¢ =0.01,¢5 =1
< 0,44
0,3
0,24 ..
i ’ N
0,1 ': //.’\.‘— ...... TSl
.,' e \\ b Tl
” e
0,0 i
-0,14
T T !
0 1 2 3 4
t[7,]

Abbildung 7.7: Mittlere Geschwindigkeit eines Ensembles von
N spiegelnd-elastisch reflektierenden Testteilchen (TT), die
alle mit der Anfangsgeschwindigkeit u(0) = 0 gestartet sind:
durchgezogene Kurve: Verlauf bei N = 3 x10° diskusférmigen
TT, wobei g = 0.001 und e, = 100 (siehe Text) ist; gestri-
chelte Kurve: Verlauf bei N = 6 x 107 diskusformigen TT,
jedoch mit den Parametern: ¢; = 0.01 und &, = 1; Punkt-
Strich-Kurve: Verlauf bei N = 5 x 107 kugelférmigen TT,
ebenfalls fiir e, = 0.01 und &, = 1.

Aus (7.31) folgt im Falle & — 0 fiir den symmetrischen Anteil der systematischen Beschleuni-
gung:

@‘diskf a1 1 g W2 (7.33)

dt Re, sym. Anteil 1+ 62 1+ 82 :
Dieser Anteil ist fiir £, = 100 in Abb. 7.4a (durchgezogene Kurve) dargestellt. Analog ergibt sich
der antisymmetrische Anteil (Punkt-Strich-Kurve) einfach aus der Differenz der systematischen
Beschleunigung (gestrichelte Kurve) und dem Ausdruck (7.33). Aufgrund der fehlenden Terme
der Ordnung O (1)>™2) in (7.16) und (7.17) ist diese cinfache Trennung des symmetrischen und
antisymmetrischen Anteils einfach méglich. Die systematische Beschleunigung (7.33) verschwindet
in jedem Fall im thermodynamischen Gleichgewicht.
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Abbildung 7.8a: Zeitliche Entwicklung der Abbildung 7.8b: Vergroflerter Ausschnitt von

Geschwindigkeits-Verteilungsfunktion  f (u,t) f(u,t) fiir w < 0 fiir kleine Zeiten. Fiir die
eines Ensembles von 6 x 107 Testteilchen, das Darstellung wurden nur die Werte f (u,t) <
mit f(u) = 6(u—0) gestartet wurde. Die 0.02 verwendet.

Parameter sind: ; = 0.01 und &, = 100.

Wir vergleichen wieder die analytischen Resultate mit den Ergebnissen der Computersimulation.
Bei den numerischen Resultaten dieses Abschnitts wird die Zeiteinheit

2
Toi= ——— (7.34)
ndy/ S

verwendet, die natiirlich fiir M = m; = m, mit (3.44) identisch ist.

Abb. 7.7 zeigt den zeitlichen Verlauf der mittleren Geschwindigkeit eines Ensembles von TT,
die alle mit der gleichen Anfangsgeschwindigkeit « (0) = 0 gestartet sind. In Ubereinstimmung mit
den theoretischen Voraussagen wiichst die mittlere Geschwindigkeit der TT (durchgezogene Kurve)
bis zum Zeitpunkt ¢ = 0.05 ({(u (t)) = 0,12) nahezu linear mit der Zeit an. Der numerische Wert
fiir die konstante Beschleunigung betrigt dabei 2.4675 und weicht damit nur geringfiigig von dem
theoretischen Wert /27 ~ 2.5 ab.

Mit steigender, mittlerer Geschwindigkeit nimmt die gerichtete Beschleunigung des Ensembles
wieder ab. In dieser Situation gewinnen die Reibungsterme dritter Ordnung in « ((7.16), (7.17))
zunehmend an Bedeutung (vgl. (7.32)). Die maximal erreichte mittlere Geschwindigkeit des
Ensembles fiir das Verhltnis g;/e, = 107° betrigt (u (¢))™* = 0.5 und 148t sich nicht mehr durch
ein noch kleineres €;/e, mehr steigern.
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f(u,)

Abbildung 7.9a: Wie Abb. 7.8. Fiir die Dar- Abbildung 7.9b: Erweiterter Ausschnitt von
stellung wurden nur die Werte f(u,t) > 0.02 f(u,t) fiir w > 0. Die deltaformige Anfangs-
verwendet. verteilung wurde herausgenommen.

Wir stellen fest: Der Effekt der gerichteten Bewegung ist bei einer Asymmetrie der stochasti-
schen Kraft also um einen Faktor 15 — 30 grofler als der Effekt, der bei asymmetrischen TT (vegl.
Abb. 6.9) beobachtet wurde.

Der Vergleich des zeitlichen Verlaufs der mittleren Geschwindigkeit eines Ensembles diskus-
formiger TT (Abb. 7.7, gestrichelte Kurve) mit dem Verlauf kugelfsrmiger TT (Punkt-Strich-
Kurve) fiir den Fall (2) zeigt, daf die Grdfe des Effekts der gerichteten Bewegung wesentlich von
der Geometrie des TT abhéingt. Bei kugelférmigen TT ist die maximale gerichtete Geschwindigkeit

um einen Faktor % kleiner als bei diskusférmigen TT, sie hélt jedoch aufgrund des kleineren, linearen
Reibungskoeffizienten (y<uslf: = jdgi) vergleichsweise ldnger vor.

Zuletzt betrachten wir noch die Geschwindigkeits-Verteilungsfunktion f (u,t) (Abb. 7.8 und
7.9). Die deltaformige Anfangsverteilung 6 (v — u (0)) du verbreitert sich allméhlich hin zur Gleich-
gewichtsverteilung.



Kapitel 8

Storungsrechnung

Im ersten Teil dieses Kapitels betrachten wir wiederum symmetrische Testteilchen (TT) fiir den
Fall einer Asymmetrie der stochastischen Kraft (Kap. 7, Zylindermodell). Aus der systematischen
und stochastischen Beschleunigung (additives Rauschen) solcher TT folgt eine nichtlineare, erwei-
terte LANGEVIN-Gleichung, die sowohl mit Hilfe einfacher Stérungsrechnung in erster Naherung als
auch in der Form einer speziellen Riccatischen Differentialgleichung gelost wird. Die Behandlung
von Testteilchen mit Hilfe der Stérungsrechnung ist fiir ¢ € 1 besonders geeignet, da in diesem
Fall die Computersimulation sehr zeitaufwendig ist. Die analytischen Resultate werden durch die
Computersimulation leichterer T'T bestéitigt und liefern neue Einsichten, die insbesondere fiir das
Versténdnis der gerichten Bewegung der T'T von Vorteil sind.

Im zweiten Teil wird schliellich auch eine analytische Néherungslosung fiir die mittlere Ge-
schwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit rotierender, asymmetrischer Testteilchen mittels
Storungsrechnung abgeleitet und mit Ergebnissen der Computersimulation verglichen.

8.1 Losung der nichtlinearen Langevin-Gleichung
8.1.1 Einleitung
Die verallgemeinerte LANGEVIN-Gleichung ([88] - [90], [79])

% = —y(u) u+ A(u,t) (8.1)

ist eine nichtlineare stochastische Differentialgleichung (DGL), wobei der Reibungskoeffizient v (u (¢))
und entsprechend die stochastische Beschleunigung A (¢, u (¢)) phenomenologisch (fiir einen

Gaufischen weiflen Prozef}) als geschwindigkeitsabhéngig angenommen werden.
Aus (8.1) folgt formal fiir den Zuwachs Au withrend eines Zeitschrittes At ([78], [79]):

t+AL
Au=u(t+At) —u(t)=—y(u) uAt+ / A (u,t') dt' + O (At) (8.2)

94
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Die Interpretation des stochastischen Prozesses auf der Grundlage von (8.1) ist aufgrund der
u-Abhéngigkeit von A nicht eindeutig. Es gibt eine elementare Interpretation von ITO und Mc
KEAN ([91], [92]) und eine alternative von STRATONOVICH [93]. A (u,t") wird in (8.2) nach ITO und
Mc KEAN durch A (u (t),t"), nach STRATONOVICH dagegen durch A (u (t'),t') ersetzt. Es folgen
zwei unterschiedliche FOKKER-PLANCK-Gleichungen, obwohl der stochastische Proze eindeutig
durch eine konkrete FOKKER-PLANCK-Gleichung beschrieben wird. Modelliert man also einen
stochastischen Prozef auf der Basis der nichtlinearen LANGEVIN-Gleichung (8.1), so unterscheidet
sich die Form des Prozesses je nach Wahl der Interpretation [94].

In Ref. [55] wurde eine nichtlineare stochastische Differentialgleichung der Form

% = —y(e) ult) =3 () w’ (t) + A(t,u(t)) (8.3)
abgeleitet, wobei 75 ein Reibungskoeffizient von der Ordnung (9(5)3 ist. Diese DGL beschreibt
z.B. die eindimensionale Bewegung eines symmetrischen, spiegelnd-elastisch reflektierenden Test-
teilchens (TT) in Normalenrichtung (5.7), das aufgrund seiner Masse (¢ = |/} ~ 1) nicht mehr
als ein BROWNsches Teilchen (BT) angesehen werden kann. In Ref. [55] wurde auflerdem ein ex-
pliziter Ausdruck fiir die geschwindigkeitsabhéngige, stochastische Kraft A (¢,u (t)) angegeben und
die Autokorrelation der stochastischen Beschleunigung berechnet. Danach ist eine Abénderung des

FDT II (5.2), speziell fiir die spiegelnd-elastische Reflexion, nur dann erforderlich, wenn Terme der
Ordnung O (u,e)* in Gl. (8.3) beriicksichtigt werden.

Geht man dagegen von einer geschwindigkeitsunabhiéingigen stochastischen Beschleunigung .4 ()
aus, so stellt (8.3) die univariante stochastische Differentialgleichung dar. Eine Stérungsentwicklung
fiir diese Gleichung, die man durch Feynman-Graphen veranschaulichen kann, wird in [78] behan-
delt. Auflerdem werden zwei nichtstorungstheoretische Methoden, die Molekularfeld-Niherung
und die SCHWINGER-DVYSON-Niherung am Beispiel der univarianten stochastischen Differential-
gleichung vorgestellt.

In diesem Abschnitt betrachten wir wiederum diskusformige, spiegelnd-elastisch reflektierende
TT im Rahmen des Zylindermodells (Kap. 7). Wir beschréinken uns weiterhin auf den Fall

eg—0und e =¢, < L. (8.4)

Wir gehen davon aus, dafl die auf das TT ausgeiibte Kraft sich analog (5.1) aus der systema-
tischen Beschleunigung (7.20) und der geschwindigkeitsunabhingigen, stochastischen Beschleuni-
gung A (t) zusammensetzt. Mit anderen Worten: wir setzen ein additives Rauschen voraus. Mit
diesem Ansatz ergibt sich eine nichtlineare, erweiterte LANGEVIN-Gleichung der Form

%:—’yu+o¢(1—u2)+A(t),'y:45undoz:\/27r62. (8.5)
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Auch die eindimensionale Bewegung asymmetrischer (linke Seite total inelastisch wechselwirkend
(spiegelnd-elastisch reflektierend), rechte Seite spiegelnd-elastisch reflektierend (total diffus-elastisch
reflektierend)) TT in Normalenrichtung (vgl. (6.13) und S. 67) wird durch die nichtlineare, stochas-
tische DGL (8.5) beschrieben, jedoch mit jeweils anderen Reibungskoeffizienten.

Es ist zu priifen, bis zu welchem e die Gl. (8.5) anwendbar ist. Fiir ¢ < 1 ist der Term « in
(8.5) um die Ordnung ¢ kleiner als der lineare Reibungskoeffizient v. Aus diesem Grund muf e
hinreichend grof§ genug gewiihlt werden. Aus den Ergebnis der Computersimulation (Abb. 8.4a)
ist ersichtlich, dafl bereits ein TT der Masse M = 100m bzw. & = 0.1 geeignet ist. In diesem
Zusammenhang ist zu beachten, daf bei symmetrischen TT (6.25) nur Terme ungerader Ordnung
in € eine Rolle spielen. Mit anderen Worten: ein solches TT kann mit derselben Masse durchaus
noch als ein BT (vgl. Abb. 6.2) angesehen werden.

Wir fithren die neue reduzierte Zeitskala (s. o.)

t
f=vyt=— (8.6)

in Einheiten der charakteristischen Démpfungszeit 7, des TT ein und lassen weiterhin den Stern
weg. Die Gl (8.5) hat dann die Form

e /2. (8.7)

D ) X (1 a® (1) + A, y = 8

b

=0

Der neue Koeffizient y ist nun von der Ordnung O (¢)', da die neue Zeitskala (8.5) linear in ¢ ist.

Eine nichtlineare, erweiterte LANGEVIN-Gleichung der Form (8.7) ist unseres Erachtens bisher
noch nicht diskutiert worden. Der Grund liegt offenbar darin, dafi man die in der vorliegenden
Arbeit untersuchten Asymmetrien der TT in dieser Form noch nicht betrachtet hat.

Im Sinne einer nichtlinearen, deterministischen Differentialgleichung konnte (8.5) als
RiccaTische Differentialgleichung (RDGL) [95]

dy _

L ey A O+ 1 (1) (53)

angesehen werden. Die RDGL ist im allgemeinen Fall nicht durch Quadraturen und die elementaren
Funktionen in ”geschlossener” Form lsbar. Ist jedoch eine spezielle Losung der RDGL bekannt,
dann 148t sich die RDGL auf eine lineare DGL zuriickfiihren [95].

Falls eine der analytischen Losungen (LSG) der RDGL, die zeitliche Entwicklung der mittleren
Geschwindigkeit der TT auf der Grundlage der Gl. (8.7) korrekt beschreibt, dann mufl diese LSG
sich grundlegend von der LSG der gemittelten LANGEVIN-Gleichung (LDGL) (LSG der homogenen
Gleichung) unterscheiden.
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Weiterhin verwenden wir fiir die stochastischen Grofien v und A, die sich auf die Gl. (5.1) bzw.
(8.7) beziehen, den unteren Index L (fiir LANGEVIN) bzw. R (fiir RiccATI). Anschaulich ist klar,
dafl im Grenzfall ¢ < 1 die Funktion ug (t) in up, (t) iibergehen muf.

Wir merken an, daf fiir ¢ = —v, f (t) = x und d = —x in (8.8) die systematische Beschleunigung
nach Gl. (7.20) folgt. Der Fall f(t) = 0 und d = 1 liefert die sogenannte VERHULST-Gleichung
[78]. Diese Gleichung beschreibt z.B. die Population einer Spezies, wobei ¢ zunichst ein nicht
fluktuierender Wachstumsparameter ist. In Ref. [78] wird der Einflufl der Umgebung auf ¢ durch
¢ — ¢+ A(t) (multiplikatives Rauschen) berticksichtigt. Mit Hilfe der resultierenden nichtlinearen
stochastischen DGL (interpretiert im Sinne von STRATONOVICH) wird die stationéire Losung der
entsprechenden FOKKER-PLANCK-Gleichung berechnet.

8.1.2 Néiherungslésung

In diesem Abschnitt leiten wir eine analytische Ndherungslosung fiir die mittlere Geschwindigkeit
spiegelnd-elastisch reflektierender TT (bei einer Asymmetrie der stochastischen Kraft) mit Hilfe
einer einfachen Stérungsrechnung bis zur ersten Néherung ab.

Ausgangspunkt der folgenden Ableitung ist eine Potenzreihenentwicklung nach e fiir die Ge-
schwindigkeit

ur (t) =uo (t) +eur (t) + ... + " up (¢) (8.9)
und die stochastische Beschleunigung
Ar(t) =Ag(t) + e A1 (t) + ... + " A, (1) . (8.10)

Der Einfachheit halber betrachten wir ausschlieflich TT, die zum Startzeitpunkt die Anfangsge-
schwindigkeit ug (0) = ur, (0) = 0 besitzen. Einsetzen der Potenzreihenentwicklungen fiir up (¢)
und Ag (¢) in (8.7) und separate Darstellung der Koeffizienten und Funktionen derselben Ordnung
in g, fithrt auf die Folge von Gleichungen

% +up = Ao (t) (8.11)
und
£ [% - u]l =c [x1 (1—ud) + A1 (t)], (8.12)

die die nullte bzw. erste Nidherung der Storungsrechnung darstellen. Mit dem unteren Index der
Grofen u, A und x = ¢ x; kennzeichnen wir die (wegen der neuen Zeitskala (8.6)) um eins reduzierte
Ordnung in €. Gleichung (8.11) stellt die LDGL (5.1) mit up = uz, und Ag = A, dar.
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Der Entwicklungsparameter € entspricht beim vorliegenden Problem der Wurzel aus dem Mas-
senverhiltnis € = /7}. Dies beinhaltet, dafl wir nur die erste Néherung der Stérungsrechnung zu

beriicksichtigen haben, da Terme der Ordnung O (¢)? in (8.7) nicht beriicksichtigt wurden.

Wir berechnen das mittlere, zeitabhéngige Geschwindigkeitsquadrat BT fiir die o.g. Anfangs-
bedingung (ur, (0) = 0):

(ui (1)) = (u§ () = eXp(Qt)/ / (Ao () Ao (¢) ) exp (¢ +¢') dgad (8.13)
0 JO

Die Klammer "< >” kennzeichnet die Ensemblemittelung. Mit der Autokorrelation der stochas-
tischen Beschleunigung (5.2)

Co(r)dr=(Ag () Ao (C+ 7)) drmit 7= —¢ s=(+¢ (8.14)
wird das Integral
2t
% /0 exp () ds / Co (7) dr = % (exp (28) — 1) / Co (7) dr. (8.15)
Es ergibt sich also
<u(2) (t)) = M (1 —exp(—2t)). (8.16)

Das BT thermalisiert im Langzeitverhalten vollstéindig, d.h. fiir ¢ — co muB (ud (£)) =1 gelten (in
reduzierten Einheiten (5.6), (8.6)). Also erhilt man fiir das Korrelationsintegral

/Co (1) dr =2. (8.17)

Wir fiihren eine Ensemblemittelung von Gl. (8.12) durch und ersetzen (uf (¢)) durch den Ausdruck
(8.16). Wir erhalten die gemittelte, lineare DGL

d t
O} |y (1)) = 3 exp (-26) + (A (8). (819)
Der Mittelwert von A; (t) verschwindet, die erste Néherungslosung lautet:
(ur (t)) = x1 exp (=) [1 — exp (—1)] (8.19)

Um die gesamte LSG fiir (u(¢)) zu erhalten, haben wir die Losungen der nullten und der ersten
N#herung zu addieren. Da die LSG der nullten N#herung fiir die o.g. Anfangsbedingung direkt
keinen Beitrag zu (u (t)) liefert, gilt:

(u(t)) = (ur () + & (ur (t)) =€ (ur (¢)) (8.20)
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8.1.3 Lo6sung der Fokker-Planck-Gleichung

Ersetzt man den u2- Term in (8.7) einfach durch den Ausdruck (8.16), so ergibt sich die lineare,
stochastische DGL

du(t

% +u(t) = xexp(—2t)+ A(t). (8.21)
Fiir die o.g. Anfangsbedingung ist die Losung von (8.21) fiir (u(¢)) mit (8.20) ((A(t)) = 0)
identisch. Wir interessieren uns wiederum fiir das mittlere Geschwindigkeitsquadrat

(u? (1)) = m (1 —exp (—21t)) + x%exp (—=21) (1 — exp (—1))?. (8.22)

Wie erwartet liefert der Grenzwert fiir ¢ — oo und die Verwendung des Gleichverteilungssatzes
erneut fiir das Korrelationsintegral den Wert Zwei (8.17).

Im Weiteren bestimmen wir die Losung der zugehorigen Fokker-Planck-Gleichung. Mit
u(t) =z (t) + w(t) geht die Gleichung (8.21) in

dz(t) N dw (t)

o e (z(t) +w(t)) + xexp(—2t) + A(t) (8.23)
iiber. Wihlt man w (t) so, da8
‘“Zt(t) — —w(f) + xexp (—21) (8.24)
gilt, also
w(t) = xexp (—t) (1 —exp (—t)) fiir w(0) =0 (8.25)

ist, so gilt fiir z (t) eine Gleichung der Form (5.1). Die zugehorige FOKKER-PLANCK-Gleichung [6]
(in reduzierte Einheiten)

of (z,t) 0 of (z,t)
ot 62(

z+ 7) f(z,1) (8.26)

ist in geschlossener Form losbar. Als Anfangsbedingung wihlen wir f(z,0) = 6 (¢ — 2(0)), hier
speziell fiir z (0) = 0. Fiihren wir unsere urspriinglichen Variablen wieder ein, so wird

2
flut) = \/%( ! ex ((u—xexp(—t)(l—exp(—t») ) 527)

1 —exp(—2t)) 2 (1 —exp(—2t))

Die stationdire Verteilung fsiq: (u) ist erwartungsgemifl die Maxwellverteilung (siehe dazu auch
Abb. 8.1a und b).
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8.1.4 Mittelwert und Varianz

Wir leiten nun Aussagen iiber die stochastische Beschleunigung Ag () mit der Methode von
EINSTEIN und HOPF ab. Dariiber hinaus bestimmen wir den Mittelwert und die Varianz von Aug

(vel. (8.2)).

Wir integrieren die Gl. (8.7) iiber eine Zeit At in der hinreichend viele Sto8e seitens der MT
auf das TT erfolgen. Dabei nehmen wir an, dal Ag (t) innerhalb von At bereits sehr oft sein
Vorzeichen gewechselt hat und sich dabei die Geschwindigkeit ug (t) des TT kaum geéndert hat.
Diese Annahme wird durch die Bedingung

Dtz (8.28)
)

mit 7 nach (7.34) erfiillt. Mit ur; bezeichnen wir die Geschwindigkeit des TT zur Zeit iAt¢ und
mit

(i+1) At
Gri = / Ar(C) d¢ (8.29)

At

den in der Zeit At von Apg (t) erzeugten Geschwindigkeitszuwachs. Nach Integration erhalten wir
Upi+1 =uri B+ x (1 - u?“) (1 —0)+ GRr,, wobei § =1 — At ist. (8.30)

Die Berechnung der Varianz von (8.29) ((G%)) erfolgt in Analogie zu dem Fall BT. Dieser Fall,
ausfiihrlich in [76] diskutiert, fiihrt auf (in nicht reduzierten Einheiten)

(G} (At)) =2 kBWT v At. (8.31)

~Man eliminiert die Gleichungen ug,1, uR2;-.., urj—1 (8.30), indem man die [-te Gleichung mit
(7! multipliziert und alle so entstehenden Gleichungen addiert

J J
urj = Buro+ Y ATGR kXY BT - B) (1—uf ) (8.32)
k=1 k=1

Weiterhin gehen wir davon aus, daf die Grofien Gr; (8.29) fiir verschiedene i und von upg o statis-
tisch unabhéngig sind.
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Abbildung 8.1a: Zeitliche Entwicklung Abbildung 8.1b: Wie Abb. 8.1a, jedoch fiir den

(analytische Losung) der Geschwindigkeits- Fall einer asymmetrischen stochastischen Kraft
Verteilungsfunktion  f (u,t) (8.27) eines und x = /%-

Ensembles von  Testteilchen, das  mit

fa(uw) = 6(u—0) startet, fir den Fall

einer symmetrischen stochastischen Kraft
(x = 0). Vergleiche dazu (7.21), (8.4) und
(8.7).

Quadrieren und Ensemblemittelung liefert

(uk) = f%ﬁé X (11_22%»2 (1-5)%, (8.33)
wegen
(uhg) = (ko) = (ur)» (Why) = (ko) = (uf) = 0 fir n =1,3 (8:34)
und
(GrnGrm) = (G%) Sum, (Grn) = 0. (8.35)

Gl. (8.33) schreiben wir mit =1 — At in der Form

(G (D) = 288 (udy) — ((ud) +x* (1 = (uk))”) (&) (8.36)

Unter Verwendung des Gleichverteilungssatzes folgt wegen (8.28) der gleiche Ausdruck wie (8.31)
(in reduzierten Einheiten).
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Wie in (8.2), integrieren wir (5.1) und (8.7) erneut iiber ein Zeitintervall (¢, t + At)

Aup, = —ur, At + AW, + O (At) (8.37)
und
Aug = [~ug +x (1 —uk)] At+AWg + O (At), (8.38)
wobei
t+At
AWL/R = / AL/R (t/) dt’ (8.39)
t

ist. Aus (8.31) und (8.36) erhélt man jeweils fiir das zweite Moment

(Buip)  ((@Wyr)’) (Ghe(an)

Aim g = A ey =i e =2 (8.40)

Erst bei Beriicksichtigung von Termen der Ordnung O (e, u)3 ist eine u-Abhéngigkeit des zweiten
Moments [79] zu erwarten.

An dieser Stelle muf} ein aulerordentlich wichtiger Punkt angemerkt werden.

Sowohl AWy, als auch AWg sind von der Ordnung /At ([96], [78]) da Ay, /R (t) von u unabhéngig
ist (vgl. (8.2)). Man erkennt sofort, daff u? bzw. u? (8.13) den Beitrag (AW;)? ~ At (8.39)
enthélt.

Ein Vergleich von (8.7) und (8.12) zeigt, dafl in Aug (8.38) iiber den u%-Term der Beitrag
(AWR)? ~ At von der Ordnung O (At) ([96], [78]) implizit enthalten ist. Dies ist der einzige Term
von der Ordnung At, die iibrigen Terme sind von hsherer Ordnung.

Unter Beriicksichtigung dieses Sachverhalts erhilt man fiir die jeweils ersten Momente (8.37),
(8.38)

. {Aug) . {Aug)
Alér—r}() At = —uz und Alzlsr—r}o At

= —up + x (1 —u}) (8.41)

Betrachten wir nun eine Funktion f (ug) der stochastischen Grofle ur. Der Zuwachs fir f (ug)
wihrend eines Zeitschritts At enthélt explizit (AWg)? (zweiter Term der Taylorentwicklung). Nach

der ITo-Formel [78] darf man diesen Term durch die Varianz <(AWR)2> ersetzen, die nach (8.40)
mit <(AWL)2> iibereinstimmt.
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8.1.5 Lo6sung der speziellen Riccatischen Differentialgleichung

Wir wollen der Frage nachgehen, worin die eigentliche Approximation der LSG fiir die mittlere
Geschwindigkeit der TT (8.20) besteht. Hierzu betrachten wir die Ersetzung von (u (¢)) der
nullten Néherung durch die von BT (u3 (¢)) (8.13) und des Entwicklungsparameters ¢ durch die
Wurzel aus dem Massenverhéltnis zwischen TT und MT als zwei unterschiedliche Aspekte der
Niherung.

Die Zusammenstellung der Ordnungen beziiglich u, A und x nach ¢ bedeutet, dafl die mittlere
Geschwindigkeit der TT geméf (8.20) linear mit der Wurzel aus dem Massenverhéltnis zwischen
TT und MT geht, da die zweite Ordnung (~ €2 (uy (t))) in der Ausgangsgleichung vernachlissigt
wurde.

Verwenden wir dagegen einen Parameter ¢ um die Ordnungen der Potenzreihenentwicklung
zu sortieren und nehmen an, dafl sich € von ¢ unterscheidet, so heben wir diesen Teilaspekt der
Néherung auf. Summation der Potenzen in € nach Gl. (8.9) und (8.10) liefert:

d(up+Eur + ... +E"uy)
dt

+ (ug 4 Eur + ...+ E" uy) (8.42)

=x [1= (u§+&ui+ ...+ u2)] + (Ao (t) +EAL () + ... +E" A, (1))

Die Kenntnis einer analytischen LSG der DGL (8.42) mit diesem allgemeineren Ansatz erméglicht
uns die Genauigkeit der o.g. Approximation zu iiberpriifen. Wir weisen ausdriicklich darauf hin,
daB der Koeffizient y notwendigerweise von der Ordnung (O (¢)') sein mus8.

Wir fiihren eine Ensemblemittelung von Gl. (8.42) durch und ersetzen erneut (u? (t)) durch
(8.16). Wir fassen die verbleibenden Potenzen der Reihenentwicklung in ug und Ag (t) zusammen
und erhalten

d (ur (1))

2L — —fur () +x [1 = (B 0)] ~x [1-ep (20 + (Ar (). (343)

systematischer Anteil

Gleichung (8.43) zeigt explizit, wie die Gesamtkraft in zwei Anteile zerfiillt. Der erste Anteil ent-
spricht der systematischen Beschleunigung (7.20), der verbleibenden Anteil beschreibt den Einfluf3
der stochastischen Kraft auf die mittlere Geschwindigkeit der TT. Im Anhang A leiten wir fiir
(Ag (t)) = 0 dieselbe spezielle RDGL mit einer vollig anderen Methode ab. Bei dieser Vorgehens-
weise ist unser Hauptaugenmerk auf eine spezielle Bedingung (A.2) gerichtet, die mit der Losbarkeit
der allgemeinen RDGL (8.8) verkniipft ist. Wir nehmen an, dafl diese Bedingung die spezielle LSG
der RDGL festlegt. Diese Uberlegungen fithren ebenfalls auf die spezielle RDGL (8.43). Nochmals,
wir gewinnen diese DGL aus der Forderung, daf§ die LSG der LANGEVIN-Gleichung eine spezielle
LSG der allgemeinen RDGL (8.8) ist. Wir haben bereits darauf hingewiesen, daf} falls eine spezielle
LSG der RDGL bekannt ist, sich diese DGL auf eine lineare DGL zuriickfiihren 1:8t.
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Wir 16sen nun die nichtlinearen DGL (8.43) um die LSG mit (u (¢)) zu vergleichen. Falls nun
¢ = £ ist, dann entspricht offensichtlich die LSG fiir (u (t)) (8.20) der LSG fiir (ug (t)) der o.g.
linearen DGL. Mit der Transformation

(ur (£) = (W (©) exp () also (g (1) =exp (=) ((¥ (1)) = (¥ (1)) (8.44)

konnen wir das lineare Glied der DGL (8.43) eliminieren. Wir erhalten:

d{¥ () _ 2
—— = xexp (1) (1 - (¥ (1))?) (8.45)
Schlieflich fithren wir durch
ds» = exp (—t) dt die neue Zeitskala > = 1 — exp (—t) (8.46)

ein. Mit diesen Transformationen wird die nichtlineare, homogene Differentialgleichung (8.43) auf
die Form

IO _ (1w 9)?) (8.47)

gebracht. Die spezielle RDGL [95] ist in geschlossener Form
(W (5)) = tanh (x (¢) ») (8.48)

angebbar und geniigt der Anfangsbedingung: (¥ (0)) = (ug (0)) = 0. Fiihren wir die urspriinglichen
Variablen ein, so wird

(ur (1)) = exp (=) tanh [x (1 —exp (—t))]. (8.49)

Angenommen wir haben statt (8.7) die lineare stochastische Differentialgleichung zweiter Ord-
nung der Form

v d

= 1‘ +12u=A(t), u(0)=0und @ (0) = x. (8.50)

dt
Wir betrachten nun die Losung

t

(6 = xexp (=5 (1 =40 ) (= exp (~ ) (851)

fiir das spezielle Anfangswertproblem, wobei 4; = /4% — 412 ist.
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Gl. (8.50) beschreibt die BROwNsche Bewegung eines gedampften harmonischen Oszillators
([6], [7]), wobei (u(t)) dem mittleren Aufenthaltsort des Oszillators entspricht. (u (t)) erfiillt die
homogene Differentialgleichung (vgl. (8.47)) der Form

d <\1/ (;f)> i . ) )

———L =y, mit (u(®) = <qf (t)> exp <—5 (5 —41) t> und 52 = (1 — exp (=4, ). (8.52)
Wir betrachten nun den aperiodischen Fall (¥ > vg), d.h. in einer asymptotischen Annéherung (bei
t — 00) an die Gleichgewichtslage (ohne Schwingungen). Fiir 4 = 3 und vy = v/2 (§; = 1) sind
die Losungen (8.20) und (8.51) identisch, wie man sich leicht iiberzeugen kann. Die Anfangsbe-
dingung wird verstindlich, wenn man bedenkt, dal die TT zum Startzeitpunkt die systematische
Beschleunigung y (8.7) erfahren.

Der stochastische Proze und damit die entsprechende Losung der jeweiligen FOKKER-PLANCK-
Gleichung ist jedoch vollkommen verschieden. Man vergleiche dazu einfach die jeweilige Korrelations-
funktion der Geschwindigkeit (8.22) und [6].

Selbst im Schwingungsfall (¥ € vg) zeigt die Losung (8.51) und das Ergebnis der Computer-
simulation (durchgezogene Kurve in Abb. 7.7) ein #hnliches Verhalten.
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8.1.6 Vergleich mit Ergebnissen der Computersimulation

07050 7 - - - - Analytische Lésun; - - = - Analytische Lsung
ﬁunz:-isc:e I]:ﬁsuni 0,08 b Numerische Losung
S =
- 3
0,025 0.04-
0,000 T : 0,00 .
0 2 4 t] 6 6 tl] 8

Abbildung 8.2a: Zeitliche Entwicklung der mittleren Abbildung 8.2b: Wie Abb. 8.2a. Die Masse der Test-

Geschwindigkeit eines Ensembles spiegelnd-elastisch teilchen ist hier M = 4 m. Die gepunktete Kurve
reflektierender, diskusformiger Testteilchen (Zylin- ist das Resultat der analytischen Losung (8.49), die
dermodell) der Masse M = 10 m (m; — 0, m, = m durchgezogene Kurve das entsprechende Ergebnis der
(8.4)), die mit der Anfangsgeschwindigkeit u (0) = 0 Computersimulation.

gestartet sind.

Der konkrete Vergleich der analytischen Losung (8.49) mit entsprechenden Resultaten der Com-
putersimulation (Abb. 8.2) zeigt eine gute Ubereinstimmung fiir TT der Masse M = 10m bzw.
e = 0.316228. In Ubereinstimmung mit theoretischen Vorhersagen der Stérungsrechnung weicht
mit groBer werdenden e die analytische von der numerischen LSG zunehmend ab. Dies geht aus
den Resultaten fiir TT der Masse M = 4m bzw. ¢ = 0.5, dargestellt in Abb. 8.2b, hervor. Die
grofiten Abweichungen liegen dabei in dem Bereich, wo die TT annihernd ihre maximale gerichtete
Geschwindigkeit erreicht haben.

Wir vergleichen nun die analytische LSG (ug (t)) (8.49) der speziellen RDGL fiir verschiedene
Massenverhéltnisse (e = \/7F) zwischen TT und MT mit der zugehorigen Néherungslosung (u (t))
(8.20). Abb. 8.3a zeigt die zeitliche Entwicklung von (ug (t)), Abb. 8.3b hingegen den Betrag
der Differenz der beiden Losungen (ug (t)) und (u(t)), jeweils fiir verschiedene €. Die Losungen
unterscheiden sich fiir den Fall 0 < ¢ < 1 nur unwesentlich voneinander. Entwickeln wir die
Funktion (ug (t)) nach ¢, so finden wir erneut die LSG fiir (u (¢)) (8.20). Aquivalent konnen wir
auch den (¥ (5))-Term in (8.45) als vernachléssigbar ((¥? ()) ~ 0) klein annehmen und erhalten
wieder (8.20).
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Abbildung 8.3a: Mittlere Geschwindigkeit Abbildung 8.3b: Betrag von der Differenz der
(ur (t)) (analytische Losung (8.49)) eines beiden analytischen Losungen (ur (t)) (8.49)
Ensembles spiegelnd-elastisch reflektierender, und (u (¢)) (8.20).

diskusformiger Testteilchen (Zylindermodell),

fiir verschiedene ¢, die alle mit der Anfangsge-

schwindigkeit ugr (0) = 0 gestartet sind.

Aus dem Vergleich der beiden analytischen Losungen (8.20) und (8.49) schlufifolgern wir: Fiir
den relevanten Parameterbereich (0 < ¢ < 1) fiir €, fiir den die Gl. (8.5) gen&hert giiltig ist,
entspricht der Entwicklungsparameter €, der Wurzel aus dem Massenverhéltnis zwischen TT und
MT.

Nach dem oben Gesagten ist anschaulich klar, daf§ fiir Werte ¢ aus dem o.g. Bereich auch die
genannten Funktionen (ug (t)) und (u (¢)) identisch sein miissen. Weiterhin stellt die DGL (8.21)

offenbar die mehrfach genannte lineare DGL dar, die sich bei Kenntnis einer speziellen LSG der
RDGL ergibt.

Wir wollen hier lediglich anmerken, dal weitere Groflen ebenfalls mit der ersten Nédherung
berechnet werden kénnen. Dazu gehort beispielsweise das mittlere Verschiebungsquadrat <a:2> [6].

Interessant ist auch die Abhéngigkeit der maximal erreichten mittleren Vorzugsgeschwindigkeit der
TT

2
u (0)

x (1-u(0))
vom Massenverhiltnis e fiir eine beliebige Anfangsgeschwindigkeit u (0).

Ein Vergleich mit entsprechenden Resultaten der Computersimulation Abb. 8.2a bzw. b liefert
eine relative Abweichung von 0.48723% bzw. 4.8765%.

(u ()™ = % (1 —u (0)2) 1+ (8.53)
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8.2 Losung der gekoppelten, nichtlinearen Langevin-Gleichungen

Mit Hilfe der Storungsrechnung leiten wir nun fiir rotierende, asymmetrische TT (linke Seite:
spiegelnd-elastisch reflektierend, rechte Seite: total diffus-elastisch reflektierend) eine analytische
Ni#herungslosung fiir die mittlere Geschwindigkeit in Normalenrichtung ab. Wir vergleichen die-
se Losung mit entsprechenden Resultaten der Computersimulation. Dariiber hinaus werden die
Niherungslosungen fiir die mittlere Tangentialgeschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit der T'T
berechnet.

In Analogie zu Gl. (8.9) - (8.12) stellen wir die systematische Beschleunigung der Translation
((5.60), (6.22)) und die Winkelbeschleunigung (6.23) einschlielich des stochastischen Anteils

e A(t) wire demnach der Betrag der stochastischen Kraft!!

A (t) (additives Rauschen) in der Form einer Potenzreihenentwicklung dar. Dabei ist die neue
Zeitskala (8.6) in Einheiten von 7, = (v23¥™) ™! (5.61) zu beachten.

Es folgt fiir die Geschwindigkeit in Normalenrichtung in nullter N#herung:

— 2,0 = Az (1), .54
i +uz0 = Az (1) (8.54)
in erster Naherung
du, w2o+udy+ 5 (WE—1
I ) Y T Rl S 0 YY) (8.55)
dt ’ ' 2
und analog fiir die Geschwindigkeit in tangentialer Richtung
dui
dt70 + X¢,0 uio = Aio (t) (8.56)
dui 1 o
€ dt7 + Xt,0 Wil + Xg,1 Wi0 Uz0| = e A (t) firi=w,y, (8.57)
sowie fiir die Winkelgeschwindigkeit
dw
d_to + Xewowo = Awo (), (8.58)
dw1
€ I + Xw, oW1 + Xp1wWotzo| =€ Aw (1) (8.59)
Wir haben hier bereits neue Reibungskoeffizienten
asym. asym.
Vi 9 Yw §9
1t _ 7 =2 =2 8.60
Xt,() ,_Y?sym. 70’ Xw,O ,_YZbymA 2 707 ( )
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V2r 2
e 9
o= = = P e (5.61)
7 0. TR0V 2 ’
o9 [ paym- ¢ 9 Ix
Xt:W:% §S:€xt71undxw:ﬁ:§% 5 €= EXun (8.62)
z z

die sich aufgrund der Zeitskala (8.6) mit ((5.61), (6.24)) ergeben, eingefiihrt. Der untere erste
bzw. zweite Index der Grofien in (8.54) - (8.62) kennzeichnet wiederum die um ”Eins” reduzierte
Ordnung in €.

Auf der Grundlage der GIn. (8.54), (8.55) leiten wir fiir rotierende, asymmetrische TT (RY/ Ry K))
nun die analytische Losung in erster Niherung fiir die mittlere Geschwindigkeit in Normalenrich-
tung ab. Dabei beschréinken wir uns auf die spezielle Anfangsbedingung @ (0) = 0 und w (0) =0
zum Startzeitpunkt. Wir fiihren eine Ensemblemittelung der Gl. (8.55) durch und setzen den
Ausdruck fiir (u2  (t)) = (u (t)) nach Gl. (8.16) ein.

In Analogie zu (8.13) - (8.17) berechnen wir zusitzlich die Korrelationsfunktionen der tangen-

tialen Geschwindigkeit und der Winkelgeschwindigkeit BT. Dazu benotigen wir die jeweilige Losung
der LANGEVIN-Gleichung (5.1) fiir die beiden tangentialen Freiheitsgrade (8.57)

t
uio (t) = u; (0) exp (—xz0t) + /0 exp (—x0 (t—¢)) Aio (¢) d¢ fiir i =,y (8.63)

und den Rotationsfreiheitsgrad (8.59) des BT

wo () = w (0) exp (—xwot) +/0 exp (—Xwo (t—¢)) Auo (¢) dC. (8.64)

Nach Quadrieren und Ensemblemittelung von Gl. (8.63) und (8.64), unter Beachtung der o.g.
Anfangsbedingungen und des Korrelationsintegrals analog zu (8.17), folgt

(uio (1)) = (1 —exp (=2t x40)) (8.65)

und

<w(2) (t)) = (1 —exp (—2tx,)) firi=wx,y. (8.66)
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Wir setzen diese Ausdriicke ebenfalls in die Gleichung (8.55) (nach Ensemblemittelung) ein und
erhalten schlieflich

d (uz (1)
— = {wa () (8.67)
+ Xn1 <exp (=2 xu0t) + g w —exp (—2 t)) + (A1 (1))

Wir diskutieren zunéchst diese lineare DGL néher, bevor wir sie explizit 1osen. Gl. (8.67) be-
schreibt ndherungsweise die zeitliche Entwicklung der mittleren Geschwindigkeit rotierender, asym-
metrischer TT in Normalenrichtung. Die drei Exponentialfunktionen in (8.67) geben den Einfluf3
der Translationsfreiheitsgrade und des Rotationsfreiheitsgrades auf die mittlere Beschleunigung der
TT wieder. Die Entwicklung der Gl. (8.67) nach t liefert insbesondere eine positive Beschleuni-
gung aufgrund der unterschiedlichen Relazationszeiten des Normalen-Freiheitsgrades (~ 2t), der
tangentialen Freiheitsgrade (~ 2 x;t) und des Rotationsfreiheitsgrades (~ 2 x,,ot) der TT.

Den letzten Ausdruck in der Klammer der Gl. (8.67), die Exponentialfunktion mit dem Argu-
ment (~ 2t), kennen wir bereits von der linearen DGL (8.18). Wir haben frither darauf hingewiesen,
daf} auch die eindimensionale Bewegung asymmetrischer TT in Normalenrichtung durch die DGL
(8.7) beschrieben wird, jedoch mit anderen Reibungskoeffizienten.

Sieht man von den Exponentialfunktionen mit den Argumenten (~ x;ot) und (~ x,ot) in GL
(8.67) ab, so erhélt man (vgl. (8.18))

d (uz1 (1))
dt

Unter Berticksichtigung von Gl. (8.20) und (A, 1 (t)) = 0 ergibt sich

+ (uz1 () = —Xna exp (—21) + (Az1 (1)) - (8.68)

(uz (1)) = =xpexp (=) [1 —exp (=1)]. (8.69)

Diese analytische Losung beschreibt niherungsweise die mittlere Normalengeschwindigkeit asym-
metrischer TT mit tensorieller Masse (RL/R’, U)) fir ¢ = £, und €; — 0 (eindimensionaler Fall).

Der zeitliche Verlauf von (u; (¢)) ist fiir ¢ = 0.1 in Abb. 8.6a (Punkt-Strich-Kurve) dargestellt.
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Vernachlissigt man nur die Exponentialfunktion mit den Argument (~ x,,ot) in GL. (8.67), so
ergibt sich

L) e () 4 Xt (00 (200 ) — 50 (-20)) + (Aea (), (870
mit der Ndherungslosung
(s (1)) = 972@()8 exp (—21) (26 — 6lexp(f) + 35exp (%)) (8.71)

fiir die mittlere Geschwindigkeit in Normalenrichtung fiir nichtrotierende, asymmetrische TT
(Ré/RZ(g)) (Abb. 8.6a, gestrichelte Kurve).

Analog 16sen wir nun die vollsténdige DGL (8.67)

(uz (t)) = (7230 (985 —70)) [9 \/g{ — 455 exp <97—%t> &+ exp(—2t) (8.72)
«(— 1820 + 234 € + 35 exp (%) (9 & — 70) — 2exp (1) (47 € — 2135))}.

Die Abbildungen 8.4a - d zeigen die zeitliche Entwicklung der mittleren Geschwindigkeit in
Normalenrichtung fiir ein Ensemble von 10® rotierenden, asymmetrischen TT fiir vier verschiedene
Massenverhéltnisse. Dargestellt ist das analytische Ergebnis (gestrichelte Kurve) nach Gl. (8.72)
fiir £ = 2 und das entsprechende Resultat (durchgezogene Kurve) der Computersimulation.

Fiir TT der Masse M = 100m bzw. ¢ = 0.1 (Abb. 8.4a) wird das numerische Resultat nahezu
exakt durch Gl. (8.72) beschrieben. Mit zunehmendem e wiichst die Abweichung zwischen der ana-
lytischen Losung und dem entsprechenden Ergebnis der Computersimulation, in Ubereinstimmung
mit den theoretischen Voraussagen der Storungsrechnung.

Wir unterstreichen, dal der maximale Effekt der gerichteten Beschleunigung der TT von dem
Parameter ¢ (Abschn. 2.1) abhéngig ist. In Analogie zu (8.53) kann man mittels numerischer
Verfahren [75] die maximale gerichtete Geschwindigkeit (u, (¢))™** der rotierenden, asymmetrischen
TT bestimmen. In Abb. 8.5a ist (u, (¢))™* fiir ¢ = 0.1 in Abhéingigkeit von £ aufgetragen. Im
Vergleich zu homogenen TT (vgl. Abb. 8.4a) nimmt (u, (¢))™* fiir £ > 2 zu.

In der Abb. 8.5b ist (u, (¢))™** fiir TT mit tensorieller Masse (Punkt-Strich-Kurve), fiir nicht-
rotierende (gestrichelte Kurve) und rotierende TT (durchgezogene Kurve) (¢ = 2) in Abhéingigkeit
von ¢ dargestellt. In allen genannten Féllen ist (u, (¢))™** natiirlich linear in e.
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Abbildung 8.4: Zeitliche Entwicklung der mittleren Geschwindigkeit in Nor-
malenrichtung fiir ein Ensemble rotierender, asymmetrischer Testteilchen
(siehe Text) fiir verschiedene Massen M/m und den Anfangsbedingungen
% (0) = 0, w (0) = 0. Die gestrichelten Kurven sind Resultate der analytischen

Losung (8.72) fiir £ = 2, die durchgezogenen Kurven jeweils die dazugehorigen
Werte der Computersimulation.
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Abbildung 8.5a:  &-Abhéngigkeit der ma- Abbildung  8.5b: e-Abhéingigkeit  von
ximalen mittleren Vorzugsgeschwindigkeit (uz (£))™**  verschiedener  asymmetrischer
(uz (1))™*  rotierender, asymmetrischer Testteilchen: durchgezogene Kurve: Ré/RZ(N);

Testeilchen der Masse M = 100 m fiir die
Anfangsbedingungen % (0) = w (0) = 0 (siehe
Text).

gestrichelte Kurve: Ré/"RZ(g)); Punkt-Strich-
Kurve: RIE/RQ(U)7 e¢e — 0, ¢ = &,. Die
Abkiirzungen werden im Text (S. 17, 45)
erklirt.

Zum Abschlufl dieses Kapitels geben wir noch die zu (8.67) analogen linearen Differentialglei-
chungen fiir die tangentialen Freiheitsgrade

d g t
% = —Xt,0 <Uz’,1 (t)> -+ u; (0) Uy (0) Xt,1 €XP (725 (Xt,o + 1)) (8.73)
+ <.A@'71 (t)> firi=ux,y
und den Rotationsfreiheitsgrad

d <u;1t ®) _ ~Xuo (W1 () +w(0) u (0) Xy 1 exp (—t (Xwo+ 1)) + (Au1 () (8.74)

an.

Die Gl. (8.73) bzw. (8.74) losen wir fiir die Anfangsbedingung w; (to) = u;(0), i = z,y
bzw. w (tg) = w(0) und u, (tp) = u, (0) zum Startzeitpunkt. Unter Beriicksichtigung der nullten
Néherung (8.63) und (A; 1 (t)) = 0 folgt fiir die Geschwindigkeit in tangentialer Richtung

(ui (t)) = (uipo () + e (uix () = exp (ﬁ) ui (0) (8.75)

1+5(1 —%%uz (0) (1 *GXP(*t))>
1+e¢

X
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Abbildung 8.6a: Mittlere Geschwindigkeit (ana-
lytische Losung) eines Ensembles verschiedener,

Abbildung 8.6b: Mittlere Winkelgeschwindig-
keit eines Ensembles symmetrischer TT fiir

asymmetrischer Testteilchen der Masse M = die Anfangsbedingungen u.(0) = w(0) =
M, = 100 m fiir die Anfangsbedingungen 0.5: durchgezogene Kurve: analytische Losung
@ (0) = w(0) = 0: durchgezogene Kurve: (8.64); gestrichelte Kurve: analytische Losung

RIE/RQ(K), (8.72) (vgl. Abb. 8.4a); gestrichelte

(8.76).

Kurve: Ré/"RZ(g)), (8.71); Punkt-Strich-Kurve:

RL/ Ry, € — 0, (8.69) (vgl. Abb. 6.7 bzw.
6.8). Die Abkiirzungen werden im Text (S. 17,
45) erklért.

und analog fiir die Winkelgeschwindigkeit

(@ (0) = (o (0) + < (o1 (0) = exp (35 ) w(0) (5.76)
1 4e <1 _ % L (0) (1 — exp (t)))
X .
1+¢

In Ubereinstimmung mit numerischen Resultaten (vgl. Abb. 6.1) findet man fiir u, (0) # 0 zeit-
weilig ein abweichendes Verhalten z.B. der Losung fiir (w (¢)) (Abb. 8.6b) von dem exponentiellen
Verlauf der entsprechenden Losung BT (8.64). Die Ursache liegt darin, dal die Winkelgeschwin-
digkeit iiber den mittleren Strom (3.42) mit der Normalengeschwindigkeit leichter TT gekoppelt ist.
Diese Situation &ndert sich jedoch mit der vollstéindigen Relaxation des Normalen-Freiheitsgrades
der TT, die beiden Kurven in Abb. 8.6b fallen zusammen. Die Grofle des Effekts hingt von der
Anfangsgeschwindigkeit der TT in Normalenrichtung (8.76) ab.



Kapitel 9

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde das Verhalten von Testteilchen (TT) in einem stark verdiinnten
Gas von Medienteilchen (MT) analytisch und mittels Computersimulationen detailliert untersucht.

Zur Vereinfachung wurde im Kapitel 2 das Modell eines flachen, diskusférmigen, riaumlich fest
orientierten TT eingefiihrt, um grundlegende physikalische Eigenschaften zu untersuchen. In diesem
Modell (Grundmodell) wird neben den drei Translationsfreiheitsgraden des T'T ein zusétzlicher Ro-
tationsfreiheitsgrad (um eine fest in Normalenrichtung orientierte Drehachse) beriicksichtigt (Abb.
2.1). Das Gas von MT befindet sich stets im thermodynamischen Gleichgewicht. Dariiber hinaus
wurden Erweiterungen des Grundmodells (erweitertes Modell, Zylindermodell) betrachtet.

Neben der spiegelnd-elastischen Refiexion wurden besonders die nichtrivialen Wechselwirkungen:
total diffus-elastische Reflexion und total inelastische Wechselwirkung (totale Akkomodation), letz-
tere fiir beliebige Adsorptionszeiten 7., untersucht.

Im Mittelpunkt des Interesses standen asymmetrische TT, die unter bestimmten Nichtgleichge-
wichtsbedingungen (z.B. bei einer Anfangsgeschwindigkeit u (0) = 0), jedoch ohne Vorhandensein
irgendwelcher Gradienten, eine kurzzeitige, gerichtete Bewegung aus dem weiflen Rauschen her-
aus erfahren. Die Asymmetrie entsteht durch die unterschiedlichen Wechselwirkungsmechanismen
(z.B. spiegelnd-elastische Reflexion und total diffus-elastische Reflexion) auf gegeniiberliegenden
Seiten des TT.

Im Rahmen des Grundmodells wurde im Kapitel 3 zunéchst der total diffus-elastische Stof} zwi-
schen einem rotierenden T'T der Masse M und dem Trigheitsmoment 6 und einem MT der Masse m
behandelt. Die dabei auftretende Translations-Rotations-Kopplung wurde niher betrachtet.
Aus der Erhaltung der Energie der Relativbewegung folgt, dafl die Relativgeschwindigkeiten der
Translation und die Relativwinkelgeschwindigkeit die Gleichung eines zusammengedriickten Rota-
tionsellipsoids erfiillen. Die Translationsgeschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit des TT nach
dem StoB ist durch die konstanten Halbachsen des Rotationsellipsoids und den (beliebig withlbaren)
Reflexions- und Azimutwinkel festgelegt.

115
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Unter der Voraussetzung, daf3 alle gleich grofien Phasenraumvolumenelemente auf der Energie-
schale des Rotationsellipsoids (Abb. 3.2) die gleiche a priori Wahrscheinlichkeit besitzen (mikroka-
nonisches Ensemble), wurde die Reflexionswinkelverteilung fiir die total diffus-elastische Reflexion
ermittelt.

Im Kapitel 5 wurde die systematische Beschleunigung der Translation und die systematische
Winkelbeschleunigung von verschiedenen symmetrischen und asymmetrischen TT berechnet. Fiir
den Fall sehr schwerer TT, d.h. ¢ = \/% < 1 (BROWNsche Teilchen (BT)), miissen nur Terme
erster Ordnung in der Translationsgewindigkeit u, der Winkelgeschwindigkeit w und ¢ in der syste-
matischen Beschleunigung und Winkelbeschleunigung beriicksichtigt werden. Dagegen spielen bei
leichteren TT auch Terme zweiter und hoherer Ordnung in ¢ ein Rolle.

Wir stellen zuerst Ergebnisse fiir symmetrische TT vor. Der lineare Reibungskoeffizient
eines rotierenden BT in Normalenrichtung stimmt mit dem entsprechenden Ausdruck fiir ein
nichtrotierendes BT iiberein. Anders verhilt es sich bei leichteren TT. Der Normalen-Freiheitsgrad
rotierender T'T relaxiert im Vergleich zu nichtrotierenden TT langsamer in den Gleichgewichtszu-
stand. Dieser Effekt wird bei rotierenden TT auf die Translations-Rotations-Kopplung zuriickge-
fithrt und durch Computersimulation bestétigt (Abb. 6.11a).

Auch die Winkelgeschwindigkeit (Gl. (5.26)) ist indirekt iiber den Strom der einfallenden
MT mit der Normalengeschwindigkeit der T'T gekoppelt. Die Relaxationszeit des Normalen-
Freiheitsgrades total diffus-elastisch reflektierender und inelastisch wechselwirkender TT (7, — 0)
ist verschieden. Daher wurde im Nichtgleichgewichtszustand kurzzeitig eine unterschiedliche Re-
laxation der mittleren Winkelgeschwindigkeit total diffus-elastisch reflektierender und inelastisch
wechselwirkender TT gefunden (Abb. 6.1).

Fiir TT der Masse M = m folgt fiir das Verhiltnis zwischen den Reibungskoeffizienten der
Rotation und den Reibungskoeffizienten in tangentialer Richtung ein analytischer Wert von 0.61.
Der Rotationsfreiheitsgrad relaxiert damit langsamer als die tangentialen Freiheitsgrade des TT
zum Gleichgewicht (Abb. 5.1b, Abb. 6.1).

Fiir BT ( € < 1) stimmen die entsprechenden linearen Reibungskoeffizienten dagegen iiberein.
Die analytischen Resultate fiir BT wurden durch Computersimulation fiir TT der Masse M = 100m
(Abweichung < 1.3%) bestiitigt (Abb. 6.1, Tabelle 6.2).

Im Abschnitt 4.2 wurde die Rotation von TT bei inelastischer Wechselwirkung fiir den Fall
einer endlichen Adsorptionszeit 7, betrachtet (Abb. 4.1). Dieser Fall zeichnet sich sowohl durch
eine zeitlich stochastisch verinderliche Masse als auch durch ein zeitlich stochastisch verdnderliches
Tragheitsmoment des TT (genauer des TT-MT-Clusters) aus. Fiir jede Massenbelegung und
jedes Trigheitsmoment ist erwartungsgemifl der Gleichverteilungssatz der statistischen Mechanik
erfillt (Abb. 6.4). Allerdings gilt () (w?) # kpT'.
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Weiterhin stellen wir die Ergebnisse fiir asymmetrische TT vor. Bei rotierenden, asymme-
trischen TT treten in der systematischen Beschleunigung in Normalenrichtung neben Termen erster
Ordnung auch Terme zweiter Ordnung in der Translationsgeschwindigkeit # und der Winkelge-
schwindigkeit w auf. Diese Terme fiihren zu einer gerichteten Beschleunigung der TT, solange
nicht alle Freiheitsgrade der TT zum thermodynamischen Gleichgewicht relaxiert sind. Diese syste-
matische Beschleunigung ist proportional zu 2 <u§> - (<u§> + <u§>) + [<w2> — 1] . Die Terme in der
eckigen Klammer, die bei nichtrotierenden TT fehlen, sind eine Folge der Translations-Rotations-
Kopplung. Diese Terme wurden fiir asymmetrische TT erstmalig erhalten. Aufgrund des Terms
[<w2> — 1] zeigen asymmetrische T'T, bei denen die Translationsfreiheitsgrade zum Startzeitpunkt
maxwellverteilt sind und allein der Rotationsfreiheitsgrad sich im Nichtgleichgewicht befindet, eine
gerichtete Beschleunigung (Abb. 6.10). Zur Startzeit vollkommen ruhende TT mit einem Rotati-
onsfreiheitsgrad (Abb. 6.9) erfahren eine grofiere gerichtete Beschleunigung als nichtrotierende TT.

Aus der Erhaltung der Energie der Relativbewegung fiir ein hypothetisches, nichtrotierendes
TT mit tensorieller Masse (Abschn. 5.4.1) folgt, dal die Relativgeschwindigkeiten ebenfalls der
Gleichung eines Rotationsellipsoids geniigen. Das Rotationsellipsoid ist durch einen Parameter o
(ein Maf fiir die Abweichung der tensoriellen von der skalaren Masse) bestimmt. Die gerichtete Be-
schleunigung solcher TT in Normalenrichtung ist proportional zu m /M, (2 <uz> — [<u§> + <u?2!>] ) +
o ([<u§> + <u§>} — 2), wobei M,, die Masse des TT in Normalenrichtung ist. Speziell fiir die An-
fangsbedingung u (0) = 0 erfahren asymmetrische TT mit tensorieller Masse fiir 0 < 0 (zusammen-
gedriicktes Rotationsellipsoid) ebenfalls eine grofiere gerichtete Beschleunigung als nichtrotierende
TT (0 =0). Die umgekehrte Situation ergibt sich dagegen fiir den Fall 0 < 0 < 1 (langgestrecktes
Rotationsellipsoid).

Fiir leichtere rotierende, asymmetrische TT wurde erstmals im Abschnitt 8.2 ein System gekop-
pelter, nichtlinearer LANGEVIN-Gleichungen hergeleitet. Diese wurden mit Hilfe einer Storungsrech-
nung bis zur Ordnung 2 gelost. Fiir hinreichend kleine ¢ stimmt die analytische Niherungslosung
fiir die mittlere Normalengeschwindigkeit der TT mit entsprechenden Resultaten der Computer-
simulation sehr gut iiberein (Abb. 8.4a).



9 ZUSAMMENFASSUNG

Im Abschnitt 4.1 wurden in dem Grundmodell zusétzliche, maxwellverteilte Rotationsfreiheits-
grade kugelférmiger MT (Hartkugelgas) beriicksichtigt. Im Rahmen dieses Modells (erweitertes
Modell) wurde die Rotation von TT bei inelastischer Wechselwirkung (totale Akkomodation) fiir
den Fall 7, — 0 untersucht. Es wurde gezeigt, dafl die Rotationsfreiheitsgrade von TT und MT
miteinander gekoppelt sind (Rotations-Rotations-Kopplung).

Im Abschnitt 5.3 wurde fiir das erweiterte Modell die systematische Winkelbeschleunigung
leichter symmetrischer TT berechnet und die Rotations-Rotations-Kopplung (Abb. 5.1a) detail-
liert untersucht. Analog zu dem Grundmodell folgt ein linearer Reibungskoeffizient der Rotation
fiir BT, der mit entsprechenden Resultaten der Computersimulation fiir TT der Masse M = 100m
ebenfalls sehr gut (Abweichung 0.95%) iibereinstimmt (Tabelle 6.3). Die Beriicksichtigung zusétz-
licher Rotationsfreiheitsgrade kugelformiger MT fiihrt im Vergleich zu dem Grundmodell zu einem
grofleren linearen Reibungskoeffizienten der Rotation, als Konsequenz der Rotations-Rotations-
Kopplung (Abb. 6.3).

Im Kapitel 7 wurden beidseitig spiegelnd-elastisch reflektierende, diskus- und kugelfsrmige TT
betrachtet, die sich in einem Zylinder in Normalenrichtung bewegen kénnen (Zylindermodell, Abb.
7.1). Dabei sollen auf die linke Seite des T'T stets MT der Masse m; und auf die rechte Seite MT der
Masse m, (# my;) auftreffen, wobei der Druck auf beiden Seiten gleich sein soll. Daraus resultiert
eine Asymmetrie der stochastischen Kraft bzgl. ihrer Stérke und Stofifrequenz (Abb. 7.3b).

Fiir diesen Fall folgt ebenfalls eine kurzzeitige, gerichtete Beschleunigung der TT, solange ih-
re Normalen-Freiheitsgrade nicht zum thermodynamischen Gleichgewicht relaxiert sind. Die ge-
richtete Beschleunigung diskusformiger TT ist dabei grofler als die kugelfésrmiger TT (Abb. 7.7)
und deutlich grofer, als die gerichtete Beschleunigung asymmetrischer TT (Abb. 6.9).

Aus der systematischen und stochastischen Beschleunigung der TT fiir den Fall einer Asym-
metrie der stochastischen Kraft folgt eine eindimensionale, nichtlineare LANGEVIN-Gleichung, die
ebenfalls mittels einfacher Storungstheorie bzgl. & gelost wurde. Fiir TT der Masse M = 10m
wurde eine nahezu véllige Ubereinstimmung zwischen der Niherungslosung fiir die mittlere Ge-
schwindigkeit der TT in Normalenrichtung und dem entsprechenden Resultat der Computersimu-
lation (Abb. 8.2a) gefunden.



Anhang A

Ableitung einer speziellen
Riccatischen Differentialgleichung

In diesem Anhang leiten wir eine spezielle RICCATISCHE Differentialgleichung [95] aus der allge-
meinen Form ((8.7), (8.8))

dy_

= v —x() y* () + f (1) (A.1)

ab. Es werden die Notationen aus dem Abschnitt 8.1 verwendet. Die RICCATISCHE Differential-
gleichung ist im allgemeinen Fall durch elementare Funktionen in geschlossener Form losbar, falls
fiir geeignet gewiihlte Konstanten ¢y, co die Bedingung

20 = (1) ot er [ £ e (0 ac| =10 (A2)
X
erfiillt ist, d.h. wenn z eine Losung der linearen DGL
dz
pri (t)+ca f(t) (A.3)

ist. Die Losbarkeit der RicCATISCHEN Differentialgleichung (RDGL) ist an die Bedingung (A.2)
mit der Funktion f(¢) verkniipft. Sie legt im Allgemeinen die spezielle Losung der RDGL fest.
Interpretieren wir die Funktion f(¢) im Integranden des mittleren Ausdrucks der Gl. (A.2) als
Ar (t) der LANGEVIN-Gleichung (LDGL), so setzt diese Relation die LDGL (5.1) und die RDGL
(8.7) und damit die Losungen uy, und ug in Beziehung. (A.2) besagt, dafi die Losung up, (t) =
z(t) der LDGL mit ¢; = ug (0), c2 = 1, f(t) = AL (t) eine spezielle Losung der nichtlinearen,
stochastischen DGL (A.1) ist. Nach Quadrieren der Gl. (A.2) und Ensemblemittelung stellt der
entstehende Ausdruck

2
(2 (1)) = oxp (—20) <u% O+ [ A Qe dc) (A1)

= (1— (1 —uf (0)) exp(—2¢)),
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das mittlere, zeitabhingige Geschwindigkeitsquadrat BROWNscher Teilchen dar. Wir betonen, dafl
die Funktion f (t,¢) = Agr (t) +x (¢) (8.7) der Gl. (A.1) nicht mit dem f (t) = Ag (t) der Gl. (A.3)
iibereinstimmt. Tragen wir diesem Sachverhalt Rechnung, so kénnen wir die Funktion f (¢,¢) in
der Form

Ft.e) =x(e) ((1 i (0)) exp (-21)) (A.5)
schreiben. Dieser Ausdruck fiir f (¢,¢) mit der notwendigen Bedingung
lim £ (t,¢) = lim (Ag () + X (£)) = (1) = Az (1 (A.6)

ist nur dann korrekt, wenn man bei seiner Ersetzung in Gl. (A.1) die Ensemblemittelung beachtet.
Die spezielle RDGL lautet (in der Notation des Abschn. 8.1)

d (ur (t))
dt

Diese geht unmittelbar fiir die spezielle Anfangsbedingung ur, (0) = ug (0) = 0 in die DGL (8.43)
iiber.

=—(ugr) + x ((1—uf (0)) exp (—2t) — (u})) . (A7)
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Verzeichnis der Abkiirzungen

A Flidcheninhalt einer Seite des diskusférmigen Testteilchens
Ak halber Flicheninhalt des kugelformigen Testteilchens

BT BrowNsche Teilchen

DGL Differentialgleichung

Wurzel aus dem Massenverhiltnis

© zwischen Medienteilchen und Testteilchen
n reduziertes Trigheitsmoment
FDT II Fluktuations-Dissipations-Theorem zweiter Art

Yar Yy Vz lineare Reibungskoeffizienten der Translation
o linearer Reibungskoeflizient der Rotation
K korperfestes, rotierendes Koordinatensystem

Verhiltnis zwischen der reduzierten Masse und

" dem Trigheitsmoment des Testteilchens

L Laborsystem

\ Wurzel aus dem Verhiltnis der Trégheitsmomente von
kugelformigen Medienteilchen und diskusformigen Testteilchen

LDGL LANGEVIN-Gleichung
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VERZEICHNIS DER ABKURZUNGEN

LSG

Jd /¥ ™ G F

o

a(k,\)

Losung

die Geschwindigkeitskomponenten der Testteilchen sind
maxwellverteilt und im Gleichgewicht mit dem Mediengas

Masse des Testteilchens

Masse des Medienteilchens

Medienteilchen

reduzierte Masse

Ordnung

Radius des Testteilchens

Reflexion

total inelastische Wechselwirkung (totale Akkomodation)

total inelastischer Stof3 zwischen rotierenden
Testteilchen und rotierenden, kugelformigen Medienteilchen

total diffus-elastische Reflexion

total diffus-elastischer Stofl zwischen nichtrotierenden
Testteilchen und punktformigen Medienteilchen

total diffus-elastischer Stofl zwischen rotierenden Testteilchen
und punktférmigen Medienteilchen

total diffus-elastischer Stofl zwischen nichtrotierenden Testteilchen
mit tensorieller Masse und punktférmigen Medienteilchen

RiccaTische Differentialgleichung

Schwerpunkt des diskusformigen Testteilchens



VERZEICHNIS DER ABKURZUNGEN

To

Ta
Th

Tbve

VRR

Vrr

Abweichung der tensoriellen gegeniiber
der skalaren Masse des Testteilchens

mittlere Zeit zwischen zwei Treffern von Medienteilchen
auf eine Seite eines ruhenden Testteilchens

mittlere Adsorptionszeit

Relaxationszeit

Relaxationszeit bei der spiegelnd-elastischen Reflexion
Triigheitsmoment kugelférmiger Medienteilchen
Trigheitsmoment diskusférmiger Testteilchen

Verhiltnis der linearen Reibungskoeffizienten der Rotation mit und ohne
Beriicksichtigung von Rotationsfreiheitsgraden der Medienteilchen

Verhéltnis zwischen den Reibungskoeffizienten
der Rotation und den in tangentialer Richtung

Fiir den Fall einer ortsabhingigen Massendichte auf dem TT
ergeben sich Werte fiir £ im Bereich 1 < ¢ < o0
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