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Kapitel 1

Einleitung

Amorphe, strukturell ungeordnete Festkörper, amorphe, insbesondere aus der Schmelze schnell abge-
schreckte Legierungen (auch als „metallische Gläser“ oder „metglasses“ bezeichnet) amorphe Polymere
und Gläser erlangen immer größere technologische Bedeutung. Solche Materialien sind meist hart und
belastbar und besitzen interessante thermische Eigenschaften. Amorphe Ferromagnete besitzen au-
ßerdem besondere magnetische Eigenschaften.

Die Dichte amorpher Festkörper ist nur wenig kleiner als die Dichte der entsprechenden kristallinen
Festkörper, weiterhin sind die meisten amorphen Substanzen isotrop. In frühen Struktursimulationen
wurde gezeigt, daß für viele amorphe Festkörper (amorphe Legierungen, Polymere) das Modell der
stochastischen dichtesten Packung zur Strukturbeschreibung am besten geeignet ist (vgl. [1]). Auf
diese Weise entsteht in Strukturmodellen auch die häufig vorhandene Isotropie.

Ein zentrales Problem in der theoretischen Behandlung amorpher Festkörper ist die Berücksichti-
gung der strukturellen Unordnung. Aus Strukturuntersuchungen ist bekannt, daß die langreichweitigen
Struktureigenschaften („Fernordnung“), die sich im statischen Strukturfaktor S (q) im langwelligen Be-
reich (10−4Å−1 . q . 10−1Å−1, mit der Wellenzahl q) niederschlagen, und die Nahordnung, die den
statischen Strukturfaktor im kurzwelligen Bereich bestimmt, aufgeteilt sind (siehe Kap 2). Insbesonde-
re bestimmt die Lage des ersten ausgeprägten Maximums des statischen Strukturfaktors den mittleren
interatomaren Abstand, der durch das erste Maximum der radialen Verteilungsfunktion g (r) gegeben
ist. Der erste scharfe Peak im statischen Strukturfaktor (FSDP) liegt für viele amorphen Materialien
im q-Bereich 1Å−1 . q . 5Å−1.

Die vorliegende Arbeit folgt dieser Aufteilung. Es werden die langwelligen und kurzwelligen An-
regungen getrennt voneinander behandelt. Gleichzeitig werden die magnetischen und phononischen
Elementaranregungen soweit wie möglich analog behandelt. Die Gemeinsamkeiten und die Unterschie-
de werden betont. Die Vielfalt der zu behandelnden Gebiete spiegelt sich auch in der nun folgenden
Literaturübersicht wieder. Anschließend erfolgt ein kurzer Überblick über den Inhalt der vorliegende
Arbeit.

Die Untersuchung der Selbstenergie und Dämpfung langwelliger Elementaranregungen (Magno-
nen und Phononen) ist seit vielen Jahren Gegenstand experimenteller [2]- [10] und theoretischer [1],
[11]- [26] Forschung. Wie in Kapitel 2 dargestellt, erhält man Struktur-Informationen über Inhomo-
genitäten mit großen Korrelationslängen aus der Kleinwinkelstreuung in Neutronen- und Röntgen-
Streuexperimenten. Es wird gezeigt, daß für viele, insbesondere aus der Schmelze gewonnene amorphe
Festkörper der statische Strukturfaktor im langwelligen Bereich einen starken Anstieg aufweist, der
näherungsweise durch ein q−ν-Gesetz mit ν & 3 beschrieben werden kann.

Die Magnonen-Selbstenergie und -Dämpfung wurde innerhalb verschiedener Strukturmodelle un-
tersucht. Die Dispersionsbeziehung der Magnonen für kleine Wellenzahlen q entspricht der üblichen
Dq2 -Näherung [12], [27], bzw. der quasi-kristallinen Näherung [19], [26], [28], mit Stiffnesskon-
stanten D, die von wenigen (≈ 2meVÅ2) bis zu einigen hundert meVÅ2 [29] variieren. Weiterhin
entstehen Gap-Energien im Bereich von ∼ 0.05meV [30] aufgrund der magnetischen Dipol-Dipol-
Wechselwirkung [29]. Das Modell ungeordneter Legierungen („disordered alloy model“) in der Arbeit
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1 Einleitung 5

von Edwards und Jones [12] (für magnetische und nichtmagnetische Atome in Kristallgittern) lieferte
innerhalb des Heisenberg-Modells eine konzentrationsabhängige Stiffnesskonstante D und eine Dämp-
fung proportional zu q5, wobei die Dämpfung durch Streuung der Magnonen an „Punkt-Defekten“
erklärt werden kann (im folgenden als „magnetische Rayleigh-Streuung“ bezeichnet). Dieses Modell
ungeordneter Legierungen wurde später durch die Näherung des kohärenten Potentials („coherent po-
tential approximation“, CPA) verfeinert, die von Tahir-Kheli entwickelt wurde [18] (siehe auch [1] für
eine weitere Beschreibung).

Montgomery et al. schlugen das „Random Lattice Model“ vor, in dem das Austausch-Integral Iij
stochastisch fluktuiert [11]. Dieses Modell wurde auch von Ishakov [19], und, kombiniert mit der CPA,
von Schreiber benutzt [31] (siehe auch [1]).

Im folgenden werden ausgedehnte magnetische Inhomogenitäten in amorphen Ferromagneten be-
handelt, wie sie aus dem oben angeführten Verhalten des statischen Strukturfaktors im langwelligen
Bereich folgen. Solche Inhomogenitäten wurden von Ignatchenko und Ishakov behandelt, die eine
Modellfunktion für den statischen Strukturfaktor S(q) ∼ 1

(κ2+q2)2 benutzten, welcher ausgedehnte
Inhomogenitäten mit reziproker Korrelationslänge κ beschreibt [20]. In ihrer phänomenologischen
Behandlung, die auf der Landau-Lifshitz-Gleichung für die Magnetisierung basiert, wurde in erster
Näherung die magnetische Dipol-Dipol-Wechselwirkung vernachlässigt. In der Folge wurde das Model
weiter verfeinert und die magnetische Dipol-Dipol-Wechselwirkung ebenfalls berücksichtigt [21], [22],
[25].

Medvedev [23] behandelte auf der Basis der Ignatchenko-Ishakov’schen phänomenologischen Me-
thode eine zweikomponentige Legierung nach dem Random Lattice Disordered Alloy Modell innerhalb
des Heisenberg-Modells durch Einbeziehung ausgedehnter Inhomogenitäten mit demselben statischen
Strukturfaktor wie in [20]. Insgesamt findet man bei Präsenz ausgedehnter stochastischer Inhomoge-
nitäten mit charakteristischer Korrelationslänge 1

κ :

• eine Renormierung der Stiffnesskonstante D in Abhängigkeit von κ und q.

• Dämpfung, die in erster Born’scher Näherung einem q5-Gesetz für q ¿ κ und einem q3-Gesetz
für q À κ folgt.

Kaneyoshi [16], [24] (siehe auch: [1]) erweiterte den Matsubara-Kaneyoshi-Formalismus (MKF) auf
amorphe Ferromagnete innerhalb des Heisenberg-Modells und erhielt durch Anwendung der doppel-
seitigen Fourier-Transformation die retardierte Greenfunktion G~q,~q 0(E). Die Strukturhierarchie wurde
durch den statischen Strukturfaktor S (q) erfaßt. Der MKF liefert die strukturgemittelte retardierte
Greenfunktion

­
G~q,~q 0(E)

®
in (~q, ~q0) -Darstellung, welche die Energie und Dämpfung der Magnonen in

bekannter Weise liefert (siehe z.B. [24]).
Auch langwellige Phononen in amorphen Festkörpern sind in den letzten drei Jahrzehnten inten-

siv erforscht worden, wobei die Dispersionsrelation und Lebensdauer von besonderem Interesse sind.
Durch Brillouin-Streuung und Neutronenstreuung kann die Dispersionsrelation experimentell ermit-
telt werden. Letztere Methode ist beispielsweise in dem Übersichtsartikel von Suck beschrieben [32].
Im langwelligen Bereich (q → 0) wechselwirken Neutronen nur mit longitudinalen Phononen [33], [34].
Suck et al. haben langwellige longitudinale Anregungen durch Neutronen-Brillouin-Streu-Experimente
(NBSE) untersucht [33], [34] und die Ergebnisse mit den theoretischen Voraussagen von Hafner [35]
verglichen. Hwa et al. untersuchten Kalzium-Aluminosillikat- (CAS-) Gläser in Rayleigh-Brillouin-
Streu-Experimenten [36]. Die Rayleigh-Brillouin-Intensitäten und die Brillouin-Aufspaltung liefern
unter anderem die Schallgeschwindigkeit.

Takeno und Goda entwickelten eine Greenfunktionen-Theorie für Phononen in amorphen Festkör-
pern und erhielten eine Struktur-Hierarchie für die Greenfunktionen nach Strukturmittelung der Be-
wegungsgleichung für die Greenfunktionen in gemischter Orts-und Impuls (Fourier-Transformations-)
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Darstellung [37]. Sie erhielten die Dispersionsbeziehung in quasi-kristalliner Näherung (auch bekannt
als „virtual crystal approximation“) mit Hilfe der radialen Verteilungsfunktion g (r) und den renor-
mierten Paar-Potentialen in harmonischer Näherung und bezogen somit die Nahordnung in amorphen
Festkörpern ein. In zweiter Ordnung tritt Phononen-Dämpfung auf, wobei jedoch weitere Untersu-
chungen nicht durchgeführt wurden. Kashirin [38] und Pratap et al. [39] erhielten die Phononen-
Dispersionsbeziehung unter Verwendung der Ergebnisse von Takeno und Goda für diverse Modell-
funktionen für die Paarpotentiale und für die radiale Verteilungsfunktion. Hafner [35] und Sato et al.
[40] erhielten eine Aufspaltung der Phononen-Dispersionsrelation in akustische und optische Zweige
für Modellcluster für Mg70Zn30 von 800 beziehungsweise 1000 Atomen in quasi-kristalliner Näherung.
Dabei sind allerdings die erlaubten q-Werte durch die periodischen Randbedingungen der endlichen
Cluster eingeschränkt [35]. Der Bereich kleiner Wellenzahlen kann mit Computer-Simulationen, die
auf relativ kleinen Clustern basieren, nicht behandelt werden, da die charakteristische Korrelations-
längen von Inhomogenitäten, die in diesem Bereich wesentlich sind, im Bereich von 50 − 1000Å−1
liegen. Handrich und Resch [41] diskutierten sowohl Nah-als auch „Fern“ -Ordnung, indem sie die
radiale Verteilungsfunktion und den statischen Strukturfaktor in die doppelseitig fouriertransformierte
Phononen-Greenfunktion einbezogen und erhielten so Dispersionsrelation und Dämpfung der Phono-
nen. Eine inverse Phononen-Lebensdauer 1

τq
∼ q4 wurde in [42] erhalten, wobei das Verhalten ∼ q4 mit

der Rayleigh-Streuung von Phononen interpretiert wurde. Erwarteterweise findet man ein offensicht-
lich lineares Verhalten der Phononen-Dispersionsbeziehung für langwellige akustische Phononen. Die
Entkoppelung der akustischen und optischen Zweige ist als Konsequenz der Isotropie der behandelten
amorphen Systeme möglich.

Die Zustandsdichte der Magnonen und Phononen in amorphen Systemen ist auf verschiedenen
experimentellen [43] - [45] und theoretischen Wegen [1], [46] - [48] untersucht worden. Die theoretische
Untersuchung amorpher Festkörper mit Nahordnung erfolgt üblicherweise mit Hilfe molekulardyna-
mischer (MD) Simulationen der amorphen Konfiguration (s. z.B. [46], [35]) mit Clustergrößen von
mehreren 100 bis mehreren 1000 Atomen . Der Einfluß schwacher, ausgedehnter Inhomogenitäten
entzieht sich jedoch bisher der Untersuchung durch MD-Simulationen aufgrund der enormen Anzahl
von Atomen, die zum Aufbau solcher Inhomogenitäten notwendig sind. Die Technik der inelastischen
Neutronenstreuung (INS) wurde von mehreren Gruppen (s. z.B. [43], [45]) zur Untersuchung von aus
der Schmelze gesponnenen amorphen Legierungen benutzt. Suck fand einen Anstieg der niederener-
getischen Anregungen in aus der Schmelze abgeschrecktem, gesponnenem Ni-Pd-P-Glas mit Dichte-
fluktuationen, die gezielt während des Abschreck-Prozesses in die Legierung hineingebracht werden
[45].

In [1] und [48] wurde eine neue Art von Elementaranregungen in amorphen Festkörpern und
Ferromagneten („Amorphonen“) eingeführt, deren Eigenschaften sich im Matsubara-Kaneyoshi-For-
malismus für Magnonen-bzw. Phononen-Greenfunktionen zeigen.

Eine charakteristische thermische Eigenschaft amorpher Festkörper ist das Verhalten der Wär-
meleitfähigkeit κ bei tiefen Temperaturen. Anderson (s. z.B. [49]) beschrieb den Wärmetransport
schematisch anhand des Beispiels von amorphem Quarz. Demnach verläuft die Wärmeleitfähigkeit
für tiefe Temperaturen ( T ∼ 1K ) proportional zu κ ∼ T ξ, (1.5 ≤ ξ ≤ 2) um dann in ein Plateau
(für T ∼ 10K) überzugehen, woraufhin κ weiter ansteigt. Das gleiche Verhalten von κ wird auch
in den von Handrich [42] zitierten Arbeiten für α-SiO2, α-Ge, α-Se, die amorphen Polymere PMMA
und PS [50], α-GeO2 [51] und SC-8 Epoxydharz [52] beobachtet. Auch für hochreines, polykristallines
Aluminium mit einer hohen Dichte von Versetzungen folgt κ ∼ T 2 für sehr tiefe Temperaturen [53].

Zhu et al. [52] fanden ebenfalls κ ∼ T 2 (T . 4K) für SC-8 Epoxydharz in einer Untersuchung
von verdichtetem α-SiO2 (mit dem Plateau bei T ≈ 10K) und von verdichtetem SC-8 Epoxydharz
(mit dem Plateau bei T ≈ 15K). In MY759 Epoxy fällt der Beginn des Plateaus der Wärmeleitfähig-
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keit ( für T & 4K ) in etwa mit dem Peak der Wärmekapazität CV
T 3

(„Super-Debye-Beitrag“, excess
specific heat) zusammen, wie anhand der Daten von de Oliveira et al. ersichtlich ist [54]. Der Zusam-
menhang zwischen dem Plateau in der Wärmeleitfähigkeit κ und dem Minimum in der Phononen-
Dispersionsrelation („Rotonen-Minimum“) bei der Wellenzahl q1 ≈ 2.5Å−1 in α-CuxSn100−x wird von
Schmidt et al. näher untersucht [55]. Demnach sind rotonenähnliche Anregungen lokalisiert und
tragen nicht zum Wärmetransport bei, wirken aber als zusätzliche Streuzentren für die langwelligen
Phononen-Moden. Der Zusammenhang zwischen der Phonon-Phonon-Wechselwirkung und der Wär-
meleitfähigkeit wird von Krasny betrachtet [56]. In einer Simulationsrechnung für amorphes Mg und
amorphes Zn (anhand der amorphen Legierung Mg70Zn30) wurde das Plateau in κ als Konsequenz
des Rotonen-Minimums ermittelt, während bei höheren Temperaturen κ ∼ T folgt.

Eine Erklärung für das Tieftemperatur-Verhalten der Wärmeleitfähigkeit gibt das phänomenolo-
gische Tunnel-Modell von Anderson und Phillips bzw. das vereinfachte Zwei-Niveau-Systeme (TLS)-)
Modell [57] - [59]. Die Streuung langwelliger Phononen an unendlich ausgedehnten Korngrenzen
wie z.B. Kanten, Versetzungen u.ä. wurde von Klemens [60] innerhalb der Born’schen Näherung
behandelt. In [61] wurde dieses Modell auf endliche Korngrenzen erweitert. Für α-SiO2 wurde ei-
ne dichte Verteilung von Korngrenzen zur Modellierung der amorphen Struktur angenommen und
so die Wärmeleitfähigkeit unter Berücksichtigung der Zwei-Niveau-Systeme berechnet. Krasavin et
al. [62] entwickelten aus dem Klemens-Modell das Modell der „Keil-Entneigungs-Dipole“ ((biaxial)
wedge-disclination dipoles, WDD’s). Aus der Kombination sowohl der Streuung langwelliger (Debye-)
Phononen an den WDD’s als auch der Rayleigh-Streuung wird gute Übereinstimmung der berechneten
Wärmeleitfähigkeit κ mit den Meßwerten für α-SiO2, α-GeO2 und PS erzielt.

Handrich folgte den Ideen von Ziman [63] und Joshi [64] und berechnete die Stoßfrequenz 1
τq
und

die Wärmeleitfähigkeit κ aus dem statischen Strukturfaktor im langwelligen Bereich für Phononen
[42] und Magnonen [65]. Die Wärmeleitfähigkeit verläuft bei allen genannten Phononen- Modellen
näherungsweise proportional κ ∼ T 2 für tiefe Temperaturen und stimmt darin mit den Experimenten
überein.

Rotonen sind kurzwellige Elementaranregungen mit Wellenzahlen q1 im Bereich der doppelten
Debye-Wellenzahl q1 = 2 qD, die in vielen ungeordneten Systemen, etwa supraflüssigem 4He, flüssi-
gen Legierungen, amorphen Ferromagneten, amorphen Festkörpern, existieren. Im Rotonenbereich
der Wellenzahlen fällt der erste scharfe Peak des statischen Strukturfaktors („first sharp diffracti-
on peak“, kurz: „FSDP“) bei q1 mit dem Minimum der Dispersionsbeziehung (Rotonen-Minimum,
auch Rotonen-Gap-Energie) bei q1zusammen. Der FSDP wird als „verbreiterter Bragg-Reflex“ aufge-
faßt. Es bilden sich „Pseudo-Brillouin-Zonen“ im Wellenzahlraum der amorphen Festkörper und aus
„diffusen Umklapp-Prozessen“ an den verbreiterten Bragg-Reflexen folgt die Bildung des Rotonen-
Minimums.

Im folgenden werden ausgewählte Arbeiten über supraflüssiges 4He, über Neutronenstreuexpe-
rimente an flüssigen Legierungen besprochen, soweit sie für das Rotononen-Verhalten in amorphen
Festkörpern aufschlußreich sind. Ebenso werden wichtige experimentelle und theoretische Arbeiten zu
rotonenähnlichen Anregungen in amorphen Ferromagneten und amorphen Festkörpern besprochen.

Die Theorie der Quantenflüssigkeiten wurde 1941 von L.D. Landau, unmittelbar nach der Ent-
deckung der Suprafluidität von 4He unterhalb Tλ = 2.8K durch P.L.Kapitza entwickelt [28]. Im
Rahmen dieser Theorie schlug Landau 1947 die unten beschriebene Form der Dispersionsrelation der
Elementaranregungen in 4He vor und stellte den Zusammenhang zwischen dem Rotonen-Minimum
und der Anstiegsflanke des Super-Debye-Beitrages zur spezifischen Wärme (excess specific heat) her-
aus. Die Dispersionsrelation ist aus Neutronenstreuexperimenten bekannt [66]: Auf einen linearen
Anstieg mit der Schallgeschwindigkeit u = 240ms und das Durchlaufen eines Maximums folgt das

Rotonen-Minimum der Form ε (Q) |q≈q1 = EG +
~2(Q−q1)2

2m∗ , mit q1 = 1.9Å−1, EG = 0.75 meV und
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m∗ = 0.16m4He.
Nach Feynman ist der Zusammenhang der Dispersionsrelation mit dem statischen Strukturfak-

tor für den gesamten Wellenzahlbereich näherungsweise gegeben durch ε (q) = ~2q2
2m∗S(q)und die Ro-

tonen gleichen torusförmigen Wirbelringen ( [67], s. a. [68]) . Laut Wyatt haben Rotonen als
Wellenpakete eine Lebensdauer τ . 1 ms [69]. Boharty entwickelte eine „spezielle Relativitäts-
theorie1“ für die Rotonen mit der „effektiven Rotonen-Ruhemasse“ mRoton =

EG
u2
, wobei mRoton =

0.32m4He folgt [70]. Galli et al. [68] und Moroni [71] berechneten das Rotonen-Minimum mit Hilfe
von „Schatten-Wellenfunktionen“ und fanden die Gap-Energie in guter Übereinstimmung mit ex-
perimentellen Resultaten. Dalfovo et al. [72], [73] erhielten für die Dispersionsrelation ε (q) =

~ q/
µ
m4He

∞R
0

dω S (q,ω) (~ω)−1
¶ 1

2

aus der Dichte-Funktional-Theorie, in Verbesserung des Ergebnis-

ses von Feynman.
Die Dispersionsrelation der Elementaranregungen in vielen flüssigen Legierungen besitzt ein Roto-

nen-Minimum, dessen Lage mit dem FSDP des statischen Strukturfaktors zusammenfällt. Eine reihe
flüssiger Legierungen (u.a. NiGe, Rb100-xSbx, flüssiges Rb) wurden in Neutronenstreuexperimenten
untersucht ([74] - [78]). Aus dem dynamischen Strukturfaktor S (q,ω) erhält man das n-te mittlere
Moment der Frequenz ω durch hωni = R∞0 dω S (q = const.,ω)ωn und für die isotherme Dispersions-

relation folgt für das zweite Moment ω20 (q) =
kBT
M

q2

S(q) , mit M als der Teilchenmasse, in Analogie

zum Feynman’schen Ergebnis für 4He.
In Flüssigkeiten sind, im Unterschied zu amorphen Festkörpern, Platzwechsel der Atome möglich,

es existiert also keine statische Struktur. Daher ist ~k ein tatsächlicher Impuls, während in Festkörpern
die Struktur statisch ist und ~k einen Quasi-Impuls darstellt.

Die erste Messung des Magnon-Rotonen-Minimums erfolgte 1975 an amorphem ferromagnetischem
Co4P [79] mittels inelastischer Neutronenstreuung. Das Rotonen-Minimum tritt bei q1 = 3.13Å−1

mit der Magnon-Rotonen-Gap-Energie EG = 34meV auf. In Analogie zu Feynman folgt für den
Zusammenhang zwischen dem statischen Strukturfaktor S (q) und der Dispersionsrelation: ε (q) ∼

q2

2m∗S(q) mit dem (zunächst unbekannten) Parameter m∗. In Fe75P15C10 wurden mittels inelastischer
Neutronenstreuung in TOF- (Time-of-Flight-) Messungen der statische Strukturfaktor S (q) im FSDP-
Bereich und die Dispersionsrelation der Magnonen und der Magnon-Rotonen ermittelt, wobei das
Minimum EG = 19.1 meV bei q1 = 3.05Å−1 auftritt [80].

Unter den zweikomponentigen (binären) amorphen Legierungen ist α−Mg70Zn30 eine der am
eingehendsten untersuchten Substanzen ( [81] - [34]). Die Legierung kann recht einfach aus der
Schmelze gesponnen werden. Darüber hinaus sind die Streulängen von Mg und Zn ungefähr gleich
(bMg = 5.38 10−15m, bZn = 5.65 10−15m) und der kohärente Streuanteil beträgt 98% der gesamten
Streuintensität.

Aus elastischen Neutronenstreumessungen erhält man den statischen Strukturfaktor, dessen er-
stes scharfes Maximum bei q1 = 2.8Å−1 liegt. Aus inelastischen Neutronenstreu-(NIS-) Messungen
erhielten Suck et al. [82] das Rotonen-Minimum für transversal polarisierte phononische Anregungen
(Phonon-Rotonen). Die Dispersionsrelation für longitudinale Anregungen ist in nachfolgenden Arbei-
ten für den Wellenzahlbereich 0.6Å−1 ≤ q ≤ 3.1Å−1 mit Hilfe von Neutronen-Brillouin-Streuungs-
(NBS-) Experimenten gemessen worden [33], [34], [83].

Außer Mg70Zn30 wurden noch die binären amorphen Legierungen Fe85B15 und Ni67Zr33 untersucht.
In Fe85B15 war es jedoch nicht möglich, eine Aussage über die Existenz einer Rotonen-Gap-Energie zu
treffen [84]. Bei Ni67Zr33 hingegen liegt bei der FSDP-Wellenzahl q1 ≈ 3.07Å−1 das Rotonen-Minimum

1Theorie analog zur Einsteinschen speziellen Relativitätstheorie mit Rotonen als massiven Teilchen und Phononen als
Austauschquanten, die Energie und Information zwischen den Rotonen übermitteln.
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bei EG = 15.1 meV [85].
Neutronen koppeln innerhalb der ersten Debye-Kugel nur an longitudinale Phononen direkt, au-

ßerhalb der ersten Debye-Kugel hingegen über „Umklapp“ - artige Prozesse an transversale Anre-
gungen [81]. Im Wellenzahlbereich um den FSDP herrscht die Wechselwirkung der Neutronen mit
transversalen Anregungen vor, so daß es sich bei den beobachteten Anregungen zumindest teilweise
um transversal polarisierte Phonon-Rotonen handelt [81]. Da keine weiteren Anregungen beobachtet
werden, kommt es anscheinend durch die Struktur amorpher Festkörper zur Superposition der Moden.

Einen interessanten experimentellen Hinweis auf die Eigenschaften von Phonon-Rotonen fand
Häussler in einer Untersuchung der Auswirkungen der Phonon-Rotonenen auf die elektronischen Trans-
porteigenschaften [86]. Die Elektronen können demnach -außer der elastischen Umklapp-Streuung an
der statischen Struktur- oberhalb einer bestimmten Temperatur T0 inelastische Umklapp-Streuung
mit den Rotonen erfahren.

Für die theoretische Behandlung der (Magnon-und Phonon-) Rotonen wurde eine Reihe von Me-
thoden entwickelt. Takahashi und Shimizu erhielten die Energie der Magnonen und Magnon-Rotonen
aus einem Testfunktionen-Ansatz der Form

|~qi =
X
l

e−i ~q ~rl |li ; |~q|→ 0, langwellige Magnonen

|~qi =
X
l

f (l) e−i( q−q1)
~q
q
~rl |li ; |~q| ≈ q1, Magnon-Rotonen

mit Hilfe der Ortswellenfunktionen |li der an den Orten ~rl sitzenden magnetischen Atome [87]. Im
Bereich des Rotonen-Minimums folgt für die Dispersionsrelation näherungsweise

ε (q) = EG +D (q − q1)2 ; q ≈ q1
mit der Stiffnesskonstanten D für langwellige Magnonen. Der so erhaltene Ansatz berücksichtigt
insbesondere die Nahordnung der magnetischen Atome. Handrich entwickelte anhand der Magnon-
Rotonen ein physikalisches Bild der Rotonen, das auch für Phonon-Rotonen Anwendung findet [1],
[88]. Es wurde ein direkter Zusammenhang zwischen der Lage des Minimums bei q1 (hier hat der
statische Strukturfaktor sein erstes ausgeprägtes Maximum mit der Breite ∆q) und der Gap-Energie
EG gefunden:

E
(m)
G = αD (∆q)2 , α ≈ 1

Die Übertragung auf Phonon-Rotonen liefert³
E
(ph)
G

´2
= α ~2 u2 (∆q)2 , α ≈ 1

mit der Schallgeschwindigkeit u, so daß für die Dispersionsrelation der Magnon-bzw. Phonon-Rotonen
im Bereich des Rotonen-Minimums :

ε(m) (q) = E
(m)
G +D (q − q1)2 , q ≈ q1, für Magnon-Rotonen

ε(ph) (q) =

r³
E
(ph)
G

´2
+ ~2 u2 (q − q1)2, q ≈ q1, für Phonon-Rotonen

folgt. In Abb.(1.1) ist eine transversal polarisierte Phononen-Mode mit der Wellenlänge des interato-
maren Abstandes a dargestellt.



10 1 Einleitung

 Ruhelagen / Auslenkungen der geordneten Atome
 Ruhelagen der ungeordneten Atome
 Auslenkungen der ungeordneten Atome
 Phononen - Mode

Abbildung 1.1: Physikalisches Bild der Rotonen am Beispiel einer transversal po-
larisierte Phononen- Mode in kristallinen und amorphen Festkörpern. Im geord-
neten Kristall (offene Symbole) besitzt die Anregung die Energie E(q = q1) = 0.
Im amorphen Festkörper entsteht eine Gap- Energie aufgrund der Auslenkung
der durch den „Misfit“ an den „falschen“ Stellen (Kreuze) sitzenden Atome (ge-
schlossene Symbole).

In kristallinen Festkörpern ist die dargestellte Anregung mit der Energie E|q=q1 = 0 und bei
Impulsübertrag durch einen Umklapp-Prozeß auf den gesamten Kristall möglich. In amorphen Fest-
körpern hingegen sitzen die Atome an den „falschen Stellen“ („Misfit“), sie sind „quasi ausgelenkt“.
Eine Mode mit der Wellenzahl q1 trifft auf diese „ausgelenkten“ Atome mit der „falschen“, energe-
tisch ungünstigeren Schwingungsphase. Die Auslenkungen benötigen Energie, die für die Bildung von
(langwelligen) Kompensationsanregungen (-phononen bzw. -magnonen) erforderlich ist, während die
Hauptmode q1 mit der Energie E = 0 propagiert und, durch Umklapp-Prozesse, der Impuls ~q1 auf
den Festkörper übertragen wird. Die Kompensationsanregungen begleiten als „Wolke“ die Hauptmode
der Anregung und kompensieren die Variation der Nächste-Nachbar-(NN-) Abstände. Die Hauptmode
und die begleitenden Kompensationsanregungen bilden das Roton als Wellenpaket, dessen Wellenzahl-
breite (im Rotonen-Minimum) der Breite ∆q des ersten scharfen Peaks des statischen Strukturfaktors
entspricht. Dieses Bild erklärt auch das Auftreten des Energieminimums gerade bei jenem q1, bei dem
der statische Strukturfaktor einen scharfen Peak aufweist.

Struktur und Dynamik (phononische Anregungen) ein-oder zweikomponentiger amorpher Legie-
rungen sind im FSDP-Bereich für Simulationen leichter zugänglich als im langwelligen Bereich [35],
da bereits geringe Teilchenzahlen (N & 800) zu guten Ergebnissen führen. Kashirin erhielt die radia-
le Verteilungsfunktion g (r) aus einer Simulationsrechnung mit Paarpotentialen aus dem Ballog-und
aus dem Morse-Modell für amorphes Cu [38]. Nach Takeno und Goda [37] folgt daraus die Aufspal-
tung der Phononen-Dispersionsrelation in longitudinale und transversale Zweige. Der longitudinale
Zweig zeigt für beide Modellpotentiale ein Rotonen-Minimum bei q1 = 2.8Å−1 mit EG = 0.65~ωL,max
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(Ballog-Modell) beziehungsweise bei q1 = 3.05Å−1 mit EG = 0.5~ωL,max (Morse-Modell). Hafner [35]
simulierte die amorphe Legierung Mg70Zn30 in einem 800-Teilchen-Cluster, relaxiert aus dodekaeder-
förmigen Elementarzellen mit Pseudo-Potential-Ansatz. Die so erhaltene Dispersionsrelation zeigt ein
Minimum für longitudinale Elementaranregungen bei q1 = 2.6Å−1 mit einer Rotonen-Gap-Energie
EG = 15 meV. Bei transversal polarisierten Anregungen tritt hingegen keine ausgeprägte Dispersion
auf. Das Minimum wird durch das Auftreten „diffuser Umklapp-Prozesse“ interpretiert, bei welchen
der FSDP als „verbreiteter Bragg-Reflex“ wirkt. Sato et al. benutzten die analytische Methode
von Takeno und Goda [37] in quasi-kristalliner Näherung mit OPW-Potentialen für Mg70Zn30 [40].
Sie erhielten die Aufspaltung der Phononen-Dispersionsrelation in akustische sowie in longitudinale
und zweifach entartete transversal polarisierte „optische“ Zweige. Die Computersimulation aus einem
1000-Teilchen-Cluster mit Hilfe der verwendeten Potentiale in Störungsrechnung in zweiter Ordnung
ergab die Bestätigung der analytischen Ergebnisse für den akustischen Zweig, während beim „opti-
schen“ Zweig die analytische Näherung und die Simulationsergebnisse voneinander abweichen. Der
akustische Zweig zeigt kein Minimum, während der optische Zweig nach beiden Methoden ein deutli-
ches Minimum aufweist. Der Vergleich dieser Resultate mit den Ergebnissen von Suck [82] zeigt jedoch
deutliche Unterschiede. Hafner et al. [47] untersuchten die Dispersionsrelation und die Zustandsdichte
in Computer-Simulationsrechnungen für amorphes Ni100−xZrx. Sie erhielten den statischen Struktur-
faktor S (q) und den dynamischen Strukturfaktor S (q,ω) aus einem 2916-Teilchen-Modell sowie die
Dispersionsrelation ε (q) und die Zustandsdichte g (ω) aus einem 729-Teilchen-Modell. Die Zustands-
dichte g(ω)

ω2
zeigt einen Peak bei ~ω ≈ 2 meV, der als „Bosonen-Peak“ identifiziert wird. Die Disper-

sionsrelation von Ni50Zr50 zeigt ein Rotonen-Minimum der Form ε (q) =
q
E2G + ~2u2 (q − q1)2 mit

EG ≈ 13 meV für longitudinale Polaristion, welches mit dem Ergebnis diffuser Umklapp-Prozesse gut
übereinstimmt. Weiterhin existiert neben dem akustischen (Teilchenzahl-Teilchenzahl-) Phononen-
Zweig für q ≤ q1

2 ein „optischer“ (Konzentrations-Konzentrations-) Zweig. In einer weiteren Ar-
beit wurden amorphe Ni100−xZrx-und Fe100−xBx-Legierungen untersucht, wobei die Formierung von
„Pseudo-Brillouin-Zonen“ mit dem FSDP als „verbreitertem Bragg-Reflex“ festgestellt wurde [89].
Hier durchlaufen die akustischen Moden bei q1 ein „diffuses Umklapp-Minimum“, während die op-
tischen Fluktuationen bei q12 (dem Rand der Pseudo-Brillouin-Zone) ein Minimum aufweisen. Eine
molekulardynamische Simulationsrechnung von Aihara et al. an α-Zr67Ni33 erfolgte mit Hilfe der
Nose-Methode unter Einbeziehung des thermische Ausdehnungskoeffizienten [90]. Aus den Maxi-
ma des Bhatia-Thornton-Spektrums folgt die Aufspaltung der Dispersionsbeziehung in longitudinal
und transversal polarisierte Anregungen. Die longitudinal polarisierten Moden zeigen ein deutliches
(Rotonen-) Minimum bei q1 ≈ 2.2Å−1 mit EG ≈ 10 meV.

Handrich und Resch ([41], [91]) berechneten die Dispersionsrelation langwelliger und rotonen-
ähnlicher phononischer Anregungen aus dem Matsubara-Kaneyoshi-Formalismus, indem sie die k-
Integration über einen erweiterten Wellenzahlvektor-Bereich ausdehnten. Die Erhaltung der Gesamt-
zahl der Zustände wurde durch die Einführung von Gewichtsfunktionen berücksichtigt. Die Dispersi-
onsrelation zeigt ein Rotonen-Minimum, dessen Gap-Energie EG in Zusammenhang mit der Breite ∆q
des FSDP steht. Die Ergebnisse konnten jedoch nicht reproduziert werden. Aus der strukturgemit-
telten Greenfunktion folgt die Zustandsdichte der phononischen Anregungen (Phononen und Phonon-
Rotonen). Mit der so berechneten Erhöhung der Zustandsdichte folgt der Super-Debye-Beitrag zur
spezifischen Wärme oberhalb T & 1K. Dieser zusätzliche Beitrag zur spezifischen Wärme ist eine
gemeinsame Eigenschaft der meisten amorphen Festkörper.

Bei sehr tiefen Temperaturen besitzen amorphe Festkörper eine spezifische Wärme proportional zur
Temperatur T (CV ∼ T ). Dieser Beitrag wird im allgemeinen durch das Zwei-Niveau-Systeme-Modell
oder das Tunnel-Modell von Anderson [57] und Phillips [58] erklärt. Bei Temperaturen oberhalb
T & 1K tritt der Super-Debye-Beitrag als Peak in CV

T 3
auf, der auf eine Erhöhung der Zustandsdichte
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g (ω) für ω & 4 meV zurückzuführen ist. Zhu et al. bestimmten CV und die Wärmeleitfähigkeit κ im
Plateau-Bereich für verdichtetes amorphes α-SiO2 [92]. Das Plateau in κ und der Peak des Super-
Debye-Beitrages liegen im gleichen Temperatur-Bereich, so daß der gleiche Mechanismus für beide
Effekte zugrunde liegen sollte. Zhernov et al. untersuchten die spezifische Wärme CV für die amorphen
Legierungen Zr75Rb25, Zr67Cu33 und Zr70Be30. Die Zunahme der Zustandsdichte als Ursache für den
Super-Debye-Beitrag wird mit intrinsischen Leerstellen (interstices) erklärt. Sokolov et al. maßen CV
für amorphes α-SiO2 und amorphes CaK(NO3) (CKN-Glas) [93]. Sie vermuteten, daß die Zunahme
der Zustandsdichte auf Streuung der Phononen an Dichte-Fluktuationen in ungeordneten Systemen
(Inhomogenitäten) zurückzuführen sei. Laut D’Angelo nehmen die zusätzlichen niederenergetischen
Vibrationsmoden, die die Ursache für den Super-Debye-Beitrag seien, mit zunehmender Kristallinität
ab [94]. Talon et al. [95] und Bartolotta [96] diskutierten den Peak in CV

T 3
als Konsequenz des Bosonen-

Peaks in der Zustandsdichte g(ω)
ω2
.

Die Existenz des Rotonen-Minimums ist nach den oben angeführten Arbeiten etabliert. In amor-
phen Festkörpern entsteht das Minimum der Dispersionsrelation bei gleichzeitig auftretendem ersten
scharfen Peak des statischen Strukturfaktors aufgrund von diffusen Umklapp-Prozessen. Die Polar-
sation der Phonon-Rotonen ist allerdings letztlich ungeklärt. Während bei Simulationsrechnungen
die Dispersionsrelation für transversale Moden bei vergleichsweise hoher Energie (verglichen mit lon-
gitudinalen Moden) verläuft, tritt diese in den Messungen nicht auf, obwohl die Suszeptibilität für
transversale Anregungen dominiert. Weiterhin ist das Rotonen-Minimum ein verbreiteter Effekt in
amorphen Festkörpern, wie oben dargelegt wurde. Eine schlüssige Erklärung dafür, daß lediglich die
transversal polarisierten phononischen Anregungen kein Rotonen-Minimum aufweisen, gibt es nicht.
Es ist jedoch vorstellbar, daß die kurzwelligen Moden nicht mehr in rein polarisierter Form vorliegen.
Langwellige Phononen „spüren“ ein homogenes effektives Medium, in dem die Dichte fluktuiert und
behalten somit ihre Polarisation bei. Bei Anregungen mit kurzer Wellenlänge kann die nahe Umge-
bung Einfluß auf das Polarisationsverhalten haben. Durch Schraubversetzungen oder „Ausweichen“
einzelner Atome bei der Auslenkung können beispielsweise longitudinale Anregungen eine transver-
sale Komponente erhalten. Im folgenden werden daher Debye-Phononen und -Rotonen behandelt,
wodurch auch gemischte Zustände näherungsweise eingeschlossen sind.

Zusammenfassend kann man feststellen, daß viele verschiedene Interpretationen des Rotonen-
Minimums existieren, jedoch bislang keine davon voll befriedigen kann.

Das Hauptaugenmerk in der vorliegenden Arbeit liegt auf den Konsequenzen der amorphen stati-
schen Struktur auf die langwelligen und rotonenähnlichen magnetischen und phononischen Elementa-
ranregungen. Die Informationen über die statische Struktur erhalten wir aus dem statischen Struktur-
faktor S (q), wie er in vielen Streuexperimenten gemessen wurde. Dabei wird durch geeignete Fits der
Meßergebnisse die Struktur realer amorpher Festkörper in der Theorie berücksichtigt. Die vorliegende
Arbeit ist in folgender Weise aufgebaut:

In Kapitel 2 wird die Behandlung der amorphen Struktur beschrieben. Die langwelligen und kurz-
welligen Struktureigenschaften amorpher Festkörper werden getrennt voneinander behandelt. Der
statische Strukturfaktor wird durch geeignete Modellfunktionen in den beiden Bereichen gefittet und
die resultierenden Eigenschaften im Ortsraum (die Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion im langreich-
weitigen Bereich und die radiale Verteilungsfunktion im Bereich der Nahordnung) beschrieben.

Die Verbesserung des Matsubara-Kaneyoshi-Formalismus (MKF) durch Handrich [1] (s.a. [97],
[98]) bezieht von Beginn an die strukturelle Nahordnung und Fernordnung ein. In Kapitel 3.1 werden,
gemäß dem MKF [24] die retardierte Greenfunktion für amorphe Ferromagnete hergeleitet sowie die
Verbesserung des MKF [1] zur Berechnung der Magnonen-Energie in quasi-kristalliner Näherung her-
angezogen. Schließlich werden mit der Magnonen-Energie in verbesserter quasi-kristalliner Näherung
als Startpunkt aus der Greenfunktion die Dämpfung und die Renormierung der Magnonen-Energie
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für die verschiedenen Modellfunktionen aus Abschnitt 2.1 berechnet.
In Kapitel 3.2 wird der Matsubara-Kaneyoshi-Formalismus (MKF), der für Magnonen in amor-

phen Ferromagneten entwickelt wurde [24], auf die Phononen in amorphen Festkörpern angewendet.
In einem ersten Schritt wird die quasi-kristalline Näherung zur Entkoppelung von longitudinalen und
transversalen akustischen Phononen verwendet. Im langwelligen Grenzfall wird die Dispersionsbezie-
hung in verbesserter quasi-kristalliner Näherung dann als Startnäherung für die strukturgemittelte
Greenfunktion

­
Gqq0 (E)

®
benutzt. Diese enthält den statischen Strukturfaktor im langwelligen Be-

reich S (q) in erster Ordnung und liefert die Phononen-Selbstenergie in bekannter Weise. Aus den
Modellfunktionen für den statischen Strukturfaktor im langwelligen Bereich erhält man die Dämpfung
und die renormierte Phononen-Dispersionsrelation.

In Kapitel 3.3 werden die Zustandsdichten langwelliger Magnonen und akustischer Phononen in
einem Kontinuum mit schwachen, ausgedehnten Inhomogenitäten behandelt, wie sie durch den sta-
tischen Strukturfaktor im langwelligen Bereich repräsentiert werden. Man erhält die Zustandsdichte
D(m) (E) für Magnonen und D(ph) (ω) für Phononen aus der jeweiligen strukturgemittelten Greenfunk-

tion
D
G
(m)
~q~q (E)

E
bzw.

D
G
(ph)
~q~q (ω)

E
, die aus dem Matsubara-Kaneyoshi-Formalismus (MKF) folgt [98]

[99] (s.a. [100]). Zusätzlich zur Zustandsdichte der Magnonen bzw. Phononen in einem homogenen
Kontinuum mit renormierter Selbstenergie entstehen weitere Beiträge zur Zustandsdichte aufgrund
der Inhomogenitäten. Die Gesamtzahl der Zustände ist genau dann erhalten, wenn alle Beiträge zur
Zustandsdichte berücksichtigt werden. Mit Hilfe der in Kapitel 2 vorgestellten Modellfunktionen für
den statischen Strukturfaktor folgen die relativen Änderungen der Zustandsdichte aufgrund der Inho-
mogenitäten und aufgrund der Amorphonen. Letztere sind eine neue Art von Elementaranregungen
in amorphen Systemen, die hauptsächlich zu einer Erhöhung der Zustandsdichte im niederenergeti-
schen Bereich beitragen. Die räumliche Korrelation von Magnon-und Phonon-Amorphonen, die aus
der Fourier-Transformation der Greenfunktionen

D
G
(m)
~q~q (E)

E
und

D
G
(ph)
~q~q (ω)

E
folgt, liefert spezifische

Eigenschaften der Amorphonen, insbesondere im Grenzfall für kleine Energien. In diesem Grenzbe-
reich sind die Amorphonen an die Dichtefluktuationen lokalisiert, im Gegensatz zu den gwöhnlichen
Elementaranregungen, die im gesamten Energiebereich räumlich ausgedehnt sind.

Die Behandlung der Wärmeleitfähigkeit beginnen wir mit der Berechnung der Stoßfrequenz 1
τq

und der mittleren freien Weglänge Λq = uqτ q für langwellige Magnonen und Phononen aus dem stati-
schen Strukturfaktor im langwelligen Bereich. Die Berechnung von κ erfolgt mit der verallgemeinerten

Debye-Formel :κ =
1

3

Z
d3q

(2π)3
cquqΛq für Magnonen-und Phononen-Systeme mit dem Beitrag cq des

~q-ten Zustandes zur Wärmekapazität, seiner Gruppengeschwindigkeit uq und der mittleren freien Weg-
länge Λq. Bei langwelligen Phononen, die ausschließlich der Rayleigh-Streuung unterliegen, kommt
es für q → 0 zu quadratischer (∼ q−2) Divergenz des Integranden in der verallgemeinerten Debye-
Formel. Diese Divergenz tritt bei Magnonen-Systemen nicht auf. Klemens ([101], zit. in [63]) schlug
vor, die Divergenz dadurch zu heben, daß Phononen mit mittlerer freien Weglänge Λ(ph)q ≥ Λ(ph)q

(mit q = kBT
~ u , kB: Boltzmann-Konstante) nur mit Λ

(ph)
q zu berücksichtigen sind. Alternativ kann

für Magnonen und Phononen der Wärmewiderstand % nach Ziman berechnet werden, dessen Inverses
%−1 eine untere Grenze für die Wärmeleitfähigkeit κ ist [63]. Es folgt die Berechnung des Magnonen-
Beitrages zur Wärmeleitfähigkeit κ(m) und des Wärmewiderstandes %(m) zum Vergleich. Als weitere
untere Grenze für κ(m) wird κ(m)K nach dem Vorschlag von Klemens berechnet. Aus der Debye-Formel
folgt die Wärmeleitfähigkeit κ(ph) in der Näherung für hohe Temperaturen ( T ≈ ΘD, ΘD: Debye-
Temperatur für einkomponentige Festkörper) und für mittlere Temperaturen (~ uκkB

¿ T < ΘD, κ:

reziproke Korrelationslänge ,s.u.). Ferner wird für Phononen der Wärmewiderstand %(ph) nach Ziman
und die Wärmeleitfähigkeit κ(ph)K nach Klemens berechnet. Der Gesamtverlauf der Wärmeleitfähigkeit
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κ(ph) wird anhand der vorhandenen Näherungen für Phononen-Systeme diskutiert und der Phononen-
und Magnonen-Beitrag verglichen.

Die Behandlung der rotonenähnlichen Elementaranregungen erfolgt in Kapitel 4. In einer semi-
quantitativen Theorie werden die Rotonen als Wellenpakete behandelt und die Energie des Rotonen-
Minimums näherungsweise berechnet. Die Lage und der Verlauf der Rotonen-Minima werden im
folgenden anhand der vorhandenen Daten des statischen Strukturfaktors für eine Reihe von amorphen
Ferromagneten und amorphen Festkörpern in der semiquantitativen Theorie berechnet und die Er-
gebnisse mit den verfügbaren Daten für das Rotonen-Minimum verglichen, wobei man befriedigende
Übereinstimmung erhält. Aus dem Minimum der Phonon-Rotonen-Dispersionsrelation wird unter Be-
achtung der Erhaltung der Gesamtzahl der Zustände der Super-Debye-Beitrag zur spezifischen Wärme
bei tiefen Temperaturen (T & 1K) berechnet. Gesammelte Daten der spezifischen Wärme einer Reihe
amorpher Festkörper dienen zur Berechnung der Rotonen-Gap-Energie. Die semiquantitative Berech-
nung der Rotonen-Dispersionsrelation und Berechnung des Super-Debye-Beitrages der spezifischen
Wärme stützen das Rotonen-Konzept in amorphen Festkörpern.

Abschließend werden die Ergebnisse zusammengefaßt und ein Ausblick auf weiterführende Aspekte
der vorliegenden Arbeit gegeben.



Kapitel 2

Behandlung der strukturellen
Unordnung

Ein zentrales Problem bei der theoretischen Behandlung amorpher Festkörper ist die Berücksichtigung
der amorphen Struktur. Wesentliche Strukturinformationen können aus dem statischen Strukturfaktor
gewonnen werden, der in Neutronen-und Röntgenstreuexperimenten für viele amorphe Ferromagneten
und amorphe Festkörper gemessen wurde.

In diesem Kapitel soll die Behandlung der amorphen Struktur, wie sie in die Theorie eingeht,
besprochen werden. Die benötigten Beziehungen werden eingeführt und der statische Strukturfaktor
wird anhand geeigneter Modellfunktionen gefittet. Auf diese Weise wird die Einbeziehung von Ergeb-
nissen experimenteller Strukturuntersuchungen und damit die Struktureigenschaften realer amorpher
Festkörper in die Theorie gewährleistet.

Zunächst wird die wichtige Strukturfunktion

ρ(~q − ~q 0) ≡ 1

N

X
i

e−i(~q−~q
0)~ri (2.1)

eingeführt, wobei N die Anzahl und ~ri die Lagen der Teilchen bedeuten. Ihr Strukturmittelwert ist
durch ­

ρ
¡
~q − ~q 0¢® = δ~q~q 0

gegeben. Es ist zweckmäßig (vgl. [24], s.a. [98], [99], Abschn. 3.1.1, 3.2.1), ρ (~q − ~q 0) in den Struktur-
mittelwert δ~q~q 0 und die strukturbedingten Fluktuationen ρa (~q − ~q 0) aufzuspalten:

ρ(~q − ~q 0) ≡ δ~q~q 0 + ρa(~q − ~q 0). (2.2)

Man erhält für das zweite Moment von ρ (~q − ~q 0) nach der Strukturmittelung, bei Beachtung von
hρa (~q − ~q 0)i = 0, die Beziehung­

ρ
¡
~q − ~q 0¢ ρ ¡~q 0 − ~q¢® = δ~q~q 0 +

­
ρa
¡
~q − ~q 0¢ ρa ¡~q 0 − ~q¢® . (2.3)

Der Ausdruck hρa (~q − ~q 0) ρa (~q 0 − ~q)i ist gleich dem statischen Strukturfaktor S (~q − ~q 0) [24]:­
ρa
¡
~q − ~q 0¢ ρa ¡~q 0 − ~q¢® = S ¡~q − ~q 0¢ (2.4)

Im statischen Strukturfaktor S (q) findet die „Fernordnung“ im langwelligen und die Nahordnung
im kurzwelligen Anteil ihren Niederschlag (Abb. 2.1). Der langwellige Bereich (10−4 Å−1 . q . 10−1
Å−1) und der kurzwellige Bereich (q & 1.0 Å−1) werden im folgenden getrennt voneinander behandelt.

15
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Abbildung 2.1: Aufteilung der Eigenschaften der statischen Struktur amorpher
Festkörper in Fern- und Nahordnung. Während sich der Einfluß langreichweiti-
ger Inhomogenitäten (ausgedrückt durch die Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion
G(r) im statischen Strukturfaktor S(q) im Kleinwinkelbereich niederschlägt (ge-
strichelte Linien), bestimmt die Nahordnung (ausgedrückt durch die radiale Ver-
teilungsfunktion g(r)) den statischen Strukturfaktor im kurzwelligen Bereich.
Dabei führt die quasi- Periodizität in S(q) und g(r) zur quasi- Periodizität der
jeweils Fourier- transformierten Funktion.

Der langwellige Bereich repräsentiert den Einfluß schwacher, ausgedehnter Inhomogenitäten als
Abweichungen∆ρ (r) von der mittleren (Spin-) Dichte ρ̄. Solche Inhomogenitäten werden im Ortsraum
durch die Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion G (r) dargestellt

G (r) =
1

V

Z
d3u
∆ρ (~r + ~u)∆ρ (~u)

ρ2
. (2.5)

V bedeutet das Volumen des Festkörpers. Der Zusammenhang zwischen der Dichte-Dichte-Korrela-
tionsfunktion G (r) und dem statischen Strukturfaktor im langwelligen Bereich Slw (q) ist durch die
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Fouriertransformation

Slw(~q) ≡ 1

V

Z
d3r

(2π)3
G (r) e−i ~q~r (2.6)

in bekannter Weise gegeben [102]. Die mittlere Stärke der Inhomogenitäten wird durch die mittlere
quadratische Dichtefluktuation ∆2 beschrieben:

∆2 = G (0) =
1

V

Z
d3u
∆ρ (~u)∆ρ (~u)

ρ2
. (2.7)

Im kurzwelligen Bereich um das erste ausgeprägte Maximum des statischen Strukturfaktors
1 Å−1 . q . 4 Å−1 hängt Skw (q) mit der Nahordnung in amorphen Festkörpern zusammen. Die-
se wird in isotropen Systemen durch die radiale Verteilungsfunktion g (r) bestimmt. Insbesondere
bestimmt die Lage des ersten ausgeprägten Maximums des statischen Strukturfaktors den mittleren
interatomaren Abstand, der durch das erste Maximum von g (r) gegeben ist. Der Zusammenhang mit
Skw (q) lautet

Skw (q)− 1 =
Z
d3r (g (r)− 1) ei~q~r.

2.1 Modellfunktionen für den statischen Strukturfaktor Slw(q) im
langwelligen Bereich und für die Dichte-Dichte-Korrelations-
funktion

Streuexperimente zur Strukturuntersuchung amorpher Festkörper und Ferromagnete werden im lang-
welligen Bereich für q → 0 sowie im Bereich des ersten scharfen Peaks des statischen Strukturfaktors
durchgeführt.

Untersuchungen des statischen Strukturfaktors im langwelligen Bereich (q → 0) sind dadurch be-
grenzt, daß die Messungen in unmittelbarer Nähe des transmittierten Primärstrahles durchgeführt
werden müssen. Abb. 2.2 zeigt eine Zusammenstellung von Meßergebnissen für die Streuintensitäten
im q-Bereich von 4 · 10−4Å−1 . q . 0.26Å−1 für eine Reihe amorpher Festkörper aus Neutronen- und
Röntgenstreuexperimenten. Die Streuintensität für eine Reihe amorpher Ferromagnete ist in Abb.
2.3 dargestellt. Die Ähnlichkeit derStruktur der amorphen Festkörper einschließlich der ferromagneti-
schen Systeme ist deutlich erkennbar und gestattet eine gleichartige näherungsweise Beschreibung des
statischen Strukturfaktors durch Modellfunktionen. In den Abbildungen sind den Meßergebnissen die
Modelfunktionen für den statischen Strukturfaktor gegenübergestellt, wie sie sich aus den Fits (s.u.)
ergeben.

Der starke Anstieg der Streuintensität im langwelligen Bereich q . 10−1Å−1 ist eine gemeinsame
Eigenschaft einer großen Klasse amorpher Festkörper (z. B. amorphe Polymere, Gläser, schnell abge-
schreckte amorphe metallische Legierungen, vgl. Abb. 2.2) und amorpher Ferromagnete (vgl. Abb.
2.3). In diesem q-Bereich kann der statische Strukturfaktor S (q) näherungsweise durch die Funktion

Slw (q) =
A

(q2 + κ2)
ν
2

, ν & 3, (κ s. u.) (2.8)

modelliert werden. Der Anstieg von S (q) zeigt die Existenz langreichweitiger Inhomogenitäten in
amorphen Festkörpern als Abweichungen von der restlichen „Fernordnung“. Die Parameter A in (2.8)
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und ∆2 in (2.7) sind durch die Beziehung

∆2 = A
V

N

Γ
¡
ν−3
2

¢
κν−3

8π3/2Γ
¡
ν
2

¢ (2.9)

verknüpft, mit Γ (x) als der Gammafunktion mit reellem Argument x [98].
Die Modellfunktionen für Slw (k) (2.8) führen nach der Fourier-Transformation (2.6) für die ver-

schiedenen ν auf

G (r) =

½
Pν (κ r) e

−κ r, ν gerade (Spezialfall)
K(ν−3)/2 (κ r) , sonst.

(2.10)

mit Polynomen Pν (κ r), der Besselfunktion zweiter Art und n-ter Ordnung Kn (κ r) und mit κ als
reziproker charakteristischer Korrelationslänge von G (r). Die vorliegenden Meßkurven der Streuin-
tensitäten wurden anhand der Modellfunktionen gemäß (2.8) gefittet. Tabelle (2.1) zeigt eine Zu-
sammenstellung der resultierenden Werte für ν, κ und ∆2 für amorphe Festkörper und Tabelle (2.2)
enthält die entsprechende Zusammenstellung für amorphe Ferromagnete. Der Parameter ∆2 kann
jedoch mangels geeigneter Absolutmessungen nicht immer ermittelt werden.

Die mittlere Stärke der Inhomogenitäten, repräsentiert durch die relative mittlere quadratische
Dichtefluktuation, liegt im Bereich ∆2 . 10−3. Die Auswirkungen solcher Inhomogenitäten auf die
Eigenschaften langwelliger Elementaranregungen können somit als schwache Korrekturen näherungs-
weise mit einer Störungsrechnung beschrieben werden [24]. Die reziproke charakteristische Korrelati-
onslänge κ (. 10−3 Å−1) ist viel kleiner als der reziproke interatomare Abstand, repräsentiert durch

die Debye-Wellenzahl qD =
3

r
6π2

N

V
(∼ 1 Å−1). Für langwellige Elementaranregungen bestimmt daher

κ die Wellenzahl-Skala.
In Tabelle (2.3) und Abb. 2.4 sind die Modellfunktionen für Slw (k) (gem. (2.8) und (2.9)) und

G (r) (gem. (2.10)) für die Werte ν = 3, ..., 10 gegenübergestellt.
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Material ν κ[Å−1] ∆2

SiO2 [103] 6.0 5.3 · 10−3 2 · 10−6
PMMA [104] 4.0 7.3 · 10−4 2 · 10−5
EPON 218 [105] 4.4 7.0 · 10−4 92 · 10−4
Polycarbonat [106] 3.6 4.3 · 10−4 3.8 · 10−4
PET [107] 3.2 1.1 · 10−3 8.2 · 10−4
EPON 828 TETA [105] 3.2 5.4 · 10−4 5.2 · 10−4
EPON 828 NMA [105] 3.0 9.5 · 10−4 1.7 · 10−3
PS [108] 4.0 2.8 · 10−3 1.4 · 10−3
PE [109] 6.0 1.5 · 10−3 4.1 · 10−3
10 mol% Cu-Al2O3 [110] 4.4 4.9 · 10−3
Zr41.2Ti13.8Cu12.5Ni10Be22.5 [111] 4.0 1.8 · 10−2
Mg62Cu25Y10Li3 [112] 4.0 6.9 · 10−3

Tabelle 2.1: Fitparameter für die Meßergebnisse der Streuintensitäten aus
Neutronen- und Röntgenstreuexperimenten an amorphen Festkörpern an-
hand der Modellfunktionen für den statischen Strukturfaktor gemäß (2.8)
und (2.9), s.a. Abb. 2.2.
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Abbildung 2.2: Meßdaten und Fits gemäß (2.8) der Streuintensitäten über q[−1]
im langwelligen Bereich (10−3.5Å−1 < q < 10−1Å−1) für die in Tabelle 2.1 aufge-
führten amorphen Festkörper. Die einzelnen Datensätze sind zur besseren Über-
sichtlichkeit gegeneinander verschoben. Es treten Parameter für die Steigung ν
(gem. 2.8) von ν = 3.0 bis ν = 6 auf. Modellfunktionen (gem. 2.8) mit ν = 3
(gestrichelte Linie) und ν = 4 (Strich- Punkt) sind ebenfalls dargestellt.
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Material ν κ[Å−1]
Fe73.5Si15.5B7CuNb3 [4] 4.4 5.7 · 10−2
Fe73.5Si13.5B9CuNb3 [7] 4.4 1.8 · 10−2
Fe80B20 [9] 6.0 < 10−4

(Fe0.65Ni0.35)0.89Mn0.11 [113] 4.0 1.5 · 10−3
Ni32Pd52P16 [2] 4.0 < 10−4

Fe80B12Si8 [6] 4.6 < 10−4

Fe60Ni20B12Si8 [6] 4.6 3.2 · 10−2
Fe40Ni40B12Si8 [6] 6.0 4.8 · 10−2
Ni80B12Si8 [6] 6.0 9.7 · 10−2

Tabelle 2.2: Fitparameter für die Meßergebnisse der Streuintensitäten aus
ASANS- Experimenten an amorphen Ferromagneten anhand der Modell-
funktionen für den statischen Strukturfaktor gemäß (2.8).
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Abbildung 2.3: Meßdaten und Fits des statischen Strukturfaktors im langwel-
ligen Bereich (10−3.5Å−1 < q < 10−1Å−1) für die in Tabelle 2.2 aufgeführten
amorphen Ferromagnete. Die einzelnen Datensätze sind zur besseren Übersicht-
lichkeit gegeneinander verschoben. Es treten Parameter für die Steigung ν (gem.
2.8) von ν = 4.0 bis ν = 6 auf. Modellfunktionen (gem. 2.8) mit ν = 3 (gestri-
chelte Linie) und ν = 4 (Strich- Punkt) sind ebenfalls dargestellt.
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ν Slw(q) G(r)

3 A

(κ2+q2)
3
2

AK0(κr)
2π2

4 8πκ∆2

(κ2+q2)2
∆2e−κr

5 6π2κ2∆2

(κ2+q2)
5
2

∆2κrK1(κr)

6 32πκ3∆2

(κ2+q2)3
∆2e−κr(1 + κr)

7 15π2κ4∆2

(κ2+q2)
7
2

∆2 κ
2r2

2 K2(κr)

8 64πκ5∆2

(κ2+q2)4
∆2 κ

2r2+3κr+3
3 e−κr

9 105π2κ6∆2

4(κ2+q2)
9
2

∆2 κ
3r3

8 K3(κr)

10 515πκ7∆2

5(κ2+q2)5
∆2 κ

3r3+6κ2r2+15κr+15
15 e−κr

Tabelle 2.3: Verschiedene Modellfunktionen SKW (q) (2.8) für den stati-
schen Strukturfaktor im Kleinwinkelbereich mit den dazugehörigen Dichte-
Dichte- Korrelationsfunktionen G(r) für ν = 4, ..., 10. K(ν−3)/2(x) ist die
Bessel- Funktion 2. Art n- ter Ordnung.
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Abbildung 2.4: Statischer Strukturfaktor S(q) in Abhängigkeit von der Wellen-
zahl q (q ist skaliert auf die reziproke Korrelationslänge κ) und Dichte- Dichte-
Korrelationsfunktion G(r) (r skaliert auf 1/κ) gem. (2.8), ∆2 gem. (2.9) und
Tabelle ( 2.3).
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2.2 Statischer Strukturfaktor im kurzwelligen Bereich, Zusammen-
hang mit der radialen Verteilungsfunktion

Messungen der Röntgen-und Neutronenstreuintensität mittels der „variable-2θ-Methode“ermöglichen
die Bestimmung des statischen Strukturfaktors S (q) im Bereich q . 20Å−1. Weitergehende Messun-
gen im Bereich q . 40Å−1 werden mit Hilfe der „variable-λ-Methode“ durchgeführt [114]. S (q) kann
als Summe von Einzelpeaks bei qi anhand der Modellfunktion

S (q) ∼
X
i

fi (∆qi)
³
(qi − q)2 + (∆qi)2

´−ν
2

(2.11)

dargestellt werden,wobei fi (∆qi) die Intensität des i- ten Maximums (in Abhängigkeit von der Breite
∆qi) bedeutet. Diese Art der Darstellung ist in Abb. 2.5 am Beispiel von Mg70Zn30 für die ersten
zwei Maxima dargestellt.
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Abbildung 2.5: Darstellung von S(q) [115] im kurzwelligen Bereich (0.6Å−1 .
q . 7.2Å−1) als Summe von Einzelpeaks gem. (2.11). Dargestellt sind die Fit-
Ergebnisse der ersten zwei ausgeprägten Maxima sowie deren Summe.
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Material ∆q[Å−1] q1[Å−1] ν
Mg70Zn30 [115] 0.23 2.66 2.44
ZnCl2 [116] 0.07 2.13 0.58
Ni35Zr35Hf30 [117] 0.36 2.65 3.37
Ni35Zr65 [117] 0.29 2.67 2.52
Ni35Zr65 [117] 0.19 2.66 1.18
Ni67Zr33 [85] 0.3 3.07 2.3
Ti84Si16 [118] 0.21 2.81 2.34
Ni80P20 [118] 0.25 3.23 1.98
α-Fe [119] 0.40 3.08 3.23
α-Ni [119] 0.36 3.08 2.32
Fe75P15C10 [80] 0.11 3.08 0.79

Tabelle 2.4: Fitparameter für die Meßergebnisse des ersten scharfen Peaks
des statischen Strukturfaktors aus Neutronen- und Röntgenstreuexperi-
menten an amorphen Festkörpern und Ferromagneten anhand der Modell-
funktionen (2.11). (∆q = ∆q1)
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Abbildung 2.6: Meßdaten und Fits des statischen Strukturfaktors im kurzwelli-
gen Bereich (1.5Å−1 . q . 4.0Å−1) für die in Tabelle 2.4 aufgeführten amorphen
Festkörper.
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In Abb. 2.6 ist der statische Strukturfaktor Skw (q) im Bereich 1Å−1 . q . 5Å−1 für eine Reihe
amorpher Festkörper und amorphe Ferromagnete (aus Tabelle 2.4) dargestellt. In diesem q-Bereich
liegt der erste scharfe Peak im statischen Strukturfaktor (FSDP) für die aufgeführten Materialien. Die
Fits des FSDP für die in Abb. 2.6 (links) dargestellten Meßkurven anhand der Modellfunktion

Skw (q) ∼
³
(q1 − q)2 + (∆q)2

´− ν
2

ergeben die in Tabelle (2.4) aufgelisteten Werte für die Parameter q1, ∆q und ν. Abb. 2.6 zeigt die
Meßergebnisse mit den resultierenden Fitfunktionen.

Der statische Strukturfaktor kann mittels Modellrechnungen bestimmt werden. So folgt in einer
molekulardynamischen Simulationsrechnung für die amorphe Legierung Mg70Zn30 aus der radialen
Verteilungsfunktion g (r) der statische Strukturfaktor S (q) in guter Übereinstimmung mit den Meß-
ergebnissen [35].

Der FSDP verhält sich in amorphen Systemen wie ein „verschmierter Bragg-Reflex“ und ermöglicht
die „diffuse Umklapp-Streuung“ kurzwelliger Elementaranregungen.



Kapitel 3

Langwellige Elementaranregungen

Es werden die Auswirkungen langreichweitiger Inhomogenitäten auf langwellige Phononen und Magno-
nen untersucht. Aus dem verbesserten Matsubara-Kaneyoshi-Formalismus (MKF) für Magnonen und
für Phononen in amorphen Festkörpern erhält man die Dämpfung und die Selbstenergie-Renormierung
der Elementaranregungen. Für Magnonen und Phononen mit Wellenzahlen größer als die reziproke
charakteristische Korrelationslänge κ der Inhomogenitäten erhält man eine scheinbare Gap-Energie
EG. Die Zustandsdichte D(m) (E) für Magnonen und D(ph) (ω) für Phononen wird aus der Spur

der strukturgemittelten Greenfunktionen
D
G
(m)
~q~q 0 (E)

E
und

D
G
(ph)
~q~q 0 (ω)

E
der Magnonen und Phononen

berechnet. Man erhält eine Erhöhung der Magnonen-und Phononen-Zustandsdichte für niederenerge-
tische Zustände sowohl durch die Inhomogenitäten als auch durch Magnon-bzw. Phonon-Amorphonen,
eine neue Art von Elementaranregungen in amorphen Festkörpern. Die Erhaltung der Gesamtzahl der
Zustände ist genau dann gewährleistet, wenn sowohl die Veränderung der Zustandsdichte aufgrund
der Renormierung und der Inhomogenitäten als auch die Amorphonen- Zustände berücksichtigt wer-
den. Die räumliche Korrelation der Amorphonen wird untersucht. Es folgt, daß für kleine Energien
(E ¿ D κ2 bzw. ~ω ¿ ~uκ) die Amorphonen an den Inhomogenitäten lokalisiert sind. Alternativ
zum MKF wird für langwellige Magnonen die Renormierung und Dämpfung aus einer elementaren
quantenmechanischen Theorie berechnet. Schließlich wird die Wärmeleitfähigkeit κ bzw. der Wär-
mewiderstand % der Magnonen und Phononen berechnet.

3.1 Magnonen in amorphen Ferromagneten

3.1.1 Matsubara-Kaneyoshi-Formalismus für Magnonen

Wir untersuchen amorphe Ferromagnete auf der Grundlage des Heisenberg-Modells :bH = −
X
i,j

Iij
b~Sib~Sj − µBg BX

i

bSzi (3.1)

mit dem Spin-Operator des i-ten Atoms,b~Si und dem Austausch-Integral zwischen i-tem und j-tem
Atom, Iij sowie dem Landé-Faktor g und dem Bohr’schen Magneton µB. (Das B-Feld lassen wir im
folgenden gegen 0 gehen.)

Aus der retardierten Greenfunktion

Gij(t) = −iθ(t)
hcS+i (t), cS−j (0)i

= −iθ(t)
Spur

n³
ei
bHtcS+i e−i bHtcS−j − cS−j ei bHtcS+i e−i bHt´ e−β bHo

Spur
n
e−β bHo

≡
DDcS+i (t), cS−j (0)EE (3.2)

25
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mit den Spin-Flip -Operatoren cS±i = cSxi ± icSyi erhält man (wir beschränken uns im folgenden auf
S = 1

2) die Selbstenergie und Zustandsdichte der Magnonen in bekannter Weise.
Durch Differentiation der Greenfunktion (3.2) nach der Zeit und unter Verwendung der Fourier-

Transformation

Gij(E) =
DDcS+i , cS−j EE ≡ 1

2π

Z ∞

−∞
dtGij(t)e

iEt (3.3)

gewinnt man die Bewegungsgleichung für die Greenfunktion

EGij(E) = 2~δijSzi + 2
X
l

Iil

³DDcSzl cS+i ; cS−j EE− DDcSzi cS+l ; cS−j EE´ (3.4)

In Tjablikow-Näherung [120] vernachlässigt man die Fluktuationen von Szi :DDcSzl cS+i , cS−j EE ≈ Szl DDcS+i , cS−j EE (3.5)

wobei Szl den quantenstatistischen Mittelwert von
cSzl bedeutet. Im allgemeinen werden ebenfalls die

Strukturfluktuationen von Szl vernachlässigt, d.h.

Szl

DDcS+i , cS−j EE ≈ ­Sz®DDcS+i , cS−j EE (3.6)

Diese zusätzliche Näherung für den amorphen Fall ist konsistent mit der Tjablikow-Näherung. Die
Operation h...i bezeichnet die Strukturmittelung. Die Bewegungsgleichung für die Greenfunktion (3.4)
lautet damit:

EGij(E) = 2δij
­
Sz
®
+ 2

­
Sz
®X

l

Iil (Gij(E)−Glj(E)) (3.7)

In Tief-Temperatur-Näherung folgt 2
­
Sz
® ≈ 1 (für S = 1

2).

Gleichung (3.7) wird einer doppelseitigen Fourier-Transformation
³
1
N

P
i,j e

−i~q~ri ...ei~q 0~rj
´
unterzo-

gen:

EG~q~q 0(E) = ρ(~q − ~q 0) + V

N

Z
d3k

(2π)3

³
I(~q − ~k)− I(~k)

´
ρ(~q − ~k)G~k~q 0(E) (3.8)

wobei

G~q~q 0(E) ≡ 1

N

X
i,j

e−i~q~riGij(E)ei~q
0~rj (3.9)

bedeutet und

Ilm ≡ V

N

Z
d3k

(2π)3
I(~k)e−i~k(~rl−~rm), (3.10)

mit dem Probenvolumen V und der Zahl der magnetischen Atome N , verwendet wurden [1].
Die Funktion ρ(~q − ~q 0) (2.1) wird in ihren Mittelwert und die strukturbedingten Fluktuationen

(Strukturfluktuationen) aufgespalten (2.2) [24]. Gleichung (3.8) geht nach Strukturmittelung bei Be-
achtung von hρa(~q − ~q 0)i = 0 über in :

(E − ε(q))
­
G~q~q 0(E)

®
=

(2π)3N

V
δ(~q − ~q 0) (3.11)

+
V

N

Z
d3k

(2π)3

³
I(~q − ~k)− I(~k)

´D
ρa(~q − ~k)G~k~q 0(E)

E
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Dabei wurde I(0)− I(~q) = ε(~q) gesetzt. Gleichung (3.11) enthält den AusdruckD
ρa(~q − ~k)G~k~q 0(E)

E
, der zunächst unbekannt ist. Multipliziert man Gleichung (3.8) mit ρa(~k1 − ~q)

und führt wiederum die Strukturmittelung durch, so tritt die nächsthöhere OrdnungD
ρa(
~k1 − ~q)ρa(~q − ~k)G~k~q 0(E)

E
auf. Es entsteht eine unendliche Gleichungshierarchie als Konsequenz

der amorphen Struktur. Die einfachste nichttriviale Näherung ([1], [24], [98]) erhält man, indem man:D
ρa(
~k1 − ~q)ρa(~q − ~k)G~k~q 0(E)

E
≈
D
ρa(
~k1 − ~q)ρa(~q − ~k)

ED
G~k~q 0(E)

E
(3.12)

setzt 1. Dabei gilt [1], [24]:D
ρa(~k1 − ~q)ρa(~q − ~k)

E
= S(~q − ~k)(2π)

3N

V
δ(~q − ~k1), (3.13)

wobei S(~q) der statische Strukturfaktor ist.
Man erhält somit für die strukturgemittelte Greenfunktion in (~q, ~q 0)-Darstellung [1], [24]:

­
G~q~q 0(E)

®
=
(2π)3N

V
δ(~q − ~q 0)


1 + V

N

R
d3k
(2π)3

ε(~k)−ε(~q−~k)
E−ε(~k) S(~q − ~k)

E − ε(~q)− V
N

R
d3k
(2π)3

(ε(~k)−ε(~q−~k))(ε(~q)−ε(~q−~k))
E−ε(~k) S(~q − ~k)

 . (3.14)

3.1.2 Verbesserung des Formalismus für Magnonen

Im ursprünglichen Matsubara-Kaneyoshi-Formalismus wird die vollständige Fouriertransformierte des
Austausch-Integrals I(~r)verwendet

I(~q) =

Z
d3r I(~r) e−i~q~r , (3.15)

die allerdings noch keine Strukturinformationen enthält [24]. Erst in erster Näherung für die Green-
funktion erhält man in diesem Formalismus die Magnonen-Energie in quasi-kristalliner Näherung.

Günstiger ist es, Gleichung (3.10) mit ei~q(~rl−~rm) zu multiplizieren und über ~rl und ~rm abzusum-
mieren [1], [98]. Mit der bekannten Ersetzung (vgl.(2.3)):*

1

N

X
l,m

e
i(~q−~k)(~rl−~rm)

+
= δ

~q~k
+ S(~q − ~k) (3.16)

erhält man nach Strukturmittelung :

I(~q) = I0(~q)− V
N

Z
d3k

(2π)3
I(~k)S(~q − ~k) (3.17)

mit

I0(~q) ≡
*
1

N

X
l,m

Ilme
i~q(~rl−~rm)

+
=
N

V

Z
d3r g(~r)I(~r) e−i~q~r (3.18)

mit g(~r) als der radialen Verteilungsfunktion.

1Die Behandlung der höheren Ordnungen ist in [16] und [24], oder auch [41], [91] (für Phononen) erwähnt. Insbesondere
in [16] werden die Ausdrücke höherer Ordnung für die Selbstenergie iterativ behandelt
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Auf diese Weise liefert bereits I0(~q) die quasi-kristalline Näherung, in der die Nahordnung der ma-
gnetischen Atome als wichtige Strukturinformation enthalten ist. Die Integralgleichung (3.17) kann
man somit folgendermaßen interpretieren: Die Nahordnung ist in I0(~q) bereits enthalten. Es wird im

weiteren die k-Integration durchweg auf die Debye-Kugel

Ã
k ≤ qD = 3

r
6π2

N

V

!
beschränkt, um die

korrekte Zahl der Freiheitsgrade zu berücksichtigen. Beschreibt man ein homogenes (quasi-kristallines)
magnetisches Kontinuum mit schwachen, ausgedehnten Inhomogenitäten, so wird über S(~k) dann nur
noch der Einfluß räumlich ausgedehnter Inhomogenitäten mit einer charakteristischen Länge κ−1 deut-
lich größer als der mittlere Abstand der Atome berücksichtigt. Diese Interpretation ist insbesondere für
den langwelligen Bereich, auf den wir uns in diesem Kapitel beschränken, zutreffend, für den Dichte-
Dichte-Korrelationslängen von 10− 1000 Å typisch sind, wie in Abschnitt (2.1)dargestellt ist. Da der
Beitrag des Integrals in (3.17) außerdem relativ gering ist (S(~q) ∼ ∆2), kann man die Integralgleichung
(3.17) iterativ lösen.

I(~q) ≈ I0(~q)− V
N

Z
d3k

(2π)3
I0(~k)S(~q − ~k) (3.19)

Wir erhalten somit als nullte Näherung für die Magnonen-Energie

ε0(~q) = I0(0)− I0(~q), (3.20)

die bereits die quasi-kristalline Näherung darstellt. Unter Annahme der Isotropie von I(~r) und g(~r)
erhält man für die Magnonen-Energie im langwelligen Bereich (kleine q):

ε0(q) = D0 q
2 (3.21)

mit der Stiffnesskonstanten D0 =
2π

3

N

V

Z ∞

0
dr r4I(r) g(r) in quasi-kristalliner Näherung und aus den

Gleichungen (3.19) und (3.20) :

ε(~q) =
¡
1−∆2¢D0q2 (3.22)

mit der relativen mittleren quadratischen Dichtefluktuation∆2 (vgl.(2.7)) in verbesserter quasi-kristal-
liner Näherung. Gleichung (3.22) verwenden wir als Start-Näherung in der Bewegungsgleichung für die
Greenfunktion

­
G~q~q 0(E)

®
(3.14). Diesen Zugang bezeichnen wir als verbesserten Matsubara-Kaneyo-

shi-Formalismus. ε(q) enthält bereits wesentliche Struktureigenschaften der amorphen Ferromagneten:
die Nahordnung, die über g (r) in D0 berücksichtigt wird und die „Fernordnung“, die über S (q)) zu
einer ersten Renormierung von ε (q), proportional zur mittleren quadratischen Dichtefluktuation ∆2,
führt.

3.1.3 Dämpfung langwelliger Magnonen

Die Pole der Greenfunktion (3.14) liefern die Magnonen-Energie. Sie sind nach (3.14) durch:

E = ε(~q) +
V

N

Z
d3k

(2π)3

³
ε(~k)− ε(~q − ~k)

´³
ε(~q)− ε(~q − ~k)

´
E − ε(~k)

S(~q − ~k) (3.23)

gegeben, jedoch mit ε(~q) = D0q2(1 −∆2) in verbesserter quasi-kristalliner Näherung für langwellige
Magnonen.
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Setzt man im Nenner des Integrales in (3.23) näherungsweise E ≈ ε(~q) , so folgt mit der Identität³
ε(~q)− ε(~q − ~k)

´³
ε(~k)− ε(~q − ~k)

´
=
³
ε(~k)− ε(~q − ~k)

´2
+
³
ε(~k)− ε(~q − ~k)

´³
ε(~q)− ε(~k)

´
für die Magnonen-Energie [1] :

E = ε(~q) +
V

N

Z
d3k

(2π)3

³
ε(~k)− ε(~q − ~k)

´2
ε(~q)− ε(~k)

S(~q − ~k) + V

N

Z
d3k

(2π)3

³
ε(~k)− ε(~q − ~k)

´
S(~q − ~k). (3.24)

Das zweite Integral in (3.24) kann direkt berechnet werden, indem man Gl. (3.22) für langwellige
Magnonen benutzt:

V

N

Z
d3k

(2π)3

³
ε(~k)− ε(~q − ~k)

´
S(~q − ~k) = ε(~q)∆2 (3.25)

Man erhält für Gl. (3.24) :

E = ε(~q)
¡
1 +∆2

¢
+
V

N

Z
d3k

(2π)3

³
ε(~k)− ε(~q − ~k)

´2
ε(~q)− ε(~k)

S(~q − ~k) (3.26)

Mit Hilfe der Dirac-Formel

lim
η→0

1

ε(~q)− ε(~k) + iη
→ P 1

ε(~q)− ε(~k)
− iπδ(ε(~q)− ε(~k)) (3.27)

(mit η > 0 für retardierte Greenfunktionen) läßt sich das Integral in (3.26) in Real-und Imaginärteil
aufteilen. Der Realteil führt zu einer Renormierung der Magnonen-Energie und der Imaginärteil zu
einer Dämpfung Γ(m) (q) der Magnonen infolge der langreichweitigen Dichte-Fluktuationen, die im
Kleinwinkelanteil von S(q) enthalten sind.

Es folgt für die Magnonen-Dämpfung :

Γ(m)(q) =
V

N

Z
d3k

(2π)3

³
ε(~k)− ε(~q − ~k)

´2
S(q − ~k)

³
πδ(ε(~q)− ε(~k))

´
=

V

8πN
D0(1−∆2)q5

Z 1

−1
dx (2x− 1)2 S(q√2− 2x) (3.28)

woraus sich für die Dämpfung Γ(m)(q) allgemein sowie für die Grenzfälle für q À κ und q ¿ κ die in den
Tabellen (3.1) und (3.2) aufgeführten Ausdrücke ergeben. Für q ¿ κ ist die Dämpfung proportional
zu q5, unabhängig von der speziellen Wahl der Modell-Funktion für den Strukturfaktor. Dieses q5-
Gesetz entspricht der magnetischen Rayleigh-Streuung (vgl. Abschnitt 3.5.1), bei der sehr langwelliger
Magnonen an den Dichte-Dichte-Fluktuationen wie an Punktdefekten gestreut werden [65]. Dieses Er-
gebnis ist in Übereinstimmung mit z.B., Medvedev [23], Edwards und Jones [12] und Ignatchenko und
Ishakov [22]. Für q À κ folgt dagegen stets eine q3-Proportionalität, wiederum in Übereinstimmung
mit Ignatchenko und Ishakov [22]. Die meisten Autoren beschränken sich jedoch entweder auf den
Bereich kleinerbzw. großer q oder auf spezielle Näherungen für den statischen Strukturfaktor. Abbil-
dung 3.1 gibt die DämpfungΓ(m) (q) für ν = 4, .., 10 ; Tabelle 3.1, aufgetragen in Abhängigkeit von

der reduzierten Wellenzahl
³ q
κ

´
in doppelt-logarithmischer Darstellung zusammen mit den asympto-

tischen Näherungen für q ¿ κ (ν = 4) und für q À κ (ν = 10) wieder. Die Magnonen-Dämpfung zeigt



30 3 Langwellige Elementaranregungen

einem recht scharfen Übergang von der charakteristischen q5-Abhängigkeit im Grenzbereich kleiner q
zur q3-Abhängigkeit im Bereich bereits unterhalb der reziproken charakteristischen Korrelationslänge
κ.

ν Γ(m)(q)
£
D0(1−∆2)

¤
4 ∆2

µ
2q(q4 + 6q2κ2 + 2κ4)

κ(4q2 + κ2)
− κ

q
(q2 + κ2) ln(

4q2 + κ2)

κ2
)

¶
5 ∆2π

Ã
q4 − 4q2κ2 − 8κ4

4qκ
− κ2(71q4 + 52q2κ2 + 8κ4)

4q(4q2 + κ2)
3
2

!
6 ∆2

µ
8q(q2 + κ2)(2q4 − 5q2κ2 − κ4)

κ(4q2 + κ2)2
+
2κ3

q
ln(
4q2 + κ2

κ2

¶
7 ∆2π

Ã
3q4 − 4q2κ2 + 8κ4

8qκ
− κ4(203q4 + 76q2κ2 + 8κ4)

8q(4q2 + κ2)
5
2

!
8 ∆2

µ
16q5(16q4 − 4q2κ2 + 7κ4)

3κ(4q2 + κ2)3

¶
9 ∆2π

Ã
15q4 − 12q2κ2 + 8κ4

32qκ
− κ6(407q4 + 100q2κ2 + 8κ4)

32q(4q2 + κ2)
7
2

!
10 ∆2

µ
128q5(48q6 + 16q4κ2 + 2q2κ4 + 7κ6)

15κ(4q2 + κ2)4

¶
Tabelle 3.1: Analytische Ausdrücke für die Dämpfung Γ(m)(q) nach Gl.
(3.28), wobei für den statischen Strukturfaktor die Modellfunktionen (2.8)
mit (2.9) und ν = 4, .., 10 verwendet wurden.

ν Γ(m)(q)
£
D0(1−∆2)

¤
für q ¿ κ Γ(m)(q)

£
D0(1−∆2)

¤
für q À κ

4 ∆2 14
3κ3
q5 ∆2 12κq

3

5 ∆2 7π
2κ3
q5 ∆2 π

4κq
3

6 ∆2 56
3κ3
q5 ∆2 1κq

3

7 ∆2 35π
4κ3
q5 ∆2 3π8κq

3

8 ∆2 112
3κ3
q5 ∆2 43κq

3

9 ∆2 245
16κ3

q5 ∆2 15π32κq
3

10 ∆2 896
15κ3

q5 ∆2 85κq
3

Tabelle 3.2 Γ(m)(q) für die Grenzfälle q ¿ κ und q À κ für ν = 4, .., 10.
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Abbildung 3.1: Dämpfung Γ(m)(q) langwelliger Magnonen gem. (3.28) für die
Modellfunktionen für den statischen Strukturfaktor gem. (2.8) mit (2.9) und ν =
4, .., 10 (s.a. Tab. 3.1) über q/κ. Die Grenzfälle q ¿ κ für ν = 10 (magnetische
Rayleigh- Streuung) und q À κ für ν = 4 sind hinzugefügt.

3.1.4 Selbstenergie-Renormierung

Für den Realteil der Selbstenergie der Magnonen folgt aus Gleichung (3.26):

E = ε(~q)
¡
1 +∆2

¢
+
V

N
P
Z

d3k

(2π)3

³
ε(~k)− ε(~q − ~k)

´2
ε(~q)− ε(~k)

S(~q − ~k), (3.29)

wobei P den Hauptwert des Integrals bezeichnet. Es folgt :

V

N
P
Z

d3k

(2π)3

³
ε(~k)− ε(~q − ~k)

´2
ε(~q)− ε(~k)

S(~q − ~k) = ε(~q)

 V

4π2N

Z 1

−1
dx

Z
k≤qD

dkk2
(2kx− q)2
q2 − k2 S

³p
q2 + k2 − 2qkx

´
≡ ε(~q)R(m)(~q) (3.30)

mit ε(q) = Dq2 für langwellige Magnonen. Die Magnonen-Energie (3.29) unter Berücksichtigung von
(3.25) bis zur Ordnung ∆2, lautet dann

E = D0q
2
³
1 +R(m)(~q)

´
. (3.31)

Für die Modellfunktionen für den statischen Strukturfaktor (2.8), mit (2.9) mit ν = 4, ..., 10
konvergiert das Integral in (3.30) hinreichend schnell, so daß die Integration in (3.30) von k = 0 bis
k = ∞ durchgeführt werden kann. Die Ergebnisse und die Grenzfälle für q ¿ κ und q À κ sind in
den Tabellen 3.3 und 3.4 aufgelistet. Unabhängig vom Exponenten ν folgt für die Renormierung der
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Stiffnesskonstanten für q ¿ κ :

R(m)(q) = −4
3
∆2; q ¿ κ.

Für q À κ folgt unabhängig von ν :

R(m)(q) −→ −9
4
∆2.; q À κ.

Dies gilt auch für ν & 3.4. Abbildung 3.2 zeigt R(m) (q) aus Tabelle 3.3. R(m) (q) gem. Gl.(3.30) für
ν = 3.4, ..., 4 bei numerischer Integration ist in Abb. 3.3 dargestellt. In beiden Abbildungen ist q auf
die reziproke charakteristische Korrelationslänge κ skaliert (κ ist im allgemeinen sehr viel kleiner als
qD, siehe Tabelle 2.2). Die Insets sind Vergrößerungen für den q-Bereich 0 ≤ q ≤ 2κ. Für q ' κ folgt
eine stärkere q-Abhängigkeit von R(m)(q). In diesem q-Bereich liegt bereits die q3-Abhängigkeit der
Dämpfung Γ(m) (q) (3.28) vor.

Die Resultate in Tabelle 3.3 sowie in Abbn. 3.2 und 3.3 zeigen eine Verringerung der Stiffnes-
skonstanten, im Vergleich zur üblichen quasi-kristallinen Näherung, aufgrund der Strukturfluktuatio-
nen.Diese Renormierung wurde qualitativ innerhalb des MKF bereits gezeigt [1]. Allgemeiner folgt
eine Verringerung der Energie langwelliger Magnonen durch Strukturfluktuationen unter Verwendung
des Boguljubow-Theorems für die freie Energie [1], [13], [17]. Es liegt hier somit ein spezielles Beispiel
dieser allgemeinen Eigenschaft vor.
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Abbildung 3.2: Renormierung R(m)(q) langwelliger Magnonen gem. (3.30) für
die Modellfunktionen für den statischen Strukturfaktor gem. (2.8) mit (2.9) und
ν = 4, .., 10 (analytische Integration) (s.a. Tab. 3.3) über q/κ. Die Renormierung
startet für alle Modellfunktionen bei R(m)(q → 0) = − 4

3
∆2 und strebt für große

Wellenzahlen (q À κ, q ¿ qD gegen R(m)(q À κ) = − 9
4
∆2. Die „Ausschnitts-

vergrößerung “zeigt die stärkere q- Abhängigkeit für q ≈ κ.
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Abbildung 3.3: Renormierung R(m)(q) langwelliger Magnonen gem. (3.30) für
die Modellfunktionen für den statischen Strukturfaktor gem. (2.8) mit (2.9) und
ν = 3.4, .., 4.0 (numerische Integration) über q/κ. Die Renormierung startet für
alle Modellfunktionen bei R(m)(q → 0) = − 4

3
∆2 und strebt für große Wellenzah-

len (q À κ, q ¿ qD gegen R(m)(q À κ) = − 9
4
∆2. Die „Ausschnittsvergrößerung

“zeigt die stärkere q- Abhängigkeit für q ≈ κ.



34 3 Langwellige Elementaranregungen

ν R(m)(q)

4 −∆2
Ã
9q5 − 4πq4κ+ 16q3κ2 − 5πq2κ3 + 4qκ4 − πκ5

q3(4q2 + κ2)
+
2κ
¡
q2 + κ2

¢
q3

arctan

µ
κ

2q

¶!

5 −∆2
Ã
9q4 + 32q2κ2 + 8κ4

q2 (4q2 + κ2)
− κ2

¡
71q4 + 52q2κ2 + 8κ4

¢
4q3 (4q2 + κ2)

3
2

ln

Ã
4q2 + κ2 + 2q

p
4q2 + κ2

4q2 + κ2 − 2q
p
4q2 + κ2

!!

6 −∆2
Ã
36q7 − 53q5κ2 + 32πq4κ3 − 52q3κ4 + 16πq2κ5 − 8qκ6 + 2πκ7

q3 (4q2 + κ2)2
− 4κ

3

q3
arctan

µ
κ

2q

¶!

7 −∆2
Ã
72q6 − 35q4κ2 − 52q2κ4 − 8κ6

2q2 (4q2 + κ2)2
+

κ4
¡
203q4 + 76q2κ2 + 8κ4

¢
8q3 (4q2 + κ2)

5
2

ln

Ãp
4q2 + κ2 + 2qp
4q2 + κ2 − 2q

!!

8 −∆2
Ã
432q6 + 40q4κ2 + 71q2κ4 + 4κ6

3 (4q2 + κ2)
3

!

9 −∆2
Ã
1152q8 + 296q6κ2 − 7q4κ4 − 68q2κ6 − 8κ8

8q2 (4q2 + κ2)
3 +

κ6
¡
407q4 + 100q2κ2 + 8κ4

¢
32q3 (4q2 + κ2)

7
2

ln

Ãp
4q2 + κ2 + 2qp
4q2 + κ2 − 2q

!!

10 −∆2
Ã
8640q8 + 5232q6κ2 + 644q4κ4 + 481q2κ6 + 20κ8

15 (4q2 + κ2)4

!

Tabelle 3.3:Renormierung R(m)(q) gem. Gl (3.30) für ν = 4, .., 10.

ν R(m)(q) für q À κ

4 −9∆2

4 + ∆2πκ
q − 71∆2κ2

16q2

5 −9∆2

4 − 119∆2κ2

16q2
+ 71∆2κ2

32q2
ln
³
16q2

κ2

´
6 −9∆2

4 + 71∆2κ2

16q2

7 −9∆2

4 + 71∆2κ2

32q2

8 −9∆2

4 + 71∆2κ2

48q2

9 −9∆2

4 + 71∆2κ2

64q2

10 −9∆2

4 + 71∆2κ2

80q2

Tabelle 3.4: R(m)(q) für den Grenzfall q À κ für ν = 4, .., 10.
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3.1.5 Scheinbare Magnonen-Gap-Energie

Der Beitrag zur Magnonenenergie (3.31), der aufgrund der Inhomogenitäten entsteht, lautet im Bereich
großer Wellenzahlen näherungsweise (vgl. Tabelle 3.4)

E = D0(1− 9
4
∆2)q2 +E

(m)
G für q À κ (3.32)

Die Magnonen-Energie (3.31) sowie die Näherung (3.32) und D0(1− 9
4∆

2)q2, zum Vergleich, sind
in Abbildung (3.4) für ν = 6 schematisch dargestellt. Für große Wellenzahlen verläuft die Magnonen-
Energie näherungsweise entlang (3.32), um für kleine Wellenzahlen dann in E = 0 überzugehen.
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Abbildung 3.4: Schematische Darstellung der Magnonen-Dispersionsrelation
(3.31) und der Näherung (3.32) für große Wellenzahlen. Die Magnonen-Energie
liefert E = 0 bei q = 0, um sich für große Wellenzahlen an die um die scheinbare
Gap-Energie angehobene Näherung (3.32) anzunähern. Der Ausdruck Dr q

2 ist
zum Vergleich mit (3.32) hinzugefügt.

Für q À κ tritt, zusätzlich zur Renormierung, die scheinbare Gap-Energie E(m)G auf, mit

E
(m)
G = αD0∆

2κ2. (3.33)

Energie- Beiträge dieser Form werden in Greenfunktionen-Theorien üblicherweise als Folge der
Entstehung weiterer Elementaranregungen interpretiert [133]. Hier ist die scheinbare Gap-Energie die
Folge der Entstehung von Kompensationsmagnonen. Diese begleiten die Magnonen und kompensieren
die Abweichungen der amorphen magnetischen Struktur vom homogenen Kontinuum. Die Natur des
so entstehenden „Magnon-dressed Magnon“ wird verdeutlicht durch die Bildung von R(m)(q) aus der
k-Integration in (3.29), die dem Energie-Beitrag eines Wellenpaketes entspricht, welches das Magnon
als „Wolke“ begleitet.

Die Kompensationsmagnonen verschwinden für sehr langwellige Magnonen mit q ¿ κ. In Abb
3.5 ist für ν = 6 der Beitrag q2R(m)(q) sowie seine lineare Extrapolationen über q2 aufgetragen. Die
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Abbildung zeigt auch die linearen Extrapolationen für ν = 6, ..., 10. Zusätzlich sind in Tabelle (3.5)
die analytisch bzw. numerisch (für ν = 4, 5) erhaltenen Ergebnisse für α (3.33) zusammengestellt.

ν α gem. (3.33)
4 (numerisch): 21.865
5 (numerisch): 9.0478
≥ 6 4.4375

ν−5

Tabelle 3.5: Analytisch bzw. numerisch (für ν = 4, 5) erhaltenen Ergeb-
nisse für den Faktor α für die scheinbare Magnonen- Gap- Energie gem.
(3.33).

Für die Modellfunktion (2.8), mit (2.9) für den statischen Strukturfaktor folgt :

E
(m)
G = D0

71κ2

16(ν − 5)∆
2 , ν > 5

Für ν ≤ 5 gilt diese Beziehung nicht mehr. Aus diesem Grunde wird hier das Ergebnis der jeweiligen
numerischen linearen Extrapolation (s. Abb. 3.5) angegeben.
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Abbildung 3.5: Lineare Extrapolation der Änderung (Renormierung) der Ener-
gie langwelliger Magnonen aus dem Bereich großer Wellenzahlen (q À κ) in den
Bereich kleiner Wellenzahlen (q ¿ κ) über q2/κ2 zusammen mit der Energie-
Änderung für ν = 6. Die Extrpolation zeigt das Auftreten einer scheinbaren
Gap- Energie EG = α∆2D0κ

2 infolge der Bildung einer „Wolke“von „Kompensa-
tionsmagnonen“aufgrund der Strukturfluktuationen. Man erkennt, daß für kleine
Wellenzahlen die scheinbare Gap- Energie (und damit auch die Wolke von Kom-
pensationsmagnonen) verschwindet. In der eingefügten Abbildung ist die lineare
Extrapolation für ν = 4, ..., 10 dargestellt.
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3.2 Phononen in amorphen Festkörpern

3.2.1 Matsubara-Kaneyoshi-Formalismus für Phononen

In einkomponentigen amorphen Festkörpern mit Atommasse M sei V µνi,j =
∂2V (|~ri − ~rj |)

∂uµi ∂u
ν
j

die Kraft-

konstante zwischen dem i-ten und dem j-ten Atom mit dem interatomaren Potential V (|~ri − ~rj |)
und mit den Indizes der kartesischen Koordinaten µ und ν. Dann lautet der Hamilton-Operator in
harmonischer Näherung:

bH =
X
i

p̂2i
2M

+
X
i,j
i6=j

X
µ,ν

V µ,νi,j û
µ
i û

ν
j (3.34)

wobei p̂i und ûi den Impulsoperator bzw. die Auslenkung des i-ten Atoms bedeuten. Die retardierte
Greenfunktion in ω-Darstellung

Gµ,νi,j (ω) =

∞Z
−∞

dt eiωt

−iθ (t) Spur
n³
ei
bHtûµi e−i bHtûνj − ûνj ei bHtûµi e−i bHt

´
e−β bHo

Spur
n
e−β bHo

 (3.35)

genügt der Bewegungsgleichung

M~2ω2Gµ,νi,j (ω) = δi,jδµ,ν +
X
l,ν0

¯̄̄
V µ,ν

0
i,l

¯̄̄ ³
Gν0,ν
i,j (ω)−Gν0,ν

l,j (ω)
´
. (3.36)

Die weitere Behandlung erfolgt analog zum Matsubara-Kaneyoshi-Formalismus (MKF), wie er für
Magnonen in amorphen Ferromagneten eingeführt wurde [98]. Durch doppelseitige Fourier-Transfor-

mation

Ã
1
N

P
i,j
e−i~q~ri ...ei~q 0~rj

!
von Gl. (3.36) folgt die Bewegungsgleichung für die Greenfunktion in

(~q, ~q 0)-Darstellung

M~2ω2Gµν~q~q 0 (ω) = ρ
¡
~q − ~q 0¢+ V

N

X
ν0

Z
d3k

(2π)3

³
V µν

0
(~q − ~k)− V µν0(~k)

´
ρ(~q − ~k)Gν0ν

~k~q 0 (ω) (3.37)

(für N Atome im Volumen V ) mit

Gµν~q~q 0 (ω) =
1

N

X
i,j

e−i~q~riGµνi,j (ω) e
i~q 0~rj

und ρ (~q − ~q 0) (Gl. 2.1), sowie ¯̄̄
V µνi,l

¯̄̄
=
V

N

Z
d3k

(2π)3
V µν(~k)ei

~k(~ri−~rl). (3.38)

Die Aufspaltung der Funktion ρ (~q − ~q 0) in ihren Mittelwert und den Anteil der Fluktuation gemäß
(2.2) und nachfolgende Strukturmittelung (3.37) führt zuX

ν0

¡
~2ω2δµν0 − ε2µν0 (q)

¢ D
Gν0ν
~q~q 0 (ω)

E
=

(2π)3N

V
δµνδ (~q − ~q 0) (3.39)

+
V

N

X
ν0

Z
d3k

(2π)3

³
V µν

0
(~q − ~k)− V µν0(~k)

´D
ρa(~q − ~k)Gν0ν

~k~q 0
(ω)
E



38 3 Langwellige Elementaranregungen

mit

ε2µν0 (q) =
³
V µν

0
(0)− V µν0 (~q)

´
. (3.40)

Für sphärisch symmetrische Paarpotentiale entkoppelt die Bewegungsgleichung (3.39) für den longitu-
dinalen Phononen-Zweig ε2L (q) und den zweifach entarteten transversal polarisierten Phononenzweig
ε2T (q) [37]. Die kartesichen Indizes µ und ν können somit ohne Verlust an Klarheit weggelassen werden.

Die weitere Rechnung folgt Abschnitt 3.1.2 und führt schließlich zur strukturgemittelten Phononen-
Greenfunktion in (~q, ~q 0)-Darstellung:

M hG~q,~q 0 (ω)i = (2π)
3
N

V
δ (~q − ~q 0)

1 + V
N

R
d3k
(2π)3

(ε2(~k)−ε2(~q−~k))
~2ω2−ε2(~k) S(~q − ~k)

~2ω2 − ε2 (~q)− V
N

R
d3k
(2π)3

(ε2(~k)−ε2(~q−~k))(ε2(~q)−ε2(~k−~q))
~2ω2−ε2(~k) S(~q − ~k)

(3.41)

Zur Bestimmung der Funktion V (q), wird Gleichung (3.38) mit 1
N e

−i~q(~ri−~rl) multipliziert über ~ri und
~rl absummiert. Die Ersetzung (3.16) liefert eine Integralgleichung für V (~q)

V (~q) = V0 (~q)− V
N

Z
d3k

(2π)3
V (~k)S(~q − ~k) (3.42)

mit

V0 (~q) ≡ 1

N

X
ei~q(~ri−~rj)Vij → 1

V

Z
d3r g (r)

∂2V (r)

∂r2
ei~q~r. (3.43)

Bei sphärischer Symmetrie von V (r) und g (r) folgt aus Gleichung (3.43) die Dispersionsrelation für
langwellige Phononen

ε0 (q) = ~u q, (3.44)

mit u als der Schallgeschwindigkeit für longitudinale

u = uL =

s
2π

15

Z
dr r3g(r) (2V 0 (r) + 3rV 00 (r))

oder transversale

u = uT =

s
2π

15

Z
dr r3g(r) (4V 0 (r) + rV 00 (r))

akustische Phononen [37]. Gleichung (3.40) und (3.42) liefern dann, Abschnitt 3.1.2 folgend, für den
langwelligen Grenzfall

ε2L/T (q) = ~
2u20L/T

¡
1−∆2¢ q2 ≡ ~2u2L/T q2 (3.45)

die verbesserte quasi-kristalline Näherung u2L/T = u20L/T
¡
1−∆2¢, wobei ∆2 (vgl.(2.7)) die relative

quadratische Dichtefluktuation bedeutet. In der weiteren Diskussion wird Gleichung (3.45) als Start-
näherung in der Greenfunktion

­
G~q~q 0 (ω)

®
verwendet.
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3.2.2 Dämpfung langwelliger Phononen

Aus den Polstellen der strukturgemittelten Greenfunktion
­
G~q~q 0 (ω)

®
(3.41) folgt für die Dämpfung

Γ(ph) (q) und die renormierte Energie ε(ph)R (q) langwelliger akustischer Phononen

Γ(ph) (~q) = ± JIm
√
2r

ε2 (~q) (1−∆2) + JRe +
q
(ε2 (~q) (1−∆2) + JRe)2 + J2Im

(3.46)

ε
(ph)
R (~q) = ±

vuutε2 (~q) (1−∆2) + JRe +
q
(ε2 (~q) (1−∆2) + JRe)2 + J2Im
2

(3.47)

mit den Real-und Imaginärteilen JRe, JIm des Integrals im Nenner von
­
G~q~q 0 (ω)

®
:

JRe = ε2(~q)

(
V

4π2N

Z 1

−1
dx

Z
dkk2

(2kx− q)2
q2 − k2 S

³p
q2 + k2 − 2qkx

´)

JIm =
V

8πN
~2u2(1−∆)2q5

Z 1

−1
dx (2x− 1)2 S(q√2− 2x)

Die unterschiedlichen Modellfunktionen für den statischen Strukturfaktor S (q) (2.8), mit (2.9) mit
ν = 4, 5, .. führen zu den in Tabelle (3.6) aufgeführten Ausdrücken für die Dämpfung Γ(ph) (q) der
Phononen. Für die Grenzfälle q ¿ κ bzw. q À κ folgt:

Γ(ph) (q) ∼ q4 q ¿ κ

Γ(ph) (q) ∼ q2 q À κ,

siehe auch Abbildung 3.6 und Tabelle (3.7).

ν Γ(ph) (q)
£
~u∆2

¤
4

q4 + 6q2 + 2κ4

κ (4q2 + κ2)
− κ

¡
q2 + κ2

¢
2q2

arctan

µ
4q2 + κ2

κ2

¶
5

π
¡
q4 − 4q2κ2 − 8κ4¢

8q2κ
+

πκ2
¡
71q4 + 52q2κ2 + 8κ4

¢
8q2 (4q2 + κ2)

3
2

6
4
¡
2q6 − 3q4κ2 − 6q2κ4 − κ6

¢
κ (4q2 + κ2)2

+
κ3

q2
ln

µ
4q2 + κ2

κ2

¶
7

π
¡
3q4 − 4q2κ2 + 8κ4¢

16q2κ
− πκ4

¡
203q4 + 76q2κ2 + 8κ4

¢
16q2 (4q2 + κ2)

5
2

8
8q4

¡
16q4 − 4q2κ2 + 7κ4¢
3κ (4q2 + κ2)3

9
π
¡
15q4 − 12q2κ2 + 8κ4¢

64q2κ
− πκ6

¡
407q4 + 100q2κ2 + 8κ4

¢
64q2 (4q2 + κ2)

7
2

10
64q4

¡
48q6 + 16q4κ2 + 2q2κ4 + 7κ6

¢
15κ (4q2 + κ2)

4

Tabelle 3.6: Dämpfung Γ(ph)(q) für die verschiedenen Modellfunktionen
S(k) (2.8 ) für den statischen Strukturfaktor im Kleinwinkelbereich für
ν = 4, ..., 10.



40 3 Langwellige Elementaranregungen

ν Γ(ph) (q)
£
~u∆2

¤
für q ¿ κ Γ(ph) (q)

£
~u∆2

¤
für q À κ

4 7
3
1
κ3
q4 1

4
1
κq
2

5 7π
4
1
κ3
q4 π

8
1
κq
2

6 28
3
1
κ3
q4 1

2
1
κq
2

7 35π
8

1
κ3
q4 3π

16
1
κq
2

8 56
3
1
κ3
q4 2

3
1
κq
2

9 245π
32

1
κ3
q4 15π

64
1
κq
2

10 448
15

1
κ3
q4 4

5
1
κq
2

Tabelle 3.7: Phononendämpfung Γ(ph)(q) aus Tabelle ( 3.6 ) in den Grenz-
fällen q ¿ κ und q À κ
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Abbildung 3.6: Dämpfung Γ(ph)(q) langwelliger Phononen gem. (3.46) für die
Modellfunktionen für den statischen Strukturfaktor gem. (2.8) mit (2.9) und
ν = 4, .., 10 (s.a. Tab. 3.6) über q/κ. Die Grenzfälle q ¿ κ (magnetische
Rayleigh- Streuung) und q À κ für ν = 10 sind hinzugefügt.

Die q4-Abhängigkeit der Dämpfung für sehr langwellige Phononen bedeutet „Phononen-Rayleigh-
Streuung“. In analoger Weise wie Magnonen ( [98], Abschnitt 3.1.3) werden Phononen mit Wellenlänge
viel größer als die Korrelationslänge 1κ durch die Inhomogenitäten wie durch „Punkt-Defekte“ gestreut
und gedämpft.
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3.2.3 Selbstenergie-Renormierung

Die renormierte Phononen-Selbstenergie εR (~q) (3.47) kann in der Form

εR (~q) = ~u q
³
1 +R(ph) (q)

´
(3.48)

dargestellt werden, mit

R(ph) (q) =
R(m) (q)

2
(3.49)

R(m) (q) siehe Tabelle 3.3.
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Abbildung 3.7: Renormierung R(ph)(q) langwelliger Phononen gem. (3.47) für
die Modellfunktionen für den statischen Strukturfaktor gem. (2.8) mit (2.9) und
ν = 4, .., 10 über q/κ. Die Renormierung startet für alle Modellfunktionen bei
R(ph)(q → 0) = − 2

3
∆2 und strebt für große Wellenzahlen (q À κ, q ¿ qD gegen

R(ph)(q À κ) = − 9
8
∆2. Die „Ausschnittsvergrößerung“ zeigt die stärkere

q- Abhängigkeit für q ≈ κ.

Abbildung 3.7 zeigt R(ph) (q) gemäß (3.49) für ν = 4, ..., 10 anhand der analytischen Ausdrücke
in Tabelle (3.3). In der Abbildungen ist q auf die reziproke charakteristische Korrelationslänge κ
skaliert. κ ist im allgemeinen sehr viel kleiner als qD (siehe Tabelle (2.2)). Die eingezeichneten
kleineren Abbildungen sind „Vergrößerungen“ für den q-Bereich 0 ≤ q ≤ 2κ. Für q ' κ folgt eine
stärkere q-Abhängigkeit von R(ph)(q).
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3.2.4 Scheinbare Phononen-Gap-Energie

Die weitere Diskussion wird für ε2R (q) durchgeführt, um der Bildung von εR (q) (3.47) gerecht zu wer-
den. Zudem werden weitere gemeinsame Eigenschaften der Phononen-und Magnonen-Selbstenergie
verdeutlicht. Die Diskussion folgt dabei im wesentlichen dem Abschnitt 3.1.5 für die scheinbare
Magnonen-Gap-Energie.

Für q À κ tritt, zusätzlich zur Renormierung, eine scheinbare Gap-Energie infolge der langreich-
weitigen Inhomogenitäten, wie sie im langwelligen Bereich von S (q) ihren Niederschlag finden, auf.

Multiplikation der Ausdrücke für R(ph) (q) = R(m)(q)
2 , mit R(m) (q) gemäß Tabelle (3.4), für q > κ mit

~2u2q2 (vgl.(3.47),(3.48)) ergibt näherungsweise

ε2R (q) =
³
E
(ph)
G

´2
+ ~2u2q2 für q > κ

mit

³
E
(ph)
G

´2
= α∆2~2u2κ2 (3.50)

für die scheinbare Gap-Energie E(ph)G . Diese ist die Folge einer ”Wolke” aus Kompensationsphononen,
die auf die selbe Weise wie die Kompensationsmagnonen als Folge der Inhomogenitäten in amorphen
Festkörpern entstehen (vgl. Abschnitt 3.1.5). Die Kompensationsphononen begleiten das Phonon als
Wellenpaket und kompensieren die Abweichungen der amorphen Struktur vom homogenen Kontinu-
um, wobei das Phonon und das Wellenpaket zusammen ein „Phonon-dressed Phonon“ bilden. Die
Kompensationsphononen verschwinden für sehr langwellige Phononen mit q ¿ κ. In Abb. 3.8 sind
für ν = 6, .., 10 die Terme q2R(ph)(q) sowie deren lineare Extrapolationen über q2 aufgetragen. Zu-
sätzlich sind in Tabelle (3.8) die analytisch bzw. numerisch (für ν = 4, 5) erhaltenen Ergebnisse für
die Gap-Energie zusammengestellt.

Für die Modellfunktion (2.8), mit (2.9) für den statischen Strukturfaktor folgt :

³
E
(m)
G

´2
=
71~2u2κ2

32(ν − 5)∆
2 , ν > 5

Für ν ≤ 5 gilt diese Beziehung nicht mehr. Aus diesem Grunde wird hier das Ergebnis der jeweiligen
numerischen linearen Extrapolation (s. Abb.3.8) angegeben.
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Abbildung 3.8: Lineare Extrapolation der Änderung (Renormierung) der Ener-
gie langwelliger Phononen aus dem Bereich großer Wellenzahlen (q À κ) in den
Bereich kleiner Wellenzahlen (q ¿ κ). Die Extrpolation zeigt das Auftreten
einer scheinbaren Gap- Energie mit E2G = α∆2~2u2κ2 infolge der Bildung ei-
ner „Wolke“von „Kompensationsphononen“aufgrund der Strukturfluktuationen.
In der eingefügten Abbildung ist die lineare Extrapolation zusammen mit der
Energie- Änderung dargestellt. Man erkennt, daß für kleine Wellenzahlen die
scheinbare Gap- Energie (und damit auch die Wolke von Kompensationsphono-
nen) verschwindet.

ν α

4 (numerisch): 10.933

5 (numerisch): 4.524

≥ 6 2.2188
ν−5

Tabelle 3.8: Analytisch bzw. numerisch (für ν = 4, 5) erhaltenen Ergeb-
nisse für den Faktor α für die scheinbare Magnonen- Gap- Energie gem.
(3.33).



44 3 Langwellige Elementaranregungen

3.3 Zustandsdichte aus dem Matsubara-Kaneyoshi-Formalismus

3.3.1 Magnonen-Zustandsdichte

Die Magnonen-Zustandsdichte D(m) (E) lautet in üblicher Weise

D(m) (E) = − 1
π
Im
X
~q

D
G
(m)
~q~q (E)

E
, (3.51)

ausgedrückt durch die Spur der strukturgemittelten Magnonen-Greenfunktion
D
G
(m)
~q~q 0 (E)

E
(3.14) in

doppelseitig Fourier-transformierter (~q, ~q 0)-Darstellung für amorphe Ferromagneten. In (3.14) bedeu-
tet S (~q) den statischen Strukturfaktor im langwelligen Bereich und εm(~q) = D0 q

2 die Magnonen-
Selbstenergie in quasi-kristalliner Näherung mit der Stiffnesskonstanten D0. Weiterhin ist (3.23 )

ε̃m (~q) ≡ εm (q) +
V

N

Z
d3k

(2π)3

³
εm(~k)− εm(~q − ~k)

´³
εm (~q)− εm(~q − ~k)

´
εm (~q)− εm(~k)

S(~q − ~k)

= D0

³
1 +R(m) (q)

´
q2 ≡ Dr q2 (3.52)

die renormierte Selbstenergie langwelliger Magnonen mit der renormierten Stiffnesskonstanten Dr
aufgrund der Renormierung R(m) (q) gemäß dem MKF (3.30). Mit Hilfe der Dirac-Formel (3.27)
erhält man aus der retardierten Greenfunktion (3.14) mit (3.51) die Magnonen-Zustandsdichte

D(m) (E) =
V

N

Z
d3q

(2π)3
δ (E − ε̃m (~q)) (3.53)

+
V

N

Z
d3q

(2π)3
δ (E − ε̃m (~q))

V

N
P
Z

d3k

(2π)3
εm(~k)− εm(~q − ~k)

E − εm(~k)
S(~q − ~k)

+
V

N

Z
d3k

(2π)3
δ
³
E − εm(~k)

´ V
N
P
Z

d3q

(2π)3
εm(~k)− εm(~q − ~k)

E − ε̃m (~q)
S(~q − ~k)

In (3.53) bedeutet der erste Summand den Anteil der Magnonen-Zustandsdichte in einem homoge-
nen Kontinuum mit renormierter Stiffnesskonstante Dr (3.52),der zweite Summand ist die Modifikati-
on der Magnonen-Zustandsdichte aufgrund der Inhomogenitäten und der dritte Summand beschreibt
den Anteil zusätzlicher Magnon-Amorphonen-Zustände, die eine Folge der schwachen, ausgedehnten
Inhomogenitäten sind (vgl. [48]).

3.3.2 Phononen-Zustandsdichte

Die Phononen-Zustandsdichte D(ph) (ω) lautet in üblicher Weise (vgl. [121])

D(ph) (ω) = −2ω
π
Im
X
~q

D
G
(ph)
~q~q (ω)

E
, (3.54)

ausgedrückt durch die Spur der strukturgemittelten Phononen-Greenfunktion
D
G
(ph)
~q~q (ω)

E
(3.41) in

doppelseitig Fourier-transformierter (~q, ~q 0)-Darstellung, analog zur Magnonen-Zustandsdichte. In (3.41)
bedeutet εph(~q) = ε(~q) = ~u0q die Phononen-Selbstenergie in quasi-kristalliner Näherung mit der
Schallgeschwindigkeit u0 = u0L/T für longitudinale bzw. transversal polarisierte langwellige akusti-
sche Phononen.
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Weiterhin ist (3.47)

ε̃2ph (~q) ≡ ε2ph (q) +
V

N

Z
d3k

(2π)3

³
ε2ph(

~k)− ε2ph(~q − ~k)
´³

ε2ph (~q)− ε2ph(~q − ~k)
´

ε2ph (~q)− ε2ph(
~k)

S(~q − ~k)

= ~2 u20
³
1 +R(ph) (q)

´2
q2 ≡ ~2u2rq2

für die renormierte Selbstenergie langwelliger Phononen mit der renormierten Schallgeschwindigkeit
ur mit der Renormierung R(ph) (q) (3.48).

Mit Hilfe der Dirac-Formel (3.27) erhält man aus der retardierten Greenfunktion (3.41) mit (3.54)
die Phononen-Zustandsdichte :

D(ph) (ω) = 2ω
V

N

Z
d3q

(2π)3
δ
¡
~2ω2 − ε̃2ph (~q)

¢
(3.55)

+2ω
V

N

Z
d3q

(2π)3
δ
¡
~2ω2 − ε̃2ph (~q)

¢ V
N
P
Z

d3k

(2π)3
ε2ph(

~k)− ε2ph(~q − ~k)
~2ω2 − ε2m(

~k)
S(~q − ~k)

+2ω
V

N

Z
d3k

(2π)3
δ
³
~2ω2 − ε2ph(

~k)
´ V
N
P
Z

d3q

(2π)3
ε2ph(

~k)− ε2ph(~q − ~k)
~2ω2 − ε̃2ph (~q)

S(~q − ~k)

In (3.55) bedeutet der erste Summand den Anteil der Phononen-Zustandsdichte in einem homo-
genen Kontinuum mit renormierter Schallgeschwindigkeit ur, der zweite Beitrag ist die Änderung
der Phononen-Zustandsdichte aufgrund der Inhomogenitäten und der dritte Summand beschreibt den
Anteil zusätzlicher Phonon-Amorphonen-Zustände, die aus den schwachen, ausgedehnten Inhomoge-
nitäten entstehen, analog zu Abschnitt 3.3.2 (vgl. [48]).

3.3.3 Erhaltung der Gesamtzahl der (Magnonen-und Phononen-) Zustände

Für die Gesamtzahl der Magnonen-Zustände, bezogen auf die Teilchendichte der magnetischen Atome
gilt:

Z(m) =

Z
dED(m) (E)

=

Z
dE

V

N

Z
d3q

(2π)3
δ (E − ε̃m (~q))

+

Z
dE

V

N

Z
d3q

(2π)3
δ (E − ε̃m (~q))

V

N
P
Z

d3k

(2π)3
εm(~k)− εm(~q − ~k)

E − εm(~k)
S(~q − ~k)

+

Z
dE

V

N

Z
d3k

(2π)
3 δ
³
E − εm(~k)

´ V
N
P
Z

d3q

(2π)
3

εm(~k)− εm(~q − ~k)
E − ε̃m (~q)

S(~q − ~k)

=
V

N

Z
d3q

(2π)3

+
V

N

Z
d3q

(2π)3
V

N
P
Z

d3k

(2π)3
εm(~k)− εm(~q − ~k)
ε̃m (~q)− εm(~k)

S(~q − ~k)

+
V

N

Z
d3k

(2π)3
V

N
P
Z

d3q

(2π)3
εm(~k)− εm(~q − ~k)
εm(~k)− ε̃m (~q)

S(~q − ~k)

=
V

N

Z
d3q

(2π)
3 = 1
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In analoger Weise erhält man für die Gesamtzahl Z(ph) der Phononen-Zustände einer Polarisati-
onsrichtung, bezogen auf die Teilchendichte

Z(ph) =

Z
dωD(ph) (ω) =

Z
dω2

D(ph) (ω)

2ω

=
V

N

Z
d3q

(2π)3
= 1,

mit der Substitution dω → 1
2ωdω

2 und D(ph) (ω) aus (3.55). Die Erhaltung der Gesamtzahl der
Phononen-und Magnonen-Zustände ist somit genau dann gewährleistet, wenn sowohl der Amorphonen-
Anteil als auch der durch die Inhomogenitäten modifizierte Anteil der Zustandsdichte berücksichtigt
werden.

3.3.4 Amorphonen

In der weiteren Diskussion werden die Magnonen-und Phononen-ZustandsdichteD(m) (E) bzw.D(ph) (ω)
gemeinsam behandelt. Dabei werden die Substitutionen

E ≡ Drq2E
für Magnonen und

ω ≡ urqE
für Phononen verwendet, mit qE als der Wellenzahl von Magnonen mit der Energie E und von Pho-
nonen mit der Kreisfrequenz ω. Indem man die Zustandsdichte im homogenen (quasi-kristallinen)
Kontinuum absepariert, können die Änderungen der Magnonen- und der Phononen-Zustandsdichte
somit vollkommen analog beschrieben werden.

Man erhält für die Magnonen- Zustandsdichte, unter Verwendung von ε̃m (~q) = D0q2
¡
1 +R(m) (q)

¢
in (3.53), mit der quasi-kristallinen Stiffnesskonstanten D0 :

D(m) (qE) = D
(m)
H0 (qE) (1 + dR (qE) + dI (qE) + dA (qE))

≡ D
(m)
H0 (qE) +∆D

(m) (qE) . (3.56)

Für die Phononen-Zustandsdichte ist bei der Bildung von ε̃2ph (~q) = ~2 u20q2
¡
1 +R(ph) (q)

¢2
in (3.55)

die Beziehung (3.47) bzw. Gl. (3.49) zu berücksichtigen. Es folgt ε̃2ph (~q) = ~2 u20 q2
¡
1 +R(m) (q)

¢
mit

der quasi-kristallinen Schallgeschwindigkeit u0 und für die Phononen-Zustandsdichte :

D(ph) (qE) = D
(ph)
H0 (qE) (1 + dR (qE) + dI (qE) + dA (qE))

≡ D
(ph)
H0 (qE) +∆D

(ph) (qE) . (3.57)

Dabei bedeuten D(m)H0 (qE) ≡ 3
D0 q2D

qE
qD
und D(ph)H0 (qE) ≡ 3

~ u0 qD
q2E
q2D
die Zustandsdichte für langwel-

lige Magnonen und akustische Phononen in einem homogenen (quasi-kristallinen) Kontinuum und
∆D(m) (qE) bzw ∆D(ph) (qE) die entsprechenden Änderungen der Zustandsdichte.

Die relativen Beiträge zur Änderung der Zustandsdichten in den Gln.(3.56,3.57) sind die Modifi-
kation aufgrund der Renormierung, dR (qE), die Änderung der Zustandsdichte aufgrund der Inhomo-
genitäten, dI (qE) , und dA (qE) für die Magnon-Amorphonen- bzw. Phonon-Amorphonen-Zustände.
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Diese sind durch

dR (qE) = −R(m) (qE)− qE
2

∂R(m) (qE)

∂qE
(3.58)

dI (qE) =
3

2q3D

qDZ
0

dk

1Z
−1
dx k2

2qE k x− q2E
q2E − k2

S

µq
q2E + k

2 − 2qE k x
¶

(3.59)

dA (qE) =
3

2q3D

qDZ
0

dq

1Z
−1
dx q2

2qE q x− q2
q2E − q2

S

µq
q2E + q

2 − 2qE q x
¶

(3.60)

sowohl für Magnonen als auch für Phononen gegeben.

Der relative Anteil dR (qE) (3.58) läßt sich anhand der Ausdrücke in Tabelle 3.3 ermitteln. Für
kleine Energien, ausgedrückt durch qE , qE ¿ κ, besitzt dR (qE) den Grenzwert dR (0) = 4

3∆
2. Die

stärkere q- Abhängigkeit von R(m) (q) imBereich q ' κ findet ihren Niederschlag im entsprechenden
qE- Bereich von dR (qE).Bei großen Werten für qE (κ¿ qE ¿ qD) strebt dR (qE) schließlich zu einem
Grenzwert von dR (qE) = 9

4∆
2.

Für niederenergetische Zustände (qE . 0.8 qD) folgen die Ausdrücke aus Tab.(3.9) für die relativen
Änderungen der Zustandsdichte dI (qE) (3.59) für die Modellfunktionen für den statischen Struktur-
faktor im langwelligen Bereich (2.8) mit 4 ≤ ν ≤ 10.

ν dI (qE)

4 ∆2

Ã
πκ3 − 4qEκ2 + 4πq2Eκ− 10 q3E

2qE
¡
4q2E + κ2

¢ − κ

qE
arctan

µ
κ

2qE

¶!

5 ∆2

 κ2
¡
11q2E + 2κ

2
¢

4qE
¡
4q2E + κ2

¢ 3
2

ln


q
4q2E + κ2 + 2qEq
4q2E + κ2 − 2qE

− 2κ2 + 5q2E
4q2E + κ2


6 ∆2

q2E
¡
κ2 − 20q2E

¢¡
4q2E + κ2

¢2
7 ∆2

 κ4
¡
17q2E + 2κ

2
¢

8qE
¡
4q2E + κ2

¢ 5
2

ln


q
4q2E + κ2 + 2qEq
4q2E + κ2 − 2qE

− 2κ4 + 9q2Eκ2 + 40q4E
2
¡
4q2E + κ2

¢2


8 ∆2
q2E
¡
5κ4 − 136q2Eκ2 − 240q4E

¢¡
4q2E + κ2

¢3
9 ∆2

 3κ6 ¡23q2E + 2κ2¢
32qE

¡
4q2E + κ2

¢ 7
2

ln


q
4q2E + κ2 + 2qEq
4q2E + κ2 − 2qE

− 6κ6 + 37q2Eκ4 + 392q4Eκ2 + 640q6E
8
¡
4q2E + κ2

¢3


10 ∆2
q2E
¡
35κ6 − 1204q2Eκ4 − 4272q4Eκ2 − 4800q6E

¢
15
¡
4q2E + κ2

¢4
Tabelle 3.9: Relative Änderung dI(qE) gemäß (3.59) für die verschiedenen
Modellfunktionen S(k) (2.8) für den statischen Strukturfaktor im Klein-
winkelbereich für ν = 4, ..., 10.
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Abbildung 3.9: Relative Änderung dA(qE) = dI(qE) + ∆2 (3.60,3.61) der Zu-
standsdichte langwelliger Magnonen und Phononen infolge der Amorphonen-
Zustände für die Modellfunktionen (2.8) mit ν = 4, ..., 10 (s.a. Tabelle 3.9)
über qE/κ. Für große qE , κ ¿ qE ¿ qD strebt dI(qE) gegen − 1

4
∆2. Der An-

stieg von dA(qE) im Bereich qE ¿ κ führt zum Anstieg der Zustandsdichte im
niederenergetischen Bereich.
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Abbildung 3.10: Relative Änderung der Zustandsdichte langwelliger Magnonen
und Phononen dR(qE) (3.58) infolge der Renormierung R(m/ph)(q) (s.a. Tabel-
le 3.3) für die Modellfunktionen (2.8) mit ν = 4, ..., 10 über qE/κ. Für große
qE , κ¿ qE ¿ qD strebt dR(qE) gegen 9

4
∆2.
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Für sehr kleine (qE ¿ κ) bzw. sehr große Wellenzahlen (κ¿ qE ¿ qD) folgt schließlich

dI (qE) = ∆2
(ν − 3)
3

q2E
κ2
; qE ¿ κ, ν = 4, ..., 10

dI (qE) = ∆2
µ
−5
4
+
11 (ν − 5)

16

κ2

q2E

¶
; qE À κ, ν ≥ 6

dI (qE) = ∆2
µ
−5
4
+

π

2

κ

qE

¶
; qE À κ, ν = 4

dI (qE) = ∆2
·
−5
4
+
11

32

κ2

q2E
ln

µ
16
q2E
κ2

¶
− 3

16

κ2

q2E

¸
; qE À κ, ν = 5

Auf der anderen Seite hängt die relative Änderung der Amorphonen-Zustände dA (qE) für die
betrachteten Zustände (qE ¿ qD) mit dI (qE) über

dA (qE) = dI (qE) +∆
2 (3.61)

zusammen. Die relative Modifikation durch die Amorphonen-Zustände startet mit dA (0) = ∆2, mit
einer geringen Erhöhung, um bei großen Werten für qE (κ ¿ qE ¿ qD) schließlich zum Grenzwert
dA (qE) = −14∆2 zu streben. Die Abbildungen 3.9 und 3.10 zeigen die relativen Änderungen dA (qE)
und dR (qE). Bei großen Energien, ausgedrückt durch qE, κ¿ qE ¿ qD sind die relativen Änderungen
dR/I/A (qE) konstant und es folgt für die Zunahme der Zustandsdichte in den Gln.(3.56,3.57)

∆D(m/ph) (qE) =
3

4
∆2D

(m/ph)
H0 (qE) , κ¿ qE ¿ qD. (3.62)

Dieses Verhalten entspricht der Zustandsdichte von Magnonen bzw. Phononen in einem homogenen
Kontinuum mit konstanter Renormierung der Energie der Elementaranregungen.

Der Anstieg der Zustandsdichte im niederenergetischen Bereich ist in Abb. 3.11 für Magnonen
bzw. Abb. 3.12 für Phononen gezeigt. Die Zustandsdichten für Magnonen und Phononen weisen
im Bereich kleiner Energien (E ¿ D0κ

2 bzw. ω ¿ u0κ) in der Darstellung ∆D(m) (E) /
√
E und

∆D(ph) (ω) /ω2 Peaks auf, die als Beitrag zum Bosonen-Peak interpretiert werden (vgl. [44]). Die
Anhebung der Zustandsdichte im gesamten Energiebereich ist auf die Renormierung zurückzuführen.
Der Peak in ∆D(m) (E) /

√
E und ∆D(ph) (ω) /ω2 im niederenergetischen Bereich hingegen entsteht

insbesondere aufgrund des steigenden Beitrages der Amorphonen-Zustände für kleine Energien.



50 3 Langwellige Elementaranregungen

0 2 4
0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

 

 

 ν=4
 ν=5
 ν=6
 ν=7
 ν=8
 ν=9
 ν=10

∆D
(m

) (E
) /

 E
1/

2  [ ∆
2 D

0q
D

2 ]

E / D0κ
2

Abbildung 3.11: Erhöhung der Zustandsdichte ∆D(m)(E)/
√
E (3.62) für nie-

derenergetische Magnonen infolge der Änderungen aufgrund der Renormierung
sowie der Inhomogenitäten und der Amorphonen- Zustände über E/D0κ

2. Der
Anstieg der Zustandsdichte gegenüber der Zustandsdichte im homogenen Kon-
tinuum wird hauptsächlich durch die Renormierung verursacht. Der Peak im
niederenergetischen Bereich entsteht hingegen durch die Amorphonen- Zustände.
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Abbildung 3.12: Erhöhung der Zustandsdichte ∆D(ph)(ω)/ω2 (3.62) für nie-
derenergetische Phononen infolge der Änderungen aufgrund der Renormierung
sowie der Inhomogenitäten und der Amorphonen- Zustände über E/~u0κ. Der
Peak im niederenergetischen Bereich wird, wie auch der Peak in der Magnonen-
Zustandsdichte, als Beitrag zum Bosonen-Peak interpretiert.
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Das räumliche Verhalten der Magnon- und Phonon-Amorphonen wird anhand der räumlichen
Korrelationsfunktion der Amorphonen-Zustände verdeutlicht. Die räumliche Korrelationsfunktion
η (r, qE), mit r = |~ri − ~rj |, ausgedrückt anhand der Greenfunktion G(m)ij (E) , G

(ph)
ij (ω) für Magno-

nen bzw. Phononen in Orts-(~ri, ~rj)-Darstellung, lautet

η(m) (r, qE) = − 1
π
Im
D
G
(m)
r0 (E)

E
η(ph) (r, qE) = −2ω

π
Im
D
G
(ph)
r0 (ω)

E
.

Mit Hilfe der doppelseitigen Fourier-Transformation erhält man für die räumliche Korrelations-
funktion der Magnonen

η(m) (r, qE) = − 1
π
Im

1

N

X
~q

1

N

X
~q 0
ei(~q−~q 0)~r

D
G
(m)
~q~q 0 (E)

E

= − 1
π
Im

V

N

Z
d3q

(2π)3
ei~q~r

1 + V
N

R
d3k
(2π)3

εm(~k)−εm(~q−~k)
E−εm(~k) S(~q − ~k)

E − ε̃m (~q)

=
3

D0 q3D

sin (qEr)

r
(1 + dR (qE) + dI (qE))

+
3

D0 q3D r

Z
dq

Z 1

−1
dx q qE

2q qE x− q2
q2E − q2

S

µq
q2E + q

2 − 2q qE x
¶
sin (q r)

= η
(m)
H (r, qE) (1 + dR (qE) + dI (qE)) + η

(m)
A (r, qE) .

Dabei bedeutet η(m)H (r, qE) =
3

D0 q3D

sin(qEr)
r die räumliche Korrelationsfunktion der Magnonen im

homogenen Kontinuum.
In gleicher Weise erhält man für Phononen

η(ph) (r, qE) =
6 qE
~ur q3D

sin (qEr)

r
(1 + dR (qE) + dI (qE))

+
6 qE

~ur q3D r

Z
dq

Z 1

−1
dx q qE

2q qE x− q2
q2E − q2

S

µq
q2E + q

2 − 2q qE x
¶
sin (q r)

= η
(ph)
H (r, qE) (1 + dR (qE) + dI (qE)) + η

(ph)
A (r, qE) .

mit der räumlichen Korrelationsfunktion η
(ph)
H (r, qE) =

6 qE
~ ur q3D

sin(qEr)
r für Phononen im homogenen

Kontinuum. Insbesondere die räumliche Korrelationsfunktion der Amorphonen lautet

η
(m)
A (r, qE) =

3

Dr q3D r

Z
dq

Z 1

−1
dx q qE

2q qE x− q2
q2E − q2

S

µq
q2E + q

2 − 2q qE x
¶
sin (q r) , (3.63)

für Magnon-Amorphonen, bzw.

η
(ph)
A (r, qE) =

6 qE
~ur q3D r

Z
dq

Z 1

−1
dx q qE

2q qE x− q2
q2E − q2

S

µq
q2E + q

2 − 2q qE x
¶
sin (q r) , (3.64)

für Phonon-Amorphonen.
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Die Abbildungen 3.13 und 3.14 zeigen einige Eigenschaften von η
(m)
A (r, qE) bzw. η

(ph)
A (r, qE). Im

Grenzfall kleiner Energien (E ¿ D κ2, ω ¿ ~uκ) ist ηA proportional zur Dichte-Dichte-Korrelations-
funktion G (r), genauer ausgedrückt:

η
(m)
A (r, qE) ∼ qE G (r) , qE ¿ κ

η
(ph)
A (r, qE) ∼ q2E G (r) , qE ¿ κ

für Magnonen bzw. Phononen, die sich daher an die Dichtefluktuationen lokalisiert sind. Dies im
Gegensatz zu den „üblichen“ Magnonen und Phononen, die vollständig delokalisiert sind. Im Be-
reich größerer Energien zeigen Amorphonen jedoch ebenfalls delokalisiertes Verhalten mit geringerer
Abnahme der Einhüllenden, verglichen mit den üblichen Elementaranregungen. Die Eigenschaften
der räumlichen Korrelationsfunktion sind für die Modellfunktionen (2.8) mit ν = 5 und ν = 10 in
den Abbildungen 3.13 und 3.14 verdeutlicht. Hier ist die räumliche Korrelationsfunktion ηA für diese
Fälle abgebildet. Zum Vergleich ist auch die Korrelationsfunktion ηH für Magnonen bzw. Phononen
aufgeführt.
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Abbildung 3.13: Räumliche Korrelation η
(m)
A (r, qE) der Magnon- Amorpho-

nen gem. (3.63) für die Modellfunktionen des statischen Strukturfaktors gem.
(2.8),(2.9) mit ν = 4 (oben) und ν = 10 (Mitte) über r[1/κ] = 0.01, ...25.0

und qE [κ] = 0.2, ..., 2,sowie η
(m)
H (r, qE) über r[1/qD] = 0.005, ...1000.0 und

qE [κ] = 0.01, ..., 0.1 für Magnonen im Kontinuum (unten). Während die übli-
chen Magnonen über den gesamten Ferromagneten verteilt sind, sind die Amor-
phonen mit kleinen Wellenzahlen qE ¿ κ an die Inhomogenitäten „gepinnt“.
Im Bereich größerer Energie zeigen Amorphonen delokalisiertes Verhalten. Die
Einhüllende der räumlichen Korrelation der Magnon-Amorphonen hat in diesem
Energiebereich einen schwächeren Abfall als die Einhüllende der Magnonen.
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Abbildung 3.14: Räumliche Korrelation η
(ph)
A (r, qE) der Phonon- Amorpho-

nen gem. (3.64) für die Modellfunktionen des statischen Strukturfaktors gem.
(2.8),(2.9) mit ν = 4 (oben) und ν = 10 (Mitte) über r[1/κ] = 0.005, ...25.0

und qE [κ] = 0.2, ..., 2,sowie η
(m)
H (r, qE) über r[1/qD] = 0.1, ...1000.0 und qE [κ] =

0.01, ..., 0.1 für Phononen im Kontinuum (unten). Während die üblichen Phono-
nen über den gesamten Festkörper delokalisiert sind, sind die Amorphonen mit
kleinen Wellenzahlen qE ¿ κ an die Inhomogenitäten „gepinnt“. Im Bereich
größerer Energie zeigen Amorphonen delokalisiertes Verhalten. Hier ist bei den
Amorphonen ein gereingerer Abfall der Einhüllenden der räumlichen Korrelation
zu verzeichnen, als es bei den Phononen der Fall ist.
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3.4 Semiquantitative Theorie für Magnonen in amorphen Ferroma-
gneten

Alternativ zu Abschnitt 3.1 erhält man die Renormierung und Dämpfung der Magnonen in amorphen
Ferromagneten qualitativ mit Hilfe einer quantenmechanischen Störungsrechnung.

Betrachten wir die Stiffnesskonstante in 3.21 als Funktional der Spin- Dichte ρm (r) :

D = D (ρ̄) +
δρ

δD

¯̄̄̄
ρ̄

∆ρ (r) = D0 +D0γm
∆ρ (r)

ρ

mit der magnetischen Grüneisen-Konstante γm = −∂ lnD
∂ lnV [65], dann lautet die Magnonen-Energie:

ε(m) (~q) = D0q
2 +D0q

2γm
∆ρ (r)

ρ
. (3.65)

Dabei ist ∆ε(m) (~q) = D0q2γm
∆ρ(r)

ρ die Störungsenergie aufgrund der magnetischen Dichte-Fluktuati-
onen.

Die ungestörte Energie der Magnonen ε
(m)
0 (~q) = D0q

2 besitzt die Eigenzustände |~qi = 1√
V
e−i~q~r.

Aus diesen folgt für kleine Störungen der strukturgemittelte2 Erwartungswert der Selbstenergie in der
Störungsrechnung bis zur zweiten Ordnung:

D
ε(m) (q)

E
= h~q| ε(m)0 (q) |~qi+ h~q|∆ε(m) (q) |~qi+ 1

N

X
~k

D
~q
¯̄̄
∆ε(m)(~k)

¯̄̄
~k
ED
~k
¯̄
∆ε(m) (~q)

¯̄
~q
E

ε
(m)
0 (~q)− ε

(m)
0 (~k)

= D0q
2 +

1

V

Z
d3rD0q

2γm
∆ρ (r)

ρ
(3.66)

+
V

N

Z
d3k

(2π)3
1

V 2

Z
d3rd3r0

D20γ
2
mq

2k2

D0q2γm −D0k2γm
∆ρ (r)∆ρ (r0)

ρ2
e−i(~q−~k)(~r−~r

0)

Der zweite Summand verschwindet wegen ∆ρ (r) = 0. Mit (2.6) folgtD
ε(m) (q)

E
= D0q

2 +D0γ
2
mq

2 V

N

Z
d3k

(2π)3
k2

q2 − k2S(~q −
~k) = D0q

2
³
1 +R

(m)
QM (q)

´
+ iΓ

(m)
QM (q) (3.67)

Mit Hilfe der Modellfunktionen für den statischen Strukturfaktor (2.8) erhält man die in der Tabelle
(3.10) angegebenen Ausdrücke für die Dämpfung Γ(m)QM (q). Für die Grenzfälle sehr kleiner (q ¿ κ)
bzw. großer (κ¿ q ¿ qD) Wellenzahlen folgt

Γ
(m)
QM (q) ∼ D0∆

2 q
5

κ3
, q ¿ κ

Γ
(m)
QM (q) ∼ D0∆

2 q
3

κ
, q À κ, q < qD

Dies ist in qualitativer Übereinstimmung mit den Ausdrücken in Tabelle 3.2 aus Abschnitt 3.1.3.
In Abb. 3.15 sind Γ(m)QM (q) und Γ

(m)
GF (q) gem. Tabelle (3.1) für ν = 4 dargestellt. Sowohl der

Bereich der magnetischen Rayleigh-Streuung als auch die Dämpfung im Bereich q À κ wird qualitativ
übereinstimmend wiedergegeben.

2Zur Unterscheidung des quantenmechanischen Skalarprodunktes von der Strukturmittelung wird letztere in diesem
Abschnitt als (...) gekennzeichnet.
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ν Γ
(m)
QM(q)/D0γ

2
m

4 ∆2 2q5

κ(4q2+κ2)

5 ∆2
³
πq3

4κ − πq3κ2

4(4q2+κ2)3/2

´
6 ∆2

8q5(2q2+κ2)
κ(4q2+κ2)2

7 ∆2
³
3πq3

8κ − 3πq3κ4

8(4q2+κ2)5/2

´
8 ∆2

³
4q3

3κ − 4q3κ5

3(4q2+κ2)3

´
9 ∆2

³
15πq3

32κ − 15πq3κ6

32(4q2+κ2)7/2

´
10 ∆2

³
8q3

5κ − 8q3κ7

5(4q2+κ2)4

´
Tabelle 3.10: Dämpfung Γ(m)QM (q) für verschiedene ν.
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Abbildung 3.15: Gegenüberstellung der Dämpfung für Magnonen in amorphen
Ferromagneten Γ(m)QM (q)/∆

2D0γ
2
m (3.67) aus der quantenmechanischen Störungs-

rechnung und Γ
(m)
GF (q)/∆

2D0 (3.28) aus dem MKF für die Modellfunktion für
den statischen Strukturfaktor gem. (2.8) und (2.9) mit ν = 5 über q/κ.

Die Renormierung R(m)QM (q) in Gl. (3.67) ergibt mit Hilfe der Modellfunktionen für S (q) (2.8) die
in Tabelle (3.11) angegebenen Funktionen. Für die Grenzfälle (q ¿ κ) und (q À κ, q < qD) folgt:

R
(m)
QM (q) = −∆2γ2m, q ¿ κ

R
(m)
QM (q) = −5

4
∆2γ2m, q ¿ κ
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ν R
(m)
QM(q)/∆

2γ2m

4 −5q
2 + κ2

4q2 + κ2

5 −
Ã
5q2 + κ2

4q2 + κ2
+

qκ2

4 (4q2 + κ2)3/2
ln

Ã
κ2

8q2 + κ2 − 4q
p
4q2 + κ2

!!
6 −20q

4 + 11q2κ2 + κ4

(4q2 + κ2)2

7 −
Ã
40q4 + 21q2κ2 + 2κ4

2 (4q2 + κ2)2
+

3qκ4

8 (4q2 + κ2)5/2
ln

Ã
κ2

8q2 + κ2 − 4q
p
4q2 + κ2

!!
8 −240q

6 + 184q4κ2 + 51q2κ4 + 3κ6

3 (4q2 + κ2)3

9 −
Ã
640q6 + 488q4κ2 + 129q2κ4 + 8κ6

8 (4q2 + κ2)3
+

15qκ6

32 (4q2 + κ2)7/2
ln

Ã
κ2

8q2 + κ2 − 4q
p
4q2 + κ2

!!
10 −1600q

8 + 1616q6κ2 + 620q4κ4 + 115q2κ6 + 5κ8

5 (4q2 + κ2)4

Tabelle 3.11: Renormierung R(m)QM (q) für ν = 4, .., 10.
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Abbildung 3.16: Gegenüberstellung der Renormierung für Magnonen in amor-
phen Ferromagneten R

(m)
QM(q)/∆

2D0γ
2
m (3.67) aus der quantenmechanischen

Störungsrechnung und R(m)GF (q)/∆
2D0 (3.30) aus dem MKF für die Modellfunk-

tion des statischen Strukturfaktors gem. (2.8) und (2.9) mit ν = 4 über q/κ.
Man erkennt, daß insbesondere im Bereich kleiner Wellenzahlen (q . 3κ) das
Verhalten der Renormierung R(m)QM qualitativ nur gering von R(m)GF abweicht. In

diesem speziellen Fall sagt außerdem R(m)GF das Erscheinen einer scheinbaren Gap-
Energie voraus.
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In qualitativer Übereinstimmung mit der Renormierung R(m) (q) gemäß (3.3) aus der Greenfunk-
tionentheorie ist die Renormierung R(m)QM (q) stets negativ für die unterschiedlichen verwendeten Mo-
dellfunktionen. Für ν = 4 folgt hingegen für die scheinbare Gap-Energie EG(QM)

EG(QM) =
D∆2γ2m
16

κ2

In Abb. 3.16 sind R(m)QM (q) und R
(m) (q) für die Modellfunktion für den statischen Strukturfaktor

gem. (2.8), mit (2.9) mit ν = 4 als Beispiel eingetragen. Man erkennt die qualitative Übereinstimmung,
insbesondere bei kleinen Wellenzahlen (q ¿ κ), wobei das Anwachsen der Renormierung in Richtung
auf kleinere Wellenzahlen zur Bildung der scheinbaren Gap-Energie führt.

Die Energie- Renormierung in Gl. (3.67) entsteht aufgrund der Bildung eines Wellenpaketes aus¯̄̄
~k
E
- Partialwellen. Diese sind Kompensationsmagnonen, welche die Hauptmode begleiten und die die

Abweichungen der amorphen Struktur vom homogenen Kontinuum kompensieren (vgl. Kapitel 3.1.5).

3.5 Wärmeleitfähigkeit

Zur Berechnung der Wärmeleitfähigkeit κ verwenden wir die verallgemeinerte Debye-Formel :

κ =
1

3

Z
d3q

(2π)3
cquqΛq (3.68)

für Magnonen-und Phononen-Systeme mit dem Beitrag des ~q-ten Zustandes zur Wärmekapazität cq,
seiner Gruppengeschwindigkeit uq und der mittleren freien Weglänge Λq.

Die bei Phononen-Systemen auftretende Singularität infolge der stark wachsenden mittleren freien
Weglänge Λq für kleine Wellenzahlen kann durch die Näherungen von Ziman [63] und Klemens [101]
umgangen werden. Diese Näherungen werden auch auf Magnonen- Systeme übertragen.

3.5.1 Magnonen-Beitrag zur Wärmeleitfähigkeit

Stoßfrequenz und mittlere freie Weglänge

Vernachlässigt man zunächst die Dipol-Dipol-Wechselwirkung in der Magnonen-Energie Gl. (3.65),
so erhält man mit Hilfe der Eigenzustände |~qi = 1√

V
e−i~q~r der ungestörten Magnonen-Energie die

Übergangsmatrixelemente aus der Störungsrechnung in erster Ordnung­
~q 0
¯̄
∆ε(m) |~qi = D0q

2γm
V

Z
d3r e−i(~q−~q

0)~r∆ρ
(m) (r)

ρ(m)
.

Für elastische Streuung von |~qi nach |~q 0i folgt die Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeit

w~q~q 0 =
2π

~

¯̄̄­
~q 0
¯̄
∆ε(m) |~qi

¯̄̄2
δ
³
ε(m) (q)− ε(m)

¡
q0
¢´
.

Nach Einführung des bekannten Gewichtsfaktors aus der Transporttheorie (1− cosϑ) , ϑ = ]~q~q 0 [63],
erhält man durch Summation über alle Endzustände und nach Strukturmittelung, mit Gl. (2.6), die
Stoßfrequenz 1

τ
(m)
q

(siehe z.B. [65]):

1

τ
(m)
q

=
V

N

Z
d3q0

(2π)3
π

~
D0q

3γ2m (1− cosϑ) δ
¡
q − q0¢S ¡~q − ~q 0¢ .
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Nach Ausführung der trivialen Integrationen folgt mit der Substitution cosϑ→ y:

1

τ
(m)
q

=
V

N

D0γ
2
m

8π~
q5
Z 2

0
dy y3S (q y) . (3.69)

Im Bereich kleiner Wellenzahlen q ¿ κ ist das Integral (3.69) infolge der Eigenschaften des statischen
Strukturfaktors konstant und es folgt 1

τ
(m)
q

∼ q5, was der magnetischen Rayleigh-Streuung entspricht
(vgl. Gl. (3.28)). Mit der Gruppengeschwindigkeit uq =

2D0q
~ erhält man für die mittlere freie

Weglänge Λ(m)q :

1

Λ
(m)
q

=
V

N

γ2m
16π

q4
Z
dy y3S (q y) . (3.70)

Wärmewiderstand und Wärmeleitfähigkeit

Ziman entwickelte eine Variationsrechnung für die zeitliche Änderung der Entropie mit Hilfe der
Boltzmann-Gleichung und berechnete so näherungsweise den Wärmewiderstand für die Phononen-
Leitung %(ph) [63]. Wir übertragen diese Methode auf den Fall der Magnonen in amorphen Ferromag-
neten, deren mittlere freie Weglänge durch Gl. (3.70) gegeben ist. Demnach lautet der Wärmewider-
stand, bezogen auf die Teilchendichte3 n

%(m) =
1

C2V

Z
d3q

(2π)3
c
(m)
q

uqΛq
, (3.71)

mit c(m)q =
D2
0q
4e

D0q
2

kBTeD0q2kBT −1
2

kBT 2

als dem Beitrag des ~q-ten Zustandes zur spezifischen Wärme der Mag-

nonen und CV = 3kBn
1
x2

R 1
0 deq eq6e eq2xµ

e
eq2
x −1

¶2 ≡ 3kBnI
(m) (x), dem Magnonen-Beitrag zur spezifischen

Wärme bei der reduzierten Temperatur x = kBT

θ
(m)
D

, θ(m)D = D0q
2
D. Es folgt, mit der Sustitution q = qD eq:

%(m) =
3π

16

~ γ2m
D0kBn

1

x2
¡
I(m) (x)

¢2 Z 1

0
deq eq9e eq2x³

e
eq2
x − 1

´2 Z 2

0
dy y3S (qD eq y) . (3.72)

Für die Wärmeleitfähigkeit κ(m) folgt aus der Debye-Formel (3.68)

κ(m) =
16

3π

D0kBn

~ γ2m
1

x2

Z 1

0
deq eq3e eq2x³

e
eq2
x − 1

´2 R 2
0 dy y

3S (qD eq y) . (3.73)

In der Näherung von Klemens wird die durch die wachsende mittlere freie Weglänge Λ(ph)q für Phononen
entstehende Singularität durch die Ersetzung Λ(ph)q → Λ

(ph)
q (mit q = kBT

~ u ) umgangen [101]. Das

3Bezogen auf die Teilchendichte n[mol/cm3] erhält man die üblichen Einheiten für κ: Watt/(cm K)
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Analogon für Magnonen lautet, mit q =
q

kBT
D0

κ(m)K =
16

3π

D0kBn

~ γ2m
1

x2


R√x
0 deq eq7e eq2xµ

e
eq2
x −1

¶2
x2
R 2
0 dy y

3S (qD
√
x y)

+

Z 1

√
x
deq eq3e eq2x³

e
eq2
x − 1

´2 R 2
0 dy y

3S (qD eq y)

 (3.74)

nach den Substitutionen q → eq qD und q → √
x qD. Die Gegenüberstellung von κ(m), κ(m)K

und
¡
%(m)

¢−1
in Abb. 3.17 zeigt das Verhalten der Wärmeleitfähigkeit in den Bereichen sehr tiefer

(T ¿ D0κ2

kB
), mittlerer (D0κ

2

kB
¿ T ¿ θ

(m)
D ) und „hoher“ Temperaturen (T . θ

(m)
D ). Bei sehr tiefen

Temperaturen strebt κ(m) für T → 0 gegen den Grenzwert

κ(m)|T→0 =
³
%(m)

´−1 |T→0 ≈ 9.62kB nD0~ γ2m∆2
κ3

q3D
. (3.75)

Wird zusätzlich die Dipol-Dipol-Wechselwirkung (∆DD ≈ 1K kB) berücksichtigt, so werden die Magnonen
unterhalb der entsprechenden Temperatur, T .∆DD/kB, „eingefroren“ und die Wärmeleitfähigkeit κ(m) fällt
sehr stark (s. Abb. 3.17, Inset).

Im Bereich sehr tiefer Temperaturen tragen fast ausschließlich diejenigen Magnonen zum Wär-
metransport bei, die der magnetischen Rayleigh-Streuung unterliegen. Bei mittleren Temperaturen
verläuft die Wärmeleitfähigkeit κ(m) im wesentlichen proportional zu T

3
2 , mit

κ(m) ≈ kBnD0
~ γ2m∆2

µ
112.05x

3
2 + 82.68x

κ

qD

¶
für

D0κ
2

kB
¿ T ¿ θ

(m)
D , (3.76)

um schließlich in den „Hochtemperatur“ -Grenzwert zu münden:

κ(m) ≈ kBnD0
~ γ2m∆2

µ
16π

3
+ 8π

κ

qD

¶
für T → θ

(m)
D . (3.77)

Für den Temperaturbereich T ¿ θ
(m)
D gilt außerdem κ(m)K ≤ ¡ρ(m)¢−1 ≤ κ(m), wobei ¡ρ(m)¢−1 und

κ(m) ausgezeichnet übereinstimmen.
Bei der Diskussion des Magnonen-Anteils zur Wärmeleitfähigkeit ist zu berücksichtigen, daß die

Langwellen-Näherung für die Magnonen-Energie ε0 (q) = D0q2 für Temperaturen nahe θ
(m)
D zu über-

höhten Werten für κ(m) führt. Wird hingegen im Hochtemperaturbereich die realistischere Näherung

εS (q) =
6
π2
D0q

2
D

µ
1− sin πq

qD
πq
qD

¶
verwendet, so ist der Hochtemperatur-Grenzwert um einen Faktor

∼ 0.3 vermindert. Weiterhin ist zu berücksichtigen, daß für Temperaturen etwa oberhalb der hal-
ben Curie-Temperatur, T & 1

2TC , die Annahme von Magnonen als freie Bosonen und die Näherung

ε0 (q) = D0q
2 nicht mehr gültig sind. Überdies ist die hohe Temperatur des Plateaus θ(m)D darauf

zurückzuführen, daß rotonenähnliche Anregungen, wie sie im nächsten Kapitel untersucht werden, in
dieser Betrachtung des Wärmeleitfähigkeit nicht berücksichtigt sind. Im Bereich mittlerer Tempera-
turen, D0κ

2

kB
¿ T ¿ θ

(m)
D , wird κ(m) korrekt wiedergegeben. Bei sehr tiefen Temperaturen werden

eine Reihe anderer Wechselwirkungen wie z.B. mit den Kernspins u.ä., wichtig, die jedoch in der
vorliegenden Diskussion nicht berücksichtigt werden.

In allen untersuchten Temperaturbereichen ist κ(m) (siehe (3.75), (3.76), (3.77)) umgekehrt propor-
tional zu der mittleren quadratischen Dichtefluktuation ∆2. Weiterhin wächst κ(m) mit der reziproken
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charakteristischen Korrelationslänge κ. Mit anderen Worten, die Wärmeleitfähigkeit wächst mit sin-
kender Höhe bzw. sinkender räumlicher Ausdehnung der Inhomogenitäten in amorphen Ferromagne-
ten. Abb. 3.18 zeigt κ(m) für verschiedene Werte der reziproken charakteristischen Korrelationslänge
κ. Der Fall κ = 0 entspricht dem Ergebnis von Handrich [65].
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Abbildung 3.17: Magnonen- Beitrag zur Wärmeleitfähigkeit κ(m) aus der nu-
merischen Berechnung von Gl. (3.73) sowie die Übertragungen der Näherungen
κ(m)K nach der Klemens- Methode (3.74) und des inversen Wärmewiderstandes
(%(m))−1 nach Ziman (3.72) auf Magnonen- Wärmeleitung. (%(m))−1 und κ(m)
verlaufen nahezu identisch und können daher in der Darstellung optisch nicht
voneinander getrennt werden, während κ(m)K eine untere Grenze für κ(m) bildet.
Dargestellt sind ferner κ(m) für die Grenzfälle kBT ¿ D0κ

2 und kBT → D0q
2
D

sowie die Approximation κ(m) für den TemperaturbereichD0κ
2 ¿ kBT ¿ D0q

2
D.

Das Inset zeigt das Verhalten von κ(m) bei Berücksichtigung der magnetischen
Dipol- Dipol- Energie ∆DD < D0κ

2 und ∆DD > D0κ
2, wobei der starke Abfall

von κ(m) für kleine Temperaturen T . ∆DD/kB sichtbar ist.
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Abbildung 3.18: Magnonen- Beitrag zur Wärmeleitfähigkeit κ(m) für ver-
schiedene Werte der reziproken charakteristischen Korrelationslänge κ/qD =
0.005, ..., 0.05 sowie für den Fall κ = 0 [65]. κ(m) sinkt in allen Temperatur-
bereichen mit steigender Korrelationslänge 1

κ
.

3.5.2 Phononen-Beitrag zur Wärmeleitfähigkeit

Stoßfrequenz und mittlere freie Weglänge

Der Arbeit [42] folgend, betrachten wir die Schallgeschwindigkeit u in 3.44 als Funktional der Teilchen-
Dichte ρ (r) :

u = u [ρ̄] +
δρ

δu
|ρ̄∆ρ (r) = u0 + u0γ∆ρ (r)

ρ

mit der Grüneisen-Konstante γ = − ∂ lnu
∂ lnV . Aus der Phononen-Energie

ε(ph) (~q) = ε
(ph)
0 (~q) +∆ε(ph) (~q) = ~uq + ~uqγ

∆ρ (r)

ρ

erhält man, der Rechnung in Abschnitt 3.5.1 folgend, die Stoßfrequenz für die elastische Streuung der
Phononen [42]

1

τ
(ph)
q

=
V

N

u γ2

4π
q4
Z 2

0
dy y3S (q y) . (3.78)
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Im Bereich sehr kleiner Wellenzahlen (q ¿ κ) ist das Integral in (3.78) ebenfalls konstant und es folgt
1

τ
(ph)
q

∼ q4, was der Rayleigh-Streuung langwelliger Phononen entspricht (vgl.(3.46)). Für die mittlere
freie Weglänge Λ(ph)q = u τ

(ph)
q folgt

1

Λ
(ph)
q

=
1

u τ
(ph)
q

=
V

N

γ2

4π
q4
Z 2

0
dy y3S (q y) .

Wärmewiderstand und Wärmeleitfähigkeit

Der Wärmewiderstand nach Ziman [63], bezogen auf die Teilchendichte n lautet

% =
1

C2V

Z
d3q

(2π)3
cq
uqΛq

mit cq =
~2u2q2e

~uq
kBTÃ

e
~uq
kBT −1

!2
kBT2

als dem Beitrag des ~q-ten Zustandes zur spezifischen Wärme und CV =

9 kBn
1
x2

R 1
0 deq eq4e eqxµ

e
eq
x−1

¶2 ≡ 9 kBn I(ph) (x), dem Phononen-Beitrag zur spezifischen Wärme bei der redu-

zierten Temperatur x = kBT
~uqD [63]. Es folgt, mit der Substitution q → q̃ qD,

%(ph) =
3π

2

γ2qD
kBn u

1

x2
¡
I(ph) (x)

¢2 Z 1

0
deq eq8e eqx³

e
eq
x − 1

´2 Z 2

0
dy y3S (qD eq y) . (3.79)

Für die Wärmeleitfähigkeit κ(ph) ergibt die Debye-Formel (3.68)

κ(ph) =
2

3π

kBn u

γ2qD

1

x2

Z 1

0
deq e

eq
x³

e
eq
x − 1

´2 R 2
0 dy y

3S (qD eq y) . (3.80)

Durch die wachsende mittlere freie Weglänge Λ(ph)q für Phononen entsteht an der unteren Intagrati-
onsgrenze in Gl. (3.80) eine Singularität ∼ q2. Diese wird in der Näherung von Klemens dadurch
umgangen, daß für Phononen mit mittlerer freier Weglänge Λ(ph)q > Λ

(ph)
q (mit q = kBT

~ u ) diese Λ
(ph)
q

ersetzt wird [101]. Es folgt für die so entstehende Näherung κ(ph)K , mit q → x qD,

κ(ph)K =
2

3π

kBnu

γ2qD

1

x2


R x
0 deq eq4e eqxµ

e
eq
x−1

¶2
x4
R 2
0 dy y

3S (qD x y)
+

Z 1

x
deq e

eq
x³

e
eq
x − 1

´2 R 2
0 dy y

3S (qD eq y)

 (3.81)

Die Gegenüberstellung von κ(ph), κ(ph)K und
¡
ρ(ph)

¢−1
in Abb. 3.19 zeigt das Verhalten der Wär-

meleitfähigkeit in den Bereichen mittlerer (~uκkB ¿ T ¿ θD) und „hoher“ Temperaturen (T . θ
(m)
D ).
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Abbildung 3.19: Phononen- Beitrag zur Wärmeleitfähigkeit κ(ph) gem. (3.80)
(numerische Integration für den Temperaturbereich 0.1θD < kBT < θD) so-
wie die Näherungen κ(ph)K nach der Klemens- Methode (3.81) und der inver-
se Wärmewiderstand (%(ph))−1 (3.79) nach Ziman . (%(ph))−1 und κ(ph) ver-
laufen im betrachteten Temperaturbereich identisch, während κ(ph)K eine un-
tere Grenze für κ(ph) bildet. Dargestellt sind ferner κ(ph) für die Grenzfälle
kBT ¿ D0κ

2 und T → θD sowie die Approximation κ(ph) für den Tempera-
turbereich D0κ

2 ¿ kBT ¿ D0q
2
D. Das Erscheinen des Minimums in κ(ph) bei

T/ΘD ≈ 10−3 ist jedoch unphysikalisch, da niederenergetische Anregungen (wie
zum Beispiel Tunnel- Zustände [57],[58]) nicht berücksichtigt wurden, die bei
tiefen Temperature wichtig werden.
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Bei mittleren Temperaturen verläuft die Wärmeleitfähigkeit κ(ph) im wesentlichen proportional zu
T 2, mit

κ(ph) ≈ kB nu

γ2∆2qD

µ
45.32x2 + 20.67x

κ

qD

¶
für

~uκ
kB

¿ T ¿ θD, (3.82a)

um schließlich in den Hochtemperatur -Grenzwert zu münden:

κ(ph) ≈ kB nu

γ2qD∆2

µ
π + 2π

κ

qD

¶
für T → θD. (3.83)

Für den Temperaturbereich T ¿ θD gilt außerdem
¡
ρ(ph)

¢−1 ≤ κ(ph)K ≤ κ(ph). Die Lage des Plateaus
bei der relativ hohen Temperatur T → θ

(m)
D ist darauf zurückzuführen, daß rotonenähnliche Anre-

gungen, wie sie im nächsten Kapitel untersucht werden, in dieser Betrachtung der Wärmeleitfähigkeit
nicht berücksichtigt sind.

Für κ > 0 kann bei sehr tiefen Temperaturen (T ¿ ~uκ
kB
) die Wärmeleitfähigkeit κ(ph) aufgrund

der Divergenz im Integranden von (3.80) nicht mehr berechnet werden. In diesem Bereich werden
die Näherungsmethoden für ρ(ph) nach Ziman [63] und κ(ph)K nach Klemens [101] zur Abschätzung
verwendet. Hier verlaufen ³

%(ph)
´−1 |T¿ ~uκ

kB

=
π

60

kB nu

γ2qD∆2
κ3

q3D
(3.84)

und

κ(ph)K |T¿ ~uκ
kB

= ξ ·
³
%(ph)

´−1
(3.85)

parallel zueinander, mit dem Proprotionalitätsfaktor ξ ≈ 2.83 aus dem numerischen Vergleich. Das
Verhalten von

¡
%(ph)

¢−1
und κ(ph)K deutet auf ein Minimum in der Wärmeleitfähigkeit κ(ph) hin. Dieses

Minimum ist allerdings unphysikalisch, da bei tiefen Temperaturen niederenergetische Anregungen,
wie Zwei-Niveau-oder Tunnel-Zustände wichtig werden, die bei der vorliegenden Berechnung nicht
berücksichtigt wurden. Ebenso wurde die Streuung der Phononen an Korngrenzen, u.ä., nicht berück-
sichtigt, die ein Anwachsen der mittleren freien Weglänge über diese Abmessungen hinaus verhindert.

Analog zur Magnonen-Wärmeleitfähigkeit (κ(m)|T→0 ∼ κ3

q3D
) im Tieftemperaturbereich spiegelt die

Phononen-Wärmeleitfähigkeit (κ(ph)K |T→0 ∼ 1
x
κ3

q3D
) im Tieftemperaturbereich das Verhalten von Phono-

nen wider, die ausschließlich der Rayleigh-Streuung durch statische Inhomogenitäten unterworfen sind.
In allen untersuchten Temperaturbereichen ist κ(ph) reziprok proportional zur mittleren quadratischen
Dichtefluktuation ∆2. Weiterhin wächst κ(ph) mit der reziproken charakteristischen Korrelationslänge
κ. Mit anderen Worten, die Wärmeleitfähigkeit wächst mit sinkender Höhe bzw. sinkender räumlicher
Ausdehnung der Inhomogenitäten. Abb. 3.20 zeigt

¡
ρ(ph)

¢−1
für verschiedene Werte der reziproken

charakteristischen Korrelationslänge κ. Der Fall κ = 0 entspricht dem Ergebnis von Handrich [42].
Weitere Klarheit über den Tieftemperaturbereich bringt die Einbeziehung inelastische Streuung

mittels des dynamischen Strukturfaktors S (q,ω) in die Berechnung der mittleren freien Weglänge Λq,
mit

1

Λq
=
u γ2

4π
q2
X
~q 0

£
S
¡
q,
¡
ε (q)− ε

¡
q 0
¢¢¢

+ S
¡
q,
¡
ε
¡
q 0
¢− ε (q)

¢¢¤
.

Für eine weitergehende Diskussion wird eine genauere Kenntnis des dynamischen Strukturfaktors
S (q,ω) benötigt. Dieser ist allerdings nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit.
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Abbildung 3.20: Phononen- Beitrag zur Wärmeleitfähigkeit κ(ph) für ver-
schiedene Werte der reziproken charakteristischen Korrelationslänge κ/qD =
0.005, ..., 0.05 sowie für den Fall κ = 0 (s. [42]). κ(ph) sinkt in allen beobachteten
Temperaturbereichen mit steigender Korrelationslänge 1

κ
.
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3.5.3 Vergleich von Phononen-und Magnonen-Wärmeleitfähigkeit

Die Magnonen-und Phononen-Wärmeleitfähigkeit wurden für typische Werte amorpher Systeme (u =
1500ms , D0 = 250meV Å

2, qD = 1.5Å−1, γm = γ, ∆2(m) = ∆
2
(ph), Verhältnis der Dichte magnetischer

Teilchen zur Gesamtteilchendichte
n(m)
n(ph)

= 0.5) berechnet.
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Abbildung 3.21: Gegenüberstellung von Magnonen- und Phononen- Beitrag
zur Wärmeleitfähigkeit gem.(3.73) bzw. (3.80) für typische Werte amorpher
Ferromagneten (u = 1500m

s
, D0 = 250meVÅ2, qD = 1.5Å−1, γm = γ,

∆2
(m) = ∆2

(ph), Verhältnis der Dichte magnetischer Teilchen zur Gesamtteil-
chendichte

n(m)

n(ph)
= 0.5). Bei sehr tiefen Temperaturen kann, auch bei Be-

rücksichtigung der magnetischen Dipol- Dipol- Wechselwirkung ∆DD . 1K, der
Magnonen-Beitrag überwiegen.

Der Vergleich des Phononen-Beitrages mit dem Magnonen-Beitrag zur Wärmeleitfähigkeit in Abb.
3.21 zeigt, daß der Magnonen-Beitrag in amorphen Ferromagneten nicht vernachlässigbar ist und bei
tiefen Temperaturen sogar dominieren kann. Für die Eigenschaften des Magnonen-Anteils der Wär-
meleitfähigkeit bei hohen Temperaturen gilt allerdings die erwähnte Einschränkung, daß sich Magno-
nen bei hohen Temperature nicht mehr wie freie Bosonen verhalten und somit ein wesentlich kleinerer
Hochtemperatur-Grenzwert folgt. Sofern jedoch die quadratische Näherung für die Magnonen-Energie
gültig ist, ist der Magnonen-Anteil im Bereich T .

³
3 · 10−3 u2D0 + (0.28

n(m)
n(ph)

− 0.07) uκ
´
[K] größer

als der Phononen-Anteil zur Wärmeleitfähigkeit.



Kapitel 4

Rotonenähnliche Anregungen

In amorphen Festkörpern fällt der relativ scharfe erste Peak des statischen Strukturfaktors S(q), bei der
doppelten Debye-Wellenzahl q1 = 2qD mit der Breite ∆q sowohl für Phononen als auch für Magnonen
mit dem Rotonen-Minimum zusammen (siehe Abbildung 4.1).
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Abbildung 4.1: Die Lage des ersten scharfen Peaks des statischen Struk-
turfaktors S(Q) (unten) bestimmt die Lage des Rotonen- Minimums der
Dispersionsrelation. In einem „hypothetischen isotropen Kristall“ würde
aus dem Bragg- Reflex bei q1 die Dispersionsrelation D0(Q− q1)2 (für Ma-
gnonen) bzw. ~u(Q − q1) (für Phononen) folgen. Aus der Verbreiterung
(∼ ∆q) des Peaks des statischen Strukturfaktors folgt die Gap- Energie
(E(m)G ∼ (∆q)2 für Magnon- und E(ph)G ∼ ∆q für Phonon- Rotonen, s. u.).

Rotonenähnliche Anregungen in der Umgebung des ersten scharfen Peaks von S (q)mit der Wellen-

68
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zahl ~Q (
¯̄̄
~Q
¯̄̄
≈ q1) werden als Wellenpakete beschrieben. Wir interpretieren im folgenden die Rotonen

als unabhängigen Anregungszweig mit Wellenzahlen außerhalb der ersten Deby-Kugel, der jedoch in
die erste Debye-Kugel vorreduziert werden kann. Aus der Interpretation der Rotonen als Wellenpa-
kete folgen die Dispersionsrelation und insbesondere die Gap-Energie der Rotonen. Die Resultate der
Rechnung werden mit Meßergebnissen für verschiedene Materialien verglichen. Aus der vorreduzierten
Dispersionsrelation der Phonon-Rotonen folgt der Super-Debye-Beitrag zur spezifischen Wärme CV
(excess specific heat) für Temperaturen T & 1K unter Beachtung der Erhaltung der Gesamtzahl der
Zustände. Aus der Lage des Peaks in der CV

T 3
-Darstellung erhält man die Gap-Energie der Phonon-

Rotonen und aus der Höhe des Peaks die Renormierung der Schallgeschwindigkeit im Rotonen-Bereich.
Umgekehrt folgt näherungsweise aus der Breite ∆q des ersten scharfen Peaks des statischen Struktur-
faktors die Rotonen-Gap-Energie für verschiedene Materialien und daraus der Super-Debye-Beitrag
zur spezifischen Wärme.

4.1 Semiquantitative Theorie

Bei der Ausbreitung der Rotonen in ~Q-Richtung ist die Streuung der Wellenzahlvektoren in der Um-
gebung von q1 vor allem in ~k k ~Q-Richtung entscheidend (~Q liegt außerhalb der ersten Debye-Kugel).
Mit dem Ansatz ¯̄̄

~Q
E
=
X
~kk~Q

ρ(~Q− ~k)
¯̄̄
~k
E

(4.1)

wird die Wellenfunktion
¯̄̄
~Q
E
als Superposition langwelliger

¯̄̄
~k
E
-Anregungen mit Ausbreitungsrichtung

~k parallel zu ~Q dargestellt. Die Summation in (4.1) erstreckt sich über orthonormale Wellenfunktio-
nen mit ~k innerhalb der ersten Debye-Kugel (insbesondere ist k . ∆q, s.u.). Für Vektoren ~Q in der

Umgebung des FSDP ist es zweckmäßig, diese als ~Q = (q1 + q)
b~Q darzustellen mit dem Einheitsvektorb~Q in ~Q-Richtung und der Wellenzahl q innerhalb der ersten Debye-Kugel. Für den Operator bH(m)

(3.1) folgt aus den Eigenzuständen
¯̄̄
~k
E
langwelliger Magnonen der Eigenwert ε(m) (k) = Dk2 mit der

renormierten Stiffnesskonstante D im Rotonenbereich. Ebenso folgt für den Operator bH(ph) (3.34) der
Eigenwert ε(ph) (k) = ~uk mit der renormierten Schallgeschwindigkeit u im Rotonenbereich. Der An-

satz (4.1) für die Wellenfunktion mit ~Q = (q1 + q)
b~Q liefert dann die quantenmechanischen Mittelwerte

der Rotonen-Energie
­
E(m/ph) (q)

®
nach Strukturmittelung (...):

D
E(m) (q)

E
=

P
~k 0,~kk~Q

D
~k 0
¯̄̄
ρ∗
µ
(q1 + q)

b~Q− ~k 0¶ ε(m) (k) ρ

µ
(q1 + q)

b~Q− ~k¶ ¯̄̄~kE
P

~k 0,~kk~Q

D
~k 0
¯̄̄
ρ∗
µ
(q1 + q)

b~Q− ~k 0¶ ρ

µ
(q1 + q)

b~Q− ~k¶ ¯̄̄~kE

=

P
~k 0,~kk~Q

D0k
2S

µ
(q1 + q)

b~Q− ~k¶
P

~k 0,~kk ~Q
S

µ
(q1 + q)

b~Q− ~k¶ .
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Für isotrope amorphe Ferromagnete ist S( ~Q) nur vom Betrag von ~Q abhängig und mit¯̄̄̄
(q1 + q)

b~Q− ~k ¯̄̄̄ = q1 + q − k, wegen ~k k ~Q, folgt
D
E(m) (q)

E
=

qDR
−qD

dkD k2S (q1 + q − k)
qDR
−qD

dk S (q1 + q − k)
(4.2)

für Magnon-Rotonen bzw.

D
E(ph) (q)

E
=

vuuuuuut
qDR
−qD

dk ~2u2k2S (q1 + q − k)
qDR
−qD

dk S (q1 + q − k)
(4.3)

für Phonon-Rotonen. In (4.2) und (4.3) wurde
D
~k 0|~k

E
= δ(~k − ~k 0) verwendet. Außerdem ist

hρ∗ (q1 + q − k) ρ (q1 + q − k)i = hρ (k − (q1 + q)) ρ (q1 + q − k)i = S (q1 + q − k)
(vgl.(2.4)) für q und k innerhalb der ersten Debye-Kugel. Für kleine q erstrecken sich die Integrationen
in (4.2) und (4.3) über den ersten scharfen Peak des statischen Strukturfaktors und im Wesentlichen
tragen nur die Beiträge mit k . ∆q zur Integration bei. Für die Energie der Magnon-und Phonon-
Rotonen in der Umgebung des Rotonen-Minimums folgt (vgl. [1], [87], [88], [122])

E(m) (Q) |Q≈q1 = E(m)G +D (Q− q1)2 (4.4)

für Magnon-Rotonen und

E(ph) (Q) |Q≈q1 =
r³

E
(ph)
G

´2
+ ~2u2 (Q− q1)2 (4.5)

für Phonon-Rotonen. Mit (normierten) Modelfunktionen S (Q) ∼
³
(Q− q1)2 + (∆q)2

´ ν
2
(vgl.(2.11))

für den FSDP mit der Breite ∆q folgt die Rotonen-Gap-Energie E(m)G = αD (∆q)2 bzw. E(ph)G =
α ~u∆q mit α = 1

ν−3 , ν > 3.
Die Interpretation der Rotonen-Dispersionsrelation erfolgt mit Hilfe des Konzeptes der Kompen-

sationsmagnonen bzw. -phononen. In einem „hypothetischen isotropen Kristall“ wäre der statische
Strukturfaktor in der Nähe des reziproken Gittervektors vom Betrag q1 durch S (Q) = δ (Q− q1)
gegeben. Die Energie wäre gleich E(m) (Q) = D (Q− q1)2 bzw. E(ph) (Q) = ~u |Q− q1| und entsprä-
che einem exakten Umklapp-Prozeß an dem Bragg-Reflex bei q1. In realen amorphen Ferromagneten
und amorphen Festkörpern führt die Impuls-Unschärfe (∆q ¿ q1) des FSDP als Folge der amorphen
Struktur zur Bildung eines Wellenpaketes der Breite ∼ ∆q (vgl. Abb. 4.1). Somit sind außer der
„umgeklappten“Hauptmode |~q1i noch langwellige Kompensationsanregungen

¯̄̄
~k
E
mit dem Gewicht

porportional zu ρ (q1 + q − k) vertreten. Diese tragen im Mittel den Wert α ε (∆q) zur Energie des
Wellenpaketes bei, während die Hauptmode die Energie E = 0 des „umgeklappten“ Zustandes besitzt.

Der Vergleich mit langwelligen Magnonen und Phononen in amorphen Systemen (vgl. Abschnitt
(3.1.5) und (3.2.4)) zeigt, daß die Bildung von Wellenpaketen inklusive langwelliger Kompensati-
onsanregungen eine generelle Eigenschaft der Elementaranregungen in amorphen Ferromagneten und
amorphen Festkörpern ist.
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Der Variation der Nächste-Nachbar-Abstände (porportional zur Impulsverbreiterung ∆q) bei kurz-
welligen Anregungen im Rotonen-Bereich entsprechen die langreichweitigen Inhomogenitäten (mit
Korrelationslänge κ) bei langwelligen Anregungen. Die Kompensationsanregungen werden zum Aus-
gleichen bzw. als Folge dieser Strukturfluktuationen gebildet. Sie tragen der Impulsverbreiterung
Rechnung und tragen, der Stärke der Verbreiterung ∆q entsprechend, zur Energie des Wellenpaketes
bei. Die mittlere quadratische Dichtefluktuation ∆2 und die Höhe des Nullreflexes bei langreichweiti-
gen Anregungen entspricht sinngemäß dem FSDP bei den rotonenähnlichen Anregungen.

Im Rotonen-Bereich (Q ≈ q1) herrscht der Einfluß der Variation der interatomaren Abstände für
das Wellenpaket vor, während sich der amorphe Festkörper für langwellige Elementaranregungen als
homogenes Medium darstellt, so daß die Kompensationsmagnonen bzw. -phononen verschwinden, und
daher nur eine scheinbare Gap-Energie vorliegt, die erst im Bereich k > κ erkennbar wird.

Das hier entwickelte Konzept der rotonenähnlichen Anregungen ist auch auf supraflüssiges 4He anwendbar.
Entwickelt man (4.5) an der Stelle (Q ≈ q1), so erhält man die Beziehung E(ph) (Q) = ∆+ ~2(Q−q1)2

2∆ . Vergleicht
man diesen Ausdruck mit dem Landau-Ausdruck der Rotonen-Dispersionsbeziehung in 4He

ε (Q) |Q≈q1 = EG +
~2 (Q− q1)2

2m∗
, (4.6)

so erhält man für die reduzierte Rotonenmasse m∗R = EG u
2
He4 [70], mit der Schallgeschwindigkeit u

2
He4 =

286.25ms im Rotonenbereich, was um einen Faktor 0.73 von dem von Landau angegebenen Wert abweicht. Diese
Abweichung ist relativ gering, wenn man den sehr breiten Peak des statischen Strukturfaktors im Rotonenbereich
von 4He in Betracht zieht. Dieses Resultat stützt zusätzlich das obige Rotonenbild.

4.1.1 Vergleich mit Meßdaten

Die Rotonen-Dispersionsbeziehung, die mit Hilfe des statischen Strukturfaktors im FSDP-Bereich
aus der semiquantitativen Theorie folgt, wurde an amorphem ferromanetischem Fe75P15C10 und an
den amorphen Legierungen Ni67Zr33 und Mg70Zn30 getestet. Die berechneten Werte werden mit den
gemessenen Werten für die Rotonen-Gap-Energie verglichen. Weiterhin wurde aus den gesammelten
Steudaten für den FSDP die Gap-Energie für die verschiedenen Materialien berechnet.

Aus derAnpassung der Meßwerte von amorphem ferromagnetischen Fe75P15C10 aus [80] für die Di-
spersionsbeziehung an Gl. (4.4) erhält man die renormierte StiffnesskonstanteD(FePC) = 80.31meVÅ2

im Magnon-Rotonenbereich und die Gap-Energie E(m)G(FePC) = 19.13meV (s.Abb.4.2, oben). Die Da-
ten des ersten scharfen Begungspeaks wurden um den diffusen Untergrund bereinigt (siehe Abb.4.2,
unten). Es folgt aus (4.2) die Dispersionsbeziehung E(m) (Q) = E(m)G(FePC)+D(FePC) (Q− q1)2 mit der
Gap-Energie E(m)G(FePC) = 15.28meV .

Die Anpassung der Meßwerte von amorphem Ni67Zr33 aus [85] liefert für die Phonon-Rotonen-
Dispersionrelation die Gap-Energie E(ph)

G(NiZr)
= 15.06meV . Es ist zu bedenken, daß das Modell

für die Dispersionsbeziehung, aus dem die Schallgeschwindigkeit folgt, nur für den Bereich nahe des
Rotonen-Minimums gilt. Wird die Berechung auf diesen Bereich beschränkt, so folgt für die renor-
mierte Schallgeschwindigkeit im Rotonen-Bereich u(NiZr) = 3022.68ms . Mit Hilfe der angepassten
Modellfunktion (gem.(2.11)) für den FSDP folgt aus (4.3) für die Dispersionsrelation E(ph) (Q) =r³

E
(ph)
G(NiZr)

´2
+ ~2u2(NiZr) (Q− q1)2 mit E

(ph)
G(NiZr) = 10.51meV . Weiterhin erscheint der FSDP um

Q = 2.7Å−1 deformiert. Diese Deformation des statischen Strukturfaktors ist jedoch bei der Berech-
nung der Dispersionrelation nicht berücksichtigt.
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Abbildung 4.2: Statischer Strukturfaktor S(Q) (s. Tabelle 2.4 und Magnonen-
Dispersionsrelation (mit der Gap- Energie E(m)G(FePC) = 19.13meV) für amorphes
ferromagnetisches Fe75P15C10. Aus den Meßwerten für ε(Q) folgt die Stiffnes-
skonstante D(FePC) im Rotonen- Bereich. Mit dieser und der Modellfunktion
für den statischen Strukturfaktor mit den Parametern aus Tabelle 2.1 wird die
Rotonen- Dispersionsrelation (gem. (4.2)) berechnet. Nach Abzug des diffu-
sen Untergrundes von S(Q) folgt die Rotonen- Dispersionsrelation mit der Gap-
Energie E(m)G(FePC) = 15.28 meV.



4 Rotonenähnliche Anregungen 73

0 2 q1 4
0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

4,0

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

4,0

 

 S(Q), Messwerte           
 S(Q), Fit      

S(
Q

)

Q [Å-1]

0

10

20

0 2 q1 4

0

10

20

 

 

          Ni67Zr33:
 ε(ph)(Q), Messwerte
 ε(ph)(Q), Fit
 ε(ph)(Q), Semiquantitative

                       Theorie
 ε(ph)(Q), langw. Limit

ε(p
h)
(Q

) [
m

eV
]

Abbildung 4.3: Statischer Strukturfaktor S(Q) (s. Tabelle 2.4 und Phononen-
Dispersionsrelation (mit der Gap- Energie E(ph)G(NiZr) = 15.06meV) für amorphes
Ni67Zr33. Aus den Meßwerten für ε(Q) folgt die Schallgeschwindigkeit u(NiZr)
im Rotonen- Bereich. Mit dieser und der Modellfunktion für den statischen
Strukturfaktor mit den Parametern aus Tabelle 2.4 folgt die Rotonen- Dispersi-
onsrelation (gem. (4.3)) mit der Gap- Energie E(ph)G(NiZr) = 10.51meV.
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Abbildung 4.4: Statischer Strukturfaktor S(Q) (s. Tabelle 2.4 und Phononen-
Dispersionsrelation mit der Qap- Energie E(ph)G(MgZn) = 3.8,meV für amorphes
Mg70Zn30. Aus den Meßwerten für ε(Q) folgt die Schallgeschwindigkeit u(MgZn)

im Rotonen- Bereich. Mit dieser und der Modellfunktion für den statischen Struk-
turfaktor mit den Parametern aus Tabelle 2.4, nach Abzug des Untergrundes von
S(Q), folgt die Rotonen- Dispersionsrelation gemäß (4.3) mit der Gap- Energie
E
(ph)
G(MgZn) = 3.65meV.
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Material Gap-Energie E
(m)
G

DÅ−2

α-Fe 0.16

α-Ni 0.23

Ni80P20 0.23

Tabelle 4.1: Berechnete Gapenergie für Magnon- Rotonen gemäß Gl.
(4.2). Die Stiffnesskonstante D im Rotonenbereich ist, infolge fehlender
Meßdaten, unbestimmt.

Material Gap-Energie E
(ph)
G³

10−3meV u(ms )
−1´

ZnCl2 3.4

Ni35Zr35Hf30 2.3

Ni35Zr65 2.5

Ti84Si16 2.3

Tabelle 4.2: Berechnete Gapenergie für Phonon- Rotonen gemäß Gl. (4.3).

Für Mg70Zn30 folgt die Schallgeschwindigkeit u(MgZn) = 1855.24
m
s und die Gap-Energie

E
(ph)
G(MgZn) = 3.8meV . Aus (4.3) folgt mit Hilfe des Fits des FSDP gem.(2.11), nach Eliminierung des

diffusen Untergrundes der Streuung, für die Gap-Energie E(ph)G(MgZn) = 3.65meV . Abbildung 4.4 zeigt

die ausgezeichnete Übereinstimmung.
Für eine Reihe von Materialien liegen Meßwerte für den statischen Strukturfaktor im FSDP-Bereich

vor (vgl.Tab.(2.4)), wobei jedoch die Stiffnesskonstante bzw. die Schallgeschwindigkeit in Ermange-
lung von Meßdaten unbekannt sind. Aus diesem Grunde können für die Gap-Energie gemäß (4.2, 4.3)

nur die relativen Ausdrücke
E
(m)
G

D
für Magnon-Rotonen bzw.

E
(ph)
G

u
für Phonon-Rotonen angegeben

werden. Die Tabellen 4.1 und 4.2 zeigen, daß die Ergebnisse für die Gap-Energie zwischen
E
(m)
G(α−Fe)
D(α−Fe)

=

0.16 Å−2 und
E
(m)
G(NiP )

D(NiP )
= 0.23 Å−2 für Magnon-Rotonen bzw.

E
(ph)
G(TiSi)

u(TiSi)
= 2.3 · 10−3meV

³m
s

´−1
und

E
(ph)
G(ZnCl)

u(ZnCl)
= 3.4 · 10−3meV

³m
s

´−1
für Phonon-Rotonen variiert. Die genaue Kenntnis der

Stiffnesskonstante bzw. der Schallgeschwindigkeit im Rotonen-Bereich, ist zur Berechnung der Gap-
Energie erforderlich, insbesondere bei Vorliegen von wellenzahlabhängiger Dispersion, vgl. Kap. 3.1.4,
3.2.3 und 3.4. Typische Werte für die Stiffnesskonstante liegen im Bereich zwischen 50meVÅ−2 und
150meVÅ−2, was zu Magnon-Rotonen-Gap-Energien von E(m)G ∼ 10meV führt. Die Schallgeschwin-
digkeit liegt im Bereich ∼ 1000ms , so daß die Gap-Energie der Phonon-Rotonen einige meV beträgt.

Die gemessene und die berechnete Dispersionsrelation und insbesondere die Gap-Energie, liegen
für die einzelnen Materialien im gleichen Größenbereich. Bei exakter Berechnung der renormierten
Stiffnesskonstanten bzw. der renormierten Schallgeschwindigkeit, besonders für gemischt polarisierte
Zustände, und bei sorgfältiger Behandlung des ersten scharfen Beugungspeaks im statischen Struk-
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turfaktor kann die Rotonen-Dispersion um einen Faktor ∼ 0.7 genau berechnet werden. Insbesondere
verschmierte Streudaten und diffuser Untergrund der Streuung können das Ergebnis der Berechnung
verfälschen. Die berechneten Werte für die Dispersionsrelation im Rotonenbereich liegen im Trend
unterhalb der gemessenen Werte, jedoch entspricht die Form der Dispersionsbeziehung für Magnon-
und Phonon-Rotonen qualitativ dem Verlauf der Meßwerte. Dieses qualitative Verhalten stützt die
Interpretation von rotonenähnlichen Anregungen in amorphen Festkörpern als Wellenpakete.

4.2 Super- Debye- Beitrag zur spezifischen Wärme

4.2.1 Zustandsdichte und Gesamtzahl der Zustände

Phononen und Phonon-Rotonen tragen als unabhängige Anregungszweige additiv zum Gitteranteil
der spezifischen Wärme in amorphen Festkörpern bei. Durch den Anteil der Phonon-Rotonen er-
höht sich die Zustandsdichte D(ph) (ε) oberhalb der Gap-Energie EG, während die Gesamtzahl der
Zustände erhalten bleiben muß [128]. Die Zustandsdichte im k-Raum lautet D(ph) (k) dk = 3V

2π2
k2 dk

(3.57), woraus für akustische Debye-Phononen mit der Dispersionsrelation ε = ~uDk mit der Debye-
Schallgeschwindigkeit uD der Phononen-Anteil zur Zustandsdichte

D(ph) (ε) dε =
3V

2π2
ε2

~3u3D
dε (4.7)

in Abhängigkeit von der Energie ε folgt. Der Faktor 3 in D(ph) (k) dk bzw. D(ph) (ε) dε entsteht
aufgrund der drei Polarisationszweige der akustischen Phononen.

Die Zustandsdichte D(r) (k) dk im k-Raum für Phonon-Rotonen mit Wellenzahl Q lautet analog

D(r) (k) dk =
3V

2π2
k2 dk mit k = Q− q1,

da Rotonen als Wellenpakete aus langwelligen Anregungen mit Wellenzahlen k innerhalb der ersten
Debye-Kugel (k ≤ qD) gebildet werden. Diese Vorreduktion um q1 der Rotonen-Dispersionsbeziehung
entspricht dem physikalischen Bild der rotonenähnlichen Anregungen. Die Schallgeschwindigkeit uR
im Rotonen-Bereich ist infolge der Streuung an Strukturdefekten um den Renormierungsfaktor ρ
renormiert:

uR = ρuD, ρ < 1. (4.8)

Damit folgt aus der Dispersionsrelation (4.5) der Phonon-Rotonen ε =
q
E2G + ~2u2D ρ2 k2 der Roto-

nen-Anteil zur Zustandsdichte in Abhängigkeit von der Energie ε

D(r) (ε) dε =
3V

2π2

ε
q
ε2 −E2G
~3u3D ρ3

dε. (4.9)

Man erhält die Gesamtzahl der Zustände NP (für Phonon) +NR (für Rotonen) durch Integration
von D(ph) (ε) dε und D(r) (ε) dε von ε = 0 bzw. von ε = EG für den Rotonenzweig bis zur maximalen
Energie εmax ≡ α~uDqD mit dem Auffüll-Faktor α. In der üblichen Debye- Theorie ist εmax =
~uDqD = ~ωD, und α = 1. Im vorliegenden Fall wird die Erhaltung der Gesamtzahl der Zustände
durch Abbruch der Integration bei der Maximal-Energie
εmax gewährleistet. Man erhält für NP und NR:

NP =

εmaxZ
o

D(ph) (ε) dε = 3N α3,
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NR =

εmaxZ
EG

D(r) (ε) dε = 3N

¡
α2 − τ2

¢ 3
2

ρ3
,

mit der Abkürzung

τ =
EG

~uDqD
. (4.10)

Aus der Forderung nach der Erhaltung der Gesamtzahl der Zustände NP + NR = 3N folgt für den
Auffüll-Faktor α

α3 +

¡
α2 − τ2

¢ 3
2

ρ3
= 1.

4.2.2 Phononen-und Phonon-Rotonen-Beitrag zur spezifischen Wärme amorpher
Festkörper

Der Phononen-Beitrag zur spezifischen Wärme folgt in bekannter Weise als Ableitung des Phononen-
Anteils der inneren Energie nach der Temperatur T

C(ph) =

εmaxZ
o

ε2e
ε

kBT³
e

ε
kBT − 1

´2
kBT 2

D(r) (ε) dε. (4.11)

Für tiefe Temperaturen, T ¿ θD mit der Debye-Temperatur θD =
~ uDqD
kB

, folgt das bekannte Debye-
Gesetz

CD ≡ C(ph) = 12π4N kB
5

µ
T

θD

¶3
.

CD
T 3

wird häufig als Debye-Faktor bezeichnet. Im Grenzbereich hoher Temperaturen (T & θD) folgt
für den Phononen-Beitrag zur spezifischen Wärme das bekannte Dulong-Petit-Gesetz

C(ph) = 3N kBα
3 (4.12)

unter Berücksichtigung des Auffüll-Faktors α.
Der Phonon-Rotonen-Beitrag zur inneren Energie lautet

UR =

εmaxZ
EG

ε n̄ (ε)D(r) (ε) dε (4.13)

mit der Zustandsdichte (4.9). Phonon-Rotonen genügen der Bose-Einstein-Statistik und es folgt der
Rotonen-Anteil zur spezifischen Wärme

C(r) =
9kBN

ρ3x2

αZ
τ

e
eq
x eq3peq2 − τ2³
e
eq
x − 1

´2 deq (4.14)

mit den Abkürzungen x = T
θD
und τ gemäß Gl. (4.10) sowie der der Sustitution q = qD eq.
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Bei tiefen Temperaturen (T ¿ E
(ph)
G
kB

) verhalten sich Rotonen näherungsweise gemäß der Boltz-

mann-Statistik mit der mittleren Besetzungszahl n̄ (ε) = e
− ε
kBT . Damit folgt näherungsweise für die

freie Energie der Rotonen bei tiefen Temperaturen (vgl. [28])

F (r) =

∞Z
EG

(−kBT )e−
ε

kBTD
(ph)
R (ε) dε =

9kBN θD x
2 τ2K2

¡
τ
x

¢
ρ3

mit der modifizierten Besselfunktion zweiter Art n-ter Ordnung Kn (x). Für den Rotonen-Anteil zur
spezifischen Wärme bei tiefen Temperaturen erhält man

C(r) = −T ∂
2F (r)

∂T 2
=
9kBN

ρ3
τ

x

³¡
12x2τ + τ3

¢
K0

³τ
x

´
+
¡
24x2τ + 5xτ2

¢
K1

³τ
x

´´
. (4.15)

Im Bereich hoher Temperaturen folgt aus Gl. (4.14)

C(r) =
kBN

¡
a2 − τ2

¢
ρ3

µ
3 +

3α2 − 2τ2
20x2

¶
. (4.16)

Addiert man den Phononen-Anteil (4.13) und den Rotonen-Anteil (4.16), so erhält man wegen der
Erhaltung der Gesamtzahl der Zustände das bekannte Dulong-Petit-Gesetz für T > θD:

CV = C
(ph) + C(r) = 3kBN.

Die spezifische Wärme CV und die getrennten Beiträge der Phononen und Phonon-Rotonen sind
in Abb. 4.5 über T

θD
dargestellt. Man erkennt das Debye-Verhalten für T . 0.01 θD, wobei die Tunnel-

Zustände nicht berücksichtigt sind. Oberhalb von T ≈ 0.01 θD steigt CV durch den Rotonen-Anteil
an, und geht für T → θD in das Dulong-Petit-Gesetz über.

4.2.3 Auswertung experimenteller Daten

Das Verhalten der spezifischen Wärme amorpher Festkörper CV ∼ T bei sehr tiefen Temperaturen
(T . 1K) wird auf Zwei-Niveau-bzw. Tunnel-Zustands-Systeme zurückgeführt (vgl. [57] - [59]). Der
Super-Debye-Beitrag zur spezifischen Wärme, der Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist, stellt den
Peak in CV

T 3
bei Temperaturen oberhalb von T & 1K dar. Die vorliegenden experimentellen Daten (vgl.

Tab. 4.3) für die spezifische Wärme geben im allgemeinen CV
T 3
über T [K] wieder. Für die aufgeführten

Materialien liegen die Werte für die Debye-Temperatur und den Debye-Faktor CD
T 3

der spezifischen
Wärme vor (für GeO2, α-Se, PMMA, v-SiO2 siehe [123], sonstige Materialien wie aufgeführt,s.u.).
Mit diesen Werten werden die Daten in einer ersten Normierung auf die Form CV

CD
gebracht.

Die Anpassung der Daten anhand des Modells C
(ph)+C(r)

CD
gemäß den Gln. (4.11) und (4.14) erfolgt

in zwei weiteren Schritten. Zunächst wird die Debye Temperatur θD anhand der Hochtemperatur-
Abstiegsflanke von CV

CD
, für die das Dulong-Petit-Gesetz gilt, geeicht. Diese Eichung ist notwendig,

um die Werte für die Debye-Temperatur θD mit der Theorie für einkomponentige amorphe Festkörper
in Einklang zu bringen. Dann werden die geeichten Meßkurven an der Tieftemperatur-Anstiegsflanke
bis zum Erreichen des Maximums an das Modell C

(ph)+C(r)

CD
gefittet, wobei die noch offenen Parameter

τ (Gl. (4.10)) und ρ (Gl. (4.8)) angepaßt werden. Die Methode ist in Abb. 4.6 anhand der Meß-
werte der spezifischen Wärme von D-Aethanol aus [124] dargestellt. Die Meßpunkte sind anhand der
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Hochtemperatur-Flanke geeicht. Die Tieftemperatur-Flanke C
(ph)+C(r)

CD
ist mit den Daten aus dem Fit

(s. entsprechende Werte aus Tabelle 4.3) berechnet und das Ergebnis für CV ist dargestellt.
Aus der Lage des Maximums von CV

CD
folgt die relative Höhe τ (Gl. (4.10)) der Gap-Energie,

während der Renormierungsfaktor ρ (Gl. (4.8)) aus der Höhe des Peaks folgt. In Tabelle (4.3) sind
die Werte für τ und ρ sowie EG =

τ θD
kB

nach Rückeichung der Debye-Temperatur angegeben.

Mit den Werten aus Tabelle 4.3 wird CV
CD

berechnet und mit den Meßkurven verglichen (Abb.4.7).

Die Übereinstimmung mit den Meßkurven ist zufriedenstellend.
Die semiquantitative Theorie (Kap. (4.1)) liefert für die Gap-Energie aus dem ersten scharfen

Peak des statischen Strukturfaktors (FSDP) näherungsweise (vgl. (4.3))³
E
(ph)
G

´2
= ~2u2ρ2τ2q2D (4.17)

Für langwellige Phononen sind sowohl die Renormierung R (q) als auch das Quadrat der scheinbaren

Gap-Energie
³
E
(ph)
G

´2
proportional zur mittleren quadratischen Dichtefluktuation ∆2 (vgl. Kap. 3.2.3

und 3.2.4). ∆2 ist ein Maß für die Unordnung, die im langwelligen Bereich durch die langreichweitigen
Inhomogenitäten repräsentiert wird . Wir nehmen daher an, daß die Renormierung der Schallgeschwin-
digkeit im Rotonenbereich R (q) proportional zu −τ2 ist und schätzen ρ durch ρ = ρmax =

√
1− τ2

ab. Man erhält aus (4.17) die in Tabelle (4.4) angegebenen Werte für τ und ρ. Mit diesen Werten
wird die spezifische Wärme berechnet. (siehe Abb.4.8))

Die Werte für τ aus den Tabellen 4.3 und 4.4 sind von gleicher Größenordnung, aber im Trend
liegen die Werte für τ aus Tabelle 4.3 um einen Faktor ∼ 0.5 unterhalb der Werte aus Tabelle 4.4.
Eine Diskrepanz der Theorie ist, daß diese für sowohl für CV als auch für EG für einkomponentige
amorphe Festkörper formuliert wurde, während die behandelten Materialien überwiegend aus mehreren
Komponenten bestehen. Weiterhin ist der Beitrag zur spezifischen Wärme bei tiefen Temperaturen
T . 1K, der aus den Zwei-Niveau-bzw. Tunnel-Zustands-Systemen stammt, nicht völlig abseparierbar.
Diese Schwierigkeit führt zur Verschiebung des Peaks in CV

T 3
zu tiefen Temperaturen, was auf zu niedrige

Werte für τ führt. Beide Effekte sind allerdings schwer zu quantifizieren.



80 4 Rotonenähnliche Anregungen

0,01 0,1 1
10

100

1000

3 / T3

CD / T3

 

 

 CV / T3

 C(ph) / T3

 C(r) / T3

 C(r) / T3,  T ^ EG
(ph)/kB

C
V /

 T
3  [k

BN
]

T/ΘD

Abbildung 4.5: Spezifische Wärme CV
T3

mit dem Phononen-Beitrag gemäß Gl.
(4.11) und dem Rotonen-Beitrag gemäß Gl.(4.14) sowie die Näherungen für den
Rotonen-Beitrag C(r)/T 3 und für den Phononen-Beitrag C(ph)/T 3 im Bereich
tiefer Temperaturen T ¿ E

(ph)
G /kB bzw.T ¿ θD. Zusätzlich ist der Verlauf

des Debye-Gesetzes für T ¿ θD und des Dulong- Petit- Gesetzes für T → θD
eingezeichnet.
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Abbildung 4.6: Darstellung der Methode zur Berechnung von C(T ) am Bei-
spiel der Daten für D- Äthanol [124]. Die Debye- Temperatur θD wurde an der
Hochtemperatur- Flanke geeicht. Die Anpassung der Parameter τ und ρ erfolgte
an der Tieftemperatur- Flanke. Mit diesen Parametern wurde schließlich C(T )
berechnet (s. Text).
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Material τ ρ EG [meV]

GeO2 [51], [50] 0.137 0.875 1.246

α-Se [125] 0.105 0.945 0.574

PMMA [51], [50] 0.052 0.825 0.482

v-SiO2 [96] 0.106 0.538 1.263

1-Propanol [126] 0.09 0.813 0.727

2-Propanol [126] 0.067 0.814 0.502

Aethanol [124] 0.058 0.735 0.595

D-Aethanol [124] 0.061 0.73 0.639

Tabelle 4.3: Fit-Parameter τ , ρ und EG = τθD
kB

für die angegebenen Mate-

rialien aus dem Fit der spezifischen Wärme C(T )

C
(TT)
P

gemäß (4.11) und (4.14).
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Abbildung 4.7: Gegenüberstellung der Meßdaten und der berechneten Werte für
C(T )
CD

gem. ( 4.11) und ( 4.14) mit den Parametern aus Tabelle 4.3 über T
θD

(ge-
eicht). Die Parameter in Tabelle 4.3 geben die Rotonen- Gap- Energie (∼ τ) und
die Renormierung der Schallgeschwindigkeit (∼ ρ) wieder. Die Übereinstimmung
der Kurven ist zufriedenstellend.
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Material τ ρ

Mg70Zn30 [115] 0.128 0.992
ZnCl2 [116] 0.294 0.956
α-Fe [119] 0.129 0.992
α-Ni [119] 0.157 0.988
Ni35Zr35Hf30 [117] 0.142 0.99
Ni35Zr65 [117] 0.199 0.98
Ti84Si16 [118] 0.124 0.992
Ni80P20 [118] 0.147 0.989

Tabelle 4.4:Fit- Parameter τ , ρ und EG = τθD
kB

gemäß (4.17) für die ange-
gebenen Materialien aus dem Fit des statischen Strukturfaktors S(Q) im
FSDP- Bereich (vgl.(2.4)) (s. Text).
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Abbildung 4.8: Spezifische Wärme CV
CD

gemäß den Gln. (4.11) und (4.14) mit

den Werten für τ und ρ aus Tabelle 4.3 über T
θD
. Als schematische Darstellung

ist CV
CD

für τ = 0.16 und ρ = 0.97 hinzugefügt.
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4.3 Schlußfolgerung

Das Verhalten rotonenähnlicher Anregungen (Phonon-und Magnon-Rotonen) kann mit Hilfe eines
semiquantitativen physikalischen Bildes näherungsweise beschrieben werden. Eine Greenfunktionen-
Methode auf der Basis des Matsubara-Kaneyoshi-Formalismus, wie sie in Kap. 3 für langwellige
Anregungen beschrieben wurde, ist jedoch derzeit nicht vorhanden.

Das grundsätzliche Verhalten rotonenähnlicher Anregungen, vor allem der Phonon-Rotonen, in
amorphen Festkörpern, ist in der Literatur etabliert. Danach existiert bei der doppelten Debye-
Wellenzahl q1 ein Minimum der Dispersionsrelation, das mit dem ersten scharfen Peak des statischen
Strukturfaktors (mit der Breite ±∆q) zusammenfällt. Die Breite des FSDP ist eine Konsequenz der
amorphen Struktur (vgl. Abschn. 2.2).

In unserer Interpreatation werden die Rotonen mit der Wellenzahl Q ≈ q1 durch diffuse Umklapp-
Prozesse an dem FSDP, der als verschmierter Bragg-Reflex fungiert in die erste Debye-Kugel vorredu-
ziert. Es entstehen, als Konsequenz der Verbreiterung des FSDP, Wellenpakete mit der Breite ∼ ±∆q,
die aus langwelligen Anregungen mit der Wellenzahl ~k parallel zu ~Q gebildet werden. Die Anregung
der Teilmode mit der Wellenzahl ~k ist durch die Funktion ρ(~Q − ~k) (Gl. (2.1)) gegeben. Durch
die langwelligen Anregungen, deren Wellenzahl nicht gleich der Hauptmode sind, wird die amorphe
Struktur kompensiert und sie wirken demnach als Kompensationsanregungen, wie dies auch für den
langwelligen Bereich der Fall ist. Die Entstehung der Kompensationsanregungen führt schließlich zur

Gap-Energie E(m)G = α2D (∆q)2 für Magnon-Rotonen und
³
E
(ph)
G

´2
= α2~2u2 (∆q)2 für Phonon-

Rotonen mit α ≈ 1. Die Dispersionsrelation zeigt in der Umgebung des Rotonen-Minimums die Form
E(m) (Q) = E

(m)
G +D (Q− q1)2 (Magnon-Rotonen),

bzw.

E(ph) (Q) =

r³
E
(ph)
G

´2
+ ~2u2 (Q− q1)2 (Phonon-Rotonen)

mit der renormierten Stiffnesskonstante D bzw. Schallgeschwindigkeit u im Rotonenbereich. Die
Phonon-Rotonen-Dispersionsrelation gilt näherungsweise auch für supraflüssiges 4He.

Sind sowohl der statische Strukturfaktor S (Q) als auch die renormierte Stiffnesskonstante bzw.
Schallgeschwindigkeit im Rotonenbereich bekannt, so liefert der Vergleich der berechneten Dispersi-
onsrelation mit den Meßdaten zufriedenstellende Übereinstimmung.

Der Super-Debye-Beitrag zur spezifischen Wärme oberhalb T & 1K wurde mit Hilfe des Rotonen-
Konzeptes gedeutet. Die spezifische Wärme wurde unter Beachtung der Erhaltung der Gesamt-
zahl der Zustände berechnet. Anhand der Hochtemperatur-Flanke der spezifischen Wärme in der
CV
T 3
-Darstellung, für die das Dulong-Petit-Gesetz als klassischer Grenzfall gilt, wurde die Debye-

Temperatur für eine Reihe amorpher Festkörper geeicht. Die Lage und die Höhe der Peaks in der
CV
T 3
-Darstellung liefert zufriedenstellende Ergebnisse für die vorreduzierte und renormierte Phonon-

Rotonen-Energie. Die Vorreduktion garantiert eine realistische Höhe des Super-Debye-Beitrages.
Aus dem statischen Strukturfaktor im Rotonen-Bereich für verschiedene amorphe Festkörper erhält

man deren relative Rotonen-Gap-Energie. Mit den erhaltenen Werten für τ = EG
~ u qD der Phonon-

Rotonen wurde die spezifische Wärme berechnet, wobei realistische Resultate erhalten wurden.
Die aus der spezifischen Wärme und die aus der semiquantitativen Theorie berechneten Werte

für die relative Rotonen-Gap-Energie liegen in der gleichen Größenordnung. Die Übereinstimmung
der berechneten und der gemessenen Rotonen-Selbstenergie sowie die größenordnungsmäßige Überein-
stimmung der aus dem Super-Debye-Beitrag und der aus der semiquantitativen Theorie gewonnenen
relativen Rotonen-Gap-Energie stützen das anschauliche Wellenpaket-Bild der Rotonen.



Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Die Auswirkungen der statischen Struktur amorpher Festkörper auf langwellige und rotonenähnliche
Elementaranregungen sind das Thema dieser Arbeit.

Der statische Strukturfaktor im langwelligen Bereich, in dem die „Fernordnung“ der amorphen
Festkörper (ausgedrückt durch die Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion G (r)) ihren Niederschlag fin-
det, wird anhand von geeigneten Modellfunktionen an experimentelle Ergebnisse angepaßt. Die Er-
gebnisse zeigen, daß schwache, ausgedehnte Inhomogenitäten mit charakteristischer Korrelationslänge
1
κ ∼ 10 − 103 Å−1 eine gemeinsame Eigenschaft vieler -insbesondere aus der Schmelze gewonnener-
amorpher Festkörper sind.

Der statische Strukturfaktor im kurzwelligen Bereich, insbesondere sein erster scharfer Peak (FSDP),
konnte in ähnlicher Weise anhand von Modellfunktionen an experimentelle Ergebnisse angepaßt wer-
den. Hier findet die Nahordnung, die durch die radiale Verteilungsfunktion g (r) ausgedrückt wird,
ihren Niederschlag. Die Anpassung der Modellfunktionen an experimentelle Daten gewährleistet die
Berücksichtigung der Struktur realer amorpher Festkörper bei der Untersuchung der Elementaranre-
gungen.

Der verbesserte Matsubara-Kaneyoshi-Formalismus (MKF) für Magnonen und Phononen liefert die
Dämpfung und die Selbstenergie-Renormierung langwelliger Magnonen und Phononen. Die Dämpfung
zeigt (magnetische) Rayleigh-Streuung der Magnonen und Phononen mit einer Wellenzahl q kleiner als
die reziproke charakteristische Korrelationslänge κ an den Inhomogenitäten. Die Renormierung und
Dämpfung der Magnonen erhält man auch alternativ aus einer elementaren quantemechanischen Theo-
rie, in der Abweichungen von der mittleren Dichte in der Stiffnesskonstanten als Störung in zweiter
Ordnung der Störungstheorie behandelt werden. Aus dem MKF folgt eine scheinbare Magnonen-Gap-

Energie der Größe E(m)G = ∆2D κ2 bzw. eine Phononen-Gap-Energie mit
³
E
(ph)
G

´2
= ∆2~2u2κ2 für

Magnonen bzw. Phononen mit Wellenzahlen q größer als die reziproke charakteristische Korrelations-
länge κ (κ ¿ q ¿ qD) infolge der Bildung von Kompensationsmagnonen bzw. -phononen, die den
Einfluß der Inhomogenitäten kompensieren. Diese Kompensationsanregungen begleiten die Hauptmo-
de der Anregung und bilden als Wellenpaket ein „Magnon-dressed Magnon“ bzw. ein „Phonon-dressed
Phonon“.

Die Spur der strukturgemittelten Greenfunktion,
D
G
(m)
~q~q 0 (E)

E
für Magnonen bzw.

D
G
(ph)
~q~q 0 (ω)

E
für

Phononen, liefert die Zustandsdichten D(m) (E) bzw. D(ph) (ω) langwelliger Magnonen und Phono-
nen. Bestandteile der Zustandsdichte sind die Zustandsdichte von Elementaranregungen in einem
homogenen (magnetischen) Kontinuum (DH (qE)), die durch die Renormierung und die Inhomogeni-
täten verändert werden (DH (qE) (dR (qE) + dI (qE))) sowie der zusätzliche Anteil von Amorphonen
in der Zustandsdichte (DH (qE) dA (qE)), die eine neue Art von Elementaranregungen in amorphen
Ferromagneten bzw. amorphen Festkörpern sind und aufgrund der amorphen Struktur entstehen.
Die Gesamtzahl der Zustände ist genau dann erhalten, wenn sowohl die Veränderungen aufgrund
der Inhomogenitäten als auch die Amorphonen-Anteile berücksichtigt werden. Für niederenergetische
Zustände folgt eine Erhöhung der Zustandsdichte, die Peaks für D(m) (E) /

√
E bzw. D(ph) (ω) /ω2

84
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zur Folge haben. Diese Peaks werden als Beitrag zum Bosonen-Peak interpretiert. Die räumliche
Korrelationsfunktion der Zustände veranschaulicht, daß die gewöhnlichen Magnonen und Phononen
delokalisiert sind, während die Amorphonen für niedrige Energien an den Inhomogenitäten räumlich
lokalisierte Anregungen darstellen.

Aus einer quantenmechanischen Störungsrechnung, in welcher die Fluktuationen der (magneti-
schen) Dichte als Störungen in die Stiffnesskonstante bzw. in die Schallgeschwindigkeit eingehen,
folgt die Stoßfrequenz und die mittlere freie Weglänge der Magnonen und Phononen, die in die Be-
rechnung der Wärmeleitfähigkeit der Magnonen und Phononen eingehen. Bei der Berechnung der
Wärmeleitfähigkeit der Phononen aus der verallgemeinerten Debye-Formel entstehen an der unteren
Integrationsgrenze Divergenzen (∼ q−2) bei der Berücksichtigung endlicher reziproker charakteristi-
scher Korrelationslängen κ. Diese Schwierigkeiten wurden mit der Berechung des Wärmewiderstandes
% & κ−1 nach Ziman (bzw. durch Übertragung auf Magnonen) für Magnonen-und Phononenwär-
meleitung umgangen, wobei insbesondere für Magnonen der inverse Wärmewiderstand %−1 und die
Wärmeleitfähigkeit κ ausgezeichnet übereinstimmen. Als weitere untere Grenze für die Wärmeleitfä-
higkeit wurde κK nach der Klemens-Methode (bzw. durch Übertragung auf Magnonen) für Magnonen
und Phononen berechnet. Die Wärmeleitfähigkeit sinkt sowohl für Magnonen als auch für Phononen
mit steigender Höhe (ausgedrückt durch die mittlere quadratische Dichtefluktuation) und steigender
mittlerer Ausdehnung (ausgedrückt durch die mittlere charakteristische Korrelationslänge 1

κ) der In-
homogenitäten. Der Vergleich von Magnonen-und Phononen-Wärmeleitfähigkeit zeigt, daß bei tiefen
Temperaturen die Magnonen-Wärmeleitfähigkeit nicht vernachlässigbar ist und bei sehr tiefen Tem-
peraturen sogar überwiegen kann.

Das physikalische Bild, das zur Behandlung der rotonenähnlichen Anregungen in der vorliegenden
Arbeit benutzt wird, behandelt Magnon-und Phonon-Rotonen als Wellenpakete langwelliger Anre-
gungen, die einen weiteren Anregungszweig in amorphen Festkörpern bilden. Aus einer elementa-
ren semiquantitativen quantenmechanischen Theorie wird die Dispersionsrelation von Magnon-und
Phonon-Rotonen in der Umgebung des Rotonen-Minimums berechnet. Die Vorreduktion um die Wel-
lenzahl q1 (q1 bezeichnet die Lage des ersten scharfen Peaks des statischen Strukturfaktors) entspricht
einem (diffusen) Umklapp-Prozeß innerhalb des physikalischen Bildes der Rotonen. Die Gap-Energie
EG entsteht aufgrund der Bildung von Kompensationsanregungen zur Kompensation der amorphen
Struktur, wie sie auch bei langwelligen Anregungen auftritt. Der Vergleich der gemessenen mit der
berechneten Dispersionsrelation liefert befriedigende Übereinstimmung, wenn die Stiffnesskonstante
D bzw. die Schallgeschwindigkeit u und der statische Strukturfaktor S (q) hinreichend genau bekannt
sind.

Aus der vorreduzierten Dispersionsrelation für Phonon-Rotonen wird unter Beachtung der Erhal-
tung der Gesamtzahl der Zustände der Super-Debye-Beitrag zur spezifischen Wärme (excess specific
heat) bei tiefen Temperaturen (T & 1K) berechnet. Die Lage des Maximums des Super-Debye-
Beitrages in der C(T )

T 3
-Darstellung liefert die Gap-Energie des Rotonen-Minimums, die Höhe des Maxi-

mums bestimmt die Renormierung der Schallgeschwindigkeit im Rotonen-Bereich. Umgekehrt konnte
für einen Reihe amorpher Festkörper, für welche der statische Strukturfaktor im FSDP-Bereich be-
kannt ist, der Super-Debye-Beitrag berechnet werden. Die aus dem statischen Strukturfaktor und die
aus dem Super-Debye-Beitrag folgende relative Gap-Energie des Phonon-Rotonen-Minimums liegen
im gleichen Größenbereich. Die befriedigende Übereinstimmung der berechneten Kurven mit dem
Meßdaten, sowohl der Dispersionsrelation als auch der spezifischen Wärme stützen das physikalische
Bild der Rotonen.

Bei der Behandlung der Elementaranregungen in amorphen Festkörpern stellen sich in den Eigen-
schaften von Magnonen und Phononen weitgehende Gemeinsamkeiten heraus. Diese treffen sowohl für
die langwelligen als auch die rotonenähnlichen Anregungen zu und sind auf analoge Streu-Mechanismen
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zurückzuführen. Diese führen zur Dämpfung, Renormierung und Erhöhung der Zustandsdichte der
langwelligen Magnonen und Phononen. Des weiteren werden sowohl langwellige als auch rotonenähn-
liche Anregungen als Wellenpakete interpretiert. Dabei wird durch die Bildung von Kompensations-
anregungen der Einfluß der amorphen Struktur kompensiert. Die Feststellung dieser Analogien bzw.
Gemeinsamkeiten stellt ein wichtiges Ergebnis dieser Arbeit dar.

Zur weiteren Bestätigung des Rotonen-Bildes wäre eine Greenfunktionen-Theorie analog zum
Matsubara-Kaneyoshi-Formalismus hilfreich. Eine solche Untersuchung sollte überdies die Renormie-
rung der Stiffnesskonstanten bzw. der Schallgeschwindigkeit und die Zustandsdichte der Zustände mit
Energien größer als die Rotonen-Gap-Energie liefern. Auch Amorphonen-Zustände (dann: „Roton-
Amorphonen“) analog zum langwelligen Bereich sind zu erwarten, die in der Folge Auswirkungen auf
die Wärmeleitfähigkeit und die spezifische Wärme hätten.

In der vorliegenden Arbeit wurde der Akzent auf die Auswirkungen des statischen Strukturfaktors
amorpher Ferromagneten und Festkörper gelegt. Ebenso aufschlußreich wäre die Berücksichtigung des
dynamischen Strukturfaktors, der zusätzlich zu den elastischen auch zu inelastischen Beiträgen zur
Streuung der Elementaranregungen führen würde.



Anhang A

Anhang

A.1 Methode der Strukturmittelung

Eine vollständige Beschreibung eines amorphen Systems mit N Atomen erfordert eine Wahrscheinlich-
keits-Verteilungsfunktion PN (~r1, ..., ~rN ) (vgl.z. B. [37], [24]). Die Wahrscheinlichkeit, die Atome bei
~r1, ..., ~rN in den Volumeninkrementen d3r1, ..., d3rN anzutreffen, ist gleich PN (~r1, ..., ~rN ) d3r1 · · ·d3rN .
Die PN (~r1, ..., ~rN) sind normiert:

1

V N

Z
PN (~r1, ..., ~rN ) d

3r1 · · · d3rN = 1

Der Strukturmittelwert einer Größe F (~r1, ..., ~rN ) lautet dann:

hF i = 1

V N

Z
F (~r1, ..., ~rN) PN (~r1, ..., ~rN) d

3r1 · · · d3rN .

Man erhält reduzierte Verteilungsfunktionen für ein Atom, Atom-Paare etc. durch

P1 (~ri) =
1

V N−1

Z
PN (~r1, ..., ~rN ) d

3r1 · · · d3ri−1d3ri+1 · · · d3rN

P2 (~ri, rj) =
1

V N−2

Z
PN (~r1, ..., ~rN ) d

3r1 · · · d3ri−1d3ri+1 · · · d3rj−1d3rj+1 · · · d3rN .

Dabei ist P1 (~ri) wegen der Homogenität des Konfigurationsraumes konstant [24].
Durch doppelseitige Fourier-Transformation der Funktion δij (~ri, ~rj : Atom-Orte) erhält man die

wichtige Funktion

ρ
¡
~q − ~q 0¢ = 1

N

X
i

e−i(~q−~q
0)~ri

mit dem Strukturmittelwert­
ρ
¡
~q − ~q 0¢® = 1

N

X
i

1

V

Z
d3riP1 (~ri) e

−i(~q−~q 0)~ri = δ~q~q 0

Im Zusammenhang mit P2 (~ri, rj) steht die bedingte Wahrscheinlichkeits-Verteilungsfunktion
g2 (~ri;~rj). Die Wahrscheinlichkeit, ein Atom bei ~rj im Volumeninkrement d3rj anzutreffen, wenn bei
~ri ein Atom ist, ist gleich g2 (~ri;~rj) d3rj . Es gilt

P2 (~ri, rj) = P1 (~ri) g2 (~ri;~rj) (A.1)

In isotropen Medien ist g2 nur vom Abstand |~ri − ~rj | der Atome abhängig und g2 (~ri;~rj) ist gleich
der radialen Verteilungsfunktion g (|~ri − ~rj |).
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Der Strukturmittelwert des Betragsquadrates (oder „zweites Moment“) von ρ (~q − ~q 0) lautet

­
ρ
¡
~q − ~q 0¢ ρ ¡~q 0 − ~q¢® = 1

N2

X
i,j

1

V 2

Z
d3rid

3rjP2 (~ri, ~rj) e
−i(~q−~q 0)(~ri−~rj)

Mit Gl. (A.1) folgt:

­
ρ
¡
~q − ~q 0¢ ρ ¡~q 0 − ~q¢® =

1

N2

X
i,j

1

V 2

Z
d3rid

3rjP1 (~ri) g2 (~ri;~rj) e
−i(~q−~q 0)(~ri−~rj)

= δ~q~q 0 +
1

N2

X
i,j 6=i

1

V 2

Z
d3rid

3rjP1 (~ri) g2 (~ri;~rj) e
−i(~q−~q 0)(~ri−~rj)

= δ~q~q 0 +

Z
d3r g (~r) e−i(~q−~q

0)~r

= δ~q~q 0 + S
¡
~q − ~q 0¢ .

Der zweite Summand S (~q − ~q 0) ist der statische Strukturfaktor, der im FSDP-Bereich als Fourier-
Transformation der radialen Verteilungsfunktion die Nahordnung des Systems beschreibt.

Für langreichweitige Dichte-Inhomogenitäten ∆ρ (~r) gilt entsprechend :

­
ρ
¡
~q − ~q 0¢ ρ ¡~q 0 − ~q¢® = δ~q~q 0 +

1

V 2

Z
d3r d3u

∆ρ (~r + ~u)∆ρ (~u)

ρ2
e−i(~q−~q

0)~r (A.2)

= δ~q~q 0 + Slw
¡
~q − ~q 0¢ .

Der zweite Beitrag ist der statische Strukturfaktor Slw (~q) im langwelligen Bereich (q → 0) , der,
als Fourier-Transformation der Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion

G (r) =
1

V

Z
d3u
∆ρ (~r + ~u)∆ρ (~u)

ρ2
,

den Einfluß langreichweitiger Inhomogenitäten wiedergibt. Die Stärke dieser Inhomogenitäten ist die
mittlere quadratische Dichtefluktuation

∆2 = G (0) =
1

V

Z
d3u
∆ρ (~u)∆ρ (~u)

ρ2
. (A.3)

In gleicher Weise erhält man für die Funktion ρa (~q − ~q 0) = ρ (~q − ~q 0) − hρ (~q − ~q 0)i (vgl(2.2) in
Abschnitt 3.1.1) deren zweites Moment :­

ρa
¡
~q − ~q 0¢ ρa ¡~q 0 − ~q¢® =

­
ρ
¡
~q − ~q 0¢ ρ ¡~q 0 − ~q¢®− δ~q~q 0

= S
¡
~q − ~q 0¢ (A.4)

und für D
ρa(~q − ~k)ρa(~k − ~q 0)

E
= δ~q~q 0S(~q − ~k) (A.5)
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A.2 Kurzdarstellung der experimentellen Methoden zur Struktur-
untersuchung

Bei Strukturuntersuchungen werden (möglichst parallele, monochromatische) Röntgen-, und Neutro-
nenstrahlen an amorphen Festkörpern gestreut und die Streuintensität winkel-und energieaufgelöst
gemessen. Dabei wird zur Untersuchung der statischen Struktur der elastische Anteil der Streuung
verwendet. Röntgen-und Neutronenstrahlen bieten aufgrund ihrer großen Eindringtiefe die Möglich-
keit zur Strukturaufklärung im Festkörperinneren.

In Kleinwinkelstreuexperimenten (Anomalous Small Angle X-Ray Scattering: (A)SAXS) verwen-
dete monochromatische Röntgenstrahlung hat üblicherweise eine Wellenlänge im Bereich von λ ∼ 1Å.
Die Röntgenquanten wechselwirken mit den Elektronenschalen der Festkörperatome. Zur elastischen,
kohärenten Streuung tragen nur die inneren, lokalisierten Elektronenschalen bei [102]. Das Wech-
selwirkungspotential für die Streuung an einem Atom am Ort ~ri lautet Ûi (~r) = b

(X)
i δ (~r − ~ri) mit

der Streulänge b(X)i = r0 Zi; r0 = e2

mec2
ist der klassische Thomson’sche Elektronenradius und Zi die

Anzahl der streuenden Elektronen [127].

Bei Neutronensteuexperimenten (Anomalous Small Angle Neutron Scattering: (A)SANS) unter-
scheidet man, je nach Neutronen-Energie, zwischen kalten (0.1meV . E . 10meV), thermischen
(10 meV . E . 100 meV) und heißen und epithermischen Neutronen [114]. Die üblicherweise ver-
wendeten thermischen Neutronen haben eine de Broglie-Wellenlänge von 3Å. λ . 30Å. Einfallende
Neutronen wechselwirken mit den Kernen der Festkörper-Atome mit der Streulänge b(N)i = b0i − Γ

2 q ER
,

wobei b0i in etwa dem Kernradius entspricht, Γ die Energiebreite des Neutronenstrahls, q dessen Wellen-
zahl und ER die Resonanzenergie bei der Neutron-Kern-Wechselwirkung bedeutet. Die Röntgen-und
Neutronen-Streulängen b(X)i und b(N)i sind, z.B. in [127], für eine Reihe von Elementen tabelliert und

liegen typischerweise im Bereich von b(X/N)i ∼ 10−12cm.

Bei Neutronenstreuexperimenten an amorphen Ferromagneten wird polarisierte Neutronenstrah-
lung verwendet, um den magnetischen Anteil der Streuung vom Anteil der Kernstruktur zu unterschei-
den. Die einfallenden Neutronen wechselwirken zusätzlich zur Neutron-Kern-Wechselwirkung mit den
magnetischen Momenten der Atome, wobei die Streulänge b(M)i = γ

2gJb
(X)
i eng mit der Röntgen-

Streulänge b(X)i verknüpft ist und das magnetische Moment γ der Neutronen, den Landé-Faktor g und
die Elektronen-Gesamtdrehimpuls-Quantenzahl J enthält.

Bei der Streuung werden Röntgenquanten oder Neutronen vom Anfangszustand |~qi = 1√
V
e−i ~q ~r in

den Endzustand |~q 0i 1√
V
e−i ~q 0 ~r gestreut. Bei elastischer Streuung ist |~q| = |~q 0| und der Streuvektor

~k = ~q − ~q 0 hat den Betrag k = 2 |~q | sinϑ mit dem Streuwinkel ϑ = 1
2]~q~q 0 . Die Streuamplitude ist in

Born’scher Näherung gleich
D
~q 0
¯̄̄
Û
¯̄̄
~q
E
mit dem Wechselwirkungspotential Û (~r), das nach der Debye-

Hypothese aus den Streupotentialen der einzelnen Atome superponiert wird: Û (~r) =
P
i Ui (~r) [114].

Es folgt für die Streuamplitude
D
~q 0
¯̄̄
Û
¯̄̄
~q
E
= 1

V

P
i bie

−i~k~ri und für die (strukturgemittelte) Streuin-

tensität: I(~k) =
D

ρ2

N2

P
i,j bibje

−i~k(~ri−~rj)
E
. Bei einkomponentigen Festkörpern bzw. Ferromagneten

folgt mit bi = bj = b I(~k) = b2
ρ2

N S (~q) mit dem statischen Strukturfaktor S (~q).
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A.3 Magnonen-und Phononen-Zustandsdichte aus der Greenfunk-
tion in Ortsdarstellung

Bei der Behandlung der Zustandsdichte ist zu berücksichtigen, daß die Fourier-Transformation und
-Rücktransformation in amorphen Festkörpern keine unitären Operationen darstellen. Dieser Sach-
verhalt führt in

δji =
1

N

X
~q,|~q|≤n qD

ei~q(~rj−~ri) − ρn (~rj − ~ri) (A.6)

zur Entstehung des Korrekturterms ρn (~rj − ~ri). Dieser Ausdruck ist die Abweichung von dem Kron-
necker-Delta δij ,die aus der amorphen Struktur stammt, während in kristallinen Systemen ρn (~ri − ~rj) =
0 für alle (~ri, ~rj) gewährleistet ist.

Die Magnonen-Zustandsdichte D(m) (E) lautet, ausgedrückt durch die Magnonen-Greenfunktion
G
(m)
ij (E) in Orts-(~ri, ~rj)-Darstellung

D(m) (E) = − 1
π
Im

*X
i

G
(m)
ii (E)

+
= − 1

π
Im

*X
i,j

δjiG
(m)
ij (E)

+
(A.7)

Mit Gl. (A.6) wird aus (A.7)

D(m) (E) = − 1
π
Im

1

N

X
~q,|~q|≤n qD

D
G
(m)
~q~q (E)

E
+
1

π
Im

*X
i,j

ρn (~ri − ~rj)G(m)ji (E)

+
(A.8)

In (A.8) bedeutet n qD die Grenzwellenzahl bei der ~q-Summation, mit der Debye-Wellenzahl qD und
N als der Anzahl der magnetischen Atome in der Probe mit dem Volumen V . Mit der Fourier-
Transformation dieser Abweichung Bn (~q) ≡

D
1
N

P
i,j e

i~q(~ri−~rj)ρn (~ri − ~rj)
E
, lautet D(m) (E):

D(m) (E) = − 1
π
Im

1

N

X
~q,|~q|≤n qD

D
G
(m)
~q~q (E)

E
(1−O (Bn (~q))) (A.9)

mit einem Korrekturterm ∼ O (Bn(~q)). Der Korrekturterm ∼
D
G
(m)
~q~q (E)

E
O (Bn (~q)) bzw.

∼
D
G
(ph)
~q~q (E)

E
O (Bn (~q)) hängt von der Energie E bzw. ω und der Grenzwellenzahl n qD ab. Es stellt

sich heraus, daß für kleine Energie (E . 0.64Dr q2D,Dr ist die renormierte Stiffness Konstante (s.u.))
D(m) (E) unabhängig von der Grenzwellenzahl n qD (n ≥ 1) ist. In gleicher Weise ist für niederenerge-
tische Phononen-Zustände (ω . 0.8ur qD, ur die renormierte quasi-kristalline Schallgeschwindigkeit),
D(ph) (ω) unabhängig von der Grenzwellenzahl nqD (n ≥ 1).

Die Phononen-Zustandsdichte D(ph) (ω), aus der Greenfunktion in Orts-(~ri, ~rj)-Darstellung,

G
(ph)
ij (ω), lautet

D(ph) (ω) = −2ω
π
Im

*X
i

G
(ph)
ii (ω)

+

= −2ω
π
Im

1

N

X
~q,|~q|≤n qD

D
G
(ph)
~q~q (ω)

E
(1−O (Bn (~q))) (A.10)

analog zur Magnonen-Zustandsdichte.
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Für die Gesamtzahl der Magnonen-Zustände gilt:

Z(m) =

Z
dE D(m) (E)

=

Z
dE

V

N

Z
d3q

(2π)3
δ (E − ε̃m (~q)) (1−O (Bn (~q)))

+

Z
dE

V

N

Z
d3q

(2π)3
δ (E − ε̃m (~q))

V

N
P
Z

d3k

(2π)3
εm(~k)− εm(~q − ~k)

E − εm(~k)
S(~q − ~k)× (1−O (Bn (~q)))

+

Z
dE

V

N

Z
d3k

(2π)
3 δ
³
E − εm(~k)

´ V
N
P
Z

d3q

(2π)
3

εm(~k)− εm(~q − ~k)
E − ε̃m (~q)

S(~q − ~k)× (1−O (Bn (~q)))

=
V

N

Z
d3q

(2π)3
(1−O (Bn (~q)))

+
V

N

Z
d3q

(2π)3
V

N
P
Z

d3k

(2π)3
εm(~k)− εm(~q − ~k)
ε̃m (~q)− εm(~k)

S(~q − ~k)× (1−O (Bn (~q)))

+
V

N

Z
d3k

(2π)3
V

N
P
Z

d3q

(2π)3
εm(~k)− εm(~q − ~k)
εm(~k)− ε̃m (~q)

S(~q − ~k)× (1−O (Bn (~q)))

=
V

N

Z
d3q

(2π)
3 (1−O (Bn (~q)))

Durch wiederholtes Anwenden von (A.6) in (A.8) bzw. (A.10) erhält man für den Korrekturterm

O (Bn (~q)) = Bn (q)−B2n (q) +B3n (q)− ...+ ...

Wird in der Summation
P
~q

O (Bn (~q)) die Beziehung (A.6) ausgenutzt, so erhält man aufgrund der

Bildung von Bn (q) eine Summe aus den Gliedern

...+Bhn (q)−Bh+1n (q) + ... = ...+

* X
i,j,...,k

ρn (~ri − ~rj) ...ρn (~rk − ~ri)
+

+

* X
i,j,...,k,l

ρn (~ri − ~rj) ...ρn (~rk − ~rl) ρn (~rl − ~ri)
+
.

−
* X
i,j,...,k,l

ρn (~ri − ~rj) ...ρn (~rk − ~rl) ρn (~rl − ~ri)
+

−
* X
i,j,...,k,l,m

ρn (~ri − ~rj) ...ρn (~rk − ~rl) ρn (~rl − ~rm) ρn (~rm − ~ri)
+
+ ...

Die Terme der einzelnen Glieder heben sich mit den vorhergehenden bzw. nachfolgenden Termen
gerade auf. Berücksichtigt man noch ρn (0) = 0 für den ersten Summanden, so folgt schließlich
V

N

Z
d3q

(2π)3
O (Bn (~q)) = 0 für den Korrekturterm O (Bn (~q)).

Die Gesamtzahl der Magnonen-Zustände lautet also:

Z(m) =
V

N

Z
d3q

(2π)3



und ist damit gleich der Gesamtzahl der Magnonen-Zustände eines kristallinen Ferromagneten.
In analoger Weise erhält man für die Gesamtzahl der Phononen-Zustände einer Polarisationsrich-

tung

Z(ph) =

Z
dωD(ph) (ω) =

Z
dω2

D(ph) (ω)

2ω

=
V

N

Z
d3q

(2π)3
(1 +O (Bn (~q)))

was der Anzahl der Debye-Phononen-Zustände in einem kristallinen Festkörper entspricht. Man sieht,
daß die Erhaltung der Gesamtzahl der Phononen-und Magnonen-Zustände genau dann gewährleistet
ist, wenn sowohl der Amorphonen-Anteil als auch der durch die Inhomogenitäten modifizierte Anteil
der Zustandsdichte berücksichtigt werden.
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