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Kapitel 1
Einleitung

Eine aktuelle Tendenz im Bereich der optischen Modellierung sowie des Optikdesigns ist das Zu-
sammenwachsen vormals separat betrachteter Bereiche wie der Holografie, der diffraktiven Optik
und der Gittertheorie mit traditionellen Anséatzen aus dem Bereich der geometrischen Optik zu ei-
nem vereinheitlichten Konzept, deWlave-Optical Engineerinfil]. Die Einbeziehung wellenop-
tischer Methoden in das Optikdesign wird in einer zunehmenden Zahl von Anwendungen notwen-
dig. Grunde hierfur sind beispielsweise Anforderungen zur Miniaturisierung optischer Systeme
oder das Vorliegen von Optimierungszielen, welche — wie beispielsweise die Einkoppeleffizienz in
eine Faser — auf wellenoptisch formulierten Gitefunktionen basieren. Begunstigt wird diese Ent-
wicklung durch Fortschritte in der Rechentechnik, welche die typischerweise mit einer héheren
Komplexitat verbundenen wellenoptischen Berechnungen in einer wachsenden Zahl von Anwen-
dungen praktikabel machen, sowie durch neue Herstellungstechnologien fiir optische Elemente mit
allgemein geformten Oberflachen.

Innerhalb dieser Arbeit werden Aspekte des wellenoptischen Transmissionsdesigns untersucht.
Die Optimierung von Transmissionsfunktionen entspricht einer Betrachtung des optischen Sy-
stems im Funktionsbild [2]. In einem spaterem Schritt — dem Strukturdesign — kann die ermittelte
Transmissionsfunktion in die geometrische Beschreibung eines optischen Elements Uberfihrt wer-
den [3-5]. Diese Zerlegung in voneinander unabhangige Designschritte fihrt in vielen Fallen zu
einer deutlichen Vereinfachung der Vorgehensweise.

Zur Optimierung von Transmissionsfunktionen betrachten wir die Anwendung sogenannter
Projektionsalgorithmen. Dies sind iterativ arbeitende Algorithmen, bei denen Projektionen auf
sogenannte Einschrdnkungsmengen eingesetzt werden, um fir die freien Parameter des Optimie-
rungsproblems eine Losung zu finden, welche die den Einschrankungsmengen entsprechenden
Zielanforderungen maoglichst gut erfillt. Dieses Grundschema von Projektionsalgorithmen wurde
in einer Arbeit von Gubin et. al. [6] aus dem Jahr 1967 wahrscheinlich erstmalig eingesetzt. We-
nige Jahre spater wurden die ersten Anwendungen derartiger Algorithmen im Bereich der Optik
dokumentiert, wobei sie zunachst zur Rekonstruktion einer Phasenverteilung aus Intensitatsmes-
sungen [7] eingesetzt wurden und wenig spater auch im Bereich des Transmissionsdesigns [8].

Im Transmissionsdesign ermdglicht der Einsatz von Projektionsalgorithmen eine effektive Hand-
habung der typischerweise sehr groRen Anzahl freier Parameter (bid@l). Andere Optimie-
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rungsverfahren wi®irect Binary Searct{9-11], Simulated Annealinfl2—16] undOptimal Ro-

tation Angle Method17, 18] ermdglichen zwar die Optimierung hinsichtlich frei wahlbarer GU-
tefunktionen, besitzen aber den Nachteil, dass in jeder Iteration typischerweism freier Pa-
rameter verandert wird. Somit versagen derartige Verfahren, falls bei einer hohen Anzahl freier
Parameter der Effekt der Anderung eines Parameters nicht deutlich gréRer ist als die zu Verfu-
gung stehende numerische Genauigkeit. Genetische Algorithmen [19, 20] so\8Bienddtianeous
Pertubation Approacti21] ermdglichen ebenfalls die Optimierung hinsichtlich beliebiger Glite-
funktionen, wobei jedoch innerhalb jeder Iteration eine zuféllige Storung auf eine grof3ere Anzahl
freier Parameter aufgebracht wird. Da solche Verfahren jedoch typischerweise im Gegensatz zu
Projektionsalgorithmen eine sehr hohe Anzahl von Iterationen bendtigen und teilweise aufwéan-
dig in ihrer Implementierung sind, konnten sie im Bereich des Transmissionsdesigns bisher keine
weite Verbreitung finden.

Nach einer kompakten Darstellung der Grundlagen dieser Arbeit in Kapitel 2 wird in Kapi-
tel 3 das Design diffraktiver Strahlteiler untersucht. In Kapitel 4 diskutieren wir die Anwendung
verstéarkter Projektionen zur Verbesserung des Konvergenzverhaltens von Projektionsalgorithmen.
Die in Kapitel 5 betrachteten multifunktionalen Projektionsalgorithmen erméglichen die Einbe-
ziehung einer beliebigen Anzahl von Systemanforderungen in die Optimierung. Wie in Kapitel 6
gezeigt wird, kdnnen derartige Verfahren unter anderem zur Verbesserung der Toleranzeigenschaf-
ten optischer Systeme eingesetzt werden. Eine Zusammenfassung der im Rahmen dieser Arbeit
gewonnenen wissenschaftlichen Ergebnisse wird in Kapitel 7 gegeben. Im Anhang A werden eini-
ge Beweise und Ableitungen dokumentiert, auf die im Verlauf der Arbeit verwiesen wird.



Kapitel 2
Grundlagen

Innerhalb dieses Kapitels werden die fur diese Arbeit relevanten mathematischen und physikali-
schen Grundlagen zusammengefasst. Dabei wird zunachst in Abschnitt 2.1 mit den Projektions-
algorithmen das mathematische Grundkonzept der in dieser Arbeit entwickelten und verwendeten
Optimierungsalgorithmen vorgestellt. In dem darauf folgenden Abschnitt 2.2 werden Methoden
der wellenoptischen Analyse besprochen, bevor in Abschnitt 2.3 darauf aufbauend die Spezifikati-
on wellenoptischer Designprobleme behandelt wird. Die Konzepte der genannten drei Abschnitte
werden schlie3lich in Abschnitt 2.4 zusammengefuhrt, in dem die Anwendung von Projektionsal-
gorithmen bei der Losung monofunktionaler Transmissionsdesignprobleme dargestellt wird.

2.1 Projektionsalgorithmen

Als Projektionsalgorithmubezeichnen wir einen iterativ arbeitenden Algorithmus, welcher in ei-
ner betrachteten Iteratiom durch Anwendung von Projektionsoperatoren auf ein Eleméht)
eines Hilbertraumg{ ein Element(™ € H mit dem Ziel ermittelt,N vorgegebene Anforderun-
gen bzw.Einschrankungemleichzeitig zu erfiillen. Das Startelemerit) € H wird hierbei im
Allgemeinen von auf3en vorgegeben.

Das Grundschema von Projektionsalgorithmen wurde wahrscheinlich erstmalig von Gubin et. al.
[6] untersucht. Seitdem fanden Projektionsalgorithmen eine breite Anwendung in verschiedenen
Bereichen, wie beispielsweise der Rekonstruktion einer Phasenverteilung aus Intensitdtsmessun-
gen Phase retrieval [7, 22, 23], der Rekonstruktion einer Intensitatsverteilung aus Phasenmes-
sungen im Fernfeld [24], der zeitlichen Pulsformung [25], der Interpolation aus beliebig verteilten
Abtastwerten [26] sowie im Bereich der Chiffrierung [27]. Vielfaltige Anwendungen bestehen
weiterhin im Rahmen des Transmissionsdesigns [8, 28—38], welches den Hauptgegenstand dieser
Arbeit darstellt.

In Abschnitt 2.1.1 wird zun&chst das Konzept von Projektionsoperatoren in Hilbertraumen ma-
thematisch definiert. Im Anschluss daran wird in Abschnitt 2.1.2 die Spezifikation von mit Projek-
tionsalgorithmen behandelbaren Optimierungsproblemen betrachtet, und es werden zwei hinsicht-
lich der Konvergenzeigenschaften relevante Gitefunktionen eingefiihrt. Das Konzept der Projek-
tionsstarke betrachten wir in Abschnitt 2.1.3. In den darauf folgenden Abschnitten 2.1.4 — 2.1.6
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werden schlief3lich drei verschiedene Formen von Projektionsalgorithmen vorgestellt und disku-
tiert.

2.1.1 Projektionsoperatoren in Hilbertraumen

Ein Hilbertraum’ zeichnet sich durch das Vorliegen einer Ndfnf| sowie eines Skalarproduktes
<-|->aus [39], die fur alle: € H miteinander verknipft sind tber

llul| = vV <u|u>. (2.1)
Dabei gilt fur beliebige Elemente, v € H insbesondere die sogenanbieiecksungleichung
[+ of| < lull + [[ol] (2.2)

Ein auf einem Hilbertraunit{ definierter Projektionsoperatdr,, : H — M ordnet jedem Ele-
mentu € H ein Element € M C H zu, welches: beziglich eineMetrikd : H x H — R am
nachsten liegt, d. h.

v=Ipusve MAdu,v) = ml}i d(u,v"), bzw. (2.3a)
v'e
v = argmind(u,v’). (2.3b)
v'eM

Innerhalb dieser Arbeit verwenden wir die mit Hilfe der Norm des Hilbertraums definierte eukli-
dische Metrik

d(u,v) = ||u —vl|. (2.4)

Mit dem fiir den Hilbertraum der quadratisch Lebesgue-integrierbaren komplexwertigen Funktio-
nenlLS (R) definierten Skalarprodukt

<ulv>= /Oodxu(:c)v*(x) (2.5)

-0

ergibt sichd somit als

% 1/2
/ dr |u(z) —v(2)*| . (2.6)

d(u,v) = [
Wir nennen einen Projektionsoperaldr, : H — M lokal, wenn er fur jede Positiom sepa-

rat, d. h. unabhangig von anderen Positionen, ausgefuhrt wird [40]. Lokale Projektionsoperatoren
besitzen die Eigenschaft dpunktweisen Abstandsminimierymngelche sich fur eine Position
ausdricken lasst als

[u(z) = My (2)]* = min |u(z) = v(@)] (2.7)

Fur die in dieser Arbeit betrachteten Metriken folgt aus der punktweisen Abstandsminimierung
stets die Abstandsminimierungseigenschaft (2.3).
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Eine direkte Folge der Abstandsminimierungseigenschaft sowie der Eigenschaften eines Hil-
bertraums ist diddempotenzon Projektionsoperatoren,

[Ty =1IIu. (2.8)

Eine Einschrankung wird alsonvexbezeichnet, falls die zugehdorige Einschrankungsmenge kon-
vex ist. Beiimpliziten Einschréankungest die Einschrankungsmenge C H indirekt Gber eine
Mengeﬂ/l\ definiert, welche in einem Raui gegeben ist, in den die Elementec H lber einen
linearen Operatof : H — H abgebildet werden, d. h.

ueEMe Sue M. (2.9)

2.1.2 Problemspezifikation und Gutefunktion

Die durch Projektionsalgorithmen behandelbaren Optimierungsprobleme lassen sich durch die
Vorgabe von MengeM; C ‘H, j = 1... N spezifizieren, wobei jede Mengel; eine Anforde-

rung bzw. Einschrankung an die Losung des Optimierungsproblems beschreibt. Die Mefjgen
bezeichnen wir im Folgenden auch &sschrankungsmengeBemnach besteht das Ziel eines
Projektionsalgorithmus idealerweise darin, ein Element der Durchschnittsmenge

N
Mo =M, (2.10)
j=1
zu finden. Wenn dies theoretisch moéglich ist, d. h. wenn die Durchschnittsmegecht leer ist,
sprechen wir von eindtonsistentefProblemstellung [41], anderenfalls von ein@rkonsistenten
Problem.

Da die in dieser Arbeit betrachteten Probleme haufig inkonsistent sind, ist das oben formulierte
ideale Ziel, ein Element voM, zu finden, in vielen Fallen nicht erreichbar. Da auch die Ent-
scheidung, ob ein Problem konsistent oder inkonsistent ist, meist nicht ohne weiteres moglich ist,
konzentrieren wir uns auf den allgemeinen Fall nicht notwendigerweise konsistenter Problemstel-
lungen. Zur damit notwendigen Formulierung einer abgeschwéchten Zielstellung von Projektions-
algorithmen ist daher die Vorgabe einer Gite- oder Fehlerfunktion notwendig, die wéhrend der
Optimierung maximiert bzw. minimiert wird.

Ein im Zusammenhang mit Projektionsalgorithmen tbliches Fehlermal istdenierte Ab-
standsfehle(Summed Distance ErrpSEDE) [42]

J(u) = Z d(u, Tu) = Z |Ju — TT;ul]. (2.11)

Hierbei bezeichnéll; eine Projektion auf die Einschrankungsmerigfe.
Ein weiteres im Rahmen dieser Arbeit verwendetes Fehlermal} isudenierte quadratische
AbstandsfehlefSummed Squared Distance Erf&@SDE) [41]

N N
J()* = d(u,Tu)® = |lu— jul | (2.12)
j=1 =1

Aufgrund der Eigenschaften der Norm sisitk:) und J (u)? nichtnegativ. Firr die Lésung, € M,
eines konsistenten Problems verschwinden beide FehlermaRe(doh= .J(u)? = 0.
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2.1.3 Projektionsstarke

Basierend auf einem Projektionsoperdiodefinieren wir den Operatdf” als [6]
M u=u+\ITu—u). (2.13)

Der Parametei wird hierbei alsProjektionsstarkebezeichnet. Im Fall volh < A < 1 kann
der OperatodI* als relaxierte Version vonII aufgefasst werden; im Fall von > 1 sprechen
wir von einerverstéarktenProjektion. Als Spezialfalle sind in diesem Formalismus die identische
AbbildungII’u = u fur A\ = 0 sowie die urspriingliche Projektiditt« = ITu fir A = 1 enthalten.

2.1.4 Serieller Projektionsalgorithmus fiir zwei Einschrdnkungsmengen

Ausgehend von Problemspezifikationen nach Abschnitt 2.1.2 beschranken wir uns in diesem Ab-
schnitt zunachst auf den Fall = 2, d. h. auf zwei EinschrAnkungsmengen und untersuchen den
Projektionsalgorithmus

™ =TI, 11, w™Y | (2.14)

Diese Algorithmus konvergiert entsprechend des folgenden in Anhang A.1.1 bewiesenen Sat-
zes 2.16 bezuglich des SDEs, d. h. fur Iterationen 1 gilt

J(u™) < J(u"). (2.15)

Die Einschrankung auf Iterationen > 1 entfallt, sofern ein Startelement® ¢ M, gewahit
wird. Eine Verallgemeinerung von Satz 2.16 wurde von Levi und Stark [42] gezeigt.

Satz 2.16 Algorithmug2.14)konvergiert bezuglich des SDEs aus Gleich(@hg1) d. h. firn > 1
gilt die Konvergenzbedingun(@.15)

Bei Ersetzung der Projektionsoperatof&nundIl, in Algorithmus (2.14) durch ihre zugeordneten
relaxierten oder verstarkten Versiongf bzw.I152 (vgl. Abschnitt 2.1.3) ist die SDE-Konvergenz

nicht fir beliebige Projektionsstarken und A, gesichert. Levi und Stark [42] untersuchten, wel-

che Bedingungen an; und )\, fUr eine Absicherung der SDE-Konvergenz zu stellen sind. Wir
gehen auf dieses Thema hier nicht naher ein, da in Féllen, in denen in dieser Arbeit relaxierte bzw.
verstéarkte Projektionen verwendet werden, die Konvergenz durch andere Malinahmen sicherge-
stellt wird.

Mathematisch gesehen scheint die Beschréankung des in diesem Abschnitt betrachteten Projek-
tionsalgorithmus auf zwei Einschrankungsmengen zunéchst nicht gravierend zu sein, da stets meh-
rere Einschrankungsmengen durch Bildung der Durchschnittsmenge zu einer einzigen Einschran-
kungsmenge zusammengefasst werden kdnnen. In der Praxis ist die effektive Implementierbarkeit
der Projektionsoperatoren eine entscheidende Frage, auf Grund derer wir haufig zugunsten effek-
tiverer Projektionsoperatoren auf mehr als zwei Einschrankungen zurtickgreifen missen. Dies ist
die Motivation fir die in den beiden folgenden Abschnitten betrachteten Projektionsalgorithmen,
welche fiir eine beliebige Anzahl von Einschrdnkungsmengen angewandt werden kdnnen.
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2.1.5 Serieller Projektionsalgorithmus fur eine beliebige Anzahl von Ein-
schrdnkungsmengen

Unter Aufhebung der in Abschnitt 2.1.4 getroffenen Einschrankung\auf 2 eréffnet sich eine

Reihe von Méglichkeiten zur Formulierung von Projektionsalgorithmen fur derartige Problemstel-
lungen. Zwei aus der Literatur bekannte Ansatze werden in diesem sowie in dem nachfolgendem
Abschnitt 2.1.6 diskutiert. Der sogenanserielle Projektionsalgorithmugésst sich darstellen in

der Form

U(n) = HN HN_1 e H1 U(n_l), (217)

wobei wiederum einer oder mehrere Projektionsoperatredurch den zugehorigen relaxierten
oder verstarkten Operatﬂ?j ersetzt werden kdnnen.

Fir korvexeMengenM ; wurde die SDE-Konvergenz des seriellen Projektionsalgorithmus flr
0 <A; <2( =1...N)von Youla [43] nachgewiesen. Fiden allgemeinen Faflichtkorvexer
Einschrankungen, ist die Konvergenz hingegen nur unter bestimmten Zusatzbedingungen gewéhr-
leistet [44]. Ein anschauliches Beispiel fur einen Fall, in dem der serielle Projektionsalgorithmus
nicht konvergiert, ist in Referenz [42] gegeben.

2.1.6 Paralleler Multiprojektionsalgorithmus

Wahrend beim seriellen Projektionsalgorithmus samtliche Projektionen innerhalb eines lIterati-
onszyklus nacheinander ausgefihrt werden, besteht Baiatlelen Multiprojektionsalgorithmus
(PMPA) die Idee darin, alle Projektionen gleichzeitig auszufiihren und anschlieRend eine Mittel-
wertsbildung durchzufiihren. Der PMPA wurde eingefuhrt von Kotzer et. al. [45]. Im Vergleich
zu der in dieser Referenz gegebenen Darstellung beschranken wir uns in dieser Arbeit auf die
Verwendung euklidischer Normen, womit sich als vereinfachte Darstellung des PMPAs ergibt:

N
1
(n) — — (1)
u = ]El I1; u ) (2.18)

Auch hierbei ist eine Ersetzung der Projektionsoperatoren durch zugehérige relaxierte oder ver-
starkte Operatoren denkbar. Die Prioritat der einzelnen Einschrdnkungen kann beim PMPA durch
Einbeziehung von Wichtungsfaktoren in die Mittelwertsbildung bertcksichtigt werden, worauf wir
im Interesse einer einfacheren Darstellung jedoch verzichten.

Die SSDE-Konvergenz des PMPAs wurde in einer verallgemeinerten Form des nachfolgenden
Satzes 2.22 von Censor et. al. [41] gezeigt. Die Idee zum Beweis dieses Satzes besteht darin, den
PMPA auf einen seriellen Projektionsalgorithmus mit= 2 zurtckzufuhren, welcher auf dem
VektorraumH”™ mit Elementeru € H” der Form

u = (Ul,UQ,...,UN) (219)

arbeitet. I definieren wir die Metrikd : HY x HY — R

N 1/2
d(u,v) = [Z ||uj - UjHQI ) (2.20)
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sowie die Funktionm : H — HY

T(u) = (u,u,...,u). (2.21)
————
N mal
Satz 2.22 Algorithmus(2.18) konvergiert bezlglich des SSDEs aus Gleich(thg2) d. h. fur
n > 1gilt
J(u™)? < J(umD)2, (2.23)
Beweis: Darstellung (2.18) ist &quivalent zu
7(u™) = ILIL7(u™"),  wobei (2.24a)
ﬁlu = (Hlul, HQUQ, RN HNUN) und (224b)

N

~ 1

[Iou =71 (N E 1 Uj> . (224C)
]:

Algorithmus (2.24a) stellt einen Spezialfall des seriellen Projektionsalgorithmus fir zwei Mengen
dar. Um Satz 2.22 fir diesen Beweis anwenden zu kdnnen, prifen wir zunachst, ob die Operato-
renIl; undIl, Projektionen ausfiihren, welche abstandsminimierend beziiglich der Meirik.

Lemma 2.25 Der Operatorfh laut Gleichung(2.24b)definiert eine Projektion auf

My = {u = (uy,us, ..., uy) i uj € M;,j=1...N}. (2.26)
Der Beweis dieses Lemmas beruht auf der gegebenen Abstandsminimierung beztgli¢Pro-
jektionenll;, woraus die Abstandsminimierung bezuglefir II, folgt.
Lemma 2.27 Der Operatorﬁg laut Gleichung(2.24c)definiert eine Projektion auf

My = {r(u) : u € H}. (2.28)

Der Beweis von Lemma 2.27 beruht auf der Minimierung der Ndraus Gleichung (2.20) durch
die Mittelwertsbildung in Gleichung (2.24c). Mit Satz 5.8 wird in Anhang A.4.1 eine verallgemei-
nerte Version von Lemma 2.27 bewiesen.

Aufgrund der Lemmata 2.27 und 2.25, lasst sich Satz 2.16 auf den Algorithmus (2.24a) anwen-
den. Die daher vorliegende SDE-Konvergenz von Algorithmus (2.24a) stellen wir dar als

J(r(u™)) < I (r(u™V))  mit (2.29a)
J(u) = d(u,Iu) + d(u, [Lu). (2.29b)
Wegenr(u(™) € M, und Gleichung (2.20) erhalten wir
J(r(u™)) = d(u, Tu)

1/2

N
[ ||uj — Tjuy|[?

~—

J
J(u

. (2.30)

Somit folgt aus Gleichung (2.29) die SSDE-Konvergenz von Algorithmus (2.18). |
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2.2 Wellenpropagation durch optische Systeme

In diesem Abschnitt werden Grundlagen zur wellenoptischen Propagation durch optische Systeme
zusammengefasst. Dabei wird in den Abschnitten 2.2.1 und 2.2.2 die in dieser Arbeit verwendete
Feldreprasentation beschrieben, wobei fir eine detailliertere Darstellung dieser Thematik auf Re-
ferenz [1] verwiesen wird. In den darauf folgenden Abschnitten 2.2.3 — 2.2.7 werden Methoden
zur Berechnung der Propagation durch optische Systeme betrachtet.

2.2.1 Komplexe Felder zur Reprasentation elektromagnetischer Feldkom-
ponenten

Elektromagnetische Felder kénnen durch reellwertige Funktiatery, z, t) beschrieben werden,
wobei der Bezeichneu fur eine der skalaren Komponenten des elektrischen oder magnetischen
Feldes steht. Bei Beschrdnkung auf monochromatische Felder mit der Freckemzder Zeitan-

teil durch

u(z,y, z,t) = Re(u(z, y, z) exp(—i27vt)) (2.31)

abgespaltet werden. Die komplexwertige Funktign, y, z) wird auch alskomplexe Amplitude
bezeichnet.

Die z-Achse stellt im Folgenden eine ausgezeichnete Richtung im optischen System dar: die
sogenannteptische AchseWir betrachten im Folgenden die komplexe Amplitude:, y, ) in
Ebenen senkrecht zur optischen Achse. Dsomit jeweils konstant ist und aus dem Kontext
ersichtlich wird, genugt eine Darstellung der Feldverteilung in der Fofmy). Die lateralen
Schnitteu(z, y) der komplexen Amplitude werden im Folgendenfeéderbezeichnet.

Zur Vereinfachung der mathematischen Schreibweise werden wir uns im Folgenden auf ein-
dimensionale Felder(x) beschranken, wobei die Verallgemeinerung auf den zweidimensionalen
Fall stets ohne Schwierigkeiten mdglich ist.

2.2.2 Diskrete Darstellung von Feldern

Bei einer numerischen Behandlung von Feldern muss stets eine Abtastung an einer endlichen An-
zahl n, von Positionen erfolgen. Bei einer aquidistanten Abtastung mit dem Abtastalstand
ergeben sich die Abtastpositionegin, Xmin + 0, . . ., Xmin +(n, — 1) dz mit

Ximin = —L% | bz, (2.32)
wobei |- | die Abrundung auf eine ganze Zahl bezeichnet.

Bei Verwendung der diskreten Darstellung von Feldern ist auf eine korrekte Abtastung entspre-
chend des Whittaker-Shannon-Theorems [46] zu achten, d. h. der abgetastete Feldverlauf muss
anhand der Abtastwerte fehlerfrei rekonstruierbar sein. In der Praxis kann diese Bedingung im
Allgemeinen nur naherungsweise eingehalten werden, da die Bandbegrenztheit einer Funktion
laut dem Whittaker-Shannon-Theorem eine Voraussetzung fur ihre Abtastbarkeit darstellt, wo-

bei jedoch viele in der Praxis auftretende Felder, wie beispielsweise Gauldfelder, durch Aperturen



2 Grundlagen 10

begrenzte Felder oder phasenmodulierte Felder mit konstanter Amplitude [47] nicht bandbegrenzt

sind. Der hierbei entstehende Fehler kann jedoch im Allgemeinen durch eine ausreichend niedrige

Wahl des Abtastabstands so stark reduziert werden, dass er physikalisch nicht mehr relevant ist.

Im Rahmen dieser Arbeit wird stets von einer ausreichend genauen Abtastung ausgegangen, bzw.
diese durch eine geeignete Wahl der Abtastparameter bei den betrachteten Beispielen gewahrlei-
stet.

Obwohl bei der praktischen Durchfiihrung der in dieser Arbeit betrachteten Algorithmen stets
mit der diskreten Darstellung von Feldern gearbeitet werden muss, verwenden wir im Folgenden
zur Vereinfachung der mathematischen Darstellung die kontinuierliche Darstellung. Der Ubergang
zwischen beiden Darstellungen kann durch Ersetzung der Integrale wie beispielsweise in den Glei-
chungen (2.5) und (2.6) durch korrespondierende Summen erfolgen.

2.2.3 Sequentielle Propagation durch optische Systeme

Bei dersequentiellen Propagatioauf die wir uns im Rahmen dieser Arbeit beschranken moéchten,
wird vernachlassigt, dass optische Grenzflachen im Allgemeinen das einfallende Licht gleichzeitig
teilweise reflektieren und transmittieren. Der einem optischen Element im Rahmen einer sequen-
tiellen Analyse zugeordneten Propagationsoperator beschreibt daher nur entweder den reflektiven
oder den transmittiven Teil der optischen Wirkung des betrachteten Elements, wobei wir uns im
Folgenden auf den letztgenannten Fall konzentrieren mdchten.

Bei einer Zerlegung des optischen Systems Propagationsoperatoré?) (j = 1. ..n) ergibt
sich das Ausgangsfeld, (z’) bei sequentieller Propagation des Eingangsfelgis) geman

Uout(ffl) =P, PP Uin(fr)
=(PyoPyo---0P,) un(x). (2.33)

Hier und im Folgenden bezeichnen wir die laterale Koordinate in der AusgangsSlmawalebene
des optischen Systems mit, da mit der Anwendung eines optischen Operators im Allgemeinen
auch eine Koordinatentransformation verbunden sein kann. Wie in Abbildung 2.1 gezeigt wird,
beschreibt hierbei jeder OperatBy die Propagation durch den tber die Referenzebepnarund
z; begrenzten Bereich des optischen Systems. Die Zerlegung des optischen Systems in Einzelope-
ratorenP; wird anhand der Anwendbarkeit der zur Verfugung stehenden Propagationsmethoden
auf die verschiedenen Teile des optischen Systems durchgefihrt, wobei giinstigerweise die Posi-
tionen z; so gewahlt werden, dass Bereiche mit homogener Brechzahlverteilung eine maximale
Ausdehnung erhalten.

In den folgenden Abschnitten werden Beispiele flr mogliche PropagationsoperRiayege-
ben.
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\ 4

20 zZ1 22 zZ3 Z4 Z5 26 Zn—1 Zn

Abbildung 2.1: Zerlegung eines optischen Systems in durch Referenzebenen senkrecht zur z-Achse
begrenzte Bereiche, denen jeweils Operatoren P; (j = 1...n) zugeordnet sind

2.2.4 Transmissionsoperator

Die Anwendung des Transmissionsoperatdyentspricht dabei einer Multiplikation mit einer
Transmissionsfunktiof(¢) € H, d. h.

Tiu(z) = t(x)u(z). (2.34)

Der Transmissionsoperat@i ist ein sogenanntdunktionsbezogenddperator, welcher im Ge-
gensatz zistrukturbezogene@peratoren nicht direkt einem Bereich des optischen Systems ent-
spricht, sondern lediglich eine optische Wirkung beschreibt. Transmissionsfunktionen resultieren
als Ergebnis des in dieser Arbeit betrachteten Transmissionsdesigns und kénnen tber Strukturde-
signmethoden in reale optische Elemente Uberfuhrt werden [1]. Wahrend das Strukturdesign im
Fall der Anwendbarkeit der in Abschnitt 2.2.6 diskutierten Diinne-Elemente-Approximation eine
Transmissionsfunktion mit(x)| < 1 direkt in die Beschreibung eines optischen Elements tber-
fuhrt werden kann, existieren auf3erhalb dieser Naherung weitere Strukturdesignverfahren [3,5,48],
welche im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht weiter betrachtet werden.

2.2.5 Ausbreitungsoperatoren fur homogene Medien

Wie beispielsweise in Referenz [49] gezeigt wird, kann der fir homogene isotrope dielektrische
Medien ohne weitere Naherungen gtiltige Propagationsoperator Propagationsapgrator

PR3PYu = F' (exp[—ivk? — Ar2a2Az) Fu), (2.35)

fur die Propagation um einen Abstafd tiber eine Zerlegung des Feldes in &oektrum ebener
Wellen(Angular Spectrum of Plane WayesSPW) abgeleitet werden. Hierbei wurden folgende
Definitionen fur die FouriertransformatiaR (FT) sowie die inverse Fouriertransformatig
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angenommen:
[Fu(z)](a") = /Ood:c' exp[—i2rzz’|U(z) bzw. (2.36a)
[Fu(a)](z) = [oodx expli2rxz’| U(x). (2.36b)

Bei Anwendung der flr paraxiale Felder gultigen Fresnel-Naherung [46] auf Gleichung (2.35)
ergibt sich der Fresnel-OperatBges"®!

[ PResnely (1)) (2) = ?exp(ikAz)eXp (%xﬂ) {]—" (u(x) exp [%ﬂ)} (QW’“AZQ;') ,
(2.37)

wobei A einen reellen Amplitudenfaktor bezeichnet. Falls die Ausdehnung onin z-Richtung

viel kleiner ist als der Propagationsabstang kann der quadratische Phasenterm innerhalb der
Fouriertransformation vernachlassigt werden und es resultiert die Fraunhofersche Fernfeldndhe-
rung [46]

A ik k
[ PE2"u(2)] (2") = - exp(tkAz) exp (Exa) [Fu(z)] <27TAZ$I) : (2.38)

Bei diskreten Felddarstellungen entsprechend Abschnitt 2.2.2 kdbnnen die Fouriertransformatio-
nen innerhalb der oben definierten Propagationsoperatoren tber die Techsthdellen Fou-
riertransformation(Fast Fourier TransformFFT) [50] mit einem Zeitaufwand proportional zu
n, log(n,) durchgefihrt werden. Bei Verwendung der diskreten Darstellung ist jedoch zu beach-
ten, dass sdmtliche Zwischenergebnisse sowie die in den Gleichungen (2.35) und (2.37) auftre-
tenden spharischen bzw. quadratischen Phasenterme korrekt abgetastet werden. Sich hieraus erge
bende Forderungen beziiglich des Propagationsabstands und der Abtastparameter werden in Refe-
renz [51] diskutiert.

Aufgrund des Parselvalschen Theorems [50] sowie der eindeutigen Invertierbarkeit der Fourier-
transformation erftllen die in diesem Abschnitt eingefiihrten Propagationsoper&idieiigen-
schaften

|| Pul| = v||lu|| (v €R,y>0) sowie (2.39a)
PP ltu=u. (2.39b)

2.2.6 Propagation durch optische Elemente

Im vorangegangenen Abschnitt wurde mit Gleichung (2.35) ein Ausbreitungsoperator fir homo-
gene Regionen abgeleitet, welcher ohne physikalische Naherungen auskommt und daher auch als
rigorosbezeichnet wird. Im Fall inhomogener Medien existieren analytisch bekannte rigorose L6-
sungen nur fur wenige Spezialfalle. Insbesonder&Sitter, d. h. in lateraler Richtung periodische
Elemente, existieren jedoch rigorose numerische Naherungsverfahren [52, 53]. Da solche Verfah-
ren haufig mit einem hohen Rechenaufwand verbunden sind, welcher typischerweise in der dritten
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Potenz mit der GroRe der Gitterperiode: steigt, bleibt deren Anwendungsbereich jedoch be-
grenzt.

Innerhalb zweier Regimes hinsichtlich der auftretenden Strukturgrof3en kénnen Naherungen
verwendet werden, welche mit einem deutlich geringerem Rechenaufwand verbunden sind. Die
N&herung der effektiven Medi¢p4] ist gultig fur Elemente mit lokalen Gitterperiodex < A.

An solchenSubwellenl&angengitterkann keine Beugung erfolgen, da samtliche héheren Ordnun-
gen|m| > 1 entsprechend der Gittergleichung
mA

Az

Winkeln 6,, > 90° entsprechen und sonetvaneszensind. Derartige optische Element wirken

sin@,, =

(2.40)

somit &hnlich wie brechzahlmodulierte Elemente mit glatten Oberflachen, wobei die resultierende
Brechzahlverteilung von dem Fullfaktor der lokalen Gitterstruktur abhangt.

Eine in der Praxis noch hohere Bedeutung besitzt die sogen@iintee-Elemente-Approxima-
tion [55], welche einen besonders einfachen Ubergang zwischen der Struktur eines Elements und
der damit verbundenen Transmissionsfunktion) erlaubt. Der Transmissionswert an der Posi-
tion = ergibt sich dabei ausschlief3lich aus dem Brechzahl- und Absorptionsverlauf entlang eines
Strahls, der im Abstand parallel zur optischen Achse verlauft. Fir ein homogenes dielektrisches
Element mit einer Brechzahl und einer Dickenverteilung(x) ergibt sich somit innerhalb von
Vakuum eine Phasenmodulation entsprechend der Transmission

ta(z) = exp {Md(m)} : (2.412)
Die Dunne-Elemente-Approximation kann angewendet werden, wenn die auftretende minimale
Strukturgré3em, deutlich gré3er als die Wellenlangeist. Als Strukturgrof3e wird hierbei an-
schaulich die laterale Ausdehnung einer Struktur des Hohenprofils bezeichnet, welche einer Pha-
senmodulation vorzw entspricht. Dieser im Allgemeinen unscharf definierte Begriff kann auch
auf Elemente mit modulierter Brechzahl- sowie Absorptionsverteilung tbertragen werden.

Es existieren verschiedene Untersuchungen zur genauen Grenze der Anwendbarkeit dieser
Approximation [55], wobei sich je nach konkreter Struktur verschiedene Verhélihigge als
Grenzwert ergeben. Wahrend insbesondere bei Gittern mit nur einer Struktur pro Periode Verhalt-
nissedmin/A > 10 notwendig sind, um eine gute Ubereinstimmung der tGber die Diinne-Elemente-
Approximation resultierenden Beugungseffizienzen mit den rigoros ermittelten Werten zu erhal-
ten [56, 57], ergibt sich fur Elemente mit groRen Periodenl&ngen oder auch fur nichtperiodische
Elemente haufig bereits fdp,i,/A > 2 ein akzeptabler Ubereinstimmungsgrad [17,58-60].

Bei Anwendung der Diinne-Elemente-Approximation auf eine (dinne) Linse, deren Grenzfla-
chen die Krimmungsradie, und R, besitzen, ergibt sich bis auf einen konstanten Phasenfaktor
eine Phasenmodulation entsprechend [46]

tr(z) =exp {_2—/}]{3:2} (2.42)
mit der Brennweitef gemal}

f= [(n ) (Ril _ n%ﬂ o (2.43)
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Eingangsebene Eingangsebene
Transmission Linse (f) Ausgangsebene Linse (f) Transmission Ausgangsebene
d
d \ f \ f
Uin(x)t(x
in(2)t(z) wou(') win(@) t(z) wou(t')
(a) Transmission vor Linse positioniert (b) Transmission hinter Linse positioniert
Eingangsebene Transmission Linse (f) Ausgangsebene
f
a | b
Uin(T t(z
|n( ) ( ) Uout(fl)

(c) Transmission innerhalb eines abbildenden Systems

Abbildung 2.2: Beispiele fur Systeme zur Realisierung der optischen Fouriertransformation einer Trans-
missionsfunktion

Zum Abschluss dieses Abschnitts soll noch die bereits am Ende von Abschnitt 2.2.4 erwahnte der
Dunne-Elemente-Approximation entsprechende Strukturdesignmethode fur den Spezialfall einer
Phasentransmissidfiz) = exp(i¢(z)) angegeben werden. Entsprechend Gleichung (2.41) resul-
tiert bei Annahme einer Referenzwellenlangg sowie einer Brechzahi dem Hohenprofil

A ref

dy(r) = m

o(2). (2.44)

2.2.7 Optische Fouriertransformation

Aus den paraxial gultigen Gleichungen (2.37) und (2.42) resultiert fir die drei in Abbildung 2.2
gezeigten Systeme eine Fouriertransformationsbeziehung zwischen der Ausgangsebene und der
Transmissionsfunktion, wobei jedoch Skalierungen und quadratische Phasenterme auftreten kén-
nen. FUr das System aus Abbildung 2.2(a), in welchem sich eine Transmission in einem Abstand
vor einer Linse befindet, ergibt sich [46]

ik d —ik

v s[5 (1 2) 2] [ i) mtor oo [ e 09

Das sich im Falll = f ergebende Ausgangsfeld entspricht somit exakt der Fouriertransformation
des Produkts(x) ui,(z). Bei Anordnung der Transmissionsfunktion hinter der Linse entsprechend
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Abbildung 2.2(b) ergibt sich der Zusammenhang [46]

Uout(z") ~ exp [%x’ﬂ /OO dz t(z) uin <‘%x) exp [_Tmmc’} , (2.46)

o0

bei dem im Gegensatz zu Gleichung (2.45) die Skalierung der Fouriertransformation von der Wahl
des Abstandd abhangt. Als letzten Fall betrachten wir in Abbildung 2.2(c) die Anordnung einer
Transmissionsfunktion innerhalb eines abbildenden Systems, d. h. die Abstandé erfiillen

die Bedingung

1
o + 7= I (2.47)
Fur den Fallt(z) = 1 ergibt sich dann eine Abbildungsbeziehung tber den Skalierungsfaktor
M =b/a,d.h.
(@) ~ (/M) exp (i 2.49)
Uout( T Uin(—T exp Z)\(b—f) , .

wobei wie schon in den vorangegangenen Beispielen die Linsenapertur vernachlassigt wurde. Da
entsprechend Gleichung (2.45) zwischen der Ausgangsebene und der Ebene der Transmissions-
funktion eine Fourierbeziehung besteht, resultiert in der Ausgangsebene eine Faltung des entspre-
chend Gleichung (2.48) skalierten Eingangsfelds mit der fouriertransformierten Transmissions-
funktion.

2.3 Wellenoptische Spezifikation von Transmissionsdesignpro-
blemen

Nachdem in Abschnitt 2.3.1 eine Eingrenzung bezuglich der im Rahmen dieser Arbeit betrachteten
Klasse von Designproblemen erfolgt, werden in Abschnitt 2.3.2 einige im Zusammenhang mit
wellenoptischen Designproblemen haufig verwendete Gutefunktionen definiert.

2.3.1 Mono- und multifunktionale Transmissionsdesignprobleme

Fur die Spezifikation wellenoptischer Designprobleme ist zunachst die Eingangslichtverteilung
des betrachteten optischen Systems von Bedeutung. Die Eingangslichtverteilung fallt auf ein op-
tisches System, welches durch eine geeignete Menge von Parametern beschrieben werden kann.
Diese Menge kann in zwei Untermengen zerlegt werden: Zum einen die Menge der sogenannten
festen Systemparametevelche keine Freiheitsgrade beim Design darstellen, und zum anderen
die Menge defreien Systemparametateren Werte beim Design hinsichtlich einer vorgegebenen
Gutefunktion optimiert werden.

Einen in der Praxis wichtigen Aspekt stellen Fehler dar, welche bei der Umsetzung der beim
Design ermittelten Werte fiir die freien Parameter in ein reales optisches System entstehen. Sol-
che sogenanntedmsetzungsfehldassen sich ebenfalls durch eine Menge geeigneter Parameter
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Abbildung 2.3: Zerlegung des bei Transmissionsdesignproblemen betrachteten optischen Systems

beschreiben. Umsetzungsfehler kobnnen beispielsweise durch Fabrikationsungenauigkeiten verur-
sacht werden.

Die Zuordnung zwischen je einer Eingangslichtverteilung, einer Belegung der festen System-
parameter, einer Belegung der Parameter zur Beschreibung von Umsetzungsfehlern, sowie einer
Gutefunktion bezeichnen wir atsptische FunktionDie Zahl der bei einem Designverfahren be-
ricksichtigten optischen Funktionen wird im Folgenden Bltezeichnet. Je nachdem, 8b= 1
oderB > 1 vorliegt, sprechen wie von einemonofunktionalender von einenmultifunktionalen
Design. ObwohiB fir praktisch anwendbare Designalgorithmen im Allgemeinen endlich gewahlt
werden muss® < oo), kann ein multifunktionales Design auch zur Optimierung des System-
verhaltens in einem kontinuierlichen Parameterbereich benutzt werden, welcher sich anschaulich
zwischerden einzelnen optischen Funktionen erstreckt.

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf sogenannteamsmissionsdesignproblemétfierbei
werden die Abtastwerte einer Transmissionsfunktion optimiert, wahrend der Rest des optischen
Systems beim Design fixiert ist. Teile des optischen Systems, welche sich vor der Transmissions-
funktion befinden, kdnnen durch Propagation der Eingangslichtverteilung in die Ebene unmittelbar
vor der Transmissionsfunktion berticksichtigt werden, und es geniigt somit, optische Systeme ent-
sprechend des in Abbildung 2.3 gezeigten Schemas zu betrachten.

Innerhalb der einzelnen optischen Funktionen beschranken wir uns auf Eingangslichtverteilun-
gen, welche sich durch die in Abschnitt 2.2.2 eingefiihrten abgetasteten komplexen Amplituden re-
prasentieren lassen und daher monochromatisch und kohéarent sind. Das der optischen Funktion mit
dem Indexs (6 = 1...B) zugeordnete Eingangsfeld bezeichnen wir im Folgenden;mi{x).

Die auf die Transmissionsfunktiag() wirkenden Umsetzungsfehler beschreiben wir durch einen
OperatorEg, welcher im Allgemeinen fur jede optische Funktion verschieden sein kann. Das Aus-
gangsfelduoy g(2’) ergibt sich somit gemarf

Uour5(7") = I ([Eﬂ t(x)] Uin,ﬁ(x)) (95/) (2.49)
Falls keine Umsetzungsfehler vorliegen, ergibt sich als Vereinfachung
tows(«') = By (#() un () (2/). (2.50)

Um Projektionsalgorithmen auf Transmissionsdesignprobleme anwenden zu kénnen, werden ent-
sprechend Abschnitt 2.1.2 Einschrénkungsmengen benBiigt Einschrankungsmenge resultiert
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hierbei aus der Menge der als Losung in Frage kommenden Transmissionsfunktionen, welche wir

im Folgenden mitM 4, bezeichnen. Beispiele hierfur werden spater in Abschnitt 2.4.1 diskutiert.
Neben dieser sogenannt@ransmissionseinschrankubgtrachten wir fiir jede optische Funk-

tion eine Einschrankungsmengeé sy s der fur eine Losung idealen Ausgangsfelder, welche im

Folgenden auch alSignalfelderbezeichnet werden. DiSignaleinschrankung sy s sollte fur

jede optische Funktion passend zu der fur diese optische Funktion spezifizierten Gutefunktion ge-

wahlt werden. Im folgenden Abschnitt werden verschiedene im Bereich des wellenoptischen De-

signs wichtige Gutefunktionen vorgestellt. Beispiele fiir Signaleinschrankungen mit zugehdrigen

Projektionsoperatoren werden in Abschnitt 2.4.1 diskutiert.

2.3.2 Wichtige Gutefunktionen

DasSignal-Rausch-Verhaltnis (SNRJ ein Maf fiir die Ubereinstimmung zwischen einer (kom-
plexwertigen) Signalfunktios(z) mit einer (fehlerbehafteten) Funktiof{x), welches definiert
ist Uber

I ot R 1
[ da'[f@) — s T1f = 5]

wobei der numerische Wert dieses Verhaltnisses typischerweise in dB angegeben wird. Das SNR
flr ein Ausgangsfeld.,, im Vergleich zu einem Signalfeldsy kann demnach tber die Substi-
tutionenf — wuq UNds — wugjg Nach oben stehender Formel berechnet werden. Bei mehrele-
mentigen Mengen\q ist im Allgemeinen das bestmdgliche SNR beziiglich aller Signalfelder
usig € Msig von Interesse. Die Mengehs; werden entsprechend sogenanmesignfreiheiten
konstruiert, fur die wir im Folgenden als Beispiele die Phasen-, Skalierungs- und Amplitudenfrei-
heit [57] betrachten.

Phasenfreiheibedeutet, dass nur der Amplitudenbetrag des Ausgangsfelds von Interesse ist,
was sich in den Substitutioneft — | uou| UNds — | usig| zur Berechnung des SNRs gemanR
Gleichung (2.51) widerspiegelt.

Bei Vorhandensein voSkalierungsfreineitann die Signalfunktiorn(z’) mit einem beliebigen
Faktora € C skaliert werden. Der optimale Skalierungsfaktozur Maximierung des SNRs
entsprechend Gleichung (2.51) mit— as ergibt sich als

@)@ <S>
[Zaa @ sl

SNR(f, s)

(2.51)

(2.52)

Im Fall von Amplitudenfreiheiist nur das Ausgangsfeld in einem bestimmten lateralen Be-
reichz’ € Wig von Interesse, wobei die Mend#®;y auch alsSignalfenstebezeichnet wird. Die
Integrationen in den Gleichungen (2.51) und (2.52) erstrecken sich dann nur noch tber Positio-
nenz’ € W

Bei Vorliegen aller drei genannten Typen von Designfreiheiten lasst sich demnach das SNR flr
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ein Ausgangsfeld., schreiben als
f dz’ ‘“out($/)|2

' €Wsig

SNR = 2.53
T dw ([ tou(@)] — o] usg(a)])? (2.53)
' €Wsig
mit dem optimalen Skalierungsfaktor
A2’ Juow(@”)]| usig(x”)]
' €Wsig
= . 2.54
“ T 4o usg@) (2:54)
z'€Wsig

Wahrend bei der Berechnung des SNRs alle PositishenWsq einflieRen, bestimmt sich das ins-
besondere bei Strahlteilern haufig verwendete Mallidermitatsfehlersediglich aus den grof3-

ten auftretenden Abweichungen zwischen Ausgangs- und Signalfeld. Bezeichnen wir die gréf3ten
und kleinsten auftretenden Quotienten zwischen Ausgangsintensitét und skalierter Signalintensitat
Mit Iin DZW. Tyax Mit

5 . | Uout(flcl)‘2
Inin = -~ und 2.55a
min z/ré%iig | usig(2”)|? ( )
. |2
Inax = max M (2.55b)

o' €Wsig | Usig(@)|?
so berechnet sich der Uniformitatsfehlgy,; gemal Referenz [17]
Eunif = :[\Lzmin.
[max‘|‘ [min
In den Gleichungen (2.55) wurde angenommen, dass die Ausgangsintensitat an einer fosition
proportional zu uow(z')|? ist, was nur in paraxialer Naherung giltig ist. Bei Verwendung dieser
N&herung wird im Folgenden nicht mehr explizit auf die damit verbundene Einschrankung auf

(2.56)

paraxiale Systeme hingewiesen.

Wahrend mit Hilfe der beiden oben genannten Gitefunktionen die Abweichung zwischen ei-
nem Ausgangsfeld und der gewiinschten Signalverteilung gemessen werden kann, steht bei den
nun folgenden Effizienzmalf3en der Wirkungsgrad des optischen Systems im Vordergrufeh-Die
stereffizienz,, wird berechnet als das Verhaltnis zwischen dem Leistungsanteil des Ausgangs-
felds im Signalfenster und der Leistung des Eingangsfelds,

S da’ Juou(z)[?

@/ €Wsig
Jooda' [uin(€)]?
Bei der Berechnung défonversionseffizienzesteht das Ziel darin, den Leistungsanteil des Aus-
gangsfelds zu ermitteln, welcher in das Sigfi@3t[61]. Mit Hilfe des optimalen Skalierungs-
faktorsa aus Gleichung (2.54) kann die Konversionseffizienz als Verhaltnis zwischen skalierter
Signalleistung und Eingangsleistung dargestellt werden:
f dz’ | usig(=")|?

2 $,€Wsig

Jooda [uin(2)]*

Twin = (2.57)

(2.58)

Tlconv = |CY|
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Fur fehlerfreie Ausgangsfelder sind Konversions- und Fenstereffizienz miteinander identisch. In
Féllen, in denen die Unterscheidung zwischen Konversions- und Fenstereffizienz irrelevant ist,
wird somit in dieser Arbeit auch die verkirzte Bezeichnifiizienzverwendet werden.

2.4 Anwendung von Projektionsalgorithmen fur monofunktio-
nale Transmissionsdesignprobleme

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie sich das in Abschnitt 2.1 eingefuhrte Konzept der Projekti-
onsalgorithmen zur L6sung monofunktionaler Transmissionsdesignprobleme einsetzen lasst. Die
Aufhebung der hierbei getroffenen Einschrankung auf Monofunktionalitat ist Hauptgegenstand der
Kapitel 5 und 6 dieser Arbeit. In Abschnitt 2.3 wurden bereits die Begriffe der Transmissions- und
Signaleinschrénkung eingefuhrt, fir die wir in den beiden folgenden Abschnitten 2.4.1 bzw. 2.4.2
konkrete Beispiele betrachten werden.

Da die zugehorigen Einschrankungsmengen jedoch in verschiedenen Doménen definiert wer-
den, welche beispielsweise Uber Gleichung (2.50) miteinander verbunden sind, missen fur eine
Anwendung der in Abschnitt 2.1 eingefihrten Projektionsalgorithmen die Einschrankungsmengen
geeignet umformuliert werden, was zu dem in Abschnitt 2.4.3 eingeftihrten Konzept des Itera-
tiven Fouriertransformationsalgorithmus (IFTA) fihrt. In Abschnitt 2.4.4 untersuchen wir, unter
welchen Bedingungen der IFTA bezuglich des in Abschnitt 2.1.2 eingeflhrten SDEs konvergiert.
Abschnitt 2.4.5 stellt schlieRlich mit dem Input-Output-Konzept eine fur Kapitel 4 dieser Arbeit
wichtige Verallgemeinerung des IFTAs dar.

2.4.1 Projektionsoperatoren fir typische Transmissionseinschrankungen

Wir betrachten im Folgenden die in der Praxis am haufigsten auftretenden Transmissionseinschran-
kungen. Dazu gehort die sogenanRtgaseneinschrankungvelche besagt, dass die Transmissi-
onsfunktion eine reine Phasenfunktion ist. Diese Anforderung ist durch die Uberfuihrbarkeit der
Transmissionsfunktion in ein absorptionsfreies hohen- oder brechzahlmoduliertes optisches Ele-
ment mittels der Dlinne-Elemente-Approximation entsprechend Abschnitt 2.2.6 motiviert. Fur die
Phaseneinschrankung stellt sich die Einschrankungsmétggdar alsMan = Mpnasemit

Mophase= {u € H : Vx 3¢ : u(z) = exp(ip)}. (2.59)

Der entsprechend Abschnitt 2.1.1 punktweise abstandsminimierende Projektionsopevatgrfidr
ergibt sich als

Mpnaset (7) = t(x)/|t(x)]. (2.60)

Wahrend bei Vorliegen einer Phaseneinschrankung die Transmissionsfunktion an jeder Position
einen beliebigen Phasenweft) = exp(i¢(x)) annehmen kann, bestehen in der Praxis — ebenfalls
haufig motiviert durch die Herstellbarkeit der korrespondierenden optischen Elemente — in vielen
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Fallen Einschrankungen an den Wertebereich ¢/0r). Ein Beispiel hierfur stellt die Beschran-
kung auf@ Phasenwerte zur dquidistanten Abdeckung des Phasenintgdvalts dar, was der
Einschrankungsmenge

MquantQ - {U/ E H . \V/:E . u(l‘) 6 Mquant@} mlt (2.618.)
Mauanig = {exp(i27j/Q) : j € Z} (2.61b)

entspricht, wobei wir den zugehdrigen punktweise abstandsminimierenden Quantisierungsoperator
mit Iguantg beZeEichnen.

2.4.2 Projektionsoperatoren fur typische Signaleinschrankungen

Die in Abschnitt 2.3.2 eingeflhrten Konzepte der Phasen-, Amplituden- und Skalierungsfreiheit
spiegeln sich nicht nur in den dort aufgefuihrten Gitefunktionen wider, sondern auch in den zuge-
horigen Signalprojektionsoperatoren. Im Fall von Phasenfreiheit besteht die punktweise abstands-
minimierende Projektion darin, an jeder Positionlie Amplitude durch die Signalamplitude zu
ersetzen, wobei die Phase unangetastet bleibt. Der zugehdrige Projektionsdpedétst sich
schreiben als

(T’ ' ! falls =’ € W
Mo tou(s”) — | usig(x')| exp [z arg ( Uout(T ))} x sig | (2.62)

0 sonst

wobei u o, Und ugig flr Ausgangs- bzw. Signalfeld stehen.
Falls zusatzlich Amplituden- und Skalierungsfreiheit bestehen, ergibt sich der ebenfalls punki-
weise abstandsminimierende Projektionsoperdtqg,

io( ' ) ! falls 2’/ € Wy
HPASUout(l',) _ ‘CV US|g(x )| eXp [Z arg ( Uout(l' ))} z sig 7 (2.63)

Uout(T') sonst
mit « gemaf Gleichung (2.54).

Wahrend die Berechnung vanentsprechend Gleichung (2.54) dem Vorliegen vollstandiger
Skalierungsfreiheit entspricht, ist in Teilen dieser Arbeit auch das Konzepidgeschrankten
Skalierungsfreiheivon Bedeutung. So kann beispielweise eine untere Schranike den Betrag
des Skalierungsfaktors vorgegeben werden, auf welche der Skalierungsfaktor gesetzt wird, sofern
die Berechnung entsprechend Gleichung (2.54) einen kleineren Wert ergibt. Das Ansetzen einer
unteren Schranka; fur den Skalierungsfaktor entspricht der Vorgabe einer Zieleffizienz, welche
der Effizienz des angenommenen Ausgangsfelgs= «; usg entspricht.

2.4.3 Der lterative Fouriertransformationsalgorithmus

Der Iterative Fouriertransformationsalgorithmy$~TA) ist ein Projektionsalgorithmus, der zur
L6ésung monofunktionaler Transmissionsdesignprobleme eingesetzt werden kann. Das Grundsche-
ma dieses Algorithmus, der von Liu und Gallagher [8] in das Optikdesign eingefiihrt wurde, ist in
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Abbildung 2.4: Schritte innerhalb eines Zyklus des Abbildung 2.5: Input-Output-Konzept als Verall-
Iterativen Fouriertransformationsalgorithmus gemeinerung des IFTAs aus Abbildung 2.4
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Abbildung 2.4 dargestellt. In Iterationergeben sich Ausgangsfak@f} sowie Transmissionsfunk-
tion ¢(®) geman

W) = Pup t™D sowie (2.64a)
})—111 . (n)
100 = Tl ———39 Yout. (2.64b)
Uin

Jeder Iterationszyklus besteht demnach aus der abwechselnden Anwendung von Propagations- und
Projektionsschritten, wobei die beiden Projektionsoperatoren zum Ubergang zwischen Transmis-
sions- und Signalebene zueinander invers sind. Beispiele flr Propagations- und Projektionsopera-
toren wurden in den Abschnitten 2.2 bzw. 2.4.1 und 2.4.2 gegeben.

Fiar den Begriff des Iterativen Fouriertransformationsalgorithmus gibt es keine allgemein ak-
zeptierte scharfe Abgrenzung. Im Allgemeinen wird von einem IFTA gesprochen, falls die Pro-
pagationsoperatoren auf Fouriertransformationen basieren, was insbesondere auf die Fraunhofer-
und Fresnel-Ausbreitung aus Abschnitt 2.2.5 zutrifft. Wie wir im Folgenden Abschnitt 2.4.4 zeigen
werden, kann der IFTA als Spezialfall des in Abschnitt 2.1.4 eingefiihrten seriellen Projektionsal-
gorithmus mit zwei Mengen dargestellt werden, wobei beide Propagationsoperatoren mit einer der
beiden Projektionen zusammengefasst werden.

2.4.4 Konvergenznachweis

Zum Nachweis der Konvergenz des IFTAs betrachten wir die folgenden beiden Einschrankungs-
mengen:

M, = {P_lusig3 Usig € Msig} und (2-653)
MQ - {Umt te Mtran}, (265b)
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wobei M entsprechend Abschnitt 2.1.1 eine implizite Einschrénkung darstellt. Nach den in An-
hang A.1 gezeigten Satzen 2.67 und 2.68 definieren die auf Basis der Projektionsopéigatpren
undIlsg konstruierten Operatoren

HQ u = Uin Htran U_"% u (2.66b)

Projektionen auf die durch die Gleichungen (2.65) gegebenen Mekhtebzw. M.

Satz 2.67 Der Operatorll; nach Gleichung2.66a)definiert eine Projektion auf1; gemal Glei-
chung(2.65a) sofern der Propagationsoperatétdie Eigenschafte(®.39)erfullt.

Satz 2.68 Der Operatorll, nach Gleichund2.66b)definiert eine Projektion auf1, geman Glei-
chung(2.65b) sofernllya, €in punktweise abstandsminimierender Projektionsoperatondys,
ist.

Betrachten wir nun den Algorithmus
u™ =T, II; w™Y (2.69)

mit den durch die Gleichungen (2.66a) und (2.66b) gegebenen Projektionsoperatoren. Fir diesen
Algorithmus ist wegen Satz 2.16 die Konvergenzeigenschaft (2.15) erfllt.

Da die Algorithmen (2.64) und (2.69) fi’™ = u;, t™* miteinander aquivalent sind, folgt fiir
den IFTA die Konvergenzeigenschatt

J(uin t™) < J(uin t"Y). (2.70)

Mit Einfihrung der modifizierten Form des SDEs

erhalten wir
Jn(t™) < Jin(tD). (2.72)

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir eine zu Gleichung (2.65) alternative Form der
Definition der Einschrdnkungsmengen

Mll = {un% P_lusig D Usig € Msig}, (2.73a)

MIQ = Mtran. (2.73b)
In diesem Fall kann der ziM gehorige Projektionsoperat®df; nicht ohne weiteres aulsjg
konstruiert werden, bzw. die Ausfiihrung vl wére mit einem deutlich héheren Rechenaufwand
verbunden. Der Operator

I, u = uih Plgg Puinu (2.74)

erfullt die Abstandsminimierungseigenschatt (2.3) fur nichtkonstante Eingangsigjdien All-
gemeinen nicht.

Diese Betrachtung zeigt, dass der IFTA im Allgemeinen nur im Fall konstanter Eingangsfel-
derui,(z) beztglichJ (t™) konvergiert.
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2.4.5 Input-Output-Konzept

Zur Beschreibung des Input-Output-Konzepts betrachten wir einen zunachst abstrakten System-
operatorS, welcher eine Eingangsinformatigi in eine Ausgangsinformatiofi,, transformiert:

Jout = Sfln (2.75)

Bei Input-Output-Algorithmen besteht das Ziel darin, ¢éinzu finden, sodass das zugehdrfge
bestimmte Eigenschaften erflllt, die beispielsweise durch eine Gutefunktion spezifiziert werden.
Unter Kenntnis bestimmter Eigenschaften \®mst es haufig mdglich, einen iterativen Algorith-
mus zu formulieren, der jeder Iteration efig mit dem Ziel wahlt, dief, hinsichtlich der Opti-
mierung der vorgegebenen Gutefunktion zu steuern.

Betrachten wir das Grundschema des Iterativen Fouriertransformationsalgorithmus in Abbil-
dung 2.4, so bieten sich innerhalb des Input-Output-Konzepts zwei Méglichkeiten zur Verallge-
meinerung dieses Algorithmus an. Die erste Moglichkeit, welche in Abbildung 2.5 dargestellt ist,
ergibt sich aus der Zusammenfassung von Ruckpropagation, Transmissionsprojektion und Vor-
wartspropagation zu dem Operatsr In diesem Fall wird die Signalprojektion durch eine ver-
allgemeinerte Operation ersetzt. Das aus einer Anwendung dieser Operation resultierende Feld
bezeichnen wir jetzt nicht mehr als Signalfeld, sonderisédsierfeld: 4. (Driving Field). Die Mo-
tivation fur diese Begriffswahl wurde im vorangegangenen Absatz gegeben. Aus der Anwendung
von S auf ein Steuerfeld.q,, resultiert ein Ausgangsfeld,,; entsprechend

Ugl?t =S ugrL) = Puin Htranw, (2.76)
In

wobei der IFTA entsprechend Gleichung (2.64) der Wahl

W) = Tlgq ulteD) (2.77)

entspricht.

Alternativ kbnnte der IFTA auch durch Ersetzen der Transmissionsprojektion in einen Input-
Output-Algorithmus verallgemeinert werden. Die erstgenannte Variante hat jedoch den Vorteil,
dass nach jeder Iteration die Transmissionseinschrankungen erfullt sind, was im Allgemeinen eine
Voraussetzung fir die Uberfiihrbarkeit der erhaltenen Transmission in ein reales optisches Element
darstellt.

In Kapitel 4 wird das Konzept des Input-Output-Algorithmus benutzt, um einen Projektionsal-
gorithmus mit im Vergleich zum IFTA verbesserten Konvergenzeigenschaften zu konstruieren.



Kapitel 3
Diffraktive Strahlteilung

Diffraktive Strahlteilerwerden zur Replizierung eines Eingangstrahls unter vorgegebenen Win-
keln und relativen Wichtungen berechnet, wobei die Strahlvervielfaltigung auf Beugungseffek-
ten beruht. Im Folgenden bezeichnen wir diffraktive Strahlteiler auch verkirzt als Strahlteiler, da
nichtdiffraktive Strahlteiler, welche beispielsweise tber halbdurchlassige Schichtensysteme oder
Uber Prismenspiegel realisiert werden kdnnen, im Rahmen dieser Arbeit nicht betrachtet werden.
Die ersten Anwendungen von Strahlteilern erfolgten zur Replikation von Belichtungsmustern bei
der Herstellung elektronischer Schaltkreise [62,63]. Weitere Anwendungsfelder bestehen im Rah-
men der optischen Informationsverarbeitung und -rechentechnik [64—66], der optischen Messtech-
nik [67], der Materialbearbeitung [15,68-70], der Lasertechnik [71,72] und der Telekommunikati-
on. Nicht zuletzt werden Strahlteiler auch fur visuelle Anwendungen eingesetzt, wie beispielsweise
zur Markierung von Positionen oder Regionen in Mess- oder Justiersystemen.

Nach Darstellung einiger grundlegender Konzepte fir das Design von Strahlteilern in Ab-
schnitt 3.1 zeigen wir in Abschnitt 3.2, wie die rkibnventionelleesigntechniken verbundenen
Einschrankungen hinsichtlich der Ablenkwinkel der replizierten Strahlen aufgehoben werden kon-
nen. In dem darauf folgenden Abschnitt 3.3 werden die fur die praktische Anwendung wichtigen
Toleranzeigenschaften von Strahlteilern diskutiert. Da bei diffraktiven Strahlteilern neben den ge-
wuinschten Replikaten des Eingangsstrahls, welche au@igaislordnungeezeichnet werden,
stets auch alRauschordnungeezeichnete ungewtinschte Replikationen auftreten, kann in man-
chen Anwendungen die Intensitat solcher Rauschordnungen eine kritische Eigenschaft darstellen.
In Abschnitt 3.4 werden daher Mdglichkeiten zur Begrenzung der maximalen Rauschintensitét
diskutiert.

3.1 Vorbetrachtungen

Nach einer Betrachtung der wellenoptischen Modellierung von Strahlteilungsproblemen in Ab-
schnitt 3.1.1 werden in Abschnitt 3.1.2 Pixelierungseffekte diskutiert, welche bei der Wahl der
Abtastparameter entsprechend Abschnitt 3.1.3 bertcksichtigt werden missen. In Abschnitt 3.1.4
wird schliel3lich ein in der Praxis bewahrtes Schema zur Anwendung des aus Abschnitt 2.4.3 be-
kannten iterativen Fouriertransformationsalgorithmus beim Strahlteilerdesign dargestellt.
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3.1.1 Wellenoptische Modellierung

Wir betrachten im Folgenden Strahlteilungsprobleme, welche sich entsprechend Abschnitt 2.3.1
als Transmissionsdesignprobleme mit der in Abbildung 2.3 gezeigten Grundzerlegung des opti-
schen Systems modellieren lassen. Fiur den auf die Transmissionsfunktion folgenden Teil des opti-
schen Systems kommen neben homogenen Regionen, welche Utber die Ausbreitungsoperatoren aus
Abschnitt 2.2.5 modelliert werden kdnnen, auch Systeme mit Linsen in Frage. In Abschnitt 2.2.7
wurden bereits Beispiele fur einfache Linsensysteme dargestellt, welche insbesondere auch im
Zusammenhang mit Strahlteilern eingesetzt werden.

Bei der Berechnung des Ausgangsfelds nach Gleichung (2.50) ergibt sich fur den Fall der
Fresnel-Ausbreitung aus Gleichung (2.37) unter Zuhilfenahme des Faltungstheorems [46] die Be-
ziehung

ik o ik
uout(z') = BEE™ (uint) ~ exp [Em” ] (}"t*}" ( uin () exp [QAzxzb)' (3.1)
Fur die Ausgangsintensitatsverteilung ergibt sich somit der schematische Zusammenhang
‘ Uout‘Q ~ ‘]:t* Utranslﬁ ) (3-2)

wobei entsprechend Gleichung (2.37) zwischen den Transmissions- und Signalebenenkoordina-
ten eine Skalierungsbeziehung besteht. Aus der Betrachtung des Speziatfaits 1 wird klar,

dass die Intensitatsverteiluhgyanst|*> der Ausgangsintensitat des Systems ohne Transmission ent-
spricht.

Eine Faltungsbeziehung entsprechend Gleichung (3.2) ergibt sich ebenfalls fiir die Fraunhofer-
Ausbreitung (Abschnitt 2.2.5), fur die paraxiale Modellierung der in Abbildung 2.2 gezeigten Lin-
sensysteme, sowie allgemein flr die Propagation durch beliebige innerhalb der paraxialen Ma-
trixoptik beschreibbare Systeme unter Benutzung des Collins-Integrals [73]. Die Skalierung der
Signalebenenkoordinaten hangt dabei von dem konkreten optischen System ab. Neben der be-
trachteten Gultigkeit von Gleichung (3.2) fur Ortskoordinaten im paraxialen Fall, ergibt sich im
nichtparaxialen Fall eine Gultigkeit dieser Faltungsbeziehung im Winkelspektrum fur Wellenzahl-
koordinaten.

Da bei Betrachtung des Produkig ¢ eine Apertur in der Transmissionsebene stets dem Ein-
gangsfeldui, zugeordnet werden kann, gehen wir im Folgenden ohne Beschrankung der Allge-
meinheit von einer periodischen Transmissionsfunktion aus. Bei einer PeriodeAangsst sich
t(z) somit darstellen als

t(x) = coml(z/Ax) xt,(z), (3.3)

wobeit,(x) eine nur uber den Intervdll, Ax) ausgedehnte Funktion bezeichnet und die Kamm-
funktion definiert ist Gber [46]

comb(z) = Y d(z —n). (3.4)

n=—oo
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Somit besteh# ¢ aus diskreten Delta-Funktionen,

[Ft](z") = comb(z’/ §z")[F t,)(z"), (3.5)
welche auf einem aquidistanten Raster mit Abstand

or' =1/Ax (3.6)

liegen. Diese Delta-Funktionen fihren zu Replikationen des transformierten Eingangsfelds an ih-
ren jeweiligen Positionen und entsprechen somit den einzédneénungenreines Strahlteilers. Je
nachdem, ob eine Ordnung innerhalb oder aul3erhalb des Signalfensigfegl. Abschnitt 2.3.2)
liegt, wird sie alsSignal-oderRauschordnungezeichnet.

Von einemiiberlappungsfreien Strahlteilsprechen wir, wenn Interferenzeffekte zwischen ver-
schiedenen Ordnungen vernachlassigbar sind, d. h.

Width(Utransf) < 5$/7 (3.7)

wobei width uyansf) €in geeignetes Mald fur den Durchmesser des transformierten Eingangsfelds
bezeichnet. Bei Erflillung der Bedingung (3.7) bleibt die optische Wirkung eines Strahlteilers un-
abhangig vom konkreten Eingangsfeld sowie vom optischen System. Insbesondere hangen bei vor-
liegender Uberlappungsfreiheit Gutefunktionen wie Effizienz und Uniformitat (s. Abschnitt 2.3.2)
nicht vonuanssab. Beim Design sowie der Analyse derartiger Strahlteiler ist es demnach ausrei-
chend, nur den AnteiF ¢ der Faltungsbeziehung (3.2) zu betrachten.

Die beim Design relevanten Signalebenenkoordinateergeben sich somit aus der Fourier-
transformationsbeziehung (2.36a). Hieraus kann tber

k, = 2na’ (3.8)

diez-Komponente des Wellenzahlvektors berechnet werden. Der Wirke tiglich der optischen
Achse resultiert fiir eine Ordnung gemani
sin ¢ = % =1z'\ (3.9

Die Aufteilung der Leistung des Eingangsstrahls auf die einzelnen Ordnungen erfolgt entspre-
chend Gleichung (3.5) bei Gberlappungsfreien Strahlteilern proportional zu dem Modulationsfak-
tor |[F t,)(2')|?. Zur Bezeichnung des Leistungsanteils wird im Folgenden héufig vereinfacht von
der Intensitat von Ordnungen gesprochen, wobei bei Vorliegen von Uberlappungsfreiheit eine Pro-
portionalitat zwischen dem Leistungsanteil und der Maximalintensitat einer Ordnung besteht.

Im Folgenden wird zuné&chst das Design Uberlappungsfreier Strahlteiler n&her betrachtet. De-
signmethoden fur nichtiiberlappungsfreie Strahlteiler werden in Abschnitt 3.2 dargestellt.

3.1.2 Pixelierungseffekte

Laut vorangegangenem Abschnitts basiert das Design Uberlappungsfreier Strahlteiler auf der Be-
rechnung der Fouriertransformation (FT) der Transmissionsfunktion. Bei abgetasteten Transmissi-
onsfunktionen bietet sich hierzu die schon in Abschnitt 2.2.5 erwdhnte schnelle Fouriertransforma-

tion (FFT) an, bei der als Ergebnis die FT auf einem Ausgangsraster entsprechend Gleichung (3.6)
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resultiert. Da — wie schon in Abschnitt 2.2.2 erwéahnt — insbesondere Phasentransmissionen wegen
der fehlenden Bandbegrenzung [47] streng mathematisch gesehen nicht korrekt abtastbar sind,
konnen sich auch fir die aus der FFT resultierenden Abtastwerte der Fouriertransformation Fehler
ergeben. Im Fall pixelierter Transmissionsfunktionen kénnen jedoch — wie im Folgenden gezeigt
wird — diese Fehler grof3tenteils korrigiert werden.

Wir stellen hierzu die Transmissiofi) als Faltung einer modulierten Kammfunktion mit einer
fur die Form eines einzelnen Pixels beschreibenden Rechteckfunktion dar:

t(z) = [ts(z) x comlz/éz)] xrec{z/dz), wobei (3.10a)
1 falls z€[-3,3)
rectz) = : (3.10b)
0 sonst
Die FT hiervon ergibt sich als
[Ft)(a') ~ [[Ft](a") »comaz’/Az")] x sing{wz’/Az")  mit (3.11a)
sinqz) = sinz/x. (3.11b)

Die Faltung mit der Kammfunktion ergibt hierbei eine periodische Wiederholung des beispiels-
weise Uber eine FFT ermittelbaren Spektruj@s](z'), wobei das Ergebnis global tber eine
sinc-Funktion moduliert wird.

Aufgrund dieser Modulation ergibt sich einerseits eine relative Abschwachung der aul3eren
Ordnungen, welche durch Einbeziehung des Modulationsfaktors in den beim IFTA benutzten Pro-
pagationsoperator beim Design beriicksichtigt werden kann. Alternativ kdnnen auch die Zielinten-
sitdten der Signalordnungen entsprechend dieser sinc-Modulation prAkompensiert werden.

Einen zweiten Effekt der Pixelierung stellen abgeschwachte Wiederholungen der zentralen
n, Ordnungen des Strahlteilers dar, welche auf Grund der in Gleichung (3.11a) vorliegenden Fal-
tung mit der Kammfunktion auftreten. Dies fihrt einerseits zu einer Effizienzreduktion um den
Leistungsanteil,ix, welcher in den zentralem, Ordnungen auf Grund der sinc-Modulation ver-
loren geht:

AU Aa [[F ()21 - sind(ra’/Ax') |

—Az’/2
Az’ /2
S dat [[F 1) ()2

Mpix = (3.12)

Des Weiteren kann die Intensitat der durch die periodische Wiederholung von Signalordnungen
entstehenden Rauschordnungen in manchen Anwendungen kritisch sein. Da jede an einer Positi-
on z’ lokalisierte Signalordnung auf einem Raster mit dem Abstandwiederholt wird, ergibt

sich die Wiederholung dieser Ordnung mit der maximalen relativen Intensitat im Fall’ver)

an der Position:” — Az und im Fall vonz’ < 0 an der Position:’ + Axz. Durch Quadrierung

des Verhaltnisses der entsprechenden sinc-Faktoren kann somit die maximale relative Intensitéat
der durch die periodische Wiederholung fir jede Signalordnung resultierenden Rauschordnungen
abgeschatzt werden.
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3.1.3 Wahl der Abtastparameter

Bei der Wahl der Abtastparameter der Transmissionsfunktion empfiehlt es sich, zunachst den Ab-
tastabstandz zu ermitteln, bevor die Anzahl, der Abtastwerte in einer Periode der Transmissi-
onsfunktion bestimmt wird. Fur die Wahl beider Parameter werden im Folgenden Kriterien ange-
geben.

Der Abtastabstanér muss in jedem Fall klein genug gewéahlt werden, sodass der Ablenkwin-
kel pmax der &ulRersten Signalordnung kleiner ist als der Ablenkwinkel der ersten Ordnung eines
binaren Gitters mit einer Periodenldnge von zwei Abtastwerten. Es ergibt sich somit die Forderung

A
i — 3.13
SiN Pmax < 557" ( )

welche sich entsprechend Gleichung (3.9) fur die Positigy der au3ersten Signalordnung um-
schreiben lasst als

1

—. .14
201 (3.14)

/
xmax <

Als zweites Kriterium bei der Wahl voi: miissen im Fall einer spateren pixelierten Realisierung

der Transmissionsfunktion die entsprechend Abschnitt 3.1.2 entstehenden Effizienzvgriuste
sowie die Intensitat der durch Pixelierung enstehenden Rauschordnungen bertcksichtigt werden.
Beide Effekte konnen durch eine Verringerung varvermindert werden, sodass sich bei Vorgabe
eines maximal akzeptablen Effizienzverlugfg oder einer maximalen Rauschintensitat wiederum
eine obere Schranke féix: ergibt, welche typischerweise starker ist, als die durch Gleichung (3.14)
resultierende Beschrénkung.

Falls der Abtastabstarid: nicht deutlich gro3er als die Wellenlange ist, kann entsprechend Ab-
schnitt 2.2.6 die Giltigkeit der Dlinne-Elemente-Approximation verletzt werden. Wenn die Trans-
missionsfunktion spater unter Benutzung dieser Approximation in ein optisches Element tGiberfuhrt
werden soll, ist es demnach notwendig, durch geeignete Malnahmen wéahrend des Designs [74] si-
cherzustellen, dass die entstehenden Strukturgrof3en trotz kleinerem Abtastabstands nicht zu einer
Verletzung der Diinne-Elemente-Approximation fuhren.

Nicht zuletzt missen bei der Wahl vém auch Einschrankungen bertcksichtigt werden, welche
aus der fur das korrespondierende optische Element gewahlten Herstellungstechnologie resultie-
ren.

Bei der Wahl vom,, entstehen Beschrankungen nach oben einerseits durch eine eventuell vor-
gegebene maximale laterale Ausdehnung des optischen Elements, welche durch

Axr =n,0x (3.15)

nicht Gberschritten werden sollte, sowie durch die Begrenzung der bei der numerischen Optimie-
rung zur Verfugung stehenden Rechenkapazitaten. Eine weitere Beschrankung nach oben kann
durch die Forderung nach Uberlappungsfreiheit entsprechend Abschnitt 3.1.1 entstehen, wobei je-
doch durch den Ubergang zum Design eines nichtiiberlappungsfreien Strahlteilers entsprechend
Abschnitt 3.2 eine derartige Beschrankung in vielen Fallen aufgehoben werden kann.
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Je grol3ern, gewahlt wird, desto starker kann — wie in Abschnitt 3.4 gezeigt wird — die maxi-
male Rauschintensitat reduziert werden und desto feiner wird entsprechend der Gleichungen (3.6)
und (3.15) die Rasterung in der Signalebene. In vielen Fallen bietet sich eine Optimierung von
n, innerhalb des in Frage kommenden Bereichs an, um eine Positionierung der Signalordnungen
innerhalb der vorgegebenen Toleranzen zu erreichen. Falls dies nicht moglich ist, kann mit Hilfe
des spater in Abschnitt 3.2.2 vorgestellten Verfahrens auch eine rasterunabhangige Positionierung
der Signalordnungen realisiert werden.

3.1.4 Iterationssteuerung beim Design tberlappungsfreier Strahlteiler

In Abschnitt 3.1.1 wurde gezeigt, dass beim Design Uberlappungsfreier Strahlteiler Eingangsfeld
und konkreter optischer Systemaufbau nicht berticksichtigt werden missen. Bei Anwendung des
IFTAs entsprechend Abschnitt 2.4.3 zur Losung monofunktionaler Strahlteilungsprobleme gentigt

die Betrachtung der Abtastwerte aus einer Periode der Transmissionsfunktion, wobei FFT bzw.
inverse FFT als Propagationsoperatoren eingesetzt werden kénnen. Im Fall pixelierter Transmis-
sionsfunktionen kann dabei die sinc-Modulation entsprechend Abschnitt 2.2.7 bertcksichtigt wer-

den.

Die im IFTA-Iterationszyklus nach Abbildung 2.4 vorkommenden Projektionsoperatoren wer-
den dabei passend zu dem gegebenen Designproblem gewahlt, wobei einige Beispiele in den
Abschnitten 2.4.1 und 2.4.2 gegeben wurden. In der Praxis erweist es sich als vorteilhaft, die
Projektionsoperatoren innerhalb der IFTA-Iterationen nicht sofort entsprechend der eigentlichen
Einschrankungen bzw. Designfreiheiten des Designproblems zu wahlen, sondern diese stattdessen
Schritt fir Schritt einzuftihren [30].

Fur das Design von Strahlteilern mit Phaseneinschrankung in der Transmissionsebene sowie
Phasen-, Amplituden- und Skalierungsfreiheit in der Signalebene hat sich dabei das in Abbil-
dung 3.1 gezeigte Ablaufschema bewahrt. Die Startverteilifignird demnach aus der Ruick-
propagation eines Feldes ermittelt, welches ausschlie3lich Signalordnungen mit einer idealen Am-
plitudenverteilung und zufallig gewahlten Phasen enthalt. Danach erfolgen innerh&bakemn-
synthesezunéchst einige Iterationen ohne Nutzung von Amplitudenfreiheit, bevor irSNE-
Optimierungdie vollen Designfreiheiten zugelassen werden. Zur Erzielung eines optimalen Er-
gebnisses ist es notwendig, das Ablaufschema nach Abbildung 3.1 mehrfach fur verschiedene
Startverteilungen durchzufihren.

Fur den Initialisierungsschritt in Abbildung 3.1 sind nattrlich auch andere Varianten denkbar.
In Referenz [33] wird beispielsweise ein analytischer Ansatz zur Ermittlung einer guten Startver-
teilung fur das Design von Strahlteilern vorgestellt.

Die Motivation fur den Schritt der Phasensynthese liegt darin, diejenige Phasenverteilung in
der Signalebene zu finden, welche zu einer Maximierung der fur jede komplexe Signalverteilung
abhangig von den Transmissionseinschrankungen ableitbaren oberen Grenze der Konversionseffi-
zienz [75-78] fuhrt. Wahrend der SNR-Optimierung andern sich die Signalphasen typischerweise
nur noch geringfugig.

Im Fall von Quantisierungseinschréankungen ergibt sich das Problem, dass bei Einsatz des
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(1) Initialisierung: Setze (0 durch Ruckwartspro-
pagation eines Signalfelds mit zuféllig gewéhl-

(1) Initialisierung: Setze +(9) durch Ruckwartspro- ten Phasen der Signalordnungen
pagation eines Signalfelds mit zuféllig gewahl-
ten Phasen der Signalordnungen (2) Phasensynthese: Iterationen mit IIpphase und
IIp, d.h. ohne Amplitudenfreiheit und Quanti-
(2) Phasensynthese: Iterationen mit IIphase und sierung

IIp, d. h. ohne Amplitudenfreiheit

(3) SNR-Optimierung: Iterationen mit IIphaseand

(3) SNR-Optimierung: Iterationen mit IIphaseand IIpas, d. h. ohne Quantisierung
IIpas, d. h. unter voller Ausnutzung der vorhan-
; hei 4) Softquantisierung: Iterationen mit m
denen Designfreiheiten ( q g softquantQ

fur linear ansteigende Projektionsstarke A
(A=0...1) sowie Ilpas

Abbildung 3.1: Schritte beim Design von Strahltei-  Abbildung 3.2: Schritte beim Design quantisierter
lern mit Phaseneinschrankung Strahlteiler unter Verwendung der Softquantisie-
rung

Quantisierungsoperatof$y,ani g aus Abschnitt 2.4.1 typischerweise bereits nach wenigen Itera-
tionen eine Stagnation eintritt [79, 80], d. h. die sich nach Anwendung des Quantisierungsopera-
tors ergebende Transmissionsfunktion andert sich im Verlauf der Iterationen nicht mehr. Daher
empfiehlt es sich, zun&achst wie in Abbildung 3.1 vorzugehen, d. h. fir eine Phaseneinschrankung
zu optimieren. Im Anschluss daran wird in einem zuséatzlichen Schritt die Quantisierung durch-
gefuhrt, wobei sich bei Verwendung d8sftquantisierungsverfahrefigd] das in Abbildung 3.2
gezeigte Ablaufschema ergibt.

Zur Softquantisierung aup aquidistante Phasenwerte wird der Operﬁtgﬁtquaw,

(Héoﬁquam@ () = z falls ’(arg[t(x)] — arg[z]) mod 27‘(" < M\r/Q (3.16a)
t(z) sonst

mit
amodb=c& ce[-b/2,b/2) Ne=a+jbNjEL

verwendet. Der Paramet&wird wahrend dieser Iterationsphase typischerweise lineanvern)
(keine Quantisierung) auf = 1 (vollstandige Quantisierung) erhéht, wobei jedoch auch andere
Varianten denkbar sind [38].

In Abschnitt 4.3 wird ein alternatives Quantisierungsverfahren eingefiihrt, welches gegentber
der Softquantisierung einige Vorteile aufweist.

3.2 Design fur beliebig positionierte Signalordnungen

Innerhalb dieses Abschnittes, dessen Ergebnisse auch in Referenz [81] publiziert sind, werden
Mdglichkeiten zur Verbesserung der Positionierungsgenauigkeit von Signalordnungen untersucht.
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Abbildung 3.3: Optimale Losung des regularen 1-zu-3-Strahlteilers mit Phaseneinschrankung

Bei einer Positionierung auf einem entsprechend Abschnitt 3.1 aus der Periodenldnge der Trans-
missionsfunktion resultierenden aquidistanten Raster kann bei Verfeinerung dieses Rasters die Ei-
genschaft der Uberlappungsfreiheit verloren gehen. In Abschnitt 3.2.1 wird gezeigt, dass hieraus
entstehende Probleme Uber eine Modifikation des Designalgorithmus umgangen werden konnen.
In den Abschnitten 3.2.2 und 3.2.3 betrachten wir einen Designalgorithmus, welcher eine freie
Positionierung der Signalordnungen erlaubt.

3.2.1 Verfeinerung der Signalebenenrasterung

Zur lllustration der in diesem Abschnitt eingefiihrten Konzepte betrachten wir im Folgenden ver-
schiedene Designs fur 1-zu-3-Strahlteiler, wobei die eingefuhrten Konzepte nattrlich auch auf
andere Strahlteilungsprobleme anwendbar sind. Das Beispiel des 1-zu-3-Strahlteilers wurde ge-
wahlt, da fur den regularen 1-zu-3-Strahlteiler die optimale Phasentransmissionslésung bekannt
ist, fir welche in Abbildung 3.3 eine Periode der Phasentransmission sowie die sich bei einem als
gaul3formig angenommenen Feld,nss entsprechend Gleichung (3.2) ergebende Ausgangsinten-
sitatsverteilung dargestellt sind. Der Strahlteiler aus Abbildung 3.3 besitzt eine ideale Uniformitét
bei einer Effizienz von 92.6 %.

In Abbildung 3.4 betrachten wir ein Design fur einen irregularen 1-zu-3-Strahlteiler, welches
mit 02" = 0.2 a eine im Vergleich zu Abbildung 3.3 um den Faktor 5 verfeinerte Signalebenenra-
sterung besitzt. Die drei Signalordnungen befinden sich an den Positionen

Wsig = {—a;0;1.4a}. (3.17)

Bei Ermittlung des Designs aus Abbildung 3.4 tber das Verfahren aus Abschnitt 3.1.4 wurden
fur die drei Signalordnungen dieselben Zielintensitaten vorgegeben. Aufgrund der Definition des
Signalfensters entsprechend Gleichung (3.17) erlaubt der wéahrend der SNR-Optimierung ange-
wendete Operatdipas aus Gleichung (2.63) auch Rauschen zwischen den Signalordnungen, was
— wie in Abbildung 3.4(b) erkennbar ist — auch ausgenutzt wird.
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Abbildung 3.5: Aus Faltung mit einem im Vergleich zu Abbildung 3.4(b) um den Faktor 4 breiteren
Feld uganstresultierende Ausgangsintensitatsverteilung

Fir das in Abbildung 3.4 gezeigte Design resultiert eine Effizienz von 82.6 % bei einem Uni-
formitatsfehler von weniger als 0.1 %. Die im Vergleich zum regularen 1-zu-3-Strahlteiler auf-
tretende Effizienzreduktion ist eine Folge der veranderten Position der Signalordnungen. Wie aus
Betrachtungen zur oberen Grenze der Konversionseffizienz [76] sowie aus Vergleichen tatsachlich
erreichter Effizienzen fur verschiedene Strahlteilungsprobleme [78] bekannt ist, hat insbesondere
bei kleinen Teilerverhaltnissen die Konfiguration der Signalordnungen erheblichen Einfluss auf die

erzielbare Effizienz von Strahlteilern.
Wahrend in Abbildung 3.4 von einem gaul3férmigen Relg.srausgegangen wird, fir welches

Uberlappungsfreiheit resultiert, betrachten wir in Abbildung 3.5 die aus der Faltung mit einem um
den Faktor 4 breiteren Gaul3-Feld resultierende Ausgangsintensitatsverteilung. Die Verletzung von
Bedingung (3.7) fihrt in diesem Fall zu einem deutlich sichtbaren Uniformitatsfehler von 5.7 %.
Die Ursache hierfiir stellen in diesem Beispiel im Wesentlichen Uberlagerungen der Signalord-

nungen mit den benachbarten Rauschordnungen dar.
Der auftretende Uniformitatsfehler kann einerseits durch die Einbeziehung vbom, ., als
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Eingangsfeld wahrend der IFTA-Iterationen vermieden werden. Damit wirde jedoch die Insen-
sitivitat des Strahlteilers beziglich der Wahl des Eingangsfelds verloren gehen, weshalb wir im
Folgenden einen anderen Lésungsweg verwenden, welcher darin besteht, Rauschordnungen in der
direkten Nachbarschaft von Signalordnungen zu unterdrticken.

Bei Unterdriickung der Rauschordnungen innerhalb der mit dem Durchmigseum samt-
liche Signalordnungen aufgespannten kreisformigen Bereiche ergibt sich der im Vergleich zu Glei-
chung (2.63) modifizierte Signalprojektionsoperdi@ss,

o usg(e!)| exp [i e (wouls'))]  falls ' € Wg

d frame

(Ipas tout) (') = 1 0 falls 32" € Wiig : |2/ — 2| <

Uout(") sonst
(3.18)

Falls die durch Verwendung dieser Signalprojektion bei der SNR-Optimierung angestrebte Unter-
drickung der in Nachbarschaft zu Signalordnungen befindlichen Rauschordnungen gelingt und in
Abwandlung von Bedingung (3.7) die Beziehung

Width(Utransf) < dfran‘]e/Q7 (3.19)

erfullt ist, kdnnen Uberlagerungen zwischen Signalordnungen und benachbarten Rauschordnun-
gen vermieden werden. Demzufolge sollte der Paramk&igt. in der Praxis so gewahlt werden,
dass Bedingung (3.19) fur alle relevanten Eingangsfelder erftllt wird.

Leider beeinflusst die Modifikation des Signalprojektionsoperators in Gleichung (3.18) auch
die beim Design erzielbare Effizienz. Eine Erh6hung v@ghe entspricht einer Verringerung der
zur Verfigung stehenden Designfreiheiten, was zu einer Verringerung der erreichbaren Effizienz
fuhrt, wie durch das folgende Beispiel demonstriert wird. In Abbildung 3.6 ist ein mit Hilfe des
Signalprojektionsoperators aus Gleichung (3.18)dnitne = 0.8 a durchgefliihrtes Design darge-
stellt. Hierbei wurde ein Uniformitatsfehler von 0.1 % erreicht, wobei die erzielte Effizienz jedoch
nur 71.5 % betragt.

Wahrend mit dem Projektionsoperator aus Gleichung (3.18) Uberlagerungen zwischen Signal-
ordnungen und benachbarten Rauschordnungen beim Design unterdriickt werden kénnen, ist diese
Methode hingegen nicht zur Unterdriickung von Uberlagerungen zwischen unterschiedlichen Sig-
nalordnungen einsetzbar. Im Fall dicht beieinander liegender Signalordnungen und langsam abfal-
lender Strahlprofile — wie beispielsweise sinc- oder Airy-formige Profile — kénnen derartige Inter-
ferenzeffekte jedoch ebenfalls einen nicht vernachlassigbaren Einfluss auf die Uniformitét eines
Strahlteilers besitzen. So kann beispielsweise ein Seitenauslaufer einer Signalordnung, welcher an
der Position der benachbarten Signalordnung bereits auf 0.1 % seiner Maximalintensitat abgefallen
ist, bei koharenter Uberlagerung zu einem Uniformitatsfehler von mehr als 6 % fiihren. In derarti-
gen Fallen ist eine Vermeidung von Uniformitatsfehlern nur durch die bereits im Zusammenhang
mit Abbildung 3.5 erwahnte Einbeziehung eines Eingangsfelds wahrend der IFTA-Iteration mog-
lich, wobei jedoch die Insensitivitat beztglich der Wahl des Eingangsfelds fur den resultierenden
Strahlteiler verloren geht.
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Abbildung 3.6: Irreguléarer 1-zu-3-Strahlteiler mit Signalordnungen auf einem &quidistantem Raster mit
0z’ = 0.2 a. Wahrend des Designs wurde das Rauschen innerhalb der um samtliche Signalordnungen
mit einem Durchmesser dfame = 0.8 a aufgespannten kreisformigen Bereichen unterdriickt.

3.2.2 Algorithmus fir beliebig positionierte Signalordnungen

Insbesondere bei industriellen Anwendungen von Strahlteilern liegt die gewlnschte Verteilung der
Signalordnungen nicht immex priori auf einem aquidistanten Raster. Im Bereich der Material-
bearbeitung werden beispielsweise Strahlteiler zur parallelen Durchfiihrung mehrerer Bohrungen
oder Schnitte eingesetzt, wobei in vielen Fallen eine freie Positionierbarkeit der Bohrungs- oder
Schnittpositionen gewiinscht wird.

Falls fur die Positionierung der Signalordnungen Toleranzbereiche spezifiziert sind, kann eine
Anwendung des Ansatzes aus Abschnitt 3.2 moglich sein, obwohl die urspringlichen Zielpositio-
nen nicht auf einem &quidistanten Raster liegen. So waren die Designs aus den Abbildungen 3.4
und 3.6 beispielsweise Losungen eines Strahlteilungsproblems mit einer gewtinschten Anordnung
der Signalordnungen entsprechend

Weig = {—a; 0; V2a}, (3.20)

sofern die Toleranz fur die Positionierung der Signalordnungen wenigstef$: betragt.

Dennoch ist dieser auf einem aquidistanten Raster basierende Ansatz in vielen Anwendungs-
fallen nicht zufriedenstellend, da einerseits mit einer Verfeinerung des Signhalebenenrasters typi-
scherweise die Zahl der wahrend der IFTA-Iterationen zu betrachtenden Abtastwerte ansteigt und
andererseits bei einigen Anwendungen das Ziel besteht, die Signalordnungen so genau wie mog-
lich zu positionieren.

Der in diesem Abschnitt entwickelte Designalgorithmus ermdéglicht eine beliebige Positionie-
rung der Signalordnungen unter Aufgabe der Periodizitat der Transmissionsfunktion innerhalb der
beleuchteten Apertur. Diese Problemstellung wurde bereits von Bengtsson [17] untersucht, dessen
Ansatz deutlich von dem im Folgenden vorgestellten Verfahren abweicht. Bei dem von Bengtsson
verwendeten Optimierungsverfahren wird pro Iteration nur ein Abtastwert der Transmissionsfunk-
tion verandert, was bei grol3en — und insbesondere im Fall zweidimensionaler Abtastung — zu
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Problemen fiihren kann, wenn der Effekt der Anderung eines Abtastwerts der Transmissionsfunk-
tion nicht deutlich gro3er ist als die bei der Berechnung der Propagation vorliegende numerische
Genauigkeit. In Projektionsalgorithmen kénnen demgegeniber in jeder Iteration viele Abtastwerte
gleichzeitig verandert werden, was zu einem deutlich besseren Konvergenzverhalten fihren kann.
Gegenuber dem Ansatz von Bengtsson besitzt das im Folgenden dargestellte Verfahren weiterhin
den Vorteil, dass Stérungen der Uniformitat der Signalordnungen durch die umgebende Rausch-
verteilung Uber eine Adaption des Ansatzes aus Abschnitt 3.2.1 minimiert werden kénnen.

Bei Zulassung einer rasterunabh&angigen Positionierung der Signalordnungen ist es nicht mehr
moglich, FFT-Operationen zur Ermittlung der komplexen Amplitude von Signalordnungen ein-
zusetzen. Da die Fouriertransformationsintegrale entsprechend der Gleichungen (2.36) bzw. die
hierzu korrespondierenden Summen jedoch fir jede beliebige Signalebenenposition auswertbar
sind, kann Uber die Berechnung einer sogenanpterktweisen Fouriertransformatidir jede
Signalordnung die komplexe Amplitude ermittelt werden. Die hierzu inverse Operation liefert in
der Transmissionsebene fur jede Signalordnuhgine lineare Phasenfunktion, deren Steigung
von z’ abhangt. Die fur die einzelnen Signalordnungen resultierenden linearen Phasenfunktionen
werden bei Anwendung der inversen Propagationsoperation in der Transmissionsebene komplex
aufaddiert.

Betrachten wir erneut den Designansatz aus Abbildung 3.1, so stellen wir fest, dass in dem
Initialisierungsschritt sowie in der Phasensynthese somit lediglich die bisher verwendeten FFT-
Operationen durch punktweise Fouriertransformationen ersetzt werden mussen. Beziglich des
notwendigen Rechenaufwands ist diese Modifikation des Algorithmus im Allgemeinen unkritisch:
Wahrend bei der FFT fun, Abtastwerte ein zw, log n, proportionaler Zeitaufwand vorliegt,
resultiert bei der punktweisen FT fiikiq Signalordnungen ein Aufwand proportionalizy n;g.

Sobald im Rahmen der SNR-Optimierung jedoch Amplitudenfreiheit beim Design zugelassen
wird, ist die Verwendung punktweiser Fouriertransformationen nicht mehr ohne weiteres moglich,
da dann wahrend der Propagationsschritte zur Erfassung der Rauschverteilung wesentlich mehr
Signalebenenpositionen betrachtet werden missen, was zu einem fur viele praktische Anwendun-
gen inakzeptabel hohen Rechenaufwand flihren wirde. Als Ansatz fir ein Verfahren, in welchem
bei Zulassung von Amplitudenfreiheit wiederum FFT-Operationen eingesetzt werden kdnnen, zer-
legen wir die Transmissionsfunktiafiz) in zwei additive Anteile:

t(x) = tsig(x) + tnoisd ). (3.21)

Der Anteil ¢5g resultiert dabei als Ergebnis der Phasensynthese bei einer Beendigung der IFTA-
Iteration vor Anwendung des Transmissionsprojektionsoperators. Demnachdgiavtar zur Er-
fullung der Signaleinschrankungen, wobei jedoch die Transmissionseinschrankung im Allgemei-
nen verletzt wird.

Bei der Ermittlung des zweiten Anteil$,ise bestehen die folgenden beiden Ziele:

(A) Die Summierung entsprechend Gleichung (3.21) zu einer Erfiillung der Transmissions-
einschrankung fihren.

(B) Die gute Uniformitét der vongy erzeugten Ausgangsverteilung darf hierbei nicht zerstort
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werden.

Da eine additive Zerlegung in der Transmissionsebene entsprechend Gleichung (3.21) auf Grund
der Linearitat des Ausbreitungsoperators zu einer linearen Superposition der korrespondierenden
Ausgangsfelder in der Signalebene fiuhrt, entspricht Ziel (B) der Anforderung, dassdjgund
tnoise g€h0rigen Ausgangsfelder nicht tberlappen dirfen. Diese Anforderung spiegelt sich in dem
Signalprojektionsoperator

d
, 0 falls 32" € Wsig . ‘.’L’/ _ .’L’”‘ < COframe
Hnoiseu(i' ) = 5 3.22)

u(x’) sonst

wider, wobeid same Wiederum den Durchmesser der um die Signalordnungen aufgespannten kreis-
formigen Bereiche bezeichnet, innerhalb derer das Rauschen unterdriickt wird. Fir den Opera-
tor I, ise l&Sst sich ohne weiteres die punktweise Abstandsminimierung beziglich der Einschran-
kungsmengeM qise Nachweisen, welche definiert ist Uber

Muoise= {u € H : ¥z’ : [u(z') =0 V I2" € Waig : |2/ — 2| < dirame/2]} (3.23)

Um die Transmissionsprojektion anhand von Ziel (A) durchfuhren zu kénnen, fuhren wir im
Folgenden das Konzept der sogenanrBS@mmenprojektionegsin. Ein Summenprojektionsope-
ratorIT*" wird basierend auf einen beliebigen Projektionsoperdiaiber

Mttt = TI[t + t4] — tq (3.24)

definiert, wobet, ein beliebiges Element des zu Grunde liegenden Hilbertradrnezeichnet.
Der folgende in Anhang A.2.2 bewiesene Satz 3.26 besagt, dass der Uber Gleichung (3.24)
definierte Operatoll ™" eine Projektion auf die Menge

MQ = {tl +tg:1 € Ml} (325)

darstellt. Demnach geht bei Verwendung der dem Ziel (A) entsprechenden Transmissionssummen-

projektionH;hgss‘gedie SDE-Konvergenzeigenschaft entsprechend Abschnitt 2.4.4 nicht verloren.

Satz 3.26 Der auf Basis eines bezlglich der Nortraus Gleichung2.6) abstandsminimieren-
den Projektionsoperatord; : M — M, entsprechend Gleichun@.24) konstruierte Operator
I, = II}* definiert eine beziiglich abstandsminimierende Projektion auf die Menygs, aus
Gleichung(3.25)

Auf Basis der oben eingefiihrten Konzepte lasst sich der in Abbildung 3.7 dargestellte Algorithmus
fur das Design von Strahlteilern mit beliebiger Positionierung der Signalordnungen konstruieren.
Hierbei sind die ersten beiden Schritte — wie schon erwéhnt — aquivalent zum Ablaufschema aus
Abbildung 3.1, wobei lediglich veranderte Propagationsoperatoren verwendet werden. Innerhalb
des dritten Schrittes wirdsiy entsprechend der beim Design angestrebten Effiziggazskaliert.

Dies ist notwendig, weil es in der darauf folgenden SNR-Optimierung kein Aquivalent zu der in
das Ablaufschema 3.1 durch Verwendung des Operaipks einbezogenen Skalierungsfreiheit
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(1) Initialisierung: Setze (9 durch Ruckwartspropagation eines Signalfelds mit zufallig gewahl-
ten Phasen der Signalordnungen Uber inverse punktweise FT

(2) FT-Operationen zur Optimierung von tsjg

(3) Skalierung von tsjg entsprechend der vorgegebenen Zieleffizienz ngoal

(4) SNR-Optimierung: lterationen mit H;_hass'ge

Operationen zur Optimierung von tpgjse

and Ilngise unter Verwendung von FFT-

(5) Falls notwendig: Quantisierung

(6) Berechnung der resultierenden Transmission gemaR t(z) = tsig(x) + tnoisex)

Abbildung 3.7: Schritte beim Design von Strahlteilern mit beliebiger Positionierung der Signalordnungen

besteht. Innerhalb von SNR-Optimierung und Quantisierung werden dann Summenprojektion in
der Transmissionsebene sowie der OperaitQse aus Gleichung (3.22) in der Signalebene ver-
wendet. Der abschlieRende Summierungsschritt entspricht der Anwendung von Gleichung (3.21).
Eine mehrfache Durchfiihrung des Ablaufschemas von Abbildung 3.7 ist einerseits wie schon
in Abschnitt 3.1.4 notwendig, um die Auswirkung der Wahl der Startverteilung einzuschranken.
Andererseits kann die mehrfache Durchfiihrung auch erforderlich sein, um eine geeignete Wahl
fir den Parametetyo, treffen zu konnen. Hierbei werden verschiedene Werte)fil mit dem
Ziel getestet, eine héchstmdogliche Effizienz bei einem noch akzeptierbaren Uniformitatsfehler zu
erreichen. Fallggyo, dabei zu grold gewahlt wurde, kann eine Uberlappung defsgusd e re-
sultierenden Ausgangsfelder wahrend der SNR-Optimierung nicht beseitigt werden, was zu einer
schlechten Uniformitat fihren kann. Bei einer zu niedrig getroffen Wahh g kann typischer-
weise keine optimale Effizienz erzielt werden.
In den im folgenden Abschnitt betrachteten Designbeispielen wiygestets etwas hoher als
die tatséchlich erreichte Effizienz gewéhlt, was zu Designs mit guten Effizienzen fuhrte, wahrend
die Uniformitatsfehler in einer Grol3enordnung bleiben, in der sie experimentell auch auf Grund
von Fabrikationsungenauigkeiten auftreten.

3.2.3 Designbeispiele

Abbildung 3.8 zeigt ein Design flur einen 1-zu-3-Strahlteiler mit Signalordnungspositionen ent-
sprechend Beziehung (3.20), welches mit dem Verfahren aus dem vorangegangenen Abschnitt be-
rechnet wurde. Die nichtperiodische Transmissionsfunktion wurde beim Design mit 5120 Werten
abgetastet, wobei in Abbildung 3.8(a) nur die zentralen 512 Abtastwerte dargestellt werden.

Als Zieleffizienz wurde bei dem betrachteten Desiggy = 75 % vorgegeben, wobei letztend-
lich eine Effizienz von 71.3 % bei einem Uniformitatsfehler von 0.6 % erreicht wurde. Uber ein
Design mitngea = 85 % wurde eine Effizienz von 75.9 % erreicht, wobei sich jedoch der Unifor-
mitétsfehler auf 1.2 % verschlechterte. Bei einem niedriger gewahlten Wengypa: 71 % wurde
demgegenuber eine Effizienz von 69.8 % bei einem im Vergleich zum Design aus Abbildung 3.8
verringerten Uniformitéatsfehler von 0.3 % erreicht. Diese Ergebnisse bestéatigen die Bemerkungen
zur Wahl vornyea, Welche am Ende des vorangegangenen Abschnitts getroffen wurden.
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Abbildung 3.8: Irreguldrer 1-zu-3-Strahlteiler mit Signalordnungen im Abstandsverhéltnis 1:v/2
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(a) Phase der zentralen 100100 Ab- (b) Ausgangsintensitatsverteilung mit (c) CCD-Kameraaufnahme der expe-
tastwerte der mit 1000 1000 Abtast- Normierung auf 1% des Maximal- rimentell resultierenden Ausgangsin-
werten berechneten Transmissions- werts tensitatsverteilung

funktion

Abbildung 3.9: Irregulérer 1-zu-30-Strahlteiler mit auf geneigten Linien positionierten Signalordnungen

Als weiteres Beispiel zur Anwendung des Designverfahrens aus Abschnitt 3.2.2 betrachten
wir in Abbildung 3.9 ein Design fur einen speziellen 1-zu-30-Strahlteiler, bei dem die Signalord-
nungen auf funf Linien mit Neigungswinkeln von 4°, 2°, 0°, -3°, und -12° angeordnet sind. Bei
dem gezeigten Design, welches 100 x 1000 Abtastwerte mit acht Phasenquantisierungswerten
durchgefuhrt wurde, resultiert in der Simulation eine Effizienz von 59.9 % bei einem Uniformi-
tatsfehler von 5.4 %. Die relativ niedrige Effizienz dieses Designs ist eine Folge der auftretenden
Pixelierungsverluste (vgl. Abschnitt 3.1.2). In Abbildung 3.9(b), in der auf Grund der gewahl-
ten Normierung Teile der Rauschverteilung sichtbar sind, zeigt sich, dass die Rauschverteilung
in diesem Beispiel durch eine Wahl v@ganme in der Grol3enordnung des Abstands zwischen den
Signalordnungen gut von den Signalordnungen separiert werden konnte.

Der berechnete Strahlteiler wurde mit Hilfe der Dinne-Elemente-Approximation in ein Ho-
henprofil Gberfuhrt, welches mit einer Pixelgrol3e viopmm in Quarz hergestellt wurde. Abbil-
dung 3.9(c) zeigt die bei einer Beleuchtung it = 632.8 nm im Fernfeld aufgenommene In-
tensitatsverteilung. Abgesehen von dem Auftreten eines zusatzlichen Spots auf der Position der
optischen Achse, welcher eine Folge der bei der Herstellung dieses Strahlteilers entstandenen rela-
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tiven Hohenfehler von etwa 5 % ist, besteht visuell eine gute Ubereinstimmung mit der simulierten
Intensitatsverteilung aus Abbildung 3.9(b). Durch Vermessung des Leistungsanteils in den ein-
zelnen Signalordnungen mit einer geeigneten Blende wurde ein Uniformitatsfehler von 10.4 %
ermittelt. Fur die Abweichungen zwischen simulierten und experimentellen Ergebnisse kommen
die in Abschnitt 6.2.2 diskutierten Ursachen in Betracht.

3.3 Toleranzeigenschaften von Strahlteilern

Bei der Betrachtung der Toleranzeigenschaften von Strahlteilern legen wir den Schwerpunkt auf
den in den Abschnitten 3.3.1 und 3.3.2 untersuchten Einfluss globaler Hohenfehler bei binéaren
bzw. mehrstufigen Strahlteilern. In dem darauf folgenden Abschnitt 3.3.3 wird die Auswirkung von
Verschiebungen und Verkippungen des Strahlteilerelements dargestellt. In Abschnitt 3.3.4 erfolgt
schliel3lich eine Diskussion der Toleranzeigenschaften bezuglich Veranderungen der Wellenlange
sowie der Feldverteilung des Eingangsstrahls.

3.3.1 Hohenfehler bei binaren Strahlteilern

In diesem und dem folgenden Abschnitt wird die Auswirkuigbaler Hohenfehleauf die op-
tische Wirkung eines Strahlteilerelements untersucht. Wir bezeichnen einen Hohenfehler als glo-
bal, sofern die Transformation des gewollten Prafilg) in das tatsachlich realisierte Prafil(x)
ortsunabh&ngig ist. Andere Arten von Hohenfehlern, wie beispielsweise lokale Fehler, werden
im Rahmen dieser Arbeit nicht untersucht. Ubersetzt in die entsprechend der Diinne-Elemente-
Approximation resultierenden Transmissionsfunktionen stellen globale Hohenfehler einen Spezi-
alfall der in Gleichung (2.49) eingefuihrten Operatofenzur Beschreibung von Umsetzungsfeh-
lern dar.

Einen wichtigen Spezialfall globaler Hohenfehler stellampare Hohenfehledar, welche durch

d'(x) = in d(x) (3.27)

mit dem Skalierungsfaktoy;, > 0 beschrieben werden. Lineare Hohenfehler sind geeignet zur
Modellierung verschiedener Arten von Herstellungsfehlern. Beispiele hierfur sind falsche Belich-
tungsdosen oder Entwicklungsdauern bei der Resiststrukturierung, falsche Atzdauern oder Atz-
raten bei der Strukturierung von Quarz oder Hohenfehler durch Schrumpfung des Elements, wie
sie wahrend des Abkiihlungsprozesses bei der Replikation tUber Plastikabformung auftreten kén-
nen. Eine weitere Ursache flr lineare Hohenfehler stellen durch Temperatureinfliisse verursachte
Ausdehnungseffekte dar. Anderungen der Brechzahl des Strahlteilerelements sind entsprechend
Gleichung (2.41) ebenfalls aquivalent mit linearen Héhenfehlern.

In diesem Abschnitt betrachten wir Strahlteiler mit bindren Transmissionen

t(z) : R — {1,exp(iYpinm)} (3.28)

Weiterhin gehen wir von der Gliltigkeit der Dinne-Elemente-Approximation aus, was entspre-
chend Gleichung (2.41) zu einer Proportionalitat zwischen dem Paramgtand der Modulati-
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onstiefe des binaren Hohenprofils fuhrt. Die Wirkung linearer Hohenfehler kann somit korrespon-
dierend zu Gleichung (3.27) auch Uber

Ybin = 7Yiin Ygoal (3.29)

beschrieben werden, wobegyj,, der angestrebten Modulationstiefe entspricht.
Bezeichnen wir mit'; die Intensitaten der einzelnen Ordnungen ¥ar) und mit/; die Inten-
sitaten der einzelnen Ordnungen \ign) geman

t(z) = t(x)/ 0 mit #(z): R — {1,—-1}, (3.30)
so ergibt sich bei Verwendung der Normierung

=) Ii=1 (3.31)

der Zusammenhang [82]

1 — cosvpin T =+

Ii(voin) = 5 L (G#0), (3.32a)
1 — cosypin T ~
To(pin) = 1 — Z Li(Yoin) = 1 — #'n Z I, (3.32b)
J#0 j#0

Hierbei bezeichne} ; jeweils die Summe uber alle Ordnungen, Jndl_, steht fur eine Summie-
rung, bei der die nullte Ordnung ausgenommen wird.

Anhand der Gleichungen (3.32) kdnnen wir folgende Schlussfolgerungen hinsichtlich der Sen-
sitivitat binarer Strahlteiler beziglich linearer Hohenfehler ziehen:

(A) Die zentrale Ordnung = 0 verhalt sich grundsatzlich verschieden von allen anderen
Ordnungen. Falls sie nicht zu den Signalordnungen gehort, resultiert nach Gleichung (3.32a) bei
Veranderung vony,, durch einen Hohenfehleg, # 1 lediglich eine Skalierung der Effizienz, wo-
hingegen der Uniformitatsfehler konstant bleibt. Falls keine Forderungen hinsichtlich der Rausch-
verteilung gestellt werden, besitzen somit binéare Strahlteile0 @iV, im Vergleich zu binaren
Strahlteilern mit) € Wsjq deutlich verbesserte Toleranzeigenschaften beztglich von Hohenfeh-
lern.

(B) Betrachten wir die Anderungen der Intensitaferbei Aufbringung eines durchy, be-
schriebenen Hohenfehlers, d. h.

Alj(vin) = L;j(bin) — 1;(Vgoal), (3.33)

so stellen wir fest, dass fijr# 0 die AI; wegen Gleichung (3.32a) jeweils dasselbe Vorzeichen
besitzen. Da auf Grund der Energieerhaltung

> AL=0 (3.34)

gilt, ergibt sichA 1, tber

Aly =Y Al (3.35)
j#0
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Abbildung 3.10: Abhangigkeit der Intensitat der 0. sowie 1. Ordnung vom Héhenskalierungsfehler fir
das effizienzoptimierte (a) und toleranzoptimierte Design (b) des bindren 1-zu-3-Strahlteilers

SomitistA I, betragsmaRig groRer als die Anderung der Intensitaten aller anderen Ordnungen. Bei
binaren Strahlteilern mit € W4 ist daher die Zunahme des Uniformitatsfehlers bei Hohenfehlern
im Wesentlichen durch 7, bestimmt.

(C) Wegenl, > 0 resultiert aus Gleichung (3.32b) eine Minimierung J@rur i, = 1. Da
flr binare Strahlteiler mi0 € Wiq der Uniformitatsfehler entsprechend Punkt (B) im Wesentli-
chen aus der Anderung vdp resultiert, besitzen somit Losungen mika = 1 €in im Vergleich
zu Losungen mitygoq # 1 verbessertes Toleranzverhalten.

(D) Aufgrund von Gleichung (3.35) und da die/; wegen (B) furj # 0 dieselben Vorzei-
chen besitzen, resultiert anschaulich eine Proportionalitat zwisttigmind der Anzahl der Sig-
nalordnungen. Fir Designs mit einer geringen Anzalglvon Signalordnungen kann demnach im
Allgemeinen eine geringere Empfindlichkeit des Uniformitatsfehlers beziiglich von Hohenfehlern
erreicht werden als fir Designs mit groRegy,.

Die Auswirkung von Schlussfolgerung (C) wird in den Abbildungen 3.10 und 3.11 am Beispiel
des binaren 1-zu-3-Strahlteilers demonstriert. Wir betrachten dabei zwei verschiedene Losungen

fur dieses Designproblem, welche Uber eine entsprechend Gleichung (3.3) periodische Transmis-
sionsfunktion mit

exp(iypinm) falls z € [0,aAx)
tp(z) =1 falls = € [a Az, 1) (3.36)

0 sonst

beschrieben werden. Dies ist einerseits die effizienzoptimierte Losung dieses Designproblems mit
Yin = 0.6391 unda = 0.5, fur welche sich eine Effizienz va#6.5 % ergibt. Zum Vergleich hierzu
betrachten wir die toleranzoptimierten Losung mit, = 1 unda = 0.2647, fur welche eine
Effizienz von66.4 % resultiert.

In Abbildung 3.10 wird der Verlauf der Intensitaténund 7, fir beide Designs in Abhangigkeit
vom Skalierungsfaktof;, dargestellt. In Abbildung 3.10(b)zeigt sich dabei, d&gs;i,) entspre-
chend Schlussfolgerung (C) féif, = 1 ein Minimum besitzt. Das daraus resultierende verbesserte
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Abbildung 3.11: Uniformitatsfehler in Abhangigkeit vom Hohenskalierungsfehler fur die beiden betrachte-
ten Losungen des binaren 1-zu-3-Strahlteilers

Toleranzverhalten wird im Vergleich zu Abbildung 3.10(a) sowie aus der Darstellung der Abhan-
gigkeit des Uniformitatsfehlers vom Skalierungsfakig fir beide Designs in Abbildung 3.11
sichtbar.

In dem betrachteten Beispiel weist das toleranzoptimierte Design eine im Vergleich zum effi-
zienzoptimierten Design deutlich verringerte Effizienz auf. Diese Beobachtung lasst sich teilweise
auch fur binare Strahlteiler mit anderen Konfigurationen der Signalordnungen verallgemeinern.
Wie in Referenz [78] gezeigt wird, bestehen abhéangig ¥gnzum Teil deutliche Unterschiede
zwischen Effizienzen, welche fur Designs mit, = 1 (toleranzoptimiert) sowie fur Designs mit
frei wahlbaremy, resultieren. In dem folgenden Abschnitt 3.3.2 sowie in Abschnitt 6.2 wird je-
doch gezeigt, dass im Fall vap > 2 in vielen praktischen Fallen keine bzw. deutlich geringere
Effizienzverluste zur Erlangung eines Designs mit guten Toleranzeigenschaften in Kauf genom-
men werden missen.

Um die im Zusammenhang mit den Gleichungen (3.32) getroffene Schlussfolgerung (D) zu
veranschaulichen, betrachten wir im Folgenden beliebige binare Strahlteileranit/sy, deren
nsig Signalordnungen beiyi, = 1 exakt die gleiche Intensitét besitzen. Bei einer angenommenen
Effizienzn bedeutet dies auf Grund der Normierungsbedingung (3.31)

Iy= L. (3.37)
TNsig
Fur I, lasst sich hierbei die Beziehung
1 _ .
1 L8 (1 _ i) (3.38)
2 Nsig
ableiten und fur eine beliebige Signalordnuing 0 erhalten wir

[ = 128 T 1 (3.39)
2 TNsig

Derim Fall vorry;i, # 1 resultierende Uniformitatsfehler ergibt sich entsprechend Gleichung (2.56)
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Ly+1;
Durch Einsetzen der Gleichungen (3.38) und (3.39) in Gleichung (3.40) kann bei Vorgabe eines
maximal tolerierbaren Uniformitatsfehleig,nir)max NUMerisch der hierfir erlaubte maximale Ho6-
henfehler (v )max bestimmt werden. Das Diagramm 3.12 zeigt die so ermittelte Abhangigkeit
zwischen(7iin )max Und nsig flir verschiedene Werte vdinir) max, WObei flrn = 0.8 angenommen
wurde. Es ist erkennbar, dass fur groRere Wertengrdie ProfilnGhe typischerweise bis auf we-

nige Prozent genau realisiert werden muss, wobei die Sensitivitdt des Uniformitatsfehlers gegen
Hohenskalierungsfehler mit wachsendegg zunimmt.

Eunif =

(3.40)

3.3.2 Hohenfehler bei mehrstufigen Strahlteilern

Nachdem in dem vorangegangenen Abschnitt die Auswirkung von Hohenfehlern bei binéren Strahl-
teilern diskutiert wurde, soll nun die Betrachtung auf mehrstufige Strahlteiler erweitert werden.
Dabei besteht das Ziel, eine Abschatzung zu treffen, inwieweit bei Zulassurg ¥@rQuantisie-
rungsstufen das Toleranzverhalten gegentiber dem binaren Fall verbessert werden kann. Innerhalb
dieses Abschnitts beschranken wir uns auf die Betrachtung linearer Hohenfehler.

Das Verhalten der Ordnungen= 1 kann im FallQ > 2 nicht mehr tUber eine einfache Be-
ziehung wie Gleichung (3.32a) beschrieben werden. Insbesondere kann im Gegensatz zu binaren
Strahlteilern mitygoa = 1 die Intensitat einzelner Ordnunggn# 0 auch flry;, # 1 zunehmen.
Dennoch ist die Intensitatsdnderung von Ordnungea 0 typischerweise auch im Fal) > 2
deutlich kleiner alg\/,, sodass uber die alleinige Betrachtung des Verhalteféyji, ),

Aly(yin) = Lo(Vin) — 1o(1), (3.41)

eine gute Abschatzung fur das Verhalten des Uniformitatsfehlers fur Strahlteilér eitVsig
erlangt werden kann.
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Durch Anwendung eines linearen Skalierungsfaktgrsauf die Phasenwerte entsprechend
Gleichung (2.61a) erhalten wir die modifizierten Quantisierungswertg = 0,...,Q — 1) mit

pj('ylin) = exp(i Yin 277]/@) (3.42)

Mit n; bezeichnen wir im Folgenden die Anzahl der Abtastwerte der Transmissionsfunktion, wel-
che den Quantisierungswert besitzen(0 < j < ). Die Diskretisierung des Integrals (2.36a)
fur 2’ = 0 fuhrt fur die Berechnung vor, eine Summierung uber alle Abtastwerte der Transmis-
sionsfunktion, d. h. bei entsprechender Normierung ergibt sich

2

(3.43)

0-1
Io(Min) = ‘ Z 1305 (Viin)

Zur Vereinfachung der Darstellung beschréanken wir uns im Folgenden auf de@ Fal2? mit

¢ € N. In diesem Fall gibt e€)/2 Paare von Quantisierungswertgn, p;,q/2), die sich fir

vin = 1 jeweils zu Null addieren. Die Summe in Gleichung (3.43) kann somit wie folgt in zwei
Terme aufgespaltet werden:

Io(yin) = |0 + @o|*  mit (3.44a)
Q-1
o =Y 7;p;(Yin), (3.44b)
7=0
Q/2-1
i = (1+explivin 7)) Y #;p;(yim), Wobei (3.44c)
7=0
'fALj = min(nj, nj+Q/2) und (344d)
n; —n,; falls n;—n;>0
=< 0 T (3.44e)
0 sonst

Der Anteil o, verschwindet fury, = 1. Flr~;, ~ 1 andert sich die Lange des duréh in der
komplexen Zahlenebene beschriebenen Vektors naherungsweise proportional zu

|1+ exp(ivjin )| = \/2(1 + oS Yjin ). (3.45)

Der Einfluss dieser LAngenanderung auéntsprechend Gleichung (3.44a) ist anschaulich natir-
lich dann am grof3ten, wenn die Vektorenund, zueinander parallel sind, wahrend der Einfluss
bei aufeinander senkrecht stehenden Vektoren minimiert wird. Die Richtung des Vektresul-
tiert entsprechend Gleichung (3.44c) aus zwei additiven Anteilen:

Q/2-1
arg to = arg(1 + expli Yiin 7)) + arg Z 75p; (Yin)- (3.46)
j=0
Der erste Summand auf der rechten Seite von Gleichung (3.46) ergibt sict,bei 1 je nach
Vorzeichen von;, —1) ndherungsweise zu/2 oder3/27. Demgegeniber kann der zweite Sum-
mand sowie die Phaseg i, durch Multiplikation eines konstanten Phasentesms(i¢) zu der



3 Diffraktive Strahlteilung 45

betrachteten Transmissionsfunktion beliebig um jewgig&rschoben werden. Durch eine geeig-

nete Wahl vorp kann daher im Allgemeinen erreicht werden, dass die Vektogemd, zueinan-

der senkrecht werden, was — wie oben erwahnt — zu einer Verbesserung der Toleranzeigenschaften
von Strahlteilern mi0 € Wy flihrt. Im Gegensatz zu dem in Abschnitt 3.3.1 diskutierten Fall
binarer Strahlteiler missen hierbei keine EffizienzeinbulRen im Vergleich zu einem effizienzopti-
mierten Design in Kauf genommen werden. In Abschnitt 6.2 wird diese Form der Verbesserung
der Toleranzeigenschaften anhand eines Beispiels demonstriert.

Im Fall von binaren Transmissionen migoa = 1 stehen fury;, ~ 1 die Vektorena, und,
stets zueinander ndherungsweise senkrecht, was eine weitere Erklarung fur die in Abschnitt 3.3.1
fur diesen Fall festgestellten guten Toleranzeigenschaften darstellt. Wir haben somit im voran-
gegangenen Absatz gezeigt, dass durch Multiplikation eines geeigneten konstanten Phasenwerts
fur eine mehrstufige Transmissionsfunktion ein &hnlich gutes Toleranzverhalten wie bei binéren
Strahlteilern mitygoa = 1 erreicht werden kann. Im verbleibenden Teil dieses Abschnittes wird
dargestellt, inwieweit die Toleranzeigenschaften eines Strahlteileis amitVs, bei einem mehr-
stufigen Design gegentber denen eines binaren Designs verbessert werden kbnnen.

Wir betrachten hierzu die Quotienténl,),—,/(Aly),~,, Welche gemaf’ oben stehender Dis-
kussion flr Designs mid € Wsq ndherungsweise die relative Verringerung der Sensitivitat des
Uniformitatsfehlers beziiglich Hohenfehleyp, fiir Q = 2¢ gegeniiber dem binéren Fall aus Ab-
schnitt 3.3.1 beschreiben. Wie Anhang A.2.1 gezeigt wird, kann zur Berechnung dieser Quotienten
die approximativ gultige Beziehung

(AIO)(Fq/fl _ 2
(Alp) =y 1+ cos(2-7+1 ~n )

(3.47)

abgeleitet werden.

Tabelle 3.1 zeigt in der dritten Spalte den Wert dieses Quotienteqi f&r2 . .. 4. Die vierte
Spalte zeigt die hieraus rekursiv berechenbaren Quotigmtén),—,/(Aly),—,, Welche — wie
schon erwéhnt — anschaulich die Verbesserung der Toleranzeigenschaften gegentber dem binérer
Fall beschreiben. Es zeigt sich, dass bei Ubergangyea 2 zu Q = 4 eine Verbesserung um
den Faktor 2 mdglich ist, d.h. die Kurven fiFn)max = 10 % und 20 % in Abbildung 3.12
entsprechen néaherungsweise 5% bzw. 10 %t 4. Eine weitere Erhdhung voR hat jedoch
gemalf der letzten Spalte von Tabelle 3.1 nur noch eine geringe Auswirkung auf die fiir Strahlteiler
mit 0 € Wsjg erzielbaren Toleranzeigenschaften bezuglich linearer Héhenfehler.

3.3.3 Einfluss von Verschiebungen und Verkippungen

Bei der Betrachtung der Auswirkung von Verschiebungen eines Strahlteilerelements muss zwi-
schen lateralen und longitudinalen Verschiebungen unterschieden werden. Laterale Verschiebun-
gen der Transmissionsfunktioiiz) bewirken inFt¢ das Auftreten eines multiplikativen linea-

ren Phasenterms und sind daher auf Grund der bei Strahlteilerdesigns typischerweise bestehenden
Phasenfreiheit in den meisten Féllen irrelevant. Erst wenn die Apertur des Strahlteilerelements
den Eingangsstrahl beschneidet, resultiert ein Einfluss auf die Intensitatsverteilung in der Aus-
gangsebene.
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' _ o (AIO)q:q’—l (AIO)qzl
T|@=2 (AIO)q:q’ (AIO)q:q’
2 4 2.000 2.000
3 8 1.172 2.243
4 16 1.040 2.436

Tabelle 3.1: Verbesserung der Toleranzeigenschaften gegentber Héhenfehlern durch Verwendung von

() > 2 Quantisierungsstufen. Die dargestellten Werte ergeben sich gerundet aus Anwendung von Glei-
chung (3.47)

Die Auswirkung longitudinaler Verschiebungen hangt hingegen von dem verwendeten System-
aufbau ab. In dem Aufbau 2.2(a) wirkt sich die Wahl des Abstargeman Gleichung (2.45)
wiederum nur auf die resultierende Phasenverteilung aus. Im Gegensatz hierzu tritt fir den Auf-
bau 2.2(b) entsprechend Gleichung (2.46) zusatzlich eine lineare Skalierung der Signalebenenko-
ordinaten auf, d. h. der Abstand zwischen zwei betrachteten Ordnungen ist proportidnaldu
grund der im Zusammenhang mit Abbildung 2.2(a) getroffenen Diskussion, hat eine longitudinale
Verschiebung des Strahlteilerelements im Aufbau 2.2(c) keine Auswirkung auf die Intensitatsver-
teilung in der Brennebene hinter der Linse. Falls sich der Strahlteiler jedoch nicht in der vorderen
Brennebene der Linse befindet, verlaufen die replizierten Eingangsstrahlen hinter der Linse nicht
parallel, wodurch sich wiederum eine von der longitudinalen Verschiebung des Strahlteilerele-
ments abhangige Skalierung des Abstands zwischen den Ordnungen in der Ausgangsebene ergibt.

Im Rahmen der Diinne-Elemente-Approximation resultieren bei Verkippungen von Strahltei-
lern bezuglich der optischen Achse drei Effekte. Zum einen skaliert bei einer Verkippung um einen
Winkel 6 der optisch wirksame Abtastabstand mit dem Fakte®, was zu einer Skalierung der
Signalebenenkoordinaten mit dem Faktars #) ~* fuhrt.

Eine zweiter auftretender Effekt ist die Anderung des effektiven Hohenprtfits im Ver-
gleich zu dem gemaf Gleichung (2.41)tzu) korrespondierenden Profi(x). Das effektive Ho-
henprofild’(x) ergibt sich Uber die Beziehung

d'(x) = (cos0)'d(x). (3.48)

und stellt somit einen Spezialfall der linearen Hohenfehler gemaf Gleichung (3.27) dar.

Einen dritten Effekt stelleNerwaschungedes Phasenverlaufs dar. Die im Rahmen der Dinne-
Elemente-Approximation betrachteten Strahlen parallel zur optischen Achse kénnen beim Auftre-
ten von Verkippungen Stufen im Hohenprafilr) schréag schneiden, wodurch die ursprunglichen
Sprungstellen linear geglattet werden. Bei pixelierten Designs entspricht dieser Effekt einer Ande-
rung der Pixelform, was zu einer Anderung der globalen Modulation in Gleichung (3.11a) fuhrt.

3.3.4 Toleranzeigenschaften beztglich des Eingangsstrahls

Bei der Betrachtung der Toleranzeigenschaften bezuglich des Eingangsstrahls unterscheiden wir
zwischen der Auswirkung von Wellenlangenabweichungen sowie dem Einfluss der komplexen
Amplitude. Eine Abweichung zwischen der beim Design angenommenen und der tatséchlich vor-
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liegenden Wellenlange, welche wir auch Asllenlangenfehldoezeichnen, ist einerseits entspre-
chend Gleichung (2.41) aquivalent mit den bereits in den Abschnitten 3.3.1 und 3.3.2 betrachte-
ten linearen Hohenfehlern. Des Weiteren ergibt sich eine Skalierung der Signalebenenkoordina-
ten, welche abhangig von dem gewahlten optischen Systemaufbau ist. In den Gleichungen (2.37),
(2.45) und (2.46) kann diese Skalierung proportionat zu 27/ A direkt abgelesen werden.

Die Toleranzeigenschaften beztglich der Wahl der komplexen Amplitude des Eingangsstrahls
wurden bereits in den Abschnitten 3.1.1 und 3.2.1 angesprochen. Bei Vorliegen von Uberlappungs-
freiheit entsprechend Bedingung (3.7) sind Gutefunktionen wie Effizienz und Uniformitatsfehler
unabhéngig von der Wahl des Eingangsfelds. Bei Verwendung der Designmethoden aus den Ab-
schnitten 3.2.1 und 3.2.2 kann eine Unabh&ngigkeit des Uniformitatsfehlers von der Wahl des
Eingangsfelds erreicht werden, sofern Bedingung (3.19) erfullt ist.

3.4 Begrenzung der maximalen Rauschintensitat

In vielen praktischen Anwendungen von Strahlteilern ist die Intensitat der im Allgemeinen nicht
vermeidbaren Rauschordnungen eine kritische Gréf3e und muss entsprechend vorgegebener Spe
zifikationen nach oben begrenzt werden. Die Begrenzung der Intensitat von Rauschordnungen,
welche durch Pixelierung entstehen, wurde bereits in Abschnitt 3.1.2 betrachtet. In Abschnitt 3.4.1
wird eine Modifikation des Signalprojektionsoperators diskutiert, welche eine Reduktion der ma-
ximalen Rauschintensitét bis zu einer bestimmten Grenze méglich macht. Diese Grenze hangt —
wie in den Abschnitten 3.4.2 und 3.4.3 gezeigt wird — von der gewéhlten Abtastung der Transmis-
sionsfunktion bzw. von der Anzahl der Quantisierungsstufen ab. In Abschnitt 3.4.4 demonstrieren
wir einen praktischen Anwendungsfall fur Strahlteiler mit reduzierter Rauschintensitat.

3.4.1 Modifikation des Signalprojektionsoperators

Zur Einbeziehung einer oberen Begrenzung der Rauschintensitét in eine IFTA-basierte Optimie-
rung muss die Wirkung der Signalprojektionsoperation innerhalb des Bereichs der Amplituden-
freiheit zur Begrenzung auf einen vorgegebenen Maximalwgst modifiziert werden. Fir den
OperatorlIpas aus Abschnitt 2.4.2 ergibt sich

(2’ ' ! falls =’ € W
Hons to(s’) = | usig(z”)| exp [z arg ( Uout(T ))} x sig (3.49)

clip(uout(), Umax) sonst
mit

u falls |u| <7
clip(u, Umay) = ful < e (3.50)

UTmax/|u| sonst

Fur den Operatoll,oise aus Abschnitt 3.2.2 kann diese Modifikation analog durchgefiihrt werden:

0 falls 32" € Wi : |2/ — 2"| < d 2
Hnoiseu(ij) _ . sig | | = frame/ . (3.51)
clip(u(z’), Umax) SoONSt
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Abbildung 3.13: Losung fir einen reguléaren 1-zu-3-Strahlteiler mit einer auf 1% reduzierten relativen
Rauschintensitat

Fir die Wahl voru,,x besteht ein sinnvoller unterer Grenzwegt,, welcher der minimal erreich-

baren Rauschintensitat entspricht. Solangg, gro3er alsi;, gewahlt wird, kann bei der Iteration

die angestrebte Rauschreduktionagf,im Wesentlichen erreicht werden, wobei jedoch die beim
Design erreichte Effizienz im Allgemeinen umso geringer ausfallt, je tiefgx gewahlt wurde.

Dies liegt an der durch die Beschrankung der Amplitudenfreiheit hervorgerufenen Verringerung
der Designfreiheiten. Bei einer Wahl vai,. kleiner alsu;i,, kann die gewiinschte Rauschreduk-

tion nicht vollstandig realisiert werden, was auch dazu fihrt, dass die Signaleinschrankung hin-
sichtlich der Signalordnungen ebenfalls schlechter erfullt wird. Dabei resultiert h&aufig ein erhdhter
Uniformitatsfehler. In vielen Fallen kann bei weiterer Reduktion Wy < win wiederum ein
Ansteigen der erzielten Rauschintensitat beobachtet werden. In der Praxis kann es daher notwendig
sein, das Design mehrfach fur verschiedene Werteny@ndurchzufiihren, um eine ausreichende
Rauschreduktion bzw. einen geeigneten Kompromiss zwischen Rauschintensitat und Effizienz zu
erzielen.

Im Folgenden demonstrieren wir die Rauschreduktion durch Anwendung des Signalprojekti-
onsoperatorslpas nach Gleichung (3.49) am Beispiel des Designs eines reguléaren 1-zu-3-Strahl-
teilers mit Phaseneinschrankung. Die in Abbildung 3.3 gezeigte Losung besitzt die fur dieses De-
signproblem optimale Effizienz von 92.6 %, wobei in 8. Ordnung eine relative Rauschinten-
sitat von etwa 8 % vorliegt. Die hier und im Folgenden angegebenen relativen Rauschintensitaten
beziehen sich auf die durchschnittlich erreichte Intensitét der Signalordnungen.

Die Durchfuihrung des Designverfahrens nach Abbildung 3.1 mit einem Weit ygnwelcher
einer relativen Rauschintensitat von 1% entspricht, fihrt zu dem in Abbildung 3.13 gezeigten
Design. Hierbei wurde die Transmissionsfunktion mjt= 128 abgetastet. Das gezeigte Design
besitzt eine Effizienz von 81.4 % bei einer relativen Rauschintensitat von 1 %, was die erwdhnte
Effizienzreduktion durch Einfihrung der Rauschbeschrankung demonstriert. In dem betrachteten
Beispiel entsprichzmax N&herungsweisain, d. h. es ist keine weitere deutliche Reduktion der
Rauschintensitat moglich.

Die Einfuhrung einer Rauschbegrenzung fihrt typischerweise zu einer starkeren Ausnutzung
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Abbildung 3.14: Losung fur einen regularen 1-zu-3-Strahlteiler mit einer auf 0.2 % reduzierten relativen
Rauschintensitat

hoherer Rauschordnungen, was an den in Abbildung 3.13(a) im Vergleich zu Abbildung 3.3(a) auf-
tretenden hohen Ortsfrequenzen erkennbar ist. In der Praxis ist die Einfihrung hoher Ortsfrequen-
zen im Allgemeinen durch die Forderung nach Giiltigkeit der Diinne-Elemente-Approximation
beschrankt (vgl. Diskussion in Abschnitt 3.1.3). Des Weiteren kdnnen Hohenprofile entsprechend
Abbildung 3.13(a) auf Grund der auftretenden Spriinge haufig deutlich schwerer mit ausreichen-
der Genauigkeit realisiert werden als glatte Profile wie in Abbildung 3.3(a). Aus den genannten
Grunden ergibt sich somit in vielen Fallen eine Beschrankung in der Ausnutzung hoherer Rausch-
ordnungen zur Reduzierung der Rauschintensitat.

3.4.2 Erh6hung der Anzahl der zur Verfigung stehenden Rauschordnun-
gen

Da bei einem Design mit einer Effizienzim Fall einer Phasentransmission der Leistungsan-
teil (1 — n) auf die Rauschordnungen verteilt werden muss, kann es zur Einfuhrung einer Begren-
zung flr den maximalen Leistungsanteil pro Rauschordnung notwendig werden, die Zahl der zur
Verfliigung stehenden Rauschordnungen zu erhdhen.

Da jedoch entsprechend der Diskussion am Ende des vorangegangenen Abschnitts der ma-
ximale Ablenkwinkel der als Amplitudenfreiheit verfiigbaren Rauschordnungen im Allgemeinen
begrenzt ist, kann es notwendig werden, die Zahl der Rauschordnungen durch eine Verfeinerung
der Signalebenenrasterung zu erhdéhen. In Abschnitt 3.2.1 wurde bereits die Verfeinerung der Si-
gnalebenenrasterung zur Erhéhung der Positioniergenauigkeit der Signalordnungen diskutiert. Die
dabei dargestellten Aspekte im Zusammenhang mit der Uberlappungsfreiheit sind auch bei einer
Verfeinerung der Signalebenenrasterung zur Rauschreduktion zu bertcksichtigen.

Als Beispiel betrachten wir in Abbildung 3.14 ein Design mit einer im Vergleich zu Abbil-
dung 3.13 um den Faktor vier vergro3erten Periodenléangend. &. 512. Die resultierende Ver-
feinerung der Signalebenenrasterung ist in Abbildung 3.14(b) erkennbar. Da fir dieses Design
Uberlappungsfreiheit angenommen wurde, erfolgte keine Unterdriickung der Rauschordnungen
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Abbildung 3.15: Losung fur einen regularen 1-zu-3-Strahlteiler mit einer auf 0.1 % reduzierten relativen
Rauschintensitat

in der Umgebung der Signalordnungen entsprechend Gleichung (3.18). Fiur das gezeigte Design
wurde eine Effizienz von 78.0 % bei einer relativen Rauschintensitat von 0.2 % erreicht.

Die in Abbildung 3.14(a) gezeigte Periode der Transmissionsfunktion weist eine Grundstruktur
auf, welche einer vierfachen Wiederholung des Verlaufs aus Abbildung 3.13(a) &hnelt. Daran,
dass in Abbildung 3.14(b) im Vergleich zu Abbildung 3.13(b) Zwischenordnungen entstehen und
ausgenutzt werden zeigt sich jedoch, dass Abweichungen zwischen dQuearUnterperioden
in Abbildung 3.14(a) bestehen.

Die Ausnutzung der Zwischenordnungen muss bei Anwendung des Designschemas aus Ab-
bildung 3.1 durch Einflgung eines zusatzlichen Storschrittes erzwungen werden. Dieser wurde in
dem gezeigten Beispiel implementiert, indem vor Beginn der SNR-Optimierung in der Signalebe-
ne ein zufalliges Rauschen mit einer im Vergleichuziix kleinen Amplitude aufaddiert wurde.

Bei eindimensionalen Strahlteilungsproblemen stellt der Ubergang zu einem zweidimensiona-
len Design , # 1) eine weitere Mdglichkeit dar, die Zahl der zur Verfigung stehenden Rausch-
ordnungen zu erhdhen. Das in Abbildung 3.15 gezeigte Designbeispiel demonstriert, dass dieses
Konzept sehr nitzlich zur Reduktion der Rauschintensitat sein kann. Bei dem betrachteten Bei-
spiel ermdglichte ein Ubergang zu einem zweidimensionalen Design,mit 3 eine Reduktion
des Rauschens auf 0.1% bei einer im Vergleich zum Beispiel aus Abbildung 3.14 sogar leicht
erhohten Effizienz von 80.8%. In Abbildung 3.15(a) ist erkennbar, dass die in den drei Zeilen
innerhalb einer Periode der Transmissionsfunktion entsteheQdasi-Unterperiodenviederum
nur geringfligig voneinander abweichen.

3.4.3 Anzahl der Quantisierungsstufen

Bei Einfihrung einer Quantisierung entsteht im Allgemeinen zusatzliches Rauschen, welches die
Reduzierung der Rauschintensitat erschwert. Die Abhangigkeit der Reduzierbarkeit der Rauschin-
tensitat von der Anzahl der Quantierungsstufemvird in Tabelle 3.2 fir die Quantisierung des

Beispiels aus Abbildung 3.14 demonstriert. Dabei wird das Softquantisierungsschema entspre-
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0 Rauschintensitat Effizienz Uniformitats- Abbildung
(angestrebt) (erreicht) fehler

00 1% 1.0% 81.4% 0.0% 3.14
16 1% 1.2% 77.2% 0.8% -

8 1% 1.3% 75.3% 1.3% 3.16

4 1% 3.9% 62.8% 4.8% -

4 2% 2.8% 58.5% 3.3% -

2 1% 52% 50.2% 1.0% -

2 3% 4.4% 49.8% 0.4% -

Tabelle 3.2: Abhangigkeit fir Reduzierbarkeit der Rauschintensitat von der Anzahl der Quantisierungs-
stufen @)
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Abbildung 3.16: Achtstufig quantisierte Losung fur regularen 1-zu-3-Strahlteilers mit einer auf 1.3% re-
duzierten relativen Rauschintensitat

chend Abbildung 3.2 angewendet, wobei flur jeden Wert gojeweils 10 Versuche mit unter-
schiedlichen Startverteilungen durchgefuhrt wurden. Fir Tabelle 3.2 wurde davon jeweils die L6-
sung mit der geringsten Rauschintensitat ausgewéhlt. Abbildung 3.16 zeigt eine auf diese Weise
fur Q = 8 resultierende Losung mit einer Effizienz von 75.3% bei einem Uniformitatsfehler
von 1.3 %.

Aus Tabelle 3.2 wird ersichtlich, dass fur geringéréie minimal erreichbare Rauschintensitat
zunimmt, wobei die Effizienz abnimmt. Weiterhin wird das in Abschnitt 3.4.1 erwahnte Ansteigen
des Uniformitatsfehlers im Fall vofinax < wim demonstriert. Die bei) = 2 beobachteten relativ
geringen Uniformitatsfehler resultieren aus der Symmetrie der Intensitatsverteilung der Ausgangs-
ordnungen im Fall einer reellen Transmissionsfunktion.

3.4.4 Anwendungsbeispiel Markierungsoptiken

In modernen Pyrometern werden vielfach Markierungsoptiken eingesetzt, welche dem Anwender
den fur die berihrungslose Temperaturmessung anvisierten Messbereich veranschaulichen. Solche
Markierungsoptiken basieren vielfach auf diffraktiven Strahlteilern, die den kollimierten Strahl
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@ (b)
Abbildung 3.17: CCD-Kameraaufnahme der fiir zwei verschiedene Markierungsoptiken resultierenden
Fernfeldintensitatsverteilung. Im Gegsatz zu Design (a) ist bei Design (b) kein Pixelierungsrausch sichtbar
und die maximale Intensitat der Rauschordnungen ist auf einen niedrigeren Wert begrenzt.

einer Laserdiode zur Markierung des Messbereichs replizieren.

Abbildung 3.17(a) zeigt einen Ausschnitt der Fernfeldintensitatsverteilung welches qualitativ
naherungsweise einem derzeit mit grol3en Stlickzahlen hergestellten Pyrometer entspricht. Das zu
Abbildung 3.17(a) gehdrende Strahlteilerelement wurdel@sitx 128 Abtastwerten in einer Pe-
riode ohne Beschrankung der maximalen Rauschintensitat beim Design ermittelt und mit einer
Pixelgrof3e vor8 um fur \es = 632.8 nm hergestellt. Die aul3ersten Signalordnungen entstehen
fur A = At In einem Winkel vord® zur optischen Achse, wobei der fur die gewéahlte Abtastung
entsprechend Gleichung (3.13) resultierenden maximalen Ablenkwinkgin diesem Falb.1°
betragt. Die somit resultierenden starken Pixelierungseffekte sind Abbildung 3.17(a) deutlich er-
kennbar und fuhren bei dem kommerziell erhaltlichen Gerét zu relativen Intensitaten der durch
Pixelierung entstandenen Rauschordnungen von etwa 9 %, wobei die maximale relative Intensitat
der in der direkten Umgebung der Signalordnungen liegenden Rauschordnungen etwa 3 % betragt.
Die angegebenen relativen Intensitatswerte beziehen sich hierbei auf die durchschnittliche gemes-
sene Intensitat der Signalordnungen.

Abbildung 3.17(b) zeigt die fur ein fur ein hinsichtlich der Rauschverteilung deutlich verbesser-
tes Design resultierende Fernfeldintensitatsverteilung. Eine Periode der Transmissionsfunktion be-
sitzt hierbe56 x 256 Abtastwerte bei einer Pixelgro3e vore pm. Da der flrpmax in diesem Fall
resultierende Wert mit1.8° deutlich gréR3er ist als die Ablenkwinkel der Signalordnungen, sind Pi-
xelierungseffekte vernachlassigbar. Unter Ausnutzung der Methoden aus den Abschnitten 3.17(b)
und 3.17(b) wurde fur die relative Intensitét der in der direkten Umgebung der Signalordnungen
liegenden Rauschordnungen der Wert von 1% simuliert, wobei sich experimentell ein Wert von
1.3% ergeben hat.



Kapitel 4

Verbesserung des Konvergenzverhaltens
durch verstarkte Projektionen

Mit dem zunehmenden Einsatz von Projektionsalgorithmen zur Losung in der Praxis auftretender
optischer Designprobleme gewinnen Fragen nach dem Rechenaufwand sowie dem Konvergenz-
verhalten solcher Verfahren an Bedeutung. Innerhalb dieses Kapitels, dessen Ergebnisse auch in
Referenz [36] publiziert wurden, untersuchen wir Moglichkeiten zur Konvergenzbeschleunigung,
welche sich auf Basis des in Abschnitt 2.1.3 eingefiihrten Konzepts der Projektionsstérke ergeben.
Nach einigen Vorbetrachtungen in Abschnitt 4.1 betrachten wir in Abschnitt 4.2 die Konvergenz-
beschleunigung beim Design von Phasentransmissionen. Im Anschluss daran wird in Abschnitt 4.3
ein Verfahren zur Uberwindung von beim Design quantisierter Transmissionen auftretender Sta-
gnationen diskutiert.

4.1 Vorbetrachtungen

Nach Darstellung des Grundschemas der in diesem Abschnitt betrachteten Projektionsalgorithmen
in Abschnitt 4.1.1 wird in Abschnitt 4.1.2 ein Mal3 zur Beschreibung der Konvergenzgeschwin-
digkeit definiert. Friihere Arbeiten zum Einsatz von verstérkten Projektionsoperatoren werden in
Abschnitt 4.1.3 diskutiert.

4.1.1 Grundschema

Im Folgenden betrachten wir Transmissionsdesignprobleme mit der in Abbildung 2.3 gezeigten
Struktur des optischen Systems. Wir beschranken uns in der Darstellung auf monofunktionale De-
signprobleme, wobei die eingefiihrten Konzepte auch auf multifunktionale Designprobleme ver-
allgemeinerbar sind.

Die Einbeziehung von verstarkten Projektionen in den IFTA erfolgt durch Anwendung eines
Operatorsﬂgg in der Signalebene. Ein derart modifizierter IFTA kann als Spezialfall des in Ab-
schnitt 2.4.5 eingefuhrten Input-Output-Konzepts aufgefasst werden. Wir betrachten somit im Fol-
genden einen Input-Output-Algorithmus entsprechend Gleichung (2.76), bei dem das Steuerfeld in
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Iterationn gemaf3

ug' = Mgus’ = us’ +A(Tsigua’ — o’ ) (4.1)

gewahlt wird.

In den Abschnitten 4.2 und 4.3 werden verschiedene Strategien zur Wahl der Projektionsstarke
wahrend der Iteration diskutiert. Bei der Ableitung in Abschnitt 4.2 wird davon ausgegangen, dass
leichte Anderungen des Steuerfeldg zu ahnlichen Anderungen des Ausgangsfelds fiihren [83],
d.h.

S(ugr+ Aug) = S ugr + & At gr + Unoise (4.2)

wobeia einen reellen Durchkoppelfaktor unglise €inen Rauschterm bezeichnet. Glinstigerweise
wird & zur Minimierung von|| u noise|| gewahlt als

a =Re (4.3)

| Augr|]? '

Unter Anwendung von Gleichung (4.2) resultiert durch Einsetzen von Gleichung (4.1) in Glei-
chung (2.76)

n o n-1 n-1 n-1
U(ou)t =S5 <U(out ) +)‘(Hsig U(out - U(out ))>

= U(oﬁ_tl) +a )‘(Hsig U(oﬁ_tl) - U(oﬁ_tl)) =+ Unoise (4.4)

Hierbei wurde die ldempotenzeigenschaft
SS=8S. (4.6)

des Operator$§ ausgenutzt.

4.1.2 Konvergenzrate

Zur Bewertung der Konvergenzgeschwindigkeit definieren wir ein auf dem in Abschnitt 2.1.2 mit
Gleichung (2.11) eingefuhrten summierten Abstandsfehleasierendes Maf,,, als

ope= () = T (u5)”, @)

conv

wobei veony Im Folgenden al&Konvergenzratdezeichnet wird. Die Quadrierung der SDE-Terme
wurde zur Vereinfachung der folgenden mathematischen Betrachtungen eingefuhrt.

Im Gegensatz zur Konvergenzrate verbinden wir mit dem Begrifkaerergenzgeschwindig-
keiteinen zeitlichen Bezug. Sie kann beispielsweise als Quotientygmmit der fur eine Iteration
benttigten Rechenzeit definiert werden.

Die Konvergenzrate in Iteration hangt naturlich von der Wahl der Projektionsstaskeei
der Ermittlung des Steuerfelds entsprechend Gleichung (4.1) ab. Um naheren Aufschluss Uber
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diese Abhangigkeit zu erhalten, betrachten wir zunéchst den J’eéuﬁ,)t )2 aus Gleichung (4.7).
Aufgrund der Abstandsminimierungseigenschatft Viag erhalten wir

J(Ug&%) = || Uout Isig Uout H2

S H uout — HSIg uout H2 (48)
Durch Einsetzen von Gleichung (4.5) erhalten wir
J(Ugﬁ ) <|[[(1—an) “E)Ztl) —(1 —al) g “E)Tj_tl) + “noiseHQa (4.9)

wobei ungise IM Allgemeinen natirlich auch voa abhéngt. Unter Verwendung der Dreiecksun-
gleichung (2.2) folgt

J(ugut) < (1 d/\)uout) (1_a)‘)HSIguout |1 + || wnoisel|”
(1= AN PG ) + 1] unosel” (4.10)

Durch Einsetzen der Beziehung (4.10) in Gleichung (4.7) erhalten wir schlie3lich als untere Ab-
schatzung fiidan()) die Beziehung

vc(ffn’v(A) > (1 — 1 - 5“)\‘2) J(“g&_tl))Q — UnoiseHQa (4.11)

auf deren Basis in Abschnitt 4.2 ein Verfahren zur Steuerung\vemwickelt wird.

4.1.3 Fruhere Arbeiten

Modifizierte Projektionsoperatoren wurden bereits in friiheren Arbeiten zum Transmissionsdesign
eingesetzt. Beim Design von Strahlformern sind relaxierte Projektionen der Form (2.13) hilfreich
zur Vermeidung vorspeckle$84]. Johansson und Bengtsson [85] setzten zur Strahlformung ver-
starkte Projektionen ein, welche im Wesentlichen der Form (2.13) mit2 entsprechen, wobei
jedoch die durch den Projektionsoperator lokal eingefiihrte Veranderung des Feldes beschrankt
wurde, um Speckles zu vermeiden. Der bei der Softquantisierung verwendete Oﬁégmgm

aus Gleichung (3.16) stellt eine abgeschwachte Version des Quantisierungsopégatessdar,

wobei die Abschwéchung jedoch nicht der Form (2.13) entspricht.

Dass durch Modifikation von Projektionsoperatoren die Konvergenzgeschwindigkeit von Pro-
jektionsalgorithmen erhéht werden kann, wurde bereits von Fienup [83, 86] demonstriert. Ne-
ben speziellen Formen von Input-Output-Algorithmen betrachtete er auch den Ansatz von Ab-
schnitt 4.1.1 und unterbreitete den Vorschlag, die Projektionsstarke entsprechend

A=at (4.12)

zu wahlen. Dieser Ansatz liegt zunachst einmal nahe, da er zu einem Verschwinden des ersten
Terms in Gleichung (4.5) fuhrt. Des Weiteren fuhrt er zu einer Maximierung des ersten Terms in
der Abschatzung (4.11). Im Allgemeinen isfedoch nicht konstant und hangt insbesondere von

A ab, was dazu fuhrt, dass anstelle von Gleichung (4.12) eigentlich eine Lésung von

a(M =1 (4.13)
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gefunden werden musste, wobei jedoch die Beziehupg im Allgemeinen nicht bekannt ist.
Ein weiteres mit diesem Ansatz verbundenes Problem besteht darin, dass fir steigende Werte von
A die mit upoise Verbundenen Terme in Gleichung (4.5) und in Abschatzung (4.11) an Einfluss
gewinnen, was wiederum zu einer Verschlechterung der Konvergenzrate fihrt. Fir eine optimale
Konvergenzrate musste demnach iigin Wert gewahlt werden, der etwas kleiner als die kleinste
Ldsung von Gleichung (4.13) ist.

Levi und Stark [42] untersuchten ebenfalls das Problem der Verwendung der optimalen Projek-
tionsstarke\q. Sie wiesen die Beziehung

Aopt > 1 (4.14)

nach und schlugen vok, Uber die direkte Suche nach einem Maximum wgi()\) zu bestim-

men. Dieser Ansatz ist praktikabel, wenn die involvierten Projektionsoperatoren linear sind, da nur
in diesem Fall der Aufwand der Suche nagj; klein gegenliber dem Aufwand einer Iteration ist.

Die im Transmissionsdesign typischerweise verwendeten Projektionsoperatoren (vgl. Abschnit-
te 2.4.1 und 2.4.2) besitzen diese Eigenschaft jedoch im Allgemeinen nicht.

Nashold und Saleh [87] untersuchten den Einfluss der Projektionsstéarke auf die Konvergenzge-
schwindigkeit von Projektionsalgorithmen bei Verwendung von entsprechend des Schemas (2.13)
verstarkten Projektionen. Fur die Wahl der wahrend der Iteration konstant gehaltenen Projekti-
onsstarke\ wurde dabei keine Strategie angegeben. In der genannten Arbeit wurde gezeigt, dass
Verbesserungen des Konvergenzverhaltens fur bestimmte Wertel erzielt werden kdnnen,
wobei jedoch zu grol3e Werfeauch zu einer Verschlechterung des Konvergenzverhaltens fuhren
kénnen.

4.2 Konvergenzbeschleunigung beim Design von Phasentrans-
missionen

In diesem Abschnitt entwickeln wir ein Verfahren zur Veranderung der Projektionsstarke wah-
rend der Iteration, welches bei Vorliegen einer Phaseneinschrankung in der Transmissionsebene
und Amplitudenfreiheit in der Signalebene typischerweise zu einer deutlichen Erhéhung der Kon-
vergenzgeschwindigkeit im Vergleich zum IFTA fihrt. Im Rahmen der in den Abbildungen 3.1
und 3.2 gezeigten Ablaufschemen fur das Design von Strahlteilers ist das im Folgenden vorge-
stellte Verfahren somit wahrend der SNR-Optimierung einsetzbar.

Zur lllustration der entwickelten Konzepte betrachten wir in diesem Abschnitt zwei Strahltei-
leranwendungen als Beispiele: Zum einen untersuchen wir das Design von regularen eindimen-
sionalen 1-zu-3-Strahlteilern, motiviert durch das Vorhandensein einer optimalen analytischen L6-
sung fur dieses Designproblem [88]. Hierbei werden 1024 Abtastwerte innerhalb einer Periode der
Transmission berechnet. Da der fur eindimensionale Strahlteilerdesigns notwendige Rechenauf-
wand im Allgemeinen sehr niedrig ist, betrachten wir als zweites Beispiel mit dem Design eines
Strahlteilers zur Erzeugung eines regularen Feldes vorx 300 Signalordnungen ein etwas an-
spruchsvolleres Designproblem, wobei 18A@00 Abtastwerte innerhalb einer Periode berechnet



4 Verbesserung des Konvergenzverhaltens durch verstarkte Projektionen 57

< 10 T = 0.0004 T
| T
S, o — &, 0.0003 :
— l — l
< 5 ! ~< 0.0002 !
~— | \; |
g : £ 0.0001 / I
§ 0 1.:235 % 0 1.255
— | — |
S ! & -0.0001 ;
o I Q I \
o .5 i ©-0.0002 i
o ! o ! \
g . £ -0.0003 .
o | (@] |
X -10 ' X -0.0004 '
0O 05 1 15 2 25 3 35 0 05 1 15 2 25 3 35
Projektionsstarke\ Projektionsstarke\
(@ (b)
< 10000 T < 06
S, / | > S, 0.4 :\
~~ | ~~ ' I
=< 5000 ! = |
2 ! z 0.2 -
S : S :
I 0 187i g O 5.92I
= ! o '
() : [ -0.2 :
© -5000 ! 2 ! \
g | \ S 04 |
c | [ I
®] | (e}
X -10000 ' X -0.6
0 051 15 2 25 3 35 14 O 2 4 6 8 10 12 14
Projektionsstarke: Projektionsstarke:

(© (d)

Abbildung 4.1: Abhé&ngigkeit der Konvergenzrate von der Projektionsstarke fir das Design eines regulé-
ren 1-zu-3-Strahlteilers vor der ersten (a) bzw. vierten (b) Iteration der SNR-Optimierung; sowie fir das
Design eines Strahlteilers zur Erzeugung eines regularen Feldes von 300x 300 Signalordnungen eben-
falls vor der ersten (c) bzw. vierten (d) Iteration. Vor der SNR-Optimierung wurde entsprechend des in
Abbildung 3.1 gezeigten Ablaufs eine Phasensynthese mit jeweils 10 Iterationen durchgefiihrt.

werden.

4.2.1 Abhangigkeit der Konvergenzrate von der Projektionsstarke

In Abschnitt 4.1.2 wurde mit Gleichung (4.11) eine untere Abschéatzung fir den Zusammen-
hang vc(éﬂv(/\) abgeleitetet. In Abbildung 4.1 ist der tatséchliche Verla&fﬂv(/\) fur die beiden
betrachteten Beispielanwendungen an jeweils zwei verschiedenen Iterationszustanden dargestellt.
Die optimale Projektionsstarki,, d. h. die Position des Maximums vo)é?gv(A), wurde in den
Diagrammen von Abbildung 4.1 jeweils durch gestrichelte Linien gekennzeichnet. Es ist erkenn-
bar, dass\qp: im Allgemeinen sowohl vom Designproblem als auch vom Status innerhalb der Itera-
tion abhangt: Wahrend sich bei dem in den Abbildungen 4.1(a) und 4.1(b) betrachteten Designpro-
blem nur eine leichte Anderung voxn,, zwischen den beiden betrachteten Iterationszustanden
ergibt, kann im Vergleich von Abbildung 4.1(c) und 4.1(d) ein relativ starker Anstieg beobachtet
werden. Des Weiteren bestétigt sich in Abbildung 4.1 die Gliltigkeit der Ungleichung (4.14).
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4.2.2 Steuerung der Projektionsstarke

Besonders in Diagramm 4.1(d) besteht fgg;: eine deutlich héhere Konvergenzratg(\opt) als

in dem beim IFTA vorliegenden Fall mit,on,(1). Eine dynamische Anpassung der Projektions-
starke wahrend der Iteration kann demnach zu einer deutlichen Verbesserung des Konvergenzver-
haltens fuhren.

Der in diesem Abschnitt vorgestellte Algorithmus verfolgt das Ziel, vor jeder Iteration dieje-
nige Projektionsstarka zu finden, welche die Kurvesn(\) fur die darauf folgende Iteration
maximiert. Damit aus der Erh6hung der Konvergenzrate im Vergleich zum\Falll auch eine
hohere Konvergenzgeschwindigkeit resultiert, muss die Ermittlung\voit einem relativ gerin-
gen Rechenaufwand verbunden sein.

Leider bendtigt die Ermittlung eines Punktes der Kuvyg,(\) einen Rechenaufwand, der et-
wa dem Aufwand einer Iteration entsprechend Gleichung (2.76) entspricht. Der in Abschnitt 4.1.3
erwahnte Ansatz von Levi und Stark [42], den Wegk: durch Suche innerhalb vofen(A) zu
bestimmen, erscheint daher nicht praktikabel. Das Wissen uber den Verlauf der Kiyvex)
muss somit wahrend der Iteration gesammelt werden, wobei wir fir eine Abschéatzuhg,vam-
nehmen mussen, dass sich der Kurvenverlauf — oder zumindest die Position des Kurvenmaximums
— zwischen aufeinanderfolgenden Iterationen nur leicht verandert.

In Abschnitt A.3.1 wird auf Basis der in Abschnitt 4.1.2 gezeigten Beziehung (4.11) folgendes
Schema zur Berechnung vaf+1) als Approximation der in Iteratiotr. + 1) optimalen Projekti-

onsstarke auf Basis der Projektionsstaxke sowie der Ausgangsfeldety, und';" abgeleitet:

_ J (n-1)y2 -
At = 2 (501“; ) mit (4.15a)
a? J(uou_t )2 + 4
<ul — ug? | A (Mg ube” — ube) >
[ A (Tgig ubi? — S| |2
= a A Pl = T(ubh)?
B (Am)2 '

a =Re

und (4.15b)

&

(4.15c¢)

4.2.3 Konvergenzverhalten bei Beispielanwendungen

Um die mit dem in Abschnitt 4.2.2 vorgestellten Verfahren zur Projektionsstarkensteuerung mogli-
che Verbesserung des Konvergenzverhaltens zu demonstrieren, setzen wir dieses Verfahren inner-
halb der SNR-Optimierung fir die beiden am Anfang von Abschnitt 4.2 vorgestellten Beispielan-
wendungen ein. Das resultierende Konvergenzverhalten wird verglichen mit dem IFTA sowie ei-
nem Algorithmus, der die optimale Projektionsstarke vor jeder Iteration tber Suche innerhalb der
Kurve veon(A) ermittelt. Dabei wird die Iteration bei den drei betrachteten Verfahren mit jeweils
gleicher Startverteilung durchgefihrt. Der letztgenannte Algorithmus fuhrt zwar zu einer bestmag-
lichen Konvergenzrate innerhalb des betrachteten Input-Output-Schemas, ist jedoch auf Grund des
hohen Rechenaufwandes zur Ermittlung vgp nur von theoretischem Interesse.

Abbildung 4.2(a) zeigt die Entwicklung des Signal-Rausch-Verhaltnisses fur das Design ei-
nes regularen 1-zu-3-Strahlteilers. Im Vergleich zum IFTA kann fur den Algorithmus nach Ab-
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Abbildung 4.2: Verlauf von SNR (a) und Projektionsstarke (b) wahrend der Iteration zur SNR-Optimierung
beim Design eines regularen 1-zu-3-Strahlteilers fur IFTA (durchgéngige Linie), fur den Algorithmus mit
Projektionsstarkenveranderung entsprechend Abschnitt 4.2.2 (gestrichelte Linie) sowie fiir einen Algo-
rithmus, der die optimale Projektionsstarke vor jeder Iteration iiber Suche innerhalb der Kurve tgon(A)
ermittelt (gepunktete Linie)

o —— e e N

O FRL N W 01 OO N

o
=
N

schnitt 4.2.2 ein deutlich schnelleres Ansteigen des SNRs beobachtete werden. Im Vergleich zu
dem in der gepunkteten Kurve gezeigten maximal moglichen SNR-Anstieg ergibt sich fir den
Algorithmus nach Abschnitt 4.2.2 im Wesentlichen eine Verzogerung von einer Iteration, welche
darauf zuriickzufiihren ist, dass in der ersten Iteration die Projektionsstérke- 1 verwendet

wird.

Aus dem Verlauf der gepunkteten Kurve in Abbildung 4.2(b) wird ersichtlich, dass die opti-
male Projektionsstarke wahrend der ersten flnf Iterationen annéhernd konstant ist mit dem Wert
Aopt = 1.25. Dieses Verhalten, welches sich auch schon im Vergleich der Abbildungen 4.1(a)
und 4.1(b) zeigte, stellt eine spezielle Eigenschaft dieses Designproblems dar. Fir alle drei betrach-
teten Designalgorithmen wird eine Konversionseffizienz im Bereh0 % < neonv < 92.52%
erreicht, was sehr nah an die Effizienz der optimalen Lésung dieses Designproblems [88] von
92.56 % heranreicht. Im Verlauf der SNR-Optimierung ist jeweils ein leichter Abfall der Konver-
sionseffizienz zu beobachten, wobei sich das Verhalten fur die drei betrachteten Ansatze ahnelt.

Da der zum Design von eindimensionalen Strahlteilern notwendige Rechenaufwand ohnehin
in der Regel sehr gering ist, ergibt sich durch den Einsatz des Verfahrens nach Abschnitt 4.2.2
bei dem ersten Beispiel noch kein nennenswerter praktischer Nutzen. Fir das zweite betrachtete
Bespiel, bei dem mit000 x 1000 Abtastwerten gerechnet wird, ergibt sich jedoch eine andere Si-
tuation. Da bei diesem Beispiel der Aufwand zur Ermittlung der optimalen Projektionsstarke schon
relativ hoch ist, vergleichen wir in Abbildung 4.3 nur IFTA und Algorithmus nach Abschnitt 4.2.2
miteinander. In Abbildung 4.3(a) zeigt sich, dass fur den Algorithmus nach Abschnitt 4.2.2 zur
Erreichung eines bestimmten SNR-Werts nur etwa die halbe Anzahl von Iterationen notwendig ist.
Da der zusatzliche Rechenaufwand zur Ermittlung der Projektionsstarke bei grof3en Feldern klein
wird gegen den Rechenaufwand der Propagationsschritte, zeigt sich, dass in der Praxis durch den
Algorithmus nach Abschnitt 4.2.2 eine deutliche Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit
erreicht werden kann.
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Abbildung 4.3: Verlauf von SNR (a) und Projektionsstarke (b) wahrend der Iteration zur SNR-Optimierung
beim Design eines Strahlteilers zur Erzeugung eines reguldren Feldes von 300X 300 Signalordnungen
fur den IFTA (durchgéangige Linie) und den Algorithmus mit Projektionsstarkenveranderung entsprechend
Abschnitt 4.2.2 (gestrichelte Linie)

4.2.4 Sicherstellung der Konvergenz des Algorithmus

Im Fall A = 1 stimmtder durch die Gleichungen (2.76) und (4.1) gegebene Input-Output-Algorithmus
mit dem IFTA Uberein, womit gemaf Abschnitt 5.1.1 die SDE-Konvergenz fir diesen Fall sicher-
gestellt ist. Obwohl die Wahl voi entsprechend Abschnitt 4.2.2 fiir die betrachtete Art von De-
signproblemen im Allgemeinen zu einer Verbesserung der Konvergenzeigenschaften im Vergleich
zum Fall\ = 1 fuhrt, kann jedoch der Fali;,n(A) < 0 im Allgemeinen nicht ausgeschlos-

sen werden. Fur kaexeEinschrankungsmengen wurde von Youla und Webb die Konvergenz fir

0 < A < 2 nachgewiesen [43]. Da jedoch insbesondere die Transmissionseinschrankung typi-
scherweise nicht konvex ist (vgl. Abschnitt 2.4.1) und eine Einschrankung auf nicht win-
schenswert erscheint (vgl. Abbildung 4.1(d)), kann die Konvergenz des Algorithmus nur durch
eine Modifikation des Schemas (4.1) zur Ermittlung des Steuerfelds sichergestellt werden.

Wir prifen hierzu nach jeder Iteration die Erflllung der Konvergenzbedingunélﬂv > 0,
welche aquivalent ist mit der Bedingudgu&ﬂ{) < J(ug&}l)). Falls sie erfullt ist, wird die entspre-
chend Abschnitt 4.2.2 ermittelte Projektionsstakket!) verwendet. Anderenfalls wird Iteration
verworfen und mit\ = 1 basierend auf dem Ergebnis der vorangegangenen Iteration fortgefahren.
In Abwandlung zu Gleichung (4.1) ergibt sich somit
wgot + A (Mg ugel — ugt) T (uid) < J(ug”)

(nt1) _

ulf (4.16)

Tgg oy sonst
4.3 Uberwindung von durch den Quantisierungsoperator ver-

ursachten Stagnationen

Nach einer Betrachtung des Softquantisierungsverfahrens in Abschnitt 4.3.1 entwickeln wir in Ab-
schnitt 4.3.2 ein fur quantisierte Transmissionen geeignetes Steuerungsverfahren flr die Projekti-
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onsstarke. In Abschnitt 4.3.3 wird dieses Verfahren anhand einer Bespielanwendung demonstriert.

4.3.1 Eigenschaften des Softquantisierungsverfahrens

Eine weit verbreitete Methode zum wellenoptischen Design quantisierter Transmissionsfunktionen
ist das in Abschnitt 3.1.4 eingefiihrte Softquantisierungsverfahren. Obwohl dieses Verfahren in
vielen Fallen ausreichend gute Ergebnisse liefert, besitzt es einige negative Eigenschaften, welche
im Folgenden diskutiert werden.

Da wahrend der lterationen der Softquantisierungsparameter schrittweise ¥0f (keine
Quantisierung) auk = 1 (vollstandige Quantisierung) erhoht wird, muss die Anzafgkquancder
daflr vorgesehenen Iterationen vorher festgelegt werden. Wegen der mit dem Quantisierungsope-
rator lguantg = HéoﬁquamQ verbundenen Stagnationsprobleme kann durch weitere Iterationen mit
A = 1 typischerweise keine Verbesserung des Ergebnisses erzielt werden. Wie in Referenz [36]
gezeigt wird, fihren groRere Werte voRuquant NUr tendenziell zu besseren Ergebnissen. Die
wunschenswerte Eigenschaft von Optimierungsverfahren, dass mit einer Erh6hung des Rechen-
aufwands eine Verbesserung des Ergebnisses erzielt werden kann, ist somit fir das Softquantisie-
rungsverfahren nicht erfuillt.

Als weitere negative Eigenschatft stellt sich die relativ starke Abhangigkeit des Ergebnisses der
Softquantisierung von der gewahlten Startverteilung dar. Zur lllustration hiervon betrachten wir
als Beispiel die Softquantisierung fur regulare 1-zu-3-Strahlteiler auf vier Quantisierungsstufen.
Die schwarzen Balken in Abbildung 4.4 zeigen die Verteilung der bei der Softquantisierung mit
100 verschiedenen Startverteilungen erzielten Konversionseffizienzen. Dabei wurde Designsche-
mas aus Abbildung 3.2 mit 10 Iterationen fur die Signalphasensynthese, 50 Iterationen flr die die
SNR-Optimierung und 100 Iterationen fur die Softquantisierung angewendet.

Da typischerweise das Ziel besteht, gute Ergebnisse sowohl fur Effizienz als auch fur das
Signal-Rausch-Verhaltnis zu erzielen, werden in den Histogrammen von Abbildung 4.4 untere
Schwellwerte fur das SNR vorgegeben: 50 dB fur Abbildung 4.4(a) und 30 dB fur Abbildung 4.4(b).
Designs, deren SNR unter dem betrachteten Schwellwert liegt, werden in den jeweils ersten Bal-
ken erfasst, wahrend die weiteren Balken die Verteilung der erreichten Konversionseffizienzen fur
Designs mit einem SNR oberhalb des Schwellwertes darstellen.

Wie aus der Ergebnisverteilung in Abbildung 4.4 zu sehen ist, kann Uber die Betrachtung einer
hohen Anzahl von Startverteilung mit der Softquantisierung in vielen Féllen ein gutes Ergebnis
erzielt werden. Dennoch ist ein in einem starkerem Mal3e deterministisches Designverfahren er-
strebenswert.

Eine weitere Motivation zur Entwicklung eines verbesserten Verfahrens ist durch die mit der
Softquantisierung verbundene Begrenzung des erzielbaren SNRs gegeben: Wahrend in dem zuletzt
betrachteten Beispiel in einigen Fallen SNR-Werte Uber 50 dB erreicht werden konnten, ist es fir
Strahlteilungsprobleme mit einer héheren Anzahl von Signalordnungen teilweise schwierig, mit
Hilfe der Softquantisierung Uberhaupt Lésungen oberhalb von 30 dB zu finden.
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Abbildung 4.4: Verteilung der erreichten Konversionseffizienzen fir Designs mit einem Signal-Rausch-
Verhaltnis oberhalb von 50 dB (a) bzw. 30dB fir die Uber die Abbildungen 3.2 und 4.5 beschriebenen
Designverfahren ohne bzw. mit verstarkten Projektionen. Zur Ermittlung der Ergebnisverteilung wurden
jeweils 100 Designs mit zufallig gewahlten Startverteilungen durchgefiihrt.

4.3.2 Anwendung verstarkter Projektionen

Zur Uberwindung der durch Quantisierungsoperatoren hervorgerufenen Stagnationen greifen wir
wiederum auf den in Abschnitt 4.1.1 entwickelten Grundansatz zurtick. Die im Folgenden be-
schriebene Iterationsphase mit verstarkten Projektionen kann — wie in Abbildung 4.5 gezeigt wird
—im Anschluss an die Softquantisierung durchgefuhrt werden. Insbesondere bei einer relativ ho-
hen Anzahl von Quantisierungswerten (> 8) kann der Softquantisierungsschritt jedoch auch
Ubersprungen werden.

Zur Entwicklung eines Verfahrens fir die Steuerung der Projektionsskéwkihrend der Ite-
rationen gehen wir &hnlich vor wie schon in Abschnitt 4.2.1 und betrachten zunachst die Abhan-
gigkeit der Konvergenzrate von der Projektionsstarke. Abbildung 4.6 zeigt einen typischen Verlauf
der Kurvevc(ggv()\), welche entlang der x-Achse in drei Bereiche unterteilt werden kann: (1) den
Stagnationsbereich mitgn(A) = 0 (im Beispiel fur0 < A < 63.390); (2) den Konvergenzbe-
reich mitveon(A) > 0 (im Beispiel fur63.390 < A\ < 63.404) und (3) den Divergenzbereich mit
veon(A) < 0 (im Beispiel fur63.404 < \). Durch Iterationen mit Projektionsstarken innerhalb
des Stagnationsbereiches wird die Transmissionsfunktion nicht veréndert. Dies trifft in unserem
Beispiel auf herkdbmmliche IFTA-Iterationen zu, da= 1 zum Stagnationsbereich gehdrt. Fur
zunehmende Werte fix auRerhalb des Stagnationsbereiches treten mehr und mehr Anderungen
an der Transmission auf. Die in der Kurve von Abbildung 4.6 beobachtbaren Spriinge entspre-
chen jeweils der Anderung von resultierenden Quantisierungswerten an einzelnen Positionen der
Transmissionsfunktion.

Die Steuerung der Projektionsstarke wird erschwert durch den Umstand, dass sich die Lage
des Konvergenzbereiches durch Iterationen aul3erhalb des Stagnationsbereiches verandern. Da de
Konvergenzbereich zudem typischerweise sehr schmal im Vergleich zum Stagnationsbereich ist,
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erscheint es nicht langer moglich, wie in Abschnitt 4.2.2 ein Modell fir die Kméﬁé(k) auf-
zustellen, wobei ja das Ziel bestand, eine Approximatiomfjjf iber dieses Modell zu erhalten.
Leichte Abweichungen von,,: wirden haufig zu Iterationen im Stagnations- oder Divergenzbe-
reich fuhren.

Andererseits erscheint es jedoch nicht sehr schwer, einen Algorithmus mit verstarkten Projek-
tionen zu konstruieren, welcher eine héhere Konvergenzggigals IFTA mit A = 1 besitzt, da
— wie schon erwahnt — der IFTA typischerweise nach wenigen lterationen stagniettomas 0
bedeutet. Wir konstruieren im Folgenden einen Algorithmus zur Steuerung der Projektionsstarke,
welcher die Strategie der binaren Suche [89] zum Auffinden des Konvergenzbereichs benutzt.

Zur Speicherung des Wissens Uber die Lage des Konvergenzbereichs benutzt der Algorithmus
zwei Variablen\; und \,, welche untere bzw. obere Schranken fir die im Allgemeinen unbekann-
ten Grenzen des Konvergenzbereichs darstellen. In jeder Iteratisnder Konvergenzbereich
demnach ein Unterbereich vc@hgn), /\5]”]. Da vor Beginn der Iterationen kein Wissen uber die
Lage des Konvergenzbereichs vorhanden ist, wird die Iteration mit den Weftea 1, AE”’ =0
und\?) = oo gestartet. Nach jeder Iterationerwird geprift, zu welchem der drei Bereiche die
vorher gewahlte Projektionsstarké” gehort. Falls\(®) zum Stagnationsbereich gehort, kennen
wir eine neue untere Schranke fur den Konvergenzbereich. Im Gegensatz hierzu ergibt sich fir Ite-
rationen im Divergenzbereich eine neue obere Schranke, wobei derartige Iterationen riickgéangig
gemacht werden missen, um eine Konvergenz des Algorithmus sicherzustellen.

Iterationen innerhalb des Konvergenzbereichs stellen das eigentliche Ziel dar, wobei in diesem
Fall jedoch das Wissen Uber die Lage des Konvergenzbereichs verloren geht. Fir die nachste Itera-
tion (n+ 1) benutzten wir die Projektionsstark& 1) = (A"*Y 1 A1) /2 soferm\ " < .

Falls noch keine endliche obere Schrank&™ bekannt ist, wird die Projektionsstarke um einen
konstanten Faktaoki,e > 1 erhoht.
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Dieser Algorithmus wird durch die folgenden Formeln zusammengefasst:

P

0 falls A im Konvergenzbereich

AT = max(A\, A() falls A(™ im Stagnationsbereich (4.17a)
\AE") sonst
(0 falls A\(™ im Konvergenzbereich

AT = &AW falls A im Stagnationsbereich (4.17b)

\min()\gln), ™M) sonst

(A falls A" im Konvergenzbereich

falls A" auRerhalb des Konvergenzbe-
reichs und\{"™ # oo

| Aincr () sonst

AHD = &Y Gy 2 (4.17c)

Die Wahl von )i, in Gleichung (4.17c) ist nach unserer Erfahrung nicht sehr kritisch: Die Kon-
stante\j,; muss in jedem Fall groRer als 1 gewahlt werden, wobei kleine Wertefirdas
Auffinden des Konvergenzbereichs aus dem Stagnationsbereich heraus verlangsamen und grof3e
Werte zu einem haufigeren Auftreten des Divergenzbereiches fiihren. Der im Folgenden verwen-
dete Wert\j,; = 1.3 stellt einen geeigneten Kompromiss dar.

Fur den beschriebenen Iterationsprozess kdnnen verschiedene Abbruchkriterien gewahlt wer-
den. Theoretisch kann die Iteration solange fortgesetzt werder)\,YBismd A" innerhalb der
begrenzten Rechengenauigkeit gleich sind, d. h. so lange, bis kein Konvergenzbereich mehr gefun-
den werden kann.

Von den ersten 250 Iterationen eines typischen Iterationsprozesses fielen 58 % in den Konver-
genzbereich und nur 5% in den Stagnationsbereich. Mit dem Verlauf der Iterationen nimmt der
Anteil der Iterationen innerhalb des Konvergenzbereichs jedoch typischerweise ab.

4.3.3 Konvergenzverhalten bei Beispielanwendungen

Bei der Durchfiihrung von 100 Designs entsprechend des Ablaufschemas aus Abbildung 4.5 re-
sultierte die in den weil3en Balken des Histogramms in Abbildung 4.4(a) dargestellte Ergebnisver-
teilung. Die Iterationsphase mit verstarkten Projektionen wurde dabei beendet, sobald der SNR-
Schwellwert von 50 dB erreicht wurde. Bei dem betrachteten Beispiel war dies stets nach weni-
ger als 100 Iterationen der Fall. Im Vergleich der schraffierten Balken mit den weil3en Balken in
Abbildung 4.4(a) erkennen wir, dass durch Anwendung der Iterationsphase mit verstarkten Pro-
jektionen einerseits stets ein SNR oberhalb von 50 dB erreicht werden konnte und andererseits die
Wahrscheinlichkeit der Erzielung einer L6sung mit gleichzeitig hohem SNR und hoher Effizienz
deutlich gesteigert werden konnte: Die Wahrscheinlichkeit der Erzielung einer Effizienz oberhalb
72 % bei einem SNR oberhalb von 50 dB konnte von etwa 10 % auf etwa 50 % gesteigert werden.
Falls niedrigere SNR-Werte akzeptabel sind, kann die Wahrscheinlichkeit der Erzielung ho-
her Effizienzen durch Einschrankung der Skalierungsfreiheit in der Signalprojektion (vgl. Ab-
schnitt 2.4.2) weiter gesteigert werden. Zur Erzielung hochstmoglicher Effizienzen stellt es sich
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Abbildung 4.7: Verlauf von SNR (a) und Projektionsstarke wahrend der Iterationen des Algorithmus aus
Abschnitt 4.3.2 beim Desing eines reguldren 1-zu-3-Strahlteilers mit () = 4.

im Allgemeinen als gunstig heraus, die untere Grenze fiur den Skalierungsfaktor entsprechend ei-
ner Effizienz zu wahlen, welche hoher als der tatsachlich erreichbare Wert ist. Da sich hiermit die
Problemstellung jedoch starker von einer Konsistenz entfernt (vgl. Abschnitt 2.1.2), ist mit Einbu-
3en hinsichtlich des erzielten SNRs zu rechnen. In dem betrachteten Beispiel fihrte die Einfihrung
einer unteren Schranke fur den Skalierungsfaktor, welche einer Effizienz von 74 % entspricht, zu
der in den weil3en Balken des Histogramms aus Abbildung 4.4(b) dargestellten Ergebnisvertei-
lung. Fur fast alle Startverteilungen wurden hierbei Effizienzen oberhalb von 72 % erreicht, wobei
jedoch die erzielten SNRs in vielen Fallen unterhalb von 50 dB blieben.

Die Abbildungen 4.7(a) und 4.7(b) zeigen den Verlauf von SNR und Projektionsstarke wahrend
der Iteration des Algorithmus aus Abschnitt 4.3.2 mit einer fir das oben betrachtete Beispiel Uber
Softquantisierung ermittelten Startverteilung. Innerhalb der betrachteten 118 Iterationen kann das
SNR deutlich gesteigert werden. Danach ist ein Auffinden des Konvergenzbereichs nicht mehr
maoglich. Die Konversionseffizienz steigt in diesem Beispiel wahrend der Iteration von 73.18 %
auf 73.22 % leicht an.

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir das Design eines zweidimensionalen Strahlteilers zur
Erzeugung eines regularen Feldes 806 x 300 Signalordnungen mif) = 4 unter Verwendung
von 1000< 1000 Abtastwerten. Ein Design Uber Softquantisierung entsprechend des Schemas von
Abbildung 3.1 fuhrte zu dem Ergebnis SNR = 15.9dB ung,, = 59.8%. Nehmen wir diese
Ldsung als Startverteilung fir den Algorithmus aus Abschnitt 4.3.2, erhalten wir nach 500 Itera-
tionen bei voller Skalierungsfreiheit die Werte SNR = 28.5 dB g, = 54.7 %. Das SNR wurde
in diesem Fall demnach auf Kosten der Konversionseffizienz erhéht. Um ein Abfallen der Konver-
sionseffizienz wahrend der Iteration zu vermeiden, ist eine Beschrankung der Skalierungsfreiheit
notwendig. Die Einflihrung einer unteren Grenze fir den Skalierungsfaktor, welche einer Effizi-
enz von 65 % entspricht, fuhrte bei erneuter Durchfiihrung von 500 Iterationen beginnend mit dem
Ergebnis der Softquantisierung zu SNR = 28.6 dB ygagl, = 60.2%. Es konnte somit sowohl
hinsichtlich des SNRs als auch hinsichtlich der Konversionseffizienz eine Verbesserung gegenuber
dem Resultat der Softquantisierung erreicht werden.



Kapitel 5

Multifunktionale
Transmissionsdesignprobleme

In Abschnitt 2.4 wurde mit dem Iterativen Fouriertransformationsalgorithmus (IFTA) ein Verfah-
ren zur LOosung monofunktionaler Transmissionsdesignprobleme vorgestellt. Daran ankntpfend
werden in den Abschnitten 5.1 und 5.2 zwei fir multifunktionale Transmissionsdesignprobleme
geeignete Ansatze vorgestellt. In Abschnitt 5.3 werden die Konvergenzeigenschaften beider Ver-
fahren anhand einer Beispielanwendung untersucht und diskutiert. Weitere Beispielanwendungen
fur multifunktionale Designverfahren werden in Kapitel 6 betrachtet. Den Bezug der vorgestellten
Verfahren zu friheren Arbeiten stellen wir in Abschnitt 5.4 dar.

5.1 Paralleler Multiprojektionsalgorithmus

Bei der Spezifikation von Transmissionsdesignproblemen laut Abschnitt 2.3.1 erfolgt eine Be-
schreibung der Transmissions- und Signaleinschrankungen durch Einschréankungsyépgen
bzw. Msig5 (B = 1... B). Beispiele fur haufig in diesem Zusammenhang verwendete Einschran-
kungsmengeuM yan Und Mg 3 SOWie zugehorige Projektionsoperatoien,, bzw. I1gg 3 konnen
in den Abschnitten 2.4.1 und 2.4.2 gefunden werden. Diese Einschrdnkungsmengen und Projekti-
onsoperatoren eigenen sich jedoch nicht fur die Anwendung des in Abschnitt 2.1.6 vorgestellten
parallelen Multiprojektionsalgorithmus (PMPA), da die Eingangsfeldes sowie die Propagati-
onsoperatoret; in den Einschrankungsmengen keine Berucksichtigung finden. Wie die folgende
Darstellung zeigt, kdnnen die gegebenen Einschrankungsmengen jedoch hinsichtlich einer An-
wendbarkeit des PMPAs umformuliert werden.

In Abschnitt 5.1.1 betrachten wir Designprobleme, bei denen fur samtliche optischen Funktio-
nen dasselbe Beleuchtungsfeld spezifiziert ist. Diese Einschrankung wird in dem darauf folgenden
Abschnitt 5.1.2 aufgehoben.
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5.1.1 Designprobleme mit in allen optischen Funktionen identischen Ein-
gangsfeldern

In diesem Abschnitt betrachten wir multifunktionale Designprobleme, bei denen die den einzelnen
optischen Funktionen zugeordneten Eingangsfelger(3 = 1. .. B) jeweils gleich sind, d. h.

Uin,1 = Uin,2 = - .. = Uin,B = Uin - (5-1)

In diesem Fall kénnen die Einschrankungsmengén(; = 1... N) analog zu Gleichung (2.65)
definiert werden:

Mﬁz{%l’UZUEMsig’g} (ﬁzl...B), (528.)
MN - {Umt . t € Mtran}. (5.2b)

Als zugehdrige Projektionsoperatoren definieren wir in Analogie zu den Gleichungen (2.66a) und
(2.66Db)

Mgu=F;'lsgs Bu (B=1...B) (5.3a)
Iy u = uin Iyan U_"% U. (5.3b)

Falls die in den Satzen 2.67 und 2.68 genannten Voraussetzungen erfillt sind, resultiert somit bei
Anwendung des PMPAs mit den Projektionsoperatoren (5.3) entsprechend Satz 2.22 eine SSDE-
Konvergenz.

5.1.2 \Verallgemeinerung auf beliebige Eingangsfelder

Im vorangegangenen Abschnitt erfolgte die Beriicksichtigung der Eingangsfelder entsprechend
Gleichung (5.2b) innerhalb der Menge! ;. Die Definition der MengeM » entsprechend Glei-
chung (5.2b) ist jedoch an die Bedingung (5.1) geknipft, da hierbezinlgingangsfeld: i, be-
racksichtigt werden kann. Aufgrund der im Zusammenhang mit Gleichung (2.73a) getroffenen
Diskussion konnen die Eingangsfeldgr s auch nicht ohne weiteres innhalb der Einschrankungs-
mengenM; (B8 = 1...B) erfasst werden, da in diesem Fall die effektive Durchfuhrung der
zugehorigen Projektion im Allgemeinen nicht méglich ist. Mit Hilfe der im Beweis zu Satz 2.22
verwendeten aquivalenten Formulierung des PMPAs im Produkttatinist eine Ubertragung des
Konzepts des PMPAs auf den in diesem Abschnitt betrachteten allgemeinen Fall multifunktionaler
Transmissionsdesignprobleme jedoch mdglich, wie im Folgenden gezeigt wird.

Wir betrachten hierzu in Abwandlung zu den Gleichungen (5.2) die Einschrankungsmengen

Mﬁz{%l’UZUEMsig’g} (ﬁzl...B), (5.4a)
MN - Mtran (54b)

mit den in Analogie zu den Gleichungen (5.3) gegebenen Projektionsoperatoren

Hﬁu:PﬁJHsigﬁPgu (ﬁle), (55a)
My u = yanu. (5.5b)
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In Abwandlung der Gleichungen (2.26) und (2.28) kdnnen hieraus unter Beriicksichtigung der
Eingangsfeldet;, 5 die Mengen/\71 C HY bzw. /\72 C HY definiert werden:

Mlz{u:(ul,UQ,...,uN):quMj,jzl...N}, (563.)
MQ = {'U, - (uin,ltua uin,2tua s >uin,Btua tu) : tu S H} (56b)

Die Mengen/\71 und M, entsprechend dieser Definition spiegeln die gegebenen Einschrankungen
korrekt wider und ermdglichen — wie im Folgenden gezeigt wird — die Definition von effektiv
durchfuhrbaren zugehdorigen Projektionsoperatoren. Fur die Projektioﬂau&t der zugehoérige
Projektionsoperatdﬁl durch Gleichung (2.24b) gegeben.

Zur Projektion aufM, betrachten wir den folgenden Operator:

[hu = v = (Uin 1tw, Uinatw, - - - ; Uin Blo, ty) Mit (5.7a)
N

Zj:l Ui ;U
N )

Zj:l |in, |

wobei in Gleichung (5.7b) zur Vereinfachung der Notatigny = 1 gesetzt wurde.

t = (5.7b)

Satz 5.8 Der uber die Gleichunge(b.7) definierte Operatorﬁ2 bewirkt eine Projektion auf die
durch Gleichund5.6b)gegebene Meng# ..

Mit Satz 5.8, dessen Beweis in Anhang A.4.1 dokumentiert ist, folgt fir den Algorithmus
u™ = ILILu" (5.9)
analog zu den Betrachtungen in Abschnitt 2.1.6 die Konvergenzeigenschaft
J(u™) < J(uY), (5.10)

Motiviert durch die in Gleichung (5.6b) gegebene Darstellung der Elemefites M, definieren
wir in Analogie zu Gleichung (2.71) eine im Vergleich zu Gleichung (2.12) modifizierte Form des
SSDEs mit

wodurch sich die Konvergenzeigenschatft (5.10) darstellen lasst als
Jin(t)? < Jin(tn=1)2, (5.12)

Zur Veranschaulichung dieser Konvergenzeigenschaft soll im Folgehgef") tiber die Propa-
gations- und Projektionsoperatoréh bzw. Ilsq 5 und Ilya, ausgedriickt werden. Wegen™ €
/\72 folgt
Jn(t0)? = T (ut)
= d*(u™, Iu™)

N
Z |in ;£ — T ;£ ])2. (5.13)
=1
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Durch Einsetzen der Gleichungen (5.5) resultiert hieraus unter Verwendung von Gleichung (2.39a)
Jn(t5)2 = Jg(t)? + Jyan(t))?  mit (5.14a)

B
Jaig(tG)? = " [ uin st — P Tsig s By win g 15717,
/=1

B
= 73 | B tin gt} — Tsigp By uin g 18] und (5.14b)
p=1

Die Anwendbarkeit des PMPAs fur beliebige multifunktionale Transmissionsdesignprobleme wur-
de somit nachgewiesen und seine Konvergenzeigenschaften untersucht. Im folgenden Abschnitt 5.2
wird ein hierzu alternativer Projektionsalgorithmus betrachtet, welcher — wie die folgende Diskus-
sion zeigt — Vorteile gegeniber dem PMPA aufweist.

5.2 Paralleler Transmissionsdesignalgorithmus

Der Parallele Transmissionsdesignalgorithm(isI'DA) stellt eine Alternative gegentber dem im
vorangegangenen Abschnitt betrachteten PMPA dar, wobei die Motivation zur Konstruktion dieses
alternativen Verfahrens in Abschnitt 5.2.1 gegebenen wird. Bei der Darstellung des Grundprin-
zips des PTDAs in Abschnitt 5.2.2 zeigt sich, dass hierbei der Algorithmus nicht wie bisher fr
beliebige Transmissionseinschrankungen allgemein formuliert werden kann, sofern eine Konver-
genzeigenschatft erflillt sein soll. Daher werden in den Abschnitt 5.2.3 — 5.2.5 die in der Praxis
wichtigsten Typen von Transmissionseinschrankungen separat betrachtet.

5.2.1 Motivation

Unter denN = B + 1 Einschrankungen eines multifunktionalen Transmissionsdesignproblems
nimmt die Transmissionseinschrankung eine Sonderstellung ein, da ihre Erfullung im Allgemei-
nen eine Voraussetzung fur die Uberfiihrbarkeit der Transmissionsfunktion in ein real herstellbares
optische Element darstellt. Demnach muss fur eine Losung des Designproblems die Transmissi-
onseinschrankung in jedem Fall erfiillt sein. Im Gegensatz hierzu ist die Erfullung der den opti-
schen Funktionen zugeordneten Einschrankungen laut Abschnitt 2.1.2 jedoch im allgemeinen Fall
inkonsistenter Problemstellungen nicht moglich.

Bei monofunktionalen Transmissionsdesignproblenter=1) kann die Erfullung der Trans-
missionseinschrankung sichergestellt werden, indem — wie bei dem in Abschnitt 2.4.3 vorgestell-
ten IFTA — als letzte Operation innerhalb jeder Iteration der Transmissionsprojektionsoperator
angewendet wird. Wie in Abschnitt 2.4.4 gezeigt, erhalten wir in diesem Fall entsprechend Glei-
chung (2.72) eine Konvergenz beziiglich des modifizierten SRES™ ), wobei wegen der Erfiil-
lung der Transmissionseinschrankung gilt

Jin(t(n)) = Jin(Htran t(n))- (5.15)
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Bei der Anwendung des PMPAs laut Abschnitt 5.1 ist die Transmissionseinschrdnkung nach An-
wendung des Projektionsoperat(ﬁ§ aus Gleichung (2.24c) im Allgemeinen nicht erfillt. Aus

der in Abschnitt 5.1.2 entsprechend Gleichung (5.12) nachgewiesenen Konvergenz bezuglich des
modifizierten SSDEsfm(t("))2 l&sst sich daher im Allgemeinen keine Konvergenz beztiglich

Jin(Myan t™)? = Jsig(Tyan t™)? (5.16)

ableiten, Wobeifsig durch Gleichung (5.14b) gegeben ist. Eine Ausnahme stellt der Fall dar, dass
jin(t<"))2 gegen Null konvergiert, was nur fir konsistente Optimierungsprobleme maoglich ist. In
diesem Fall resultiert auch filk, (I, t™)? eine Konvergenz gegen Null.

Das Konvergenzverhalten des PMPAs beziiglighiII,a, t™)? kann somit tendenziell umso
schlechter werden, je starker die dem Optimierungsproblem auferlegten Einschrankungen von ei-
ner Konsistenz abweichen. Von einem Verfahren mit einer Konvergenz bezi.l%;xl(dfhrant<"))2
kénnen insbesondere fiir stark inkonsistente Designprobleme bessere Ergebnisse erwartet werden,
was die Motivation fur die im Folgenden beschriebene Konstruktion des PTDAs darstellt.

5.2.2 Grundprinzip

Die Konstruktion des PTDAs erfolgt im Vergleich zur Definition (5.6) der Einschrankungsmen-
gen M, und M, des PMPAs Uber eine Verlagerung der Transmissionseinschrankung aus der
Mengeﬂl nach/\72. Somit ist bei Anwendung des Algorithmus

u™ = LI u" (5.17)

nach jeder Iteration die Transmissionseinschrankung erfullt, was der im vorangegangenen Ab-
schnitt gegebenen Motivation fur die Konstruktion des PMPAs entspricht. Diese Modifikation der
Definition (5.6) fuhrt zu folgenden Einschrankungsmengen fir den PTDA:

M, = {u=(ug,ug,...,up) :ug € Mg, 5=1...B}, (5.18a)
MQ = {'U, = (Uimltu, Uingtu, . >Uin,Btu) . tu - Mtran}- (518b)

Zur Formulierung des Algorithmus benétigen wir die &4, und M, gehdorigen Projektionsope-
ratorenll; bzw. II,. WahrendI; analog zu Gleichung (2.24b) aus den Projektionsoperafdgen
(6 =1...B)konstruiert wird tber

ﬁ1u = (H1U1, ous, .. ., HBUB)> (5.19)

kannIl, demgegenuber nicht ohne weiteres fiir beliebige Transmissionseinschrankungen einheit-
lich formuliert werden. Die zunachst auf Grund von Gleichung (5.7) naheliegende Konstruktion

ﬁgu =P = (Uimltv, Uingtv, . ,Uiantv), wobei (520a)
B
25:1 ui?,ﬁuﬁ

ty = Iliran B )
25:1 |tin,5|?

(5.20b)
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ist nicht notwendigerweise abstandsminimierend, da bei Betrachtung dreier Méfigen M, O
M. mit zugehorigen Projektionsoperatordp_., : M, — My, II,_.. : M, — M., undIl,_.. :
M, — M, die Beziehung

e = My ap (521)

nicht notwendigerweise erfillt ist. Der Operafﬁhr gemal der Definition (5.20) entspricht hierbel
einem Operatofl, .. IT,_., mit

M, =H", (5.22a)
My = {u = (uin’lt, UinVQt, - ,uin’Bt) 1t e H} und (522b)
Mc == MQ == {'u/ = (Uith, UinVQt, Ce ,U/inVBt) 1t e Mtran}, (5220)

und bewirkt somit im Allgemeinen keine Projektion auf,. = M.

In den folgenden Abschnitten 5.2.3 und 5.2.4 werden wir mit der Phasen- bzw. Phasenquan-
tisierungseinschrankung zwei Félle betrachten, in denen das Schema (5.20) zu Konstruktion von
11, dennoch erfolgreich ist. Fur die in Abschnitt 5.2.5 betrachtete Amplitudeneinschrankung, kann
demgegenuber die Abstandsminimierung Vbnbei einer Definition entsprechend der Gleichun-
gen (5.20) nicht sichergestellt werden.

5.2.3 Phaseneinschrankung

Als Spezialfall der Mengendefinitionen (5.18) ergibt im Fall der Phaseneinschrankung

M, = {u=(ur,ug,...,up) :ug € Mg, 5=1...B}, (5.23a)
-//\-/IVQ - {u - (Uin,ltua Uin,Qtua s >Uin,Btu) : tu S Mphase}; (523b)

wobei M nasedurch Gleichung (2.59) gegeben ist.
Zur Definition der zugehorigen Projektionsoperatoren betrachten wir

M = (Iyuy, Mous, . .., Ipug)  und (5.24a)
ﬁgu =v = (Uimltv, Uingtv, Ce ,Uiantv) mit (524b)
ZB: uk ug B .
by = thaseigl—mﬁ2 = Ilphase )  uin U (5.24c)
Zﬁ:l |tin ] B=1

Wahrend die Abstandsminimierungseigenschaftﬁ@ﬁn Lemma 2.25 nachgewiesen wurde, zeigt

der nachfolgende Satz 5.25, dessen Beweis in Anhang A.4.2 dokumentiert wird, dass es sich bei
dem nach dem Schema (5.20) konstruierten Opeﬁ;cﬂbenfalls um einen Projektionsoperator
handelt. Somit folgt unter den genannten Voraussetzungen eine Konvergenz des PTDAs bezlglich
jin(Htran t(n))Q'

Satz 5.25Der Operatorﬁ2 gemald Gleichungb.24b)definiert einen punktweise abstandsmini-
mierenden Projektionsoperator afl, aus Gleichund5.23b)
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5.2.4 Quantisierungseinschrankung

Fur die aus Abschnitt 2.4.1 bekannte Einschrankungg@duidistante Phasenwerte ergibt sich,
entsprechend Gleichung (5.18b) als

/Wg = {u = (Uin1tu, Uin2tu, - - - UinBtw) : tu € Mauantq }- (5.26)
Der folgende Satz zeigt, dass der nach dem Schema (5.20) konstruierte OfI@rator

ﬁgu = v = (Uin1ty, Uin2le, - - -, Uin Bty) Mit (5.27a)

25:1 ui*n,ﬁuﬂ
quant@ 27521 |Uin,ﬁ|2’

auch in diesem Fall einen Projektionsoperator darstellt, womit fiir den PTDA eine Konvergenz
hinsichtlich Ji, (ITyan t )2 folgt.

ty =11 (5.27b)

Satz 5.28Der Operatorﬁz aus Gleichundb5.27)definiert eine punktweise abstandsminimierende
Projektion aufM, nach Gleichund5.26)

Da in dem in Anhang A.4.3 dargestellten Beweis dieses Satzes keinen Gebrauch von der Aqui-
distanz der Phasenwerte HquamQ gemacht wird, lasst sich das Schema (5.20) auch fir die
Quantisierung auf nichtaquidistante Phasenwerte anwenden. Falls die Quantisierungswerte jedoch
auch Amplitudenvariationen besitzen, fihrt Schema (5.20) im Allgemeinen nicht mehr zu einem
Projektionsoperator, wie aus dem folgenden Abschnitt klar wird. In solchen Fallen kann jedoch
auf Grund der Endlichkeit der Menge der Quantisierungswerte ein Projektionsoperator konstruiert
werden, der fUr jede Positiondenjenigen Quantisierungswert wahlt, welcher zu dem geringsten
Beitrag zur Metrikd(u, v) fhrt. Eine derartige Konstruktion ist allerdings im Vergleich zur Aus-
wertung von Gleichung (5.27) mit einen erhdhten Rechenaufwand verbunden.

5.2.5 Amplitudeneinschrankung

Die Projektionﬁ2 im Fall von Amplitudeneinschrankungen kann tiber die im Beweis von Satz 5.8
in Anhang A.4.1 gezeigte Vorgehensweise konstruiert werden als

ﬁg’u, =v = (Uimltv, Uinvgtv, R ,Uithv) mit (529a)
B
_Re(u}, (x)u;(x
to(z) = 2o B( ns(7) JQ( ))]_ (5.29b)
D1 |tin ()]
Demgegenuber wirde das Schema (5.20) zu einer Transmissionsfunktion
B
_1 Uin U
t’v(x) _ 2%4 in,3%0 (5.30)
. 2
2521 |tin, 5]
fihren. Da im Allgemeinen
ty(x) # ty(2) (5.31)

gilt, ist das Schema (5.20) zur Konstruktion vBn in diesem Fall also nicht erfolgreich.
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5.3 \Vergleich der Konvergenzeigenschaften flr eine Beispielan-
wendung

In diesem Abschnitt werden die Konvergenzeigenschaften des PTDAs fur Phaseneinschrankun-
gen mit denen des PMPAs verglichen. In die Betrachtungen wird zusétzlich eine Abwandlung des
PTDAs mit einbezogen, welche eine im Vergleich zu Gleichung (5.24c) veranderte Mittelwerts-
bildung benutzt: Gleichung (5.24c) entspricht einer gewichteten Mittelung der den einzelnen opti-
schen Funktionen entsprechenden Transmissionen, wobei die Wichtung Uber die Intensitatsvertei-
lung der Eingangsfelder erfolgt. In der abgeanderten Variante erfolgt die Mittelung der einzelnen
Transmissionen ungewichtet, was in Abwandlung zu Gleichung (5.24b) folgendem Projektions-
operatorﬁg entspricht:

ﬁgu = v = (Uin1tw, Uin2lo, - - -, Uin Bty) MIt (5.32a)
B
Uug
t, =11 ) 5.32b
phase; Uin.g ( )

Fur den Fall konstanter Eingangsfelder ist der PTDA mit der oben beschriebenen Abwandlung
aquivalent.

Zum Vergleich der genannten Designverfahren betrachten wir analog zu Referenz [35] ein
Strahlformungsproblem zur Umwandlung eines gaul3formigen Eingangsfelds in eine Top-Hat-Ver-
teilung, wobei die Strahlformungsoptik tolerant gegen Schwankungen der Breite der gaul3férmigen
Eingangsverteilung sein soll. Die Umwandlung von Gaul3- nach Top-Hat-Verteilungen gehort zu
den Standardanwendungen im Bereich der Strahlformung. Die Forderung nach Toleranz bezig-
lich Schwankungen in der Breite der Eingangsverteilung ist motiviert durch die insbesondere bei
Laserdioden auftretenden fabrikationsbedingten Schwankungen der Taillenbreite.

Wir gehen in diesem Beispiel von einer gaul3férmigen Eingangsverteilung in der Taillenposition
mit Taillenbreitenuv, zwischen 1.5 mm und 2.5 mm bei einer Wellenlange von 632.8 nm aus, wobei
wp den Radius bezeichnet, innerhalb dessen die Intensitat um den FAkt@bgefallen ist. Eine
Beschrankung auf zwei optische Funktiondn & 2) fur wyg = 1.5mm bzw.w, = 2.5mm
erweist sich im Folgenden als ausreichend. In der Signalebene bestehen Amplituden-, Phasen- und
Skalierungsfreiheit. Dabei wird das Signalfenster so gewahlt, dass es ausschlief3lich den Bereich
enthalt, innerhalb dessen die Intensitatsverteilung zu homogenisieren ist. Die Skalierungsfreiheit
wird bei Anwendung der Signalprojektion hinsichtlich einer Zieleffizienz von 90 % beschrénkt
(vgl. Abschnitt 2.3.2).

In Referenz [35] wurde bereits nachgewiesen, dass mit Hilfe eines multifunktionalen Designs
die Sensitivitat eines derartigen Strahlformers gegeniiber Schwankungen der Taillenbdeite-
lich verringert werden kann. Die Verbesserung des Toleranzverhaltens wurde dabei im Vergleich zu
einem monofunktionalen IFTA-Design (vgl. Abschnitt 2.4.3) sowie im Vergleich zu einem Strahl-
formerdesign basierend auf Methoden der geometrischen Optik [30] nachgewiesen. Wir beschran-
ken uns daher im Folgenden auf einen Vergleich der am Anfang dieses Abschnitts genannten mul-
tifunktionalen Designmethoden untereinander.
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Abbildung 5.1: Verlauf von Jm( )2 bzw. Jm(Htran t("))2 wahrend der Iteration fir den PMPA, den PTDA
sowie fiir das tber die Gleichungen (5.32) beschriebene abgewandelte Verfahren mit ungewichteten
Mittelungen

Abbildung 5.1 zeigt den Verlauf der entsprechend Abschnitt 5.2.1 interessanten Gutefunktion
Jin(Iyan t™)? fiir die drei betrachteten Designverfahren. Fiir den PMPA ist zusatzlich der Verlauf
Jin(t(™)2 dargestellt, welcher in Ubereinstimmung mit der in Abschnitt 5.2.1 gefiihrten Diskussion
ein deutlich besseres Konvergenzverhalten besitzi‘i,f,(IHtran t(”))Q. Es zeigt sich, dass fiir den bei
einem Vergleich der drei Verfahren hauptsachlich relevanten Verlc’:luff.\»{(JHtrant(">)2 Uber den
PTDA eine starkere Fehlerreduktion méglich ist als tber den PMPA, was eine Bestatigung fur die
in Abschnitt 5.2.1 durchgefiihrten Betrachtungen darstellt. Der auf ungewichteten Mittelungen ba-
sierende Algorithmus weist im Gegensatz zu den anderen beiden Verfahren keine Konvergenz auf.
Da auch der verbleibende Restfehler deutlich gré3er ausfallt als bei den anderen beiden Verfahren,
zeigt sich, dass die gewichtete Mittelung im Fall nichtkonstanter Eingangsfelder essentiell ist.

In den Abbildungen 5.2 und 5.3 werden die mit den drei Algorithmen nach jeweils 5000 Ite-
rationen erzielten Losungen hinsichtlich ihrer Sensitivitat gegen Veranderung der Taillenkreite
miteinander verglichen. Um eine bessere Vergleichbarkeit zu gewéhrleisten, wurde bei der betrach-
teten Losung des PMPAs die Phase extrahiert, um eine Erfullung der Transmissionseinschrankung
zu gewahrleisten. Das in Abbildung 5.2 gezeigt Verhalten des SNRs weist im Vergleich zwischen
PMPA und PTDA keine starken Unterschiede auf: Mit beiden Algorithmen konnten Loésungen ge-
funden werden, welche Uber einen breiten Bereichwgrine gute Homogenitat (SNR 25 dB)
besitzen. Im Gegensatz hierzu erreicht die Gber ungewichtete Mittelung erzielte Losung nicht das
gewinschte tolerante Verhalten.

Hinsichtlich des in Abbildung 5.3 dargestellten Verhaltens der Konversionseffizienz bestehen
deutliche Unterschiede zwischen PMPA und PTDA: Die mit dem PTDA erzielte Konversionsef-
fizienz ist in Abhangigkeit vonu, etwa 5 — 6 % hoher. Der durch die untere Beschrankung der
Skalierungsfreiheit vorgegebene Zielwert fur die Effizienz von 90 % konnte fir alle drei Algorith-
men nicht erreicht werden. Entsprechend der in Abschnitt 4.3.3 geflihrten Diskussion ist es jedoch
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Abbildung 5.2: Abhangigkeit des Signal-Rausch-Verhaltnisses von der Taillenbreite wy fir die Ergebnisse
der Anwendung von jeweils 5000 Iterationen des PMPAs (durchgezogen), des PTDAs (gestrichelt) sowie
der PTDA-Variante mit ungewichteter Transmissionsmittelung entsprechend Gleichung (5.32) (gepunk-
tet)
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Abbildung 5.3: Abhangigkeit der Konversionseffizienz 7)cony Von der Taillenbreite wy fiir die drei bereits in
Abbildung 5.2 untersuchten Designs

zur Erzielung von Lésungen mit hoher Effizienz im Allgemeinen glnstig, die untere Beschran-
kung der Skalierungsfreiheit entsprechend einer héheren als der tatsachlich erreichbaren Effizienz
zu wahlen.

Abbildung 5.4 zeigt die firy, = 1.5mm, wg = 2.0mm undw, = 2.5mm fir die drei
betrachteten Designs resultierenden Ausgangsintensitatsverteilungen. Obwohl die Losungen fur
PMPA und PTDA laut Abbildung 5.2 eine ahnliche SNR-Charakteristik besitzen, stellen sich die
in der mittleren Spalte von Abbildung 5.4 gezeigten Ergebnisse des PTDAs als visuell besser dar.

Die in einigen Ausgangsverteilungen stark sichtbare Asymmetrie ist durch numerische Unge-
nauigkeiten wahrend der Iteration entstanden. Solche leichten Ungenauigkeiten sind im Ubrigen
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Abbildung 5.4: Laterale Ausgangsintensitatsverteilungen der drei bereits in Abbildung 5.2 untersuchten
Designs fur wyg = 1.0 mm, wy = 2.0 mmund wy = 2.5 mm

auch die Ursache daflr, dass trotz der spiegelsymmetrischen Eingangsfelder mit konstanter Phase
sowie der konstanten Startverteilur§’ eine nicht bindre Phasenfunktion als Lésung gefunden
wird. Da die Fouriertransformation von symmetrischen reellen Funktionen ebenfalls symmetrisch
und reell ist, wirde die Iteration bei idealer Genauigkeit in diesem Fall zu keinem sinnvollen Er-
gebnis fuhren.

Am Ende von Abschnitt 5.2.1 wurde begriindet, warum der Vorteil des PTDAs gegenuber dem
PMPA tendenziell zunimmt, je starker die Einschrdnkungen von einer Konsistenz abweichen. Fur
das betrachtete Beispiel kbnnen wir die Inkonsistenz durch Herabsetzung der unteren Schranke des
Skalierungsfaktors verringern. Bei einer Beschrankung der Skalierungsfreiheit entsprechend einer
Zieleffizienz von 85 % resultieren fur den PTDA innerhalbdigr € [1.5 mm, 2.5 mm| Effizienzen
von etwa 83 %, wéahrend sich flr den PTDA eine im Vergleich zu Abbildung 5.3 leicht reduzierte



5 Multifunktionale Transmissionsdesignprobleme 77

Effizienz ergibt. Der Unterschied zwischen den fir beide Algorithmen erzielten Ergebnissen hat
sich hierbei also verringert.

5.4 Friuhere Arbeiten

Frihere Arbeiten zu optischen Problemstellungen, welche sich als multifunktionale Designpro-
bleme entsprechend Abschnitt 2.3.1 formulieren lassen, fanden zum einen im BereRb-der
Strahlformungstatt. Eine Ubersicht zu Arbeiten in diesem Bereich kann in Referenz [90] gefun-
den werden. Ein hierbei weit verbreiteter Grundansatz besteht darin, das Ausgangsfeld nur in einer
endlichen Anzahl von lateralen Ebenen zu betrachten. Bei einer multifunktionalen Modellierung
entsprechend Abschnitt 2.3.1 entspricht hierbei jede betrachtete Ausgangsebene einer optischen
Funktion.

3D-Strahlformungsverfahren, welche auf einer Mittelung der flir die einzelnen optischen Funk-
tionen resultierenden Transmissionen basieren, kdnnen teilweise als Spezialfalle der Designansat-
ze aus den Abschnitten 5.1 und 5.2 angesehen werden. Im Gegensatz zu einfachen Ansétzen, wie
beispielsweise dem von Leseberg [91], enthalt der Algorithmus von Cumme [92] auch Projekti-
onsoperatoren zur Einbeziehung der Transmissionseinschrankung und der Signalebenenfreiheiten
sowie eine Iterationssteuerung, welche Ahnlichkeiten mit dem PTDA aus Abschnitt 5.2 besitzt.
Da in der genannten Arbeit die Mittelwertsbildung der einzelnen Transmissionen im Gegensatz
zu Gleichung (5.24c) keine Wichtung bezuglich der Eingangsfelder umfasst, entstehen bei die-
sem Ansatz die in Abschnitt 5.3 demonstrierten Konvergenzprobleme, sofern von nichtkonstanten
Eingangsfeldern ausgegangen wird.

Auch der in Abschnitt 2.1.5 betrachtete serielle Projektionsalgorithmus fir mehr als zwei Men-
gen wurde zur 3D-Strahlformung eingesetzt [93, 94]. Da dieser Algorithmus jedoch im Allgemei-
nen nur flr komexe Einschrdnkungsmengen konvergiert, bleibt der praktische Anwendungsbe-
reich dieses Ansatzes stark begrenzt.

Bei Problemstellungen zuaxialen Strahlformungvird nur das Intensitatsprofil entlang der
optischen Achse betrachtet. Die hierfir vorgeschlagenen Verfahren [95, 96] basieren nicht auf der
oben erwéahnten multifunktionalen Modellierung.

Ein weiteres Anwendungsfeld multifunktionaler Designverfahren ist die Optimierung von Trans-
missionen unter Berlcksichtigung globaler H6henfehler oder damit aquivalenter Wellenl&angen-
fehler. Das Verfahren von Levy et. al. [97] zur Berechnung eines Strahlformers, welcher fur drei
diskrete Wellenlangen jeweils verschiedene Strahlumformungen bewirkt, stellt einen Spezialfall
des Verfahrens aus Abschnitt 5.2.3 dar. Der Ansatz von Fuse et.al. [70] zur Verbesserung der
Toleranzeigenschaften von Strahlteilern gegeniber Hohenfehlern basiert demgegenuber auf einer
Optimierung UbeDirect Binary Searchund besitzt somit gegeniiber Projektionsalgorithmen die
in Kapitel 1 diskutierten prinzipiellen Nachteile.

Ein anderes Optimierungsverfahren, die sogena@mimal Rotation Angle MethoORA),
wurde unter anderem zur Berechnung von multifunktionalen Strahlteilern vorgeschlagen. Es wur-
den sowohl Beispiele demonstriert, in denen fur verschiedene Wellenlangen jeweils unterschied-
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liche Intensitatsverteilungen resultieren [18, 98], als auch ein Beispiel aus dem Bereich des tole-
ranzoptimierten Designs, wobei das Ziel darin bestand, den Uniformitatsfehler eines speziellen 1-
zu-5-Strahlteilers Uber einen breiten Bereich von linearen Hohenfehlern bzw. Wellenl&dngenfehlern
klein zu halten [99]. Die Nachteile von ORA-basierten Ansétze gegeniuber Projektionsalgorithmen
wurden bereits in Kapitel 1 diskutiert.

Einen zu den oben genannten Transmissionsdesignverfahren alternativen Ansatz stellen Struk-
turdesignmethoden dar, welche die Einbeziehung von Systemanforderungen fir mehrere diskre-
te Beleuchtungswellenlangen oder ausgedehnte Wellenlangenbereiche ermdglichen. Als Erwei-
terung des in Abschnitt 2.2.6 diskutierten Strukturdesigns auf der Basis der Dinne-Elemente-
Approximation existieren zum einen Ansatze, welche zwei fur verschiedene Wellenlangen berech-
nete Transmissionsfunktionen in ein Hohenprofil Gberflihren, dessen Tiefe einer Phasenmodulation
um mehrere Vielfache voar entspricht [LO0-103]. Die diskreten H6henstufen werden dabei so
gewabhlt, dass sich fur jeden Abtastwert bei einer Wellenl@&ngaehrere im Rahmen der Dinne-
Elemente-Approximation aquivalente Hohenwerte méglich sind, die sich in ihrer Phasenmodulati-
on jeweils um ganze Vielfache v@x voneinander unterscheiden. Fir Wellenlanges: A, fuh-
ren diese Hohenwerte jedoch zu unterschiedlichen Phasenmodulationen, was eine gezielte Wahl
der sich fur), ergebenden Transmissionsfunktion moglich macht. Zum anderen bestehen Struk-
turdesignverfahren, welche eine Transmissionsfunktion Gber zwei oder mehr direkt benachbarte
héhenmodulierte Elemente realisieren, wobei Uber die Wahl der Modulationstiefen beider Elemen-
te unter Ausnutzung der Dispersionseigenschaften die Wellenlangenabhangigkeit der von diesen
Elementen bewirkten Phasenmodulationen deutlich reduziert werden kann [104-107].

Zum Abschluss mdchten wir noch auf Verfahren verweisen, welche auf der Idee der linea-
ren Optimierung zur Einbeziehung mehrerer optischer Funktionen beruhen [35, 108, 109]. Wie im
Beweis zu Satz 5.8 gezeigt wurde, entspricht die gewichtete Mittelwertsbildung der Lésung ei-
nes linearen Optimierungsproblems. Da sich dieses lineare Optimierungsproblem fur den SDE bei
Propagationsoperatoren, welche Gleichung (2.39a) erfillten, dquivalent zwischen Transmissions-
und Signalebene Ubertragen lasst, stellt der Ansatz aus Abschnitt 5.2.3 eine effizienter implemen-
tierbare Verallgemeinerung des Verfahrens aus Referenz [35] dar.



Kapitel 6

Verbesserung von Toleranzeigenschaften
durch multifunktionale Optimierung

Die Toleranzeigenschaften optischer Systeme stellen in vielen Anwendungsfallen eine kritische
Anforderung dar, welche beim Design bertcksichtigt werden muss. Es kann zwischen zwei ver-
schiedenen Motivationen zur Durchfiihrung toleranzoptimierter Designs unterschieden werden.
Zum einen bestehen Anwendungen, in denen die betroffenen System- und Beleuchtungsparameter
unvermeidbar zeitlich schwanken oder mit verschiedenen Werten tberlagert auftreten. Beispiele
hierfir stellen Anwendungen mit starken Temperatureinflissen auf Brechzahl, Wellenlange der
Lichtquelle oder Ausdehnung der optischen Elemente dar sowie Anwendungen mit polychromati-
scher Beleuchtung, welche beispielsweise auch bei kurzen Pulslangen vorliegt.

Wahrend bei der eben genannten Klasse von Anwendungen die Erflllung der vorgegebenen
Toleranzeigenschaften unabdingbar fir die Realisierung der gewlnschten optischen Wirkung ist,
existieren auch Anwendungen, bei denen bestimmte Toleranzeigenschaften zur Vereinfachung der
Herstellbarkeit oder Justierbarkeit des optischen Systems gefordert werden. So ist das im folgen-
den Abschnitt 6.1 betrachtete Verfahren zur Erhéhung der ScharfentieféPpeximity Printing
durch die Forderung nach Justierunempfindlichkeit hinsichtlich des Abstands zwischen Maske und
Substrat motiviert. Ebenso kdnnen die in den Abschnitt 6.2 betrachteten Hohenfehler bei der litho-
grafischen Herstellung von Strahlteilern in vielen Fallen durch aufwandigere Herstellungsverfah-
ren deutlich reduziert werden [110], und fallen somit in diese Kategorie von Anwendungen.

Das ebenfalls in Abschnitt 6.2 untersuchte Design eines gegen Wellenlangenabweichungen to-
leranten Strahlteilers sowie das bereits in Abschnitt 5.3 betrachtete Beispiel zum Design eines
Strahlformers, welcher tolerant gegen Schwankungen der Breite des Beleuchtungsfelds ist, stellen
hingegen Beispiele fur die erstgenannte Kategorie von Designproblemen dar.

Bei den in diesem Kapitel vorgestellten Beispielanwendungen erfolgt die Optimierung der To-
leranzeigenschaften unter Benutzung des in Abschnitt 5.2 eingefiihrten PTDAs. Einige Anwen-
dungsfélle alternativer Methoden im Bereich des toleranzoptimierten Designs wurden bereits in
Abschnitt 5.4 aufgefihrt.
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Abbildung 6.1: Systemaufbau bei Fotolithografie mit Abbildung 6.2: Betrachtete Zielstruktur mit ei-
Mask-Aligner ner minimalen Strichbreite von 3 pum

6.1 Toleranzeigenschaften bezuiglich des Propagationsabstands

In diesem Abschnitt betrachten wir die Berechnung von komplexwertigen Transmissionsfunktio-
nen flr Fotomasken, welche zur Belichtung von Substraten mit Hilféesk-Alignerreingesetzt
werden kdnnen. Entsprechend Abbildung 6.1 besteht zwischen der Maske und dem zu belichten-
den Substrat ein sogenanntmoximity-Abstandi,.x, welcher insbesondere beim industriellen
Einsatz dieses Verfahrens notwendig ist, um die Maske vor Beschadigung zu schitzen. Ein typi-
scher Wert betrégt,ox = 50 xm. Da typischerweise mit UV-Licht gearbeitet wird, i&ox deut-

lich groRer als die Wellenlange und Propagationseffekte kénnen die auf dem Substrat erzielbare
Auflésung begrenzen.

In diesem Abschnitt nehmen wir Bezug auf Referenz [111], in welcher das monofunktiona-
le Design einer komplexwertigen Maske zur Generierung der in Abbildung 6.2 gezeigten Be-
lichtungsstruktur mit einer minimalen Strichbreieum diskutiert wurde. Dabei wurde gezeigt,
dass bei Verwendung einer bindren Amplitudenmaske, welche exakt der Zielstruktur aus Abbil-
dung 6.2 entspricht, auf Grund der Propagationseffekte keine ausreichende Auflésung in der Sub-
stratebene erreicht wird. Demgegentber konnte das Pattern bei Verwendung einer Maske mit zwei
Amplituden- und vier Phasenstufen aufgelost werden, wobei jedoch eine relativ hohe Empfind-
lichkeit gegentiber Abweichungen des Proximity-Abstands besteht.

Die fur das in Referenz [111] erhaltenen Ergebnisse werden in Abschnitt 6.1.2 dargestellt.
In Abschnitt 6.1.3 demonstrieren wir, dass die Toleranzeigenschaften gegentiber Abweichungen
des Proximity-Abstands mit Hilfe eines multifunktionalen Designs erhéht werden kdnnen. Die
beiden Designs zu Grunde liegende wellenoptische Modellierung wird in dem zuné&chst folgenden
Abschnitt 6.1.1 zusammengefasst.

6.1.1 Modellierung

Die Modellierung der Beleuchtungswelle erfolgt beim Design als monochromatische ebene Wel-
le mit senkrechtem Einfall und einer Wellenlanye= 365 nm. Bei der anschlieRenden Analyse
erfolgt eine genauere Approximation der tatsachlichen Beleuchtung, welche eine spektrale Ver-
teilung mit 60 % Leistungsanteil bei 365 nm, 15 % bei 405nm und 25 % bei 436 nm besitzt. Die
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Ausdehnung der Lichtquelle wird unter Annahme einer gleichformigen Verteilung des Einfalls-
winkelsé € [0, 1°] modelliert, wobe# in eine beliebige Richtung aufgespannt werden kann. Zur
Simulation der Intensitatsverteilung auf dem Substrat werden 100 verschiedene ebene Wellen in
die Substratebene propagiert und dort durch Addition der Betragsquadrate inkohérent tberlagert.
Wellenldange und Winkel der einzelnen ebenen Wellen werden dabei entsprechend der vorgegebe-
nen Wahrscheinlichkeitsverteilung zufallig gewahilt.

Die Lichtpropagation durch die Fotomaske wird tGber die Dinne-Elemente-Approximation mo-
delliert, wobei sich entsprechend Abschnitt 2.2.6 fur die bei der Analyse betrachtete polychromati-
sche Beleuchtung trotz Vernachléassigung der Dispersionsbeziefipgine von der Wellenléange
abhangige Transmission ergibt. Die Propagation zwischen Maske und Substrat wird tber den Ope-
rator PASPW aus Abschnitt 2.2.5 mif\z = d e« Simuliert. Im Fall des in Abschnitt 6.1.3 betrach-
teten multifunktionalen Designs werden den einzelnen optischen Funktionen jeweils verschiedene
Werten firAz zugeordnet.

Den Zusammenhang zwischen ResistpiBfit, y) und der uber

D(z,y) = lou(z, y)t (6.1)

aus der Intensitatsverteilung,(z,y) und der Belichtungsdauerresultierende Dosisverteilung
D(z,y) modellierenden wir tber
D n
1- (M) falls D(z,y) < Do
R(z,y) = Do

0 sonst

: (6.2)

D, bezeichnet hierbei die Dosis, welche notwendig ist um den Resist komplett zu entfernen,
undn den Kontrastparameter des Resists. In dem betrachteten Beispiel werden dig\Vette
1500 J/m~2 sowien = 5 angenommen.

In dem in Abbildung 6.2 weil3 dargestellten Bereich, welchen wir aucBealishtungsbereich
bezeichnen, soll der Resist komplett entfernt werden, d. h. entsprechend Gleichung (6.2) muss
I(x,y) in diesem Bereich einen von der Belichtungsdawsyhangigen unteren Schwellwert Giber-
schreiten. AulR3erhalb des Belichtungsbereichs besteht ein unterer Schwellwert fiir die Resistdicke,
welcher bei der betrachteten Beispielanwendungiuf, y) > 0.5 gesetzt wird. Hiermit resul-
tiert ein ebenfalls vort abhéngiger oberer Schwellwert fiifx, y). Entsprechend dieser beiden
Schwellwertbedingungen kann fir jeden betrachteten Abtastwert demnach ermittelt werden, ob
er entsprechend eines simulierten Resistprdtils, y) korrekt implementiert wird. Zur Bewer-
tung eines vorgegebenen Designs wird die Belichtungsdahiasichtlich einer Minimierung der
Anzahl der falsch implementierten Abtastwerte gewabhilt.

Beim Design wird demgegenuber ein geeigneter Wert féist vorgegeben, womit tiber den ge-
samten Bereich des Substrats eine entsprechend der oben beschriebenen Schwellwertbedingunge!
eingeschrankte Amplitudenfreiheit resultiert. Zusatzlich kann beim Design Phasenfreiheit ausge-
nutzt werden.
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(@ (b)

Abbildung 6.3: Amplitude (a) und Phase (b) der bei einem monofunktionalen Design resultierenden Trans-
mission

6.1.2 Monofunktionales Design

Die in Referenz [111] angewendete monofunktionale Designstrategie basiert auf dem IFTA, wel-
cher in Abschnitt 2.4.3 diskutiert wurde. Dabei wird die Signalprojektion entsprechend der im
vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Modellierung mit Phasenfreiheit und tber Schwell-
wertbedingungen eingeschrankter Amplitudenfreiheit durchgefiihrt. Die Transmissionsprojektion
wird mit einer entsprechend Referenz [112] modifizierten Version des Softquantisierungsoperators
durchgefuhrt, wobei die Modifikation notwendig war, um neben den betrachtetent Phasen-
werten zusatzlich eine binare Amplitudenmodulation zu erreichen.

Die Abtastung der Transmissionsfunktion erfolgt beim Design it= 6y = 1 pm und
n, = n, = 128. Bei der Analyse wird zur Einbeziehung von Pixelierungseffekten demgegentber
mit dz = dy = 0.5 um gerechnet, wobei einen Abtastwert wahrend des DegigrisAbtastwerte
bei der Analyse zugeordnet sind.

Abbildung 6.3 zeigt Amplitude und Phase einer aus einem monofunktionalen Design nach 10
Iterationen resultierenden Transmissionsfunktion. Die hierzu korrespondierende Maske wurde li-
thografisch hergestellt, wobei die Phasenmodulation tber vier Hohenstufen in Quarz und die Am-
plitudenmodulation tber eine partielle Chrom-Beschichtung realisiert wurde. Eine detailliertere
Beschreibung des Herstellungsprozesses wird in Referenz [111] gegeben.

Abbildung 6.4(a) zeigt einen zentralen Ausschnitt der tGber die in Abschnitt 6.1.1 beschriebene
inkoh&rente Simulation berechneten Ausgangsintensitatsverteilung. In Abbildung 6.4(b) wird die
Uber Gleichung (6.2) aus der simulierten Intensitéatsverteilung berechenbare Resistprofil anhand
der in Abschnitt 6.1.1 genannten Schwellwertbedingunigemérisiert Positionen mitR(z, y) =
0 werden dabei schwarz dargestellt, Positionenimit R(x,y) < 0.5 grau und Positionen mit
R(z,y) > 0.5 weil3. Die Abbildungen 6.4(c) und 6.4(d) zeigen das experimentell erhaltene Re-
sistprofil bzw. die resultierende Struktur in Chrom, wobei fur eine ausfihrliche Beschreibung der
durchgefiihrten Experimente auf Referenz [111] verwiesen wird.

Im Vergleich zwischen den Abbildungen 6.4(b) und 6.4(d) ist eine in vielen Details gute Uber-
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(© (d)

Abbildung 6.4: Ausgangsintensitétsverteilung aus inkoharenter Simulation (a), ternarisiertes simuliertes
Resistprofil (b), Transmissionsfotografie des Resistprofils (¢) und resultierende Strukturierung in Chrom
(d) fur das monofunktionale Design aus Abbildung 6.3 bei dem Proximity-Abstand dyx = 50 um

einstimmung zwischen simulierten und experimentellen Ergebnissen zu erkennen. Viele der in der
Struktur von Abbildung 6.4(d) auftretenden Fehler lassen sich auch in Abbildung 6.4(b) erkennen.
Als systematischer Unterschied zwischen beiden Abbildungen ist eine |&efgehmierungler

Struktur in Abbildung 6.4(d) zu beobachten, welche auf nichtlokale Effekte zuriickzufiihren ist,
die in der Modellierung des Zusammenhangs zwischen Intensitatsverteilung und Resistprofil ent-
sprechend Gleichung (6.2) nicht bertcksichtigt werden. Abweichungen zwischen simulierten und
experimentellen Ergebnissen kdnnen auch darin begriindet sein, dass der Proximity-Abstand oder
die optimale Belichtungszeit im Experiment nicht ausreichend genau realisiert wurden.

6.1.3 Multifunktionales Design

Wie aus dem Verlauf der ersten Kurve in Abbildung 6.5 ersichtlich wird, reagiert das in Ab-
schnitt 6.1.2 vorgestellte monofunktionale Design empfindlich auf Anderungen des Proximity-
Abstands. Innerhalb des praktisch interessanten Toleranzbergjighs= (50 £+ 10) xm ergibt

sich fir das monofunktionale Design eine deutliche Verschlechterung der resultierenden Struktur,
wie auch an den Abbildungen 6.6(a) und 6.7(a), welchelfisk = 40 pm bzw. dyox = 60 pm
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Abbildung 6.5: Abhangigkeit des bei optimal gewéhlter Belichtungszeit resultierenden Anteils der falsch
implementierten Abtastwerte vom Proximity-Abstand fir mono- und multifunktionales Design
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Abbildung 6.6: Ternéarisiertes Resistprofil fir monofunktionales (a) und multifunktionales Design (b) bei
einem Proximity-Abstand dpx = 40 um

resultieren, im Vergleich zu Abbildung 6.4(b) deutlich wird.

Zur Verbesserung des Toleranzverhaltens wurde entsprechend der multifunktionalen Modellie-
rung aus Abschnitt 6.1.1 ein Design fur drei optische Funktionen fur die Propagationsabstande
40 pm, 50 pm und60 pm Gber den PTDA aus Abschnitt 5.2 durchgefiihrt, bei dem die Mittel-
wertsbildung zwischen den einzelnen optischen Funktionen entsprechend des Schemas aus Glei-
chung (5.20b) durchgefiihrt wurde. Dabei wurde wie beim monofunktionalen Design eine Soft-
guantisierung auf zwei Amplituden- und vier Phasenstufen innerhalb von 10 Iterationen durchge-
fuhrt. Als Startverteilung wurde eine bindre Amplitudenmodulation entsprechend der Zielstruktur
von Abbildung 6.2 gewahlt. Abbildung 6.8 zeigt die auf diese Weise erhaltene Transmissionsfunk-
tion. In Abbildung 6.9 sind die simulierte Intensitatsverteilung sowie das ternarisierte Resistprofil
flr dprox = 50 um dargestellt.

Anhand der Abbildungen 6.5 — 6.7 kbnnen die Toleranzeigenschaften beider Designs mit-
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Abbildung 6.7: Ternéarisiertes Resistprofil fir monofunktionales (a) und multifunktionales Design (b) bei
einem Proximity-Abstand dpx = 60 pm
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Abbildung 6.8: Amplitude (a) und Phase (b) der bei einem multifunktionalen Design resultierenden Trans-
mission

einander verglichen werden. Es zeigt sich, dass die drei optischen Funktionen unterschiedlich
gut realisiert werden, wodurch sich fur das multifunktionale Design ein optimaler Proximity-
Abstandd,ox ~ 55 um ergibt. Dieser Effekt kann tiber eine Anderung der den optischen Funktio-
nen zugeordneten Propagationsabstande oder durch eine Priorisierung der optischen Funktionen
bei der Mittelwertsbildung entsprechend Gleichung (5.20b) bei Bedarf korrigiert werden.

6.2 Toleranzeigenschaften bezuglich globaler Hohenfehler und
Wellenlangenfehler

In Abschnitt 3.3 wurden verschiedene Ursachen fur globale Hoéhenfehler bei der Herstellung und
Anwendung von Strahlteilern genannt und ihre Auswirkung auf die optische Wirkung von Strahl-
teilern diskutiert. Laut Abschnitt 3.3.4 entsprechen Wellenlangenabweichungen in ihrer Wirkung
auf die Intensitatsverteilung zwischen den Ordnungen des Strahlteilers linearen Hohenskalierungs-
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Abbildung 6.9: Ausgangsintensitatsverteilung aus inkoharenter Simulation (a) und terndrisiertes Resist-
profil (b) fur das multifunktionale Design aus Abbildung 6.8 bei dem Proximity-Abstand dpox = 50 pm

fehlern, wobei jedoch im Fall von Wellenlangenabweichungen zusétzlich eine Skalierung der Si-
gnalebenenkoordinaten auftritt.

In diesem Abschnitt mdchten wir anhand eines speziellen zweidimensionalen Strahlteilungs-
problems demonstrieren, inwieweit die in dieser Arbeit vorgestellten Designtechniken zur Be-
rechnung von Strahlteilern eingesetzt werden kdnnen, welche ein optimiertes Toleranzverhalten
gegenuber globalen Hohenfehlern oder Wellenlangenabweichungen besitzen. Nach Betrachtung
der verwendeten Designmethoden in Abschnitt 6.2.1 untersuchen wir in Abschnitt 6.2.2 die re-
sultierenden Toleranzeigenschaften anhand einer Beispielanwendung, wobei experimentelle und
numerisch simulierte Ergebnisse verglichen und diskutiert werden.

6.2.1 Designmethoden

Laut Abschnitt 3.3.2 kann durch Multiplikation eines konstanten Phasente&)) zur Trans-
missionsfunktiort(x) eines Strahlteilers mit € W4 in vielen Fallen eine deutliche Verbesserung

des Toleranzverhaltens gegentber linearen Hohenfehlern erreicht werden. Durch einen zusétzli-
chen Designschritt, in welchem der optimale Phasenterm durch einen einfachen Suchalgorithmus
ermittelt wird, kdbnnen daher beispielsweise die Designverfahren aus den Abschnitten 3.1.4 und
4.3.2 hinsichtlich einer zuséatzlichen Optimierung der Toleranzeigenschaften erweitert werden. Ei-
ne weitere im Folgenden betrachtete Moglichkeit zur Toleranzoptimierung stellt die Verwendung
eines multifunktionalen Designverfahrens dar.

Globale Hohenfehler stellen einen Spezialfall der entsprechend Gleichung (2.49) durch einen
OperatorE beschriebenen Umsetzungsfehler dar. Obwohl bei der Beschreibung der beiden multi-
funktionalen Designverfahren in Kapitel 5 von der vereinfachten Modellierung (2.50) ausgegangen
wird, welche B = 1 impliziert, konnen diese Algorithmen auch fir die Optimierung der To-
leranzeigenschaften tberlappungsfreier Strahlteiler hinsichtlich globaler Héhenfehler Ubertragen
werden, da in diesem Fall beim Design vah; = 1 ausgegangen werden kann. Gleichung (2.49)
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vereinfacht sich somit zu

tou(1') = (B By (1)) (). (6.3)
:pﬂ’

was bei Substitution des modifizierten Propagationsoperators
B = Py Ej (6.4)

exakt dem Schema von Gleichung (2.50) entspricht und somit eine direkte Anwendung der Algo-
rithmen aus Kapitel 5 erméglicht.

Bei Annahme eines linearen Hohenfehles s fur die optische Funktion mit Index ergibt
sich

Byt = tns, (6.5)

Dabei kanny;, 5 entsprechend der Gleichungen (2.41) und (2.44) auch aus einer Abweichung zwi-
schen der fir die optische Funktion angenommenen Wellenlangad der beim Strukturdesign
verwendeten Referenzwellenlangg; resultieren. Unter Vernachlassigung der Dispersionsbezie-
hungn()) folgt in diesem Fall die Beziehung

Yiin,g = by (6.6)

Neben linearen Hohenfehlern sind fur mehrstufige Elemente auch globale Héhenfehler von Bedeu-
tung, welche bei Anwendung dbméren Maskentechnilesultieren. Dieser Begriff steht fur Her-
stellungsverfahren, bei denen Hohenprofile @hit= 2¢ Stufen ing Herstellungsschritten realisiert
werden, wobei in jedem Schritt eine binare Strukturierung aufgebracht wird, deren Tiefe jeweils
pro Schritt halbiert (oder verdoppelt) wird. Auch fur Hohenfehler, die bei Anwendung der bi-
naren Maskentechnik entstehen konnen, ist es moglich, Operaigrféin die einzelnen optischen
Funktionen zu konstruieren, welche eine Abbildung zwischen den beim Design angenommenen
Phasenquantisierungswerten und den auf Grund der Hohenfehler verfalschten Phasenwerten be-
wirken.

Die relative Genauigkeit der Hohenrealisierung ist besonders in dem Maskenschritt mit der
hochsten Strukturierungstiefe fur die optische Wirkung relevant. Den Maskenschritt mit der groR3-
ten Strukturierungstiefe, welche bei idealer Realisierung einer Phasenmodulatioanispricht,
bezeichnen wir im Folgenden mit Schritt #1. Schrittghtspricht demnach einer Phasenmodulati-
onumm/j.

Die in Kapitel 5 gefiihrten Konvergenzbeweise basierten unter anderem auf der Gultigkeit von
Satz 2.67, welcher die Erfillung der Eigenschaften (2.39) fir die verwendeten Propagationsopera-
toren verlangt. Falls ein Propagationsoperdtpdiese beiden Eigenschaften erfullt, folgt fur den
entsprechend Gleichung (6.4) konstruierten Oper@;fodie Gultigkeit der Eigenschaft (2.39a),
sofern £3 nur auf die Phase vohwirkt. Aufgrund der fur Exponenten kleiner eins auftretenden
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Vieldeutigkeit der Exponierung im Bereich der komplexen Zahlen kann jedochfimach Glei-

chung (6.5) furyi, 3 # 1 eine eindeutige Invertierbarkeit des Propagationsoperagbemtspre-

chend Eigenschaft (2.39b) nicht mehr gefolgert werden. Da Hohenfehler aus der bindren Masken-
technik eine Verallgemeinerung von linearen Hohenfehlern darstellen, kann von einer Erfillung
der Eigenschaft (2.39b) auch in diesem Fall nicht ausgegangen werden.

Obwohl somit die Konvergenz der multifunktionalen Designalgorithmen aus Kapitel 5 nicht
sichergestellt ist, kann ihr Einsatz beim Design von gegen Hohenfehlern toleranten Strahlteilern
dennoch sinnvoll sein, wie die folgenden Betrachtungen zeigen. Wir untersuchen die Anwendung
von drei verschiedenen Designalgorithmen beim Design eines speziellen zweidimensionalen 1-
zu-21-Strahlteilers, dessen Signalordnungen ein Quadrat mit fehlenden Eckpunkten beschreiben,
welches sich inc- und iny-Richtung jeweils zwischen der -2. und +2. Ordnung erstreckt (vgl.
Abbildung 6.11). Die Designs werden auf einem Raster 12 x 128 Abtastwerten fir acht
aquidistante Phasenquantisierungswerte unter Ausnutzung von Phasen-, Amplituden und Skalie-
rungsfreiheit durchgefihrt.

Fur das genannte Strahlteilungsproblem betrachten wir im Folgenden zwei Designs mit jeweils
verschiedenen Toleranzanforderungen: Das ist zum einen die Forderung nach einer Insensitivi-
tat gegentiber Hohenfehlern bei der binaren Maskentechnik. Die multifunktionalen Modellierung
erfolgt hierbei Uber flinf optische Funktionen, wovon eine fir den Fall einer idealen Hohenrealisie-
rung steht und die anderen vier dem Auftreten eines Hohenskalierungsfehlets Voentweder
in Maskenschritt #1 oder in Schritt #2 entsprechen.

Als Beispiel fur Insensitivitat bezuglich Wellenlangenabweichungen betrachten wir die Anfor-
derung, dass ein fUk,s = 632.8 nm realisierter Strahlteiler in einem Wellenlangenbereich von
594 nm bis 650 nm eine gute Uniformitat aufweisen soll. Hierbei verwenden wir eine Modellie-
rung mit drei optischen Funktionen fur die Wellenlangen 594 nm, 632.8 nm und 650 nm, wobei die
korrespondierenden Skalierungsfaktofighs entsprechend Gleichung (6.6) berechnet werden.

Das erste betrachtete Designverfahren entspricht dem Ablaufschema aus Abbildung 4.5 unter
Auslassung des Softquantisierungsschritts. Fur Signalphasensynthese, SNR-Optimierung und Ite-
ration mit verstarkten Projektionen werden 20, 100 bzw. bis zu 1000 Iterationen verwendet, wobel
die letztgenannte Iterationsphase entsprechend der Diskussion am Ende von Abschnitt 4.3.2 abge-
brochen wird, sobald kein Konvergenzbereich mehr gefunden werden kann.

In dem zweiten untersuchten Designverfahren wird zusatzlich zu den Iterationsschritten des er-
sten Verfahrens eine Suche nach einem die Toleranzeigenschaften optimierenden konstanten Pha-
senterm durchgefihrt, wobei als Suchkriterium der innerhalb des betrachteten Toleranzbereichs
auftretende maximale Uniformitatsfehler verwendet wird. Dabei werden im Sinne einer Rechen-
zeit sparenden Approximation nur die fur die oben beschriebenen optischen Funktionen resultie-
renden Uniformitatsfehler betrachtet.

Das dritte betrachtete Designverfahren ist identisch mit dem zweiten bis auf Anwendung des
PTDAs in den Iterationsphasen der SNR-Optimierung sowie der Anwendung verstarkter Projek-
tionen, wobei die oben beschriebene multifunktionale Modellierung verwendet wird.

Abbildung 6.10 zeigt die bei Durchfihrung von jeweils 100 Designs fir die drei betrachteten
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Abbildung 6.10: Verteilung des innerhalb des Wellenlangenbereichs A € [594 nm, 650 nm| erreichten
maximalen Uniformitatsfehlers. Es werden die drei im Text beschriebenen Designstrategien untersucht,
wobei zur Ermittlung der Ergebnisverteilung jeweils 100 Designs mit zufallig gewahlten Startverteilungen
durchgefuhrt werden.

Designverfahren resultierende Ergebnisverteilung hinsichtlich des innerhalb des Wellenlangenbe-
reichs) € [594 nm, 650 nm] auftretenden maximalen Uniformitéatsfehlers. Es zeigt sich, dass schon
durch Multiplikation eines toleranzoptimierenden Phasenterms eine deutliche Verbesserung der
Ergebnisverteilung erreicht werden kann, wobei die Hinzunahme der beschriebenen multifunk-
tionalen Optimierung eine weitere Verbessung der Ergebnisverteilung erméglicht und somit ein
deterministischeres Auffinden toleranzoptimierter L6sungen erméglicht.

6.2.2 Vergleich zwischen simulierten und experimentellen Ergebnissen

In diesem Abschnitt betrachten wir drei verschiedene Lésungen fiir das im vorangegangenen Ab-
schnitt beschriebene 1-zu-21-Strahlteilungsproblem. Design A stellt hierbei eine effizienzoptimier-
te Losung des monofunktionalen Designs ohne Bertcksichtigung von Toleranzeigenschaften dar.
Design B wurde uber ein multifunktionales Design mit anschlieRender Aufmultiplikation eines
optimalen Phasenfaktors fiur die im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Toleranzanforde-
rungen beziglich Hoéhenfehlern bei der bindren Maskentechnik durchgefiihrt. Zur Ermittlung von
Design C wurde dieselbe Designmethode zur Erlangung eines gegenuber Wellenlangenfehlern to-
leranten Designs angewandt, wobei Wellenlangenbereich und multifunktionale Modellierung der
im vorangegangenen Abschnitt gegebenen Spezifikation entsprechen. Fur die Designs B und C
wurden jeweils Lésungen mit besonders guten Toleranzeigenschaften und gleichzeitig relativ gu-
ten Effizienzen ausgewahlt.

Tabelle 6.1 zeigt in der 5. — 7. Spalte die fir den Fall einer idealen pixelierten Realisierung der
drei Designs resultierenden Werte fir Fenstereffizigiz UniformitatsfehlerEy,is bzw. relativer
Intensitat der nullten Ordnung. Bei der Simulation der Fenstereffizienz wurden hierbei die bei
zwei unbeschichteten Grenzflachen entstehenden Reflexionsverluste beriicksichtigt, was in diesem
Fall zu einer Effizienzreduktion um etwa 6 % fuhrt.

Die drei Strahlteilerdesigns wurden jeweils lithografisch unter Verwendung der bindren Mas-
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Ho6henfehler Simulation ohne Simulation mit Labor-

_ Maskenschritt Hohenfehler Hohenfehlern messungen
Design

Mwin | Bunit | Lo || win | Eunit | Lo || 7win | Eunit | Lo
[%] | [%0] [%] | [%0] [%] | [%0]
A 1.05|/1.04|1.02| 82.4| 0.7 |0.99| 82.2|30.7|1.62|82.6|36.4|1.71
B 1.05/1.05/0.98| 81.3| 0.4 {0.99|81.0| 9.1 |1.07|80.9| 89 |1.12
C 1.01/1.00|1.01) 78.7| 3.4 | 0.95]| 78.7| 2.4 | 0.97| 78.6| 6.7 | 0.93

#1 | #2 | #3

Tabelle 6.1: Simulierte und gemessene Werte fir Fenstereffizienz nyin, Uniformitatsfehler Fynis und rela-
tive Intensitat der nullten Ordnung I fur die drei betrachteten Designs. Die Simulationen und Messungen
wurden fir die beim Design angenommene Referenzwellenlange Aref = 632.8 nm durchgefiihrt.

kentechnik mit einer PixelgréRe vai: = oy = 3 pm in Quarz hergestellt. Die dabei fur die
einzelnen Maskenschritte aufgetretenen Héhenfehler sind in deni$@altd der abelle 6.1 als
Quotienten zwischen Ist- und Soll-Ho6he angegeben. Die angegebenen Messungen wurden nach
jedem Maskenschritt an genau einem Messpunkt innerhalb jedes Strahlteilers durchgefihrt und
besitzen eine relative Genauigkeit von ca. 5%. Unter Einbeziehung dieser Hohenfehler in die Si-
mulation resultieren die in den Spalten 6 — 8 angegebenen Werng;fiiFni: und .

Die drei letzten Spalten von Tabelle 6.1 enthalten die fur die hergestellten Strahlteilerelemente
gemessenen Ergebnisse. Zur Ermittlung dieser Werte wurde die absolute Leistung in den einzelnen
Signalordnungen sowie die Leistung des Laserstrahls Uber ein Photometer mit einer geeigneten
Lochblende gemessen. Dabei wurde fir jede Leistungsmessung die Blendenposition zur Maxi-
mierung der gemessenen Leistung feinjustiert, was zu einem zufélligen relativen Fehler fur die
einzelnen Leistungsmessungen von etwa 2 % flhrt.

Die in Tabelle 6.1 auftretenden Unterschiede zwischen gemessenen und simulierten Ergebnis-
se beschranken sich primar auf die Werte Fjgi¢ und I,. Als Ursache hierfir kommen neben
den im vorangegangenen Abschnitt diskutierten Messfehlern vor allem Herstellungsfehler in Be-
tracht. Aufgrund der endlichen Uberdeckungsgenauigkeit zwischen den einzelnen Maskenschrit-
ten entstehen in der Hohenstruktur ungewollte Stege mit kleiner lateraler Ausdehnung, welche die
optische Wirkung verfalschen kdnnen. Die relativen Intensitaten der einzelnen Signalordnungen
wird auch durch die nicht ideale Realisierung der Flankenwinkel der Strukturen beeinflusst. Eine
Hauptursache fir die beobachteten Abweichungen zwischen experimentellen und simulierten Wer-
ten fur I, stellt die inhomogene laterale Verteilung der Atztiefe innerhalb der einzelnen Masken-
schritte dar, deren Auftreten auch daran erkennbar ist, dass die drei Strahlteiler trotz gemeinsamer
Herstellung auf einer Quarzplatte die in Tabelle 6.1 angegebenen unterschiedlichen Hohenfehler
aufweisen.

Abbildung 6.11 zeigt die mit einer CCD-Kamera aufgenommene Intensitatsverteilung fir den
nach Design A hergestellten Strahlteiler. Der auf Grund von Herstellungsungenauigkeiten entstan-
dene Uniformitatsfehler von etwa 36 % ist visuell in diesem Fall kaum sichtbar. Die teilweise
zwischen den auf einem &quidistanten Raster liegenden Ordnungen beobachtbaren zuséatzlichen
Spots resultieren aus Mehrfachreflexionen innerhalb des unbeschichteten Strahlteilerelements.
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Abbildung 6.11: Mit einer CCD-Kamera aufgenommene Intensitatsverteilung fur den entsprechend De-
sign A hergestellten Strahlteiler. Innerhalb des schraffiert markierten Bereichs befinden sich die 21 Sig-
nalordnungen.

In Abbildung 6.12 ist die fur die Designs A und B resultierende Verteilung des Uniformitéts-
fehlers in Abhangigkeit von Hohenfehlern in den Maskenschritten #1 und #2 dargestellt. Die von
den einzelnen Konturlinien umschlossene Flache stellt ein Mal? fur die Toleranzeigenschaften des
jeweiligen Designs dar. Fur das Design B ist somit eine deutliche Verbesserung der Toleranzeigen-
schaften im Vergleich zu Design A erkennbar.

Da bei der Herstellung der Strahlteilerelemente fir die Designs A und B entsprechend Tabel-
le 6.1 in den hauptséchlich relevanten Maskenschritten #1 und #2 etwa gleiche Hohenfehler ent-
standen sind, ist eine gute Vergleichbarkeit der fir beide Strahlteiler gewonnenen experimentellen
Ergebnisse gewéhrleistet. Es ergibt sich somit entsprechend Tabelle 6.1 durch Anwendung eines
toleranzoptimierten Designs in diesem Beispiel eine praktische Verbesserung des Uniformitatsfeh-
lers von 36.4 % auf 8.9 % bei einer Effizienzeinbul3e von 1.5 %. Bei einer genaueren Realisierung
der Profilnéhen in den einzelnen Maskenschritten kann auch ein deutlich niedrigerer Uniformitéts-
fehler praktisch erreicht werden.

Fur das hinsichtlich der Toleranzeigenschaften gegeniber Wellenlangenabweichungen opti-
mierte Design C sind in Abbildung 6.13 die simulierten Verlasfg:(\) und I(\) mit den fur die
Wellenldngen 594 nm (He-Ne-Laser gelb), 632.8 nm (He-Ne-Laser rot) unthtflaserdioden-
modul PM03/5384 von Power Technology Inc.) gemessenen Werten gegentibergestellt, wobei eine
sehr gute Ubereinstimmung zwischen den unter Berlicksichtung der aufgetretenen Hohenfehler
gewonnenen Simulationsergebnissen und den Messresultaten besteht.

Die aus einer Simulation unter Annahme einer fehlerfreien Realisierung fir das Design A resul-
tierenden Kurven sind ebenfalls in Abbildung 6.13 gezeigt und verdeutlichen die fir das Design C
im Vergleich zu Design A deutlich verbesserten Toleranzeigenschaften hinsichtlich Wellenlangen-
abweichungen: Wahrend fur das Design A in dem betrachteten Wellenlangenbereich Uniformi-
tatsfehler von tber 35 % simuliert werden, liegt der fur Design C auftretende Maximalwert unter
8%. Aufgrund der oben diskutierten Herstellungsfehler liegen die fir Design C tatsachlich ge-
messenen Uniformitatsfehler von bis zu 14.3 % etwas tber den simulierten Werten, wobei jedoch
selbst diese Messergebnisse noch eine klare Verbesserung des Toleranzverhaltens gegentber de
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Abbildung 6.12: Verteilung des Uniformitatsfehlers in Abhangigkeit von Héhenfehlern in den Masken-
schritten #1 und #2. Der schraffierte Bereich entspricht dabei dem Wertebereich beider Hohenfehler,
innerhalb dessen ein Uniformitatsfehler von weniger als 5% resultiert. Die Kreuze markieren jeweils die

Positionen in beiden Diagrammen, welche den bei der Herstellung der Strahlteiler entstandenen Hohen-
fehlern entsprechen.

Simulationsergebnissen fir Design A darstellen. Da bei der praktischen Realisierung von Design A
entsprechend Tabelle 6.1 deutliche Hohenfehler aufgetreten sind, kdbnnen hiermit erzielte Messer-
gebnisse nicht sinnvoll in diesen Vergleich einbezogen werden.

In Ubereinstimmung mit der Diskussion der KurvByivyin) in Abbildung 3.10 wird in Abbil-
dung 6.13(b) wiederum deutlich, dass fir die Erreichung guter Toleranzeigenschaften bei Strahl-
teilern mit0 € Wsjg der Verlaufly(\) innerhalb des betrachteten Toleranzbereichs ein Minimum
besitzen sollte. Fur das Design C liegt dieser Minimalwert Yosogar unter dem Sollwert, was
den fur\ = A\ Simulierten Uniformitatsfehler von 3.4 % erklart, welcher auf Kosten eines héhe-
ren Uniformitatsfehlers an den Grenzen des betrachteten Bereichs vermeidbar gewesen wére.
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Abbildung 6.13: Abhangigkeit zwischen Unifomitatsfehler (a) und skalierter Intensitat der nullten Ordnung
(b) simuliert fur die Designs A und C im Vergleich zu den an drei diskreten Wellenlangen fiir Design C
gemessenen Werten



Kapitel 7
Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde der Einsatz von Projektionsalgorithmen im wellenoptischen
Transmissionsdesign untersucht, wobei der Schwerpunkte entsprechend der Aufteilung in die Ka-
pitel 3 — 6 gesetzt wurden auf

 das Design diffraktiver Strahlteiler,
« die Verbesserung von Konvergenzeigenschaften durch Anwendung verstéarkter Projektionen,
* die Entwicklung multifunktionaler Designstrategien sowie

+ die Verbesserung von Toleranzeigenschaften tber multifunktionale Optimierung.

Die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit kdnnen in den folgenden Punkten zusammengefasst wer-
den:

1. Design diffraktiver Strahlteiler fiir beliebig positionierte Signalordnungen: Nachdem

in Abschnitt 3.1 das im Rahmen dieser Arbeit erganzte Konzept zur Modellierung diffraktiver
Strahlteilungsprobleme dargestellt wurde, wobei in Abschnitt 3.1.3 insbesondere die fir die Wahl
der Abtastparameter relevanten Kriterien diskutiert wurden, erfolgte in Abschnitt 3.2 eine schritt-
weise Erweiterung dieses Konzepts hinsichtlich einer Aufhebung der fur die Positionierung der
Signalordnungen bestehenden Einschrankungen. Es wurde dabei zunachst in Abschnitt 3.2.1 der
Ubergang zu nichtiiberlappungsfreien Strahlteilern diskutiert, bevor in Abschnitt 3.2.2 ein neues
Designverfahren entwickelt wurde, welches die vdllig freie Positionierung der Signalordnungen
erlaubt. Da dieses Verfahren ebenfalls auf Projektionsalgorithmen basiert und den Einsatz von
schnellen Fouriertransformationen in einem Grol3teil seine Iterationen erlaubt, bleibt der damit
verbunden Rechenaufwand in einem Rahmen, der vielfaltige praktische Anwendungen erlaubt.
Ein derart berechneter Strahlteiler wurde entsprechend Abschnitt 3.2.3 auch experimentell Uber-
pruft.

2. Toleranzeigenschaften von Strahlteilern: Die Toleranzeigenschaften von Strahlteilern wur-

den in Abschnitt 3.3 diskutiert. Insbesondere erfolgte in den Abschnitten 3.3.1 und 3.3.2 eine Un-
tersuchung der Fragestellung, in welchem Mal3e eine Insensitivitat hinsichtlich globaler Hohen-
fehler idealerweise erreicht werden kann. In Abschnitt 6.2 werden die im Rahmen dieser Arbeit
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entwickelten Designanséatze verglichen, wobei die fur die betrachteten Beispielanwendungen be-
rechneten und hergestellten Strahlteiler in Abschnitt 6.2.2 auch experimentell verifiziert wurden.

3. Begrenzbarkeit der maximalen Intensitat von Rauschordnungen: In Abschnitt 3.4 wur-

den Ansatze zur Begrenzung der maximalen Intensitat der Rauschordnungen demonstriert. Die
Anwendbarkeit der gezeigten Methoden wurde in Abschnitt 3.4.4 auch experimentell nachgewie-
sen.

4. Ausnutzung verstarkter Projektionen zur Verbesserung von Konvergenzeigenschaften:

In Kapitel 4 wurden Moéglichkeiten zur Verbesserung der Konvergenzeigenschaften von Projekti-
onsalgorithmen untersucht und zwei Verfahren zur Steuerung der Projektionsstarke wahrend der
Iteration entwickelt. Die in dem flr die beiden Verfahren jeweils geeigneten Anwendungsbereich
typischerweise resultierende Verbesserung der Konvergenzeigenschaften wurde anhand von Bei-
spielanwendungen demonstriert.

5. Verfahren zum Multifunktionalen Transmissionsdesign: In Abschnitt 5.1 wurde gezeigt,

wie mit dem parallelen Multiprojektionsalgorithmus ein bekannter Grundansatz fur die Konstruk-
tion von Projektionsalgorithmen zur Losung multifunktionaler Transmissionsdesignprobleme an-
gepasst werden kann. In Abschnitt 5.2 wurde mit dem parallelen Transmissionsdesignalgorithmus
ein hierzu alternatives Verfahren entwickelt, dessen Vorteile gegentber dem parallelen Multipro-
jektionsalgorithmus in den Abschnitten 5.2.1 und 5.3 gezeigt wurden.

6. Proximity Printing:  In Abschnitt 6.1 wird mit der Berechnung komplexwertiger Transmis-
sionsmasken fur die Fotolithografie eine weitere experimentell verifizierte Beispielanwendung fur
den Einsatz von Projektionsalgorithmen im Optikdesign betrachtet. Es wurde dabei gezeigt, dass
durch den Einsatz wellenoptisch berechneter Belichtungsmasken mit komplexwertigen Transmis-
sionsfunktionen eine deutliche Verbesserung der erzielbaren Auflésung gegeniber konventionellen
bindren Amplitudenmasken erreicht werden kann. In Abschnitt 6.1.3 wurde weiterhin die Moglich-
keit einer Verringerung der Sensitivitat gegen Abweichungen des Proximity-Abstands tber den
Einsatz des parallelen Transmissionsdesignalgorithmus nachgewiesen.



Anhang A

Beweise und Ableitungen

A.1 ZuKapitel 2
A.1.1 Beweis zu Satz 2.16

Satz 2.16Algorithmug2.14)konvergiert beztglich des SDEs aus Gleich(fhg1) d. h. furn > 1
gilt die Konvergenzbedingur(@.15)

Beweis: Aus Gleichung (2.14) folgt fiin > 0

Entsprechend Gleichung (2.11) erhalten wir

J(u™ V) = a1, v w0 4 d(, w4 (D), (A.2a)
J(I w™ V) = d(, T o™ T o) + d(T, T ™Y 11, uvD)
= d(TI, I, w7V 1 »™Y)  [wegen Gleichung (2.8)] (A.2b)

sowie

J(u™) = d(T; T T ™Y T, T ™) + d(T, Ty T w™Y T, T, u(™D)
= d(Hl I, I1, U(n_l), 1L, I, U(n_l)). (AZC)

Betrachten wir zun&chst den ersten Summanden auf der rechten Seite von Gleichung (A.2a) sowie
Gleichung (A.2b). Aufgrund der Abstandsminimierungseigenschaft (2.3) des Projektionsopera-
torsIl,, welcher auf das Elemeil; «("!) angewendet wird, folgt mit Gleichung (A.1) fiir> 1

d(Ty T1; ™Y 1 oY) < d(MTy w4 () (A.3)
und damit

J(I ™Dy < J(u™D). (A.4)
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Betrachten wir nun die Gleichungen (A.2b) und (A.2c). Aufgrund der Abstandsminimierungsei-
genschaft (2.3) des Projektionsoperathrs welcher auf das Elemert, IT; «(™" angewendet
wird, folgt mit IT; (1 € M, firn > 1

J(u™) < J(; w™V). (A.5)

Zusammen mit Gleichung (A.4) folgt somit die Gliltigkeit von Satz 2.16. |

A.1.2 Beweis zu Satz 2.67
Satz 2.67 Der OperatorIl; nach Gleichung2.66a)definiert eine Projektion aufM; gemaf
Gleichung(2.65a) sofern der Propagationsoperatétdie Eigenschafte(2.39)erflllt.

Beweis: Wir betrachten hierzu ein Element € M, und treffen fir einen indirekten Beweis die
Annahme

llu —u'|| < ||u—TI; ul]. (A.6)

Wegenu' € M, existiert ein Elementg, € Msjg mit

u' = P lugy. (A.7)
Durch Anwendung der Gleichungen (2.39) ergibt sich somit

[lu— /|| = 77| Pu— | und (A.82)

llu — My u|| =] Pu — Hgig Pul|. (A.8b)

Aufgrund der Abstandsminimierungseigenschaft (2.3) des Projektionsopdiafgraelcher auf

das Elemenfu angewendet wird, folgt mitg, € Miig
|| Pu—Tlsig Pul| <[] Pu — uggy |- (A.9)

Wegen~ > 0 resultiert somit aus den Gleichungen (A.8) und (A.9) im Gegensatz zur Annah-
me (A.6)

[ = 0y ] < Ju — ] (A.10)

A.1.3 Beweis zu Satz 2.68

Satz 2.68 Der OperatorIl, nach Gleichung2.66b)definiert eine Projektion auiM, gemaf
Gleichung(2.65b) sofernllya, €in punktweise abstandsminimierender Projektionsoperator auf
Mtran |St.
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Beweis: Wir betrachten hierzu ein Elemeat € M, und treffen flr einen indirekten Beweis die
Annahme

[lu — ] < |Jlu— My ul|. (A.11)
Wegenu' € M, existiert ein Element’ € M, mit

u = upnt. (A.12)
Unter Ausnutzung der Gleichungen (A.12) und (2.66b) erhalten wir

|lu— /|| = || win(tigu —t)||  und (A.13a)

|lu — T uf| = || win(uin t — Tyanuin w)]|- (A.13b)
Aust’ € My, folgt

|| tin w0 = Tiran i ul| <[] wig u —¢]]. (A.14)

Da Iy laut Voraussetzung punktweise abstandsminimierend ist, folgt mit Gleichung (2.7) und
t' € Myanfur alle Positionen:

| win(2) " u(@) — Tyan tin (2)u(@)|* < [uin(z) " u(z) — t'(2)]*. (A.15)
Betrachten wir die Gleichung (A.13a) fuir die Positiorerhalten wir
| win (@) (win(2) " u(z) — (@) = | win(2)]?| win(2) " u(z) — ' (2)[? (A.16)
Wegen| ui,(x)|? > 0 folgt mit Gleichung (A.15)
| win(2) (win(2) " u(z) — (@) = | win(2) ]| win(2) " u(z) — ' (2)[?
> | win(2)[*] win(2) () — (Myan uin u) ()]
= | uin(@) (uin(z) " u(@) — (Myan i u)(2))[*. (A.17)

Aus dem Vergleich der Gleichungen (A.13) mit Gleichung (A.17) folgt im Widerspruch zur An-
nahme (A.11)

/|| > [lu — Ty ul|. (A.18)
[ ]

A.2 Zu Kapitel 3

A.2.1 Ableitung von Gleichung (3.47)

Laut Abschnitt 3.3.2 stehen bei mehrstufigen Strahlteilerelementefn mit)Vgy die tber die
Gleichungen (3.44b) und (3.44c) gegebenen Vektarebzw. 1, ndaherungsweise senkrecht auf-
einander. Bei Vernachléassigung der Abhéngigkeity;» ) folgt somit aus Gleichung (3.44a) nahe-
rungsweise die Beziehung

(Alp)g=1  (20|*)g=1
- : A.19
(AIO)q:q’ (|ﬁ0|2)q:q’ ( )
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Betrachten wir zunachst den Fall= 2, so ergibt sich bei Berticksichtigung von Gleichung (3.45)

(Aly)g=1 _ 2(1 + cos yin 7)[(70) g=1]* (A20)
(Alp)g=z  2(1 + cosyin ™) (AG + A7 + 2797 cos W)’ -

Dabei beziehen sich dig; im Nenner auf das Design mjt= 2. Wenn wir im Folgenden davon
ausgehen, dass Zahl der Abtastwertan beiden betrachteten Designs gleich sind and< n,
gilt, kann

(0)g=1 = fo + My (A.21)

angenommen werden. Somit folgt

(Alp)g=1 (T + 11)?

= _ A.22a
(Alo)q:g ﬁg + ﬁ% + Qﬁoﬁl COS Aﬂ%’ﬂ' ( )
: —1
= [1 +2a(a — 1)(1 — cos %W) mit (A.22Db)
a=_—"0_ (A.22¢)
ng + Ny

Gleichung (A.22b) wird flry = 1/2 minimiert, was dem Falk, = 7, entspricht. Demnach sind

die Toleranzeigenschaften eines vierstufigen Designs tendenziell dann am besten, wenn die vier
Quantisierungswerte gleichmafig genutzt werden. Zur Charakterisierung der maximal erreichba-
ren Verbesserung der Toleranzeigenschaften durch ein vierstufiges Desigp mait setzten wir

in Gleichung (A.22b)yy = 1/2 und~;;, = 1 ein und erhalten

(AIO)(]=1 o
7(A10)q=2 = 2. (A.23)

Im Folgenden besteht das Ziel, derartige Quotienten fur beliebige \Wette’ abzuleiten. Hiezu
stellen wir zunachst fest, dass der Nenner von Gleichung (A.22a) der Addition zweier Vektoren
mit Langen proportional za, undn, entspricht, zwischen denen ein Winkel vop = /2 aufge-
spannt wird. Wahrend bei = 2 die beiden Vektoren fur die Quantisierungswejtg, p2} und

{p1, p3} stehen, kann bej = 3 &hnlich vorgegangen werden, indem Vektoren{fiif, p2, ps, ps }

und {p1, ps3, ps, pr} konstruiert werden, die dann einen Winkgl /4 aufspannen. Fur beliebige

q = ¢ ergibt sich somit als Verallgemeinerung von Gleichung (A.22b)

(AIO)(Fq/fl

AAN [1+2a(a = 1)(1 = cos(2 ™+ o )| o (A.24)

wobeia analog zu Gleichung (A.22c) das Verhaltnis zwischen der Lange des ersten Vektors und
der Summe der Langen beider Vektoren bezeichnet. Da dieser Ausdruck wiederara=fiiy 2
minimiert wird, lasst sich die im Zusammenhang mit Gleichung (A.22c) getroffene Aussage ver-
allgemeinern, d. h. um gute Toleranzeigenschaften zu erreichen sollten die verschiedenen Quanti-
sierungswerte maglichst gleichmaldig genutzt werden.

Durch Einsetzen von = 1/2 sowiev;, = 1 in Gleichung (A.24) erhalten wir in Verallgemei-
nerung von Gleichung (A.23) die in Abschnitt 3.1.3 verwendete Gleichung (3.47).
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A.2.2 Beweis zu Satz 3.26

Satz 3.26 Der auf Basis eines bezuglich der Noriraus Gleichund2.6) abstandsminimieren-
den Projektionsoperatord; : M — M, entsprechend Gleichun@.24) konstruierte Operator
I, = II" definiert eine beziiglich abstandsminimierende Projektion auf die Menygt, aus
Gleichung(3.25)

Beweis: Wir betrachten ein Elemen € M, mit
to =Tlat = T [t + tg] — t4. (A.25)

Zum Nachweis der Abstandsminimierung gentgt es zu zeigen, dass fir ein beliebiges Element
t, € M, die Bedingung

d(ta,d) < d(ty,t). (A.26)
gilt. Wegent,, € M, existiert ein Element; € M; mit

ty =t) — tg. (A.27)
Des Weiteren betrachten wir ein Elemeéne M; mit

ty = T4 [t + 4], (A.28)
wobei wegen Gleichung (A.25)

bty =t —tg (A.29)

folgt. Aufgrund der Definition der Metrik in Gleichung (2.6) resultiert aus den Gleichungen (A.29)
und (A.27)

d(tg, t) = d(tl — g, t) = (tl, t+ td) bzw. (ABO)

Wegen der AbstandsminimierungseigenschaftMeriolgt aus Gleichung (A.28)
d(ty, t+tg) < d(t),t+tg). (A.32)

Unter Benutzung der Gleichungen (A.30) und (A.31) zeigt sich die Aquivalenz der Ungleichun-
gen (A.26) und (A.32) und somit die Guiltigkeit der Behauptung. |

A.3 Zu Kapitel 4

A.3.1 Ableitung der Gleichungen (4.15)
Wir stellen im Folgenden einen Ansatz vor, welcher nach Iteratieme Approximation

ol () &~ o™ () (A.33)

appr conv
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ermittelt und die Projektionsstarkeé™+!) der darauf folgenden Iteration anhand des Maximums
von vappr()\) bestimmt. Da dies fur die erste Iteration noch nicht moglich ist, setzen wir hierbei

A0 =1, (A.34)

Mit der Beziehung (4.11) wurde in Abschnitt 4.1.2 eine untere Abschatzunégﬁj(r)\ abgeleitet.

Die approximative Modelllerungappr(A) konstruieren wir durch Ubernahme des ersten Terms auf
der rechten Seite der Ungleichung (4.11) unter Hinzunahme eines Korrekturterms proportional zu
A2

vl N) = (1= [1 = aAP) J(ugi”)? = A2, (A.35)

Der Korrekturtermg\? ist motiviert durch die Annahme, dass der Tefimnise||? in Unglei-
chung (4.11) naherungsweise quadratisch)Xnatinimmt. Fiir\ = 0 ergibt sich die exakte Uber-
einstimmung

vion0) = vip(0) = 0. (A.36)

Die gesuchte Projektionstarké”+!) wird als Maximalstelle der Kurveappr( ) gewabhlt, d. h.

0
9w

O\ appr()‘) = O})\:)\(n-kl)' (A.37)

Durch Einsetzen von Gleichung (A.35) ergibt sich Gleichung (4.15a).
Die Parameter und 5 kdnnen — wie im Folgenden gezeigt wird — akﬁt, u(oﬁtl) und A(™
berechnet werden. Zur Ermittlung vanschreiben wir zunéachst Gleichung (4.4) um in

U noise = UE)TJ)t - UE)TLLJ_tl) -« )\(n)(Hsig UE)TLLJ_tl) - UE)TLLJ_tl))- (A-38)

Ahnlich wie bei der Ermittlung des optimalen Skalierungsfakteia Gleichung (2.52) lasst sich
der Paramete® zur Minimierung von|| uneise|| @bleiten, wobei Gleichung (4.15b) resultiert.

Durch Einsetzen vom in Gleichung (A.35) resultiert unter der Annahme valg), = v;ggr
Gleichung (4.15c) zur Berechnung des Parameters

Mit den Gleichungen (4.15) haben wir somit ein Schema zur Berechnung ol als Ap-
proximation der in Iteratiorin + 1) optimalen Projektionsstérke konstruiert. Dabei wird auf die
Ausgangsfeldeuout, u(o’ﬁtl) sowie auf die Projektionsstarké™ zuriickgegriffen.

Zur Uberprifung der zu Grunde liegenden Modellierung (A.35) betrachten wir in Abbildung A.1
die Abhangigkeit zwischen dem entsprechend Gleichung (4.15a) ermittelter\Wert und der
Projektionsstarke (™ der vorangegangenen lteration fiir die vier bereits in Abbildung 4.1 unter-
suchten Iterationszusténde. Idealerweise sollten sich unabhangig von dexWdtit A(*+1) die
jeweilige optimale Projektionsstérke,: ergeben, welche sowohl in den Diagrammen von Abbil-
dung 4.1 als auch in Abbildung A.1 als gestrichelte Linie eingezeichnet wurde. In den Diagrammen
von Abbildung A.1 treten jeweils nur relativ leichte Abweichungen von diesem Idealwert auf, was

eine Bestatigung der Modellierung (A.35) darstellt.
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Abbildung A.1: Entsprechend Gleichung (4.15a)ermittelte Approximation der optimalen Projektionsstar-
ke A("+1) in Abhangigkeit von der Projektionsstéarke A der vorangegangenen lteration fir die in Abbil-
dung 4.1 betrachteten Iterationszustande

A.4 Zu Kapitel 5
A.4.1 Beweis zu Satz 5.8

Satz 5.8 Der Uber die Gleichunge(b.7) definierte Operatoﬁ2 bewirkt eine Projektion auf die
durch Gleichund5.6b)gegebene Meng@l/g.

Beweis: Wir betrachten
v = yu. (A.39)
Im Vergleich von Gleichung (5.7a) mit der Mengendefinition (5.6b) folgt

v E M. (A.40)

Es bleibt daher gemalR Gleichung (2.3a) zu zeigen, dass

d(u,v) = min d(u,v’), (A.41)
v'eMaz

wobei die Metrikd : HY x H" — R durch Gleichung (2.20) gegeben ist.
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Entsprechend der im Zusammenhang mit Gleichung (2.7) getroffenen Diskussion stellt die
punktweise Abstandsminimierung, welche sich fur eine Positidarstellen lasst als

Z|uj 7)|* = min Z|uj 7)|?, (A.42)

’UEMQ,L- 1

eine hinreichende Voraussetzung fur die Erfillung der Abstandsminimierungseigenschaft (A.41)
dar. Unter Berucksichtigung der Darstellungsform (5.6b) der ElemerteM, kénnen wir Glei-
chung (A.42) umformen in

N
Zl [uj(z) — ty(z)uin j(z)> = rzne%l Z luj(z) — zuin;()]*  bzw. (A.43)
J:
N
to(z) = argrgin D fui(e) = 2 uin ()], (A.44)
ze j=1
Wir konstruieren im Folgenden
2/ = argmin Z luj(z) — 2 uin ;(x)]? (A.45)

zeC
fur eine Position:, um zu zeigen, dass hierbei mit
to(z) = 2/ (A.46)

die Behauptung (A.44) und somit die Gultigkeit von Satz 5.8 folgt.

Unter Zuhilfenahme der Zerlegung venc C in Real- und Imaginartei; = a +ib (a,b €
R), fahren wir fur den auf der rechten Seite von Gleichung (A.45) zu minimierenden Term die
Abkiirzungd(a, b) ein, d.h,

Z uj(z) — (a + ib)uin ()] (A.47)

Zur Berechnung der Minimierung in Gleichung (A.45) betrachten wir die partiellen Ableitungen
vond(a, b) nacha undb. Firr die ersten Ableitungen ergibt sich

0

%J(a, b) :; [2aluin ;(z)]* — 2Re(uj, ;(z)u;(z))]  und (A.48a)
%d(a b) =Y [2buin;(x)]> — 21m (uj, ;(z)u;(2))]. (A.48b)

1

J

Fir die zweiten Ableitungen resultiert

2 N
——d(a,b) =2 Z |tin ;(z)[>  und (A.49a)

——d(a,b) = 22|u,n] . (A.49Db)
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Da die in den Gleichungen (A.49) gegebenen zweiten Ableitungen nichtnegativ sind, kann durch
Nullsetzen der ersten Ableitungenin den Gleichungen (A.48) die Minimierung in Gleichung (A.45)
geldst werden, d. h.

9 -

0= 5-dab) . (A.50a)
9 -

0= <. b)’bzb/. (A.50b)

Somit ergibt sich

o Lo Re(up(@)u ()] (A51a)

> luin ()2
o Im (g (@)uy(2))]
yo= = 32 . (A.51b)
Zj:l |tin,j ()]
Aus der Aquivalenz der Gleichungen (A.51) mit Gleichung (5.7b) folgt die Gultigkeit der Behaup-
tung (A.46) und damit Satz 5.8. |

A.4.2 Beweis zu Satz 5.25

Satz 5.25 Der Operatorﬁ2 gemald Gleichungb.24b)definiert einen punktweise abstandsmini-
mierenden Projektionsoperator afl, aus Gleichund5.23b)

Beweis: Wir betrachten

v = ILu. (A.52)
Durch Vergleichen der Definitionen (5.24b) und (5.23b) erkennen wir

v E M. (A.53)

Wir weisen im Folgenden die punktweise Abstandsminimierungﬁ@nach, woraus zusammen
mit der Beziehung (A.53) die Behauptung von Satz 5.25 folgt.

In Abwandlung von Gleichung (A.44) lasst sich die Forderung nach punktweiser Abstandsmi-
nimierung fur eine Positiom schreiben als

N
ty(x) = argmin  ~ |u;(x) — zui (). (A.54)
z€C:|z|=1 =1
Wie schon im Beweis zu Satz 5.8 filhren wir eine Abkiirzuhfiir den auf der rechten Seite
von Gleichung (A.54) zu minimierenden Term ein, wolbiadiesmal jedoch in Abhangigkeit der
Polarkoordinaten und ¢, welche sich aus der Zerlegung= rexp(i¢) (r,¢ € R) ergeben,
dargestellt wird:

d(r,¢) = |ug(x) — rexp(io) ting(x)]’. (A.55)
B=1
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Durch Anwendung elementarer Umformungen folgt aus Gleichung (A.55)

B

d(r, ) = 3 [lua(@)? + 7| thn s() * +

B=1
— 2r(cos ¢ Refug(x)] Re[uin 5(2)] + sin ¢ Im[ug(x)] Re[uin ()] +
+ cos ¢ Im[ug(z)] IM[uin g(z)] — sin ¢ Rug(x)] Im[uinﬁ(x)])] . (A.56)

Gleichung (A.56) kann umgeformt werden in

d(r,¢) = d.(r) + rdg(¢) mit (A.57a)
dp(r) = [lus(@)]® +1*| tin p(x)|’] und
B=1
dy(¢) = =2 _ [cos ¢ Refug(x)] Refuin, g(x)] + sin ¢ IM[ug(x)] Reuin, 5(2)] +
B=1

+ cos ¢ 1M[ug()] IM[uin ()] — sin & Refu ()] 1M i ()]

Betrachten wir nun die Berechnung der Transmissionsfunktjon) gemafi Gleichung (5.24c).
Wenn sich vor Anwendung voHphasean der Positiorr der Wert

B *
25:1 Ui gUB

r1exp(i¢) = (A.58)
258:1 |tin,5|?
ergibt, so resultiert nach Anwendung vHpnaseentsprechend Gleichung (2.60) der Wert
exp(i¢1) = phasdr1 exp(igr)] = to(2). (A.59)

Analog zu der Vorgehensweise im Beweis zu Satz 5.8 kann leicht gezeigt werden, dass fur belie-
bige zo = 75 exp(i¢o)

d(ry, ¢3) > d(ry, 61) (A.60)
folgt. Insbesondere gilt somit
d(r1, ¢2) > d(r1, ). (A.61)

Nehmen wir nun im Sinne eines indirekten Beweiseﬁnware nicht punktweise abstandsmini-
mierend. Demnach musste es einen Phasenwaeben mit

d(1,¢3) < d(1, ¢y). (A.62)
Wegen der Zerlegung (A.57) folgt daraus fiir einen beliebigen Raglits0

d(ry, ¢2) < d(r1, $n), (A.63)
was im Widerspruch zu Ungleichung (A.61) steht. Somit ist fur

to(7) = exp(i¢ ) (A.64)

also die Behauptung (A.54) erfillt, womit die Gultigkeit von Satz 5.25 folgt. [ |
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A.4.3 Beweis zu Satz 5.28

Satz 5.28Der Operatorﬁg aus Gleichund5.27)definiert eine punktweise abstandsminimierende
Projektion aufM, nach Gleichund5.26)

Beweis: Wir betrachten

v = ILu, (A.65)
wobei aus den Gleichungen (5.26) und (5.27)

v E M, (A.66)

folgt.
Wir gehen im Folgenden ahnlich wie im Beweis zu Satz 5.25 vor und zeigen die punktweise
Abstandsminimierung, welche sich in Abwandlung zu Gleichung (A.54) ausdrticken lasst als

ty(x) = argmin > [u;(x) — zuin;(x)[*. (A.67)

2€EMauanto j=1

Wie schon in Gleichung (A.55) betrachten wir den zu minimierenden Term auf der rechten Seite
von Gleichung (A.67) bezuglich der Polarkoordinatenzerlegung:ven- exp(i¢):

d(r,¢) = |ug(x) — rexp(io) ting(x)|’. (A.68)
B=1

Den aus Gleichung (5.27b) an der Positionesultierenden Phasenwert bezeichnen wir im Fol-
genden mitp,, d. h.

o) = exp(idh). (A.69)

Nehmen wir nun im Sinne eines indirekten Beweiseslbnware nicht punktweise abstandsmini-
mierend. Demnach musste es einen Phasenwe#t ¢, mit exp(i¢s) € MquamQ geben mit

d(1,¢9) < d(1, ¢y). (A.70)

In Ubertragung der Argumentation aus dem Beweis zu Satz 5.25 wiirde daraus fiir einen beliebigen
Radiusr > 0 folgen

d(r, ¢) < d(r, ¢1). (A.71)

Den Radius- wéhlen wir in Analogie zu Gleichung (A.58) entsprechend des Transmissionswer-
teszs, welcher sich vor Anwendung des Transmissionseinschrankung ergibt:

> 51 Uin,p(@)us ()
Yot | tins(@)]?

z3 =rexp(igs) = (A.72)
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Bei der Anwendung vollgant bei der Ermittlung vorv wird der resultierende Phasenwertals
derjenige Phasenwert innerhalb ubify,ani o gewahlt, welcher am dichtesten agnliegt. Demnach
folgt
|(p1 — ¢3) mod 27| < |(py — ¢p3) mod 27|, wobei (A.73a)
amodb=c<& ce[-b/2,b/2) Nc=a+jbNjE L. (A.73b)
Analog zu der Vorgehensweise im Beweis zu Satz 5.8 kbnnen leicht die Beziehungen
d(r,¢1) > d(r,¢3) und (A.743)
d(r, ¢2) > d(r, ¢3). (A.74b)
gezeigt werden.

Durch Einfihrung der formalen Grof3en

_ug(w)
Aug = i 3 (2) 23 (A.75)

kénnen wir unter Benutzung von

ug(x) = uing(x)(z3 + Aug) und (A.76)
rexp(i) = expli(¢ — ¢3)]zs (A.77)

Gleichung (A.68) umformen in

Z|Umﬁ )% |25 + Aug — expli(¢ — ¢3)]zs]”
8=1

= i | tin(2)|* (1 — expli(¢ — ¢3)]) 2 + Aug|”. (A.78)
A=1
Fur den Fallp = ¢3 folgt damit
¢3) = Z | tin () | A (A79)
Durch weiteres Umformung von Gleichung (A.78) erhalten wir
Z ()] (|1 = expli( — 6a)]||ef

— 2Re[(1 — expli(¢ — ¢3)])CAU2} + ’Auﬁf). (A.80)

Unter Berlicksichtigung von Gleichung (A.79) kénnen wir folgende Zerlegung beziiglich der drei
Summanden innerhalb der grofRen Klammern durchfihren:

d(r,¢) = di(r, ¢) + da(r, ¢) + d(r, ¢3), Wwobei (A.81a)
B
L(r,¢) = |1 —expli(¢ — ¢3)]|"[c]* Y | uns(@)|” und (A.81b)

=2 Z ’ Uin g(x } Re[(1 — expli(¢ — ¢3)])CAU[3} (A.81c)
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Um zu zeigen, dass hierbei der Tedh{r, ¢) verschwindet, formen wir Gleichung (A.81c) weiter
umin

I(r, ¢) = Z | uinﬁ(x)f( e[(1 — expli(¢ — ¢3)])c] Re[Aug]
p=1
+1m [(1 = expli(g — ¢s)])c] Im [Aug] )

= Re [(1—exp (¢ — gbg Z‘u,nﬁ ]Re Auﬁ}

+1Im [(1 —expli(¢ — ¢3 Z ’ Uin g(x } Im Aud (A.82)

Da mit Hilfe der Gleichungen (A.72) und (A.75) leicht gezeigt werden kann, dass

B

> ting(2)]*Aug = 0 (A.83)
5=1

gilt, folgt aus Gleichung (A.82)

dy(r, ) = 0 (A.84)
und somit als Vereinfachung von Gleichung (A.81a)

d(r,¢) = di(r,¢) +d(r, ¢s). (A.85)
Aus der Annahme (A.71) wirde somit folgen

dy(r, da) < dy(7, ). (A.86)
Betrachten wir nun di@-Abhangigkeit voni; (r, ¢). Wegen

|1 — expli(¢ — ¢3)]|” =2 — 2 cos(¢ — ¢3) (A.87)

folgt aus Gleichung (A.81b) die Proportionalitat

dy(r,¢) ~ 1 — cos(¢p — ¢3). (A.88)

Fir ¢ = ¢3 verschwindet also der Beitragj (r, ¢) und fir |¢ — ¢3| < 7 wéchstd, (r, ¢) mo-
noton mit|¢ — ¢3|. Durch Verwendung der modulo-Operation aus Gleichung (A.73b) kann die
Einschréankung fiip aufgehoben werden, d. H, (r, ¢) wéchst monoton mif(¢ — ¢3) mod 27|
Aufgrund von Ungleichung (A.73a) folgt somit im Widerspruch zu Annahme (A.86)

di(r, 1) < di(r, b2), (A.89)

womit die Gultigkeit von Satz 5.28 bewiesen ist. [ |
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