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1 Einleitung

1 Einleitung

In den letzten Jahren hat sich immer mehr die Erkenntnis durchgesetzt, dal3 die Erstellung von
Software eine ingenieurmafige Aufgabe ist. Man mul3 also versuchen, Vorgehensweisen der
klassischen Ingenieurdisziplinen auf die Softwareentwicklung zu tbertragen. Fir viele Soft-
wareentwickler ist die Erstellung von Software noch so etwas wie eine Kunst, was sich auch
im Titel des klassischen Werks von D. Kndie Art of Computer Programming [K97] wi-
derspiegelt. Das hat Parallelen zu klassischen Ingenieurdisziplinen wie Hochbau oder Ma-
schinenbau, die am Anfang ihrer Entwicklung auch mehr Kunst als Wissenschaft waren und
damit an bestimmte Personen gebunden waren, die eben zu gerade dieser Kunst talentiert wa-
ren. So gab es im ausgehenden Mittelalter nur wenige Baumeister, die eine Kathedrale bauen
konnten, da das eben eine Kunst war. Oder im letzten Jahrhundert war es eine Kunst, eine
Lokomotive zu bauen. Ein weiteres Beispiel ist das Schleifen von Linsen mit gewinschten
Eigenschaften. Auch das war in der Zeit vor Ernst Abbe eine Kunst. Die Linsen wurden so
lange geschliffen und ihre Eigenschaften ermittelt, bis sie die gewiinschten Vorgaben erfill-
ten. Durch die Arbeit von Ernst Abbe wurde dieses (Kunst)Handwerk auf eine wissenschatftli-
che Grundlage gestellt. Auch er erkannte, dal3 man mit diesem sogenannten ,Prébeln” bzw.
handwerklicher Erfahrung nicht weit kommt [SW93].

Dieser Schritt von der Kunst zur Wissenschaft hat sich in den klassischen Ingenieurdiszipli-
nen vollzogen. Auch in einer noch nicht so alten Disziplin vollzieht sich dieser Schritt, ndm-
lich in der Entwicklung bestimmter pharmazeutischer Produkte. Dort werden Substanzen mit
bestimmten, vorgegebenen Eigenschaften gesucht. Auch in dieser Disziplin wird viel mit Ver-
such und Irrtum gearbeitet. Doch in letzter Zeit ist es auch hier méglich, mehr ingenieurméafig
vorzugehen. Molekile mit bestimmten Eigenschaften werden konstruiert, genau wie eine Ma-
schine, was unter dem Schlagwadtig design [TA95], [RHC95] bekannt ist.

Die Softwareentwicklung nach Versuch und Irrtum kénnte man damit vergleichen, eine Brik-
ke zu bauen, die bei der geringsten Belastung einstirzt. Der Grund dafir kénnten z.B. zu din-
ne Pfeiler sein. Also werden beim nachsten Versuch dickere Pfeiler verwendet u.s.w. bis die
Briicke den Anforderungen genigt. Es wird jedoch so vorgegangen, dal3 vor dem Bau der
Briicke ausgerechnet wird, wie viele und welche Pfeiler wo stehen missen. Die Bricke wird
dann mit einer hohen Last getestet, um sicher zu gehen, dal3 die Anforderungen erfllt sind. In
der Softwareentwicklung wird ein fertiges Programm mit einer Menge von Testfallen getestet
und gegebenenfalls verbessert, bis alle diese Testfalle fehlerfrei abgearbeitet werden. Dann ist
bewiesen, dal3 das Programm fir alle Testfalle korrekt ist. AuRerdem hat man durch ge-
schickte Auswahl der Testfélle ein starkes Indiz fur die Fehlerfreiheit des Programms, aller-
dings keinen Beweis. Ein erster Schritt zur Softwareerstellung auf wissenschatftlicher Grund-
lage ist die axiomatische Methode von Floyd [F67] und Hoare [H69]. Eine sehr gute Darstel-
lung dieser Technik beinhaltet das Budte Science of Programming von David Gries [G81],

dessen Titel man auch als Anwort auf den Titel von Donald Knuths Buch verstehen kann.
Weitere Bucher mit ahnlichem Inhalt sind z.B. [F89], [B90] und [Ba89].

Nach jahrzehntelanger, weltweiter Programmiererfahrung in prozeduralen Programmierspra-
chen, in denen der weitaus grof3te Teil aller Programme geschrieben wird, hat sich herausge-
stellt, da3 gewisse Programmkonstrukte besonders fehleranfallig sind, z.B. unbedingte
Sprungbefehle, Verweise oder globale Variablen. Und gerade diese unsicheren Konstrukte
sind es, die bei der axiomatischen Methode schwierig zu formalisieren sind. Es gibt deshalb
Richtlinien, solche Konstrukte fir Software, die sehr hohen Sicherheitsanforderungen genu-
gen mul3, nicht zu verwenden [BWB92]. Diese Richtlinien haben zum Teil Gesetzescharakter
wie auch z.B. Vorschriften zur Verwendung bestimmter Baumaterialien oder -techniken. Das
Argument, dald dadurch der Programmierer in seiner Freiheit oder Kreativitat eingeschrankt
wird, kann man in diesem Zusammenhang nicht gelten lassen. Vielmehr wird man durch diese
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Technik veranlafRt, das Problem tiefer zu durchdenken und sich nicht nur auf seine Intuition
Zu verlassen.

1.1 Zuverlassigkeit von Software

Uber die Notwendigkeit formaler Methoden zur Unterstiitzung der Entwicklung komplexer
(Programm)systeme ist man sich in der Softwaretechnik im Klaren. Das zeigen auch z.B. die
Vorféalle mit Therac25 [LT93] oder Ariane5 [L96].

Fur die Erstellung sicherer und zuverlassiger Software sind in den verschiedenen Phasen der
Softwareentwicklung verschiedene Techniken und Methoden erforderlich [S92]. Eine dieser
Techniken ist die formale Verifikation [G81]. Damit kann Uberprift werden, ob ein gegebenes
Programm eine formale Spezifikation erfullt.

Damit ist aber noch nicht sichergestellt, dal3 das Programm den gewiunschten Anforderungen
entspricht, sondern nur, daf3 es die formale Spezifikation erfullt. Es ist dann immer noch
moglich und bei nicht trivialen Problemen wahrscheinlich, dal3 das Programm die Anforde-
rungen nicht erfullt. Das liegt dann daran, dal3 die am Anfang stehenden verbalen Anforde-
rungen nicht korrekt in eine formale Spezifikation umgesetzt wurden. Dieses aul3erst schwie-
rige und zur Zeit ungeldste Problem ist nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit.

Eine Technik zur Uberprifung der Programmkorrektheit, d.h. der Ubereinstimmung von Im-
plementierung und formaler Spezifikation, ist die Bestimmung der schwéchsten Vorbedin-
gung bzw. weakest precondition. Diese Technik laf3t sich aber nicht oder nur schwer auf alle
Programmkonstrukte anwenden. Z.B. gibt es fir Schleifen und Funktions- / Prozeduraufrufe
andere Techniken (Schleifeninvariante). Gemeinsam ist ihnen, dal3 sie sehr aufwendig und
daher fehleranfallig von Hand durchzufiihren sind. Das ist ein Grund dafir, dal3 die formale
Programmverifikation noch kaum verbreitet ist. Diese Techniken sind prinzipiell auf alle pro-
zeduralen Sprachen anwendbar wie C, FORTRAN, COBOL, Pascal und Ada.

In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dal3 Spezifikation und Programm gegeben sind.
Falls Spezifikation und Programm nicht tbereinstimmen, bedeutet das, da3 das Programm
nicht korrekt ist und modifiziert werden muf3.

1.2 Der Frege Program Prover FPP

Im Rahmen dieser Arbeit wurde das Tool FFPege program prover) entwickelt, das die
Verifikation weitgehend automatisieren soll. FPP ist ein experimentelles System zur automa-
tischen Programmverifikation. FPP ermdglicht die Eingabe von einfachen Programmen in
einer Teilsprache von Ada, die um Zusicherungen erweitert wurde. Eine Beschreibung der
Arbeitsweise von FPP ist [K98]. FPP ist damit &hnlich z.B. zu Tatzelwurm [K94], KIV
[HMRS90], Penelope [094/1], [094/2], [094/3], [094/4] und NPPV (New Paltz Program
Verifier) [G97: 184-188]. Tatzelwurm und NPPV sind Verifikationssysteme fiir Teilsprachen
von Pascal, Penelope ist ein Verifikationssytem flr eine Teilsprache von Ada. Tatzelwurm
und Penelope verwenden interaktive Beweiser, d.h. die Hauptlast des Beweléersfidati-
onsbedingungen (verification conditions VCs) hat der Benutzer zu tragen. NPPV und FPP
verwenden einen autonomen Beweiser, sind also vollautomatisch. Die Unterschiede der ein-
zelnen Systeme liegen also hauptsachlich im verwendeten Beweiser. Gemeinsam ist ihnen der
verification condition generator (VCG). Er generiert aus dem Programm mit den Zusicherun-
gen die einzelnen VCs. Ein Vergleich von NPPV und FPP ist in [KW98].

FPP besteht im Wesentlichen aus einem in Ada geschriebenen VCG und einem automatischen
Beweiser. Der VCG erstellt aus den Anweisungen des Programms und der formalen Spezifi-
kation logische Implikationen, die vom Beweiser auf Giltigkeit Uberpruft werden.

Zu diesem Zweck wurden verschiedenen Beweiser daraufhin untersucht, ob und wie geeignet
sie fur diese Anwendung sind. Da das System autonom sein soll, scheidet ein interaktiver
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Beweiser aus. In einem interaktiven Beweiser leitet der Benutzer den eigentlichen Beweispro-

zel3 in dem Sinne, dal3 der Benutzer entscheidet, welcher Schritt als nachster gemacht wird.
Der Beweiser fuihrt dann diesen Schritt aus und fuihrt eventuell noch andere Funktionen wie
Fehlerprifung und Protokollierung u.a. durch. Ein Beispiel fir ein solches System ist IMPS
[FGT94]. Das Referenzmodell autonomer Beweiser ist Otter von W. McCune [M94]. Dieser
Beweiser ist ein Beweiser fur Pradikatenlogik 1. Ordnung. Da er ein rein logischer Beweiser
ohne eingebaute Theorie ist, ist er fir Beweise einer konkreten Theorie nicht geeignet. Ideal
ist eine Kombination von logischem Beweiser mit symbolischer und numerischer Mathema-
tik, der z.B.3n+4n gleich in 7n mit Hilfe von Computeralgebra-Algorithmen umformen
kann, ohne einen Umweg uber einen langwierigen und moéglicherweise nicht zu bewaéltigen-
den Beweis gehen zu mussen (fur ein umfangreicheres Beispiel siehe auch Beweis von Lem-
ma 4.21). Als sehr geeignet hat sich Analytica von E.M. Clarke von der Carnegie Mellon
University in Pittsburgh [CZ92] erwiesen. Es ist in Mathematica [W92] geschrieben, so dal3
es sich relativ leicht andern bzw. erganzen laRt. Es wurden einige Anderungen und Erweite-
rungen vorgenommen, um Analytica an die Anforderungen von FPP anzupassen. Die 3 we-
sentlichen Erweiterungen bestehen in einer Vorverarbeitung, Transformation auf Klauselform
und Anwendung von Ersetzungsregeln. Das Ergebmissisina. Uber eine in C geschriebene
Schnittstelle kanmexana vom VCG aus aufgerufen werden.

Da VCs im Allgemeinen recht grol3 werden kdnnen, d.h. sich Gber mehrere Zeilen erstrecken
kodnnen, ist fur eine lesbare Ausgabe ein Pretty-Printer erforderlich. Fir FPP wurde eigens ein
einfacher Pretty-Printer Printer fur Ausdriicke mit Prafix- und Infix-Operatoren entwickelt.
Zur Ubersichtlichen Gestaltung langer Formeln bzw. Beweise gibt es einige informelle Ideen
von Lamport, die allerdings eher fir den menschlichen Benutzer gedacht sind und nicht ein-
fach zu automatisieren sind [L93], [L94]. In der funktionalen Programmierung treten auch
haufig groRe Ausdrlicke auf, diese liegen allerdings nur in Prafixform vor, weshalb man einen
Pretty-Printer fur solche Ausdriicke [H95] nicht einfach Gbernehmen kann, ebenso wenig wie
einen Pretty-Printer fir Programme [R97]. Die VCs sind Ausdriicke, die naher an den Aus-
driicken der taglichen Mathematik sind, d.h. sie enthalten Prafix- und Infix-Operatoren. Zu
den Prafixoperatoren zahlen auch die Array-Bezeichner. Es nutzt auch nichts, die Infix-
Teilausdriicke in aquivalente Préafix-Teilausdricke zu transformieren, den Pretty-Printer fur
Préfix-Ausdricke darauf anzuwenden und dann zuriick zu transformieren.

FPP ist auf allen HW-Plattformen und Betriebssystemen lauffahig, auf denen Ada, C und
Mathematica existieren, damit z.B. auf Unix-Varianten und WindowsNT. Das zugrunde lie-
gende Betriebsystem sollte allerdings multitaskingfahig sein. FPP ist auBerdem Gber WWW
unter der Adresset t p: // wwwl. i nf or mat i k. uni - j ena. de/ FPP/ FPP- mai n. ht mals interak-

tive Anwendung verfugbar. Ein kleines FPP-Beispiel befindet sich in Abschnitt 3.2.4.1.

Mit FPP kann der Zeitaufwand fiur die formale Programmverifikation erheblich verringert
werden und, was noch wichtiger ist, die Fehleranfalligkeit stark reduziert werden. Damit
mufte es moglich sein, die formale Programmverifikation in der industriellen Praxis und der
Lehre weiter zu verbreiten und somit einen Schritt in Richtung sichere Software zu gehen.

1.3 Aufbau der Arbeit

Das Ziel der Arbeit ist unter anderem eine mdéglichst weitgehende Automatisierung der Veri-
fikation. Das bedeutet, dal? alle in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren rein mechanisch sind
und ohne menschliches Eingreifen durchgefiihrt werden kénnen. Zunachst folgt eine Eingren-
zung der Arbeit mit Erwahnung der behandelten Programmkonstrukte.

Das 2. Kapitel beinhaltet die Erlauterung der verwendeten Notationen fur Formeln, Beweise
usw. sowie grundlegende Definitionen und Séatze, soweit sie in dieser Arbeit bendtigt werden,
darunter auch die formale Definition des hier verwendeten Begriffes der Korrektheit. Dane-
ben werden bestimmte Eigenschaften wpfFunktion nicht mit Hilfe der Pradikatenlogik,
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sondern mit Hilfe der Mengenlehre bewiesen. Dazu werden statt Pradikaten die Mengen be-
trachtet, deren charakteristisches Pradikat sie sind. Es zeigt sich, dal3 die Beweise auf diese
Weise einfacher und kirzer werden.

Das 3. Kapitel behandelt die Beweisregeln baswification conditions (VCs) flr verschiede-

ne Programmkonstrukte. Die Semantik eines Programms wird dabei nicht durch seine
schwachste Vorbedingung definiert, sondern auf eine eher operationelle Weise durch seine
Programmfunktion. Dievp-Regel einer Anweisung wird dann als Satz formuliert und mit
Hilfe der zu dieser Anweisung gehdérenden Programmfunktion hergeleitet. Mit Hilfe der Pro-
grammfunktion ist es leichter mdglich, eine verbal gegebene Semantikbeschreibung zu for-
malisieren. Neu ist hier nicht das Ergebnis, namlich die altbekanpt&egeln, sondern eine
einleuchtendere Weise ihrer Herleitung.

Es wird explizit die Aquivalenz der Existenz von Invariante und Terminierungsfunktion und
der totalen Korrektheit einer Schleife gezeigt. Es folgen in der Literatur bisher nicht behan-
delte VCs:

* eine explizite Typprifung bei der Zuweisung

* eine leistungsfahigere VC fur Schleifen im Kontext umgebender Anweisungen
* eine neue VC fir For-Schleifen

* eine leistungsfahigere VC fiur rekursive Prozeduren

Ein besonderer Schwerpunkt bildet die Behandlung von Schleifen im 4. Kapitel. Es wird
erstmals eine Technik zur automatischen Ermittlung einer Invarianten fir For-Schleifen vor-
gestellt. Den Hauptteil bildet ein neuartiges Verfahren zur Ermittlung der schwéachsten Vor-
bedingung von Schleifen ohne Angabe von Invariante und Terminierungsfunktion.

Da wahrend der Programmentwicklung im Allgemeinen die Programme nicht der Spezifikati-
on genlgen, ist es wichtig, ein Gegenbeispiel zu finden, das zum einen die Nichtkorrektheit
explizit zeigt und zum anderen einen nutzlichen Hinweis zur Verbesserung gibt. Das ist der
Gegenstand des 5. Kapitels, die automatische Generierung eines Gegenbeispiels oder einer
falgfication condition FC zu einer nicht beweisbaren VC. Dies ist ein bezuglich Benutzer-
freundlichkeit sehr nitzlicher Teil eines automatischen Verifikationssytems.

Dabei stellt sich heraus, daf3 sich dieses Problem wie das Problem der automatischen Daten-
abhangigkeitsanalyse auf ewonstraint programming problem cpp reduzieren laRt. Daher
lassen sich gewisse Techniken aus diesem Bereich auf die Generierung von FCs anwenden,
was hier erstmals getan wurde. Als besonders geeignet haben sich in diesem Zusammenhang
die Verfahren von Pugh und Wonnacott erwiesen. Zunachst wird die nicht beweisbare VC in
ein cpp transformiert. Dann wird versucht, dieses in ein &quivalBneas integer program-

ming problem (lipp) zu transformieren, das mit Hilfe d@sTests [P92] eventuell geldst wird.

Die Transformationen der FC auf ein lipp gehen im Wesentlichen auch auf verschiedene Ar-
beiten von Pugh und Wonnacott zuriick. Zudem wird gezeigt, da3 auch eine VC in ein cpp
transformierbar ist, das aber relativ nutzlos ist, da die VC genau dann gilt, wenn das zugeho-
rige cpp keine Losung hat. Da die Losbarkeit nur partiell entscheidbar ist, kann man damit
nichts zum Beweis der VC beitragen, da man nicht mehr auf der sicheren Seite ist.

Die Kapitel 3, 4 und 5 sowie die Abschnitte 3.4.2, 3.4.3, 3.4.5 und 4.2 werden mit einem gro-
ben Uberblick eingeleitet und enthalten fiir den Fall, daR es zu diesem Gebiet dhnliche Arbei-
ten gibt, einen kurzen Vergleich damit.

Einen wesentlichen Teil der Arbeit machen Beispiele aus. Diese wurden unter folgenden
Aspekten ausgewahlt:

* sehr einfache Beispiele zum ,Einstieg” in ein Verfahren

* kleinere ,echte” Algorithmen

» Zusammenspiel verschiedener Gesichtspunkte

» exemplarisch und illustrativ fur eine grofRe Klasse von typischen Fallen



1 Einleitung

Daraus ergibt sich, daR Beispiele einen relativ groBen Raum einnehmen, wie auch in allen
Bichern und andern Verdoffentlichungen zum Thema Programmverifikation. Das liegt einfach
in der Natur dieses Themas.

An dieser Stelle mochte ich meinem Betreuer, Herrn Prof. Dr. Jirgen F. H. Winkler, fur viele
hilfreiche Gesprache und Anregungen danken. Nicht zu vergessen sind meine Kollegen am
Institut fur Informatik, insbesondere Herr Dr. Sebastian Schmidt fur seine Tips fur die C-
Programmierung und Herr Dr. Gregor Weske fiur die Administration der Hard- und Software.

1.4 Eingrenzung der Arbeit

1.4.1 Programmiersprache

Als Programmiersprache wird eine Teilmenge von Ada [TD95] verwendet. Ada ist eine reali-
stische Programmiersprache, und nicht eine zum Zweck der Verifikation speziell entwickelte
Notation. Die betrachteten Datentypen sial ean undi nt eger sowie Teilbereichstypen
davon und darauf aufbauende Arrays und Records. Der Datentyper wird als endliches
Intervall der ganzen Zahlen betrachtet. Die in der Verifikation und tGberhaupt in der Pro-
grammierung haufig gemachten Annahmeneger = z undfloat = R fuhren zu einfa-

chen, aber nicht korrektemp-Regeln bei der Wertzuweisung [H93: 3g]mit den 4 arithme-
tischen Grundoperationen ist eine andere algebraische Strukiuit atger mit den 4 arith-
metischen Grundoperationen. Der Unterschied liegt in der der Theorie zu Grunde liegenden
Axiomenmenge. Der Unterschied zwischeneger und z ist noch relativ gering; er er-
schopft sich in der Endlichkeit vamt eger . Der Datentyp | oat unterscheidet sich vor

nicht nur durch die Endlichkeit des Bereiches, sondern auch noch durch einige andere Merk-
male, wie z.B. verschiedene Implementierungen, Modellzahlen, Rundung, Exceptions u.a.
Das liegt auRerhalb des Bereiches der vorliegenden Arbeit. Solche Fragen werden teilweise in
[[EEE85] und [EP97] behandelt.

Die Programmuverifikation beruht auf einer statischen Analyse des Programmtextes. Durch die
Verwendung von Pointern kann man dynamische Datenstrukturen erstellen, deren Analyse
zur Compilezeit sehr schwierig ist. Digp-Regel fur die Zuweisung beruht im Wesentlichen
darauf, dal3 nur der Wert derjenigen Variable geandert wird, die auf der linken Seite der Zu-
weisung steht. Durch die Verwendung von Pointern kann Aliasing auftreten. Dadurch kénnen
durch eine Zuweisung auch noch andere als die direkt betroffene Variable gedndert werden.
Damit ist diewp-Regel nicht mehr korrekt. Aliasing kann zwar auch bei Arrays auftreten,
aber wegen der relativ einfachen Struktur von Arrays kann man dieses Problem durch eine
Fallunterscheidung in den Griff bekommen. Es gibt wenige Ansétze zur Behandlung von
Pointern mitwp-Regeln ([B89], [LS79], [JJKS97], [M93]). Gemeinsam ist ihnen eine relativ
hohe Komplexitat, Einschrankung der dynamischen Datenstrukturen (z.B. nur einfach ver-
kettete Listen) und Einschrankungen der Ausdrucksfahigkeit der Zusicherungen.

Die in der Arbeit betrachteten Anweisungen sind das Null-Statement, die Zuweisung zu einer
Variablen oder einem einzelnen Array- oder Record-Element, das If- und Case-Statement, die
For- und While-Schleife sowie Prozeduraufrufe.

1.4.2 Erlauterung des Problems der Programmverifikation

Mit Hilfe zweier kleiner Beispiele soll das Problem der Programmverifikation kurz erlautert
werden und gegen die Methode der Laufzeitchecks abgegrenzt werden. Zunachst wird der
grobe Ablauf eines Verifikationssystemsr i f dargestellt. Dabei wird schon auf die in Ka-

pitel 5 behandelten Falsifikationsbedingungen FC zuriickgegriffen (eine kurze Erlauterung zu
FCs wurde auch schon in Abschnitt O gegeben).

Die Eingabe besteht aus einem Programm mit Zusicherungen.

7
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function wverif(P: Program wi t h_asserti ons) return re-
sult_type is
begi n
generate VGCs;
if all VCs are provable
then return correct;
el se generate FC;
if FC solvabl e
then generate counterexanpl e;
return (not_correct, counterexanple);
el se return not_deci dabl e;
end if;
end if;
end verif;

D.h., da3 es vorkommen kann, daf} ein Programm weder bewiesen noch widerlegt werden
kann. Das liegt einfach daran, da? sowohl das Verfahren zum Beweisen der VC als auch das
Verfahren zur Lésung der FC begrenzt ist.

Nun folgt eine kurze Gegeniberstellung mit Laufzeitchecks. Die Korrektheit eines Pro-
gramms soll durch Prifung der Gultigkeit von Zusicherungen sichergestellt werden.
Beispid:
X
y

+ 1;
a+l

<
nx o

Das Programm besteht aus den beiden Anweisungen, die Zusicherung ist die pradikatenlogi-
sche Aussage/ = a+1. Das bedeutet, dal3 nach Ausfihrung der beiden Anweisungen immer

die Zusicherung gilt, egal, welche Werte die Programmvariablen vor Ausfiihrung der Anwei-
sungen hatten.

Zusicherungen in einem Programm kénnen dynamisch, d.h. zur Laufzeit, oder statisch, d.h.
zur Compilezeit, gepruft werden. Die statische Prifung von Zusicherungen ist Gegenstand der
formalen Programmverifikation. Im Folgenden sollen kurz statische und dynamische Priufung
von Zusicherungen gegentber gestellt werden und gezeigt werden, dal’ beide Ansatze Vor-
und Nachteile haben. Die dynamische Prifung von Zusicherungen ist z.B. in Ada und C
moglich. Fir Ada gibt es das Tool Anna (annotated Ada) [L90], mit dem es unter anderem
moglich ist, Zusicherungen zu formulieren und dynamisch zu tberprifen.

Beispid:
X 1= a;
y =X + 1;
-y = a+l;

Hier ist y=a+1 die Zusicherung. Anna Ubersetzt ein annotiertes Programm in ein Ada-
Programm, in dem die Annotationen duittecking functions ersetzt werden. Falls die Zusi-
cherung gilt, wird die nachste Anweisung ausgefihrt. Falls die Zusicherung an dieser Stelle
nicht gilt, wird eine exception ausgelost.
Zusicherungen, die dynamisch gepruft werden, kann man in C-Programmen mit dem assert-
Makro darstellen [C90: 7.24ssert ( expression )
Beispid:

assert(l <=i && i <=n); y = ali];
Hier ist 1<i < n eine Zusicherung. Falls die Zusicherung an dieser Stelle gilt, wird die nach-
ste Anweisung ausgefihrt. Falls die Zusicherung an dieser Stelle nicht gilt, wird eine imple-
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mentierungsabhangige Fehlermeldung auf die Standardausgabe geschriebeisszB i -

on failed: 1 <= i &% i <= n, file nane.c, line 543, und die abort - Funktion
aufgerufen.

Der Vorteil des assert-Makros besteht darin, dafld es zum Standard von C gehért. Anna ist ein
Zusatz zu Ada. Installation und Bedienung sind relativ kompliziert. Der Vorteil von Anna
besteht in der Méachtigkeit der Ausdriicke in den Zusicherungerexpiessi on im assert-

Makro von C sind nur C-expressions erlaubt. Anna erlaubt die Verwendung selbst definierter
Pradikate in Zusicherungen. Die Pradikate werden Uber sogenairtweihen Programmtext

definiert. Darliber hinaus kann man quantifizierte Ausdriicke verwenden.

Laufzeitchecks haben gegenliber einer statischen Analyséodieii, dald die Zusicherungen

immer ausgewertet und damit entschieden werden kénnen. Dazu werden einfach die aktuellen
Werte der Variablen in die Zusicherungen eingesetzt. Die in der statischen Analyse auftreten-
den VCs sind mathematische Aussagen, die bewiesen werden missen. Da Beweise aus ver-
schiedenen Griinden nicht immer gelingen, kann es vorkommen, dal3 ein Korrektheitsbeweis
nicht gefuhrt werden kann. Das kommt besonders dann vor, wenn die zu beweisende Aussage
zu komplex ist.

Beispid:

I ©
T v

20x,y, z=10p, X, y, z0OZ
+ 1;
_ X**p+y**p¢z**p

Die VC lautet (Op,x,y,zp=20x,y,z=210 x”*+yPt £z Das ist genau Fermats
Theorem, das erst vor Kurzem (relativ zur Dauer, in der Problem nicht gelést war) bewiesen
wurde [CR96]. Vermutlich ist zur Zeit kein automatischer Beweiser in der Lage, diesen Satz
zu beweisen, so dalR die Korrektheit dieses Programms nicht automatisch nachgewiesen wer-
den kann.

Der entscheidenddachteil von Laufzeitchecks ist, daf3 die Zusicherungen nur fir den aktu-
ellen Zustand ausgewertet werden, d.h. man erhalt keinen Korrektheitsbeweis, der sicherstellt,
dalR das Programm fiur alle méglichen Anfangswerte der Spezifikation entsprechend arbeitet.
Das ist dem Testen von Programmen ahnlich. Zudem hat die Verletzung einer Zusicherung
zur Laufzeit einen Programmabbruch zur Folge, der natirlich durch geeignete Fehlermeldun-
gen oder exception handler soweit wie mdglich abgemildert werden sollte. Laufzeitchecks
finden Fehler zur Laufzeit, Programmbeweise finden Fehler zur Compilezeit. Ein weiterer
Nachteil, der aber im Allgemeinen nicht so schwer wiegend ist, ist die geringere Geschwin-
digkeit und der erhéhte Speicherbedarf von Programmen mit Laufzeitchecks.

Es gibt Firmen, die Zusicherungen zur Erhéhung der Zuverlassigkeit ihrer Programme ver-
wenden, z.B. Microsoft [M95] in seinen C- bzw. C++-Programmen. Praxis Critical Systems
verwendet SPARK, eine Teilmenge von Ada mit Zusicherungen. Das STARS-Projekt der
USAF verwendet auch eine Teilmenge von Ada mit Zusicherungen. Darin geschriebene Pro-
gramme werden mit dem Tool Penelope, das einen interaktiven Beweiser benutzt, verifiziert
[094/1], [094/2], [©94/3], [094/4]. Eine weitere Teilmenge von Ada zur Unterstitzung der
Programmverifikation ist AVA (a verifiable Ada) [SA95], [S95].
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2 Notationen und Begriffe

Die Notation von Formeln, Beweisen usw. in der vorliegenden Arbeit lehnt sich zu einem

groBen Teil an [G90] und [DS90: 21-29] an, die auch von anderen Autoren Ubernommen
wurde, z.B. [B93] und [F93]. Der Hauptaspekt dieser Notation ist die gut lesbare, rein formale
und nicht verbale Prasentation von Beweisen. Dabei hat sich herausgestellt, dal3 durch die
Form der Beweisfiihrung ein groRer Beitrag zum Verstehen des Beweises geleistet werden
kann. Die Beweisfiihrung sieht im Allgemeinen so aus:

SeiA der zu beweisende Satz.

A

= Hinweis, warumA =B
B

O Hinweis, warunC [0 B
C

= Hinweis, waruntC gilt
true

Die Hinweise sind arithmetische oder logische Gesetze, wie z.B. De Morgan oder Distributi-
vitat, spezielle Eigenschaften vomp, wie z.B. Konjunktivitat, Verweise auf Séatze oder
Lemmata oder einfach nur allgemeine Hinweise, wie z.B. ,Logik“. Dadurch kann es zwar
vorkommen, dal3 einige Beweise langer werden, aber die Zeit zum Verstehen eines Beweises
hangt nicht von der Lange der schriftlichen Darstellung ab, sondern von der Zeit, die der Le-
ser von einem zum né&chsten Schritt braucht. So kann man einen Beweis in vielen kleinen
Schritten oft schneller verstehen, als einen Beweis mit wenigen grof3en.

Oft gelten Satze nur unter bestimmten Voraussetzungen. Wenn es nicht von vornherein klar
ist, warum eine Voraussetzung notwendig ist, wird die Notwendigkeit der Voraussetzung
durch ein Beispiel gezeigt. Auch wenn Satze eine Implikation und keine Aquivalenz sind,
wird, wenn es notwendig erscheint, durch ein Beispiel gezeigt, warum der Satz nur in einer
Richtung gilt. Dieses Vorgehen ist zwar im rein formalen Sinne nicht notwendig, erleichtert
aber oft das Verstandnis. Das Ende jeder abgeschlossenen Einheit (oder Block im Jargon der
Programmiersprachen) wie z.B. eines Beispiels oder Satzes wird durchekiennzeichnet.

Fur verschiedene Kategorien von Text werden verschiedene Schriftarten verwendet. Neben
dem normalen Text in dieser Schriftart gibtresgr ammt ext in di eser Schriftart (wo-

bei reservierte Worte fett sind) und Formeln, wie z.B0i:l<i <n-21b(i) <b(i +1)).

In Definitionen wird der zu definierende Begriffirsiv geschrieben oder der zu definierende
Begriff wird von seiner Definition durck= bzw. := getrennt. Programmtext besteht aus An-
weisungen in Ada-Syntax und Zusicherungen in Form von Ada-Kommentaren. Mit Pro-
gramm ist eine Sequenz von Anweisungen gemeint, nicht ein vollstandiges Programm im
Sinne von Ada. In den Zusicherungen sind mathematische Notationen zulassig, auch solche,
die nicht der Ada-Syntax gentigen.

Beispid:

<) <2n prin(j))

2*n; endif;

Fur die Aquivalenz von Pradikaten und die semantische Aquivalenz von Programmen wird
das Zeichers verwendet, sonst das ubliche Zeichen =, z.B. fur arithmetische Ausdriicke und
Mengen. Die folgende Liste enthélt die in der Arbeit verwendeten Operatoren nach Prioritét

- x =23y O(Oj: 1
if x>y theny :=
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geordnet (Operator niedrigster Prioritat in der obersten Zeile, Operatoren mit gleicher Prioritat
in einer Zeile):

Logische Operatoren 0,0

O

O
Relationale Operatoren <, >, 2, 57 Mengenoperatoren [, O, [, [
Arithmetische Operatoren  +, - O

) / n, \

einstelliges - ~ (Komplement)

Wenn es notwendig erscheint, werden fiir eine bessere Lesbarkeit Teilausdriicke explizit ge-
klammert, auch wenn die Klammerung wegen der Prioritdt der Operatoren Uberfllissig ist.

Zu jedem binaren und assoziativen Operator o gibt es einen Quantor O [C090: 45-59]. Quanti-
fizierte Ausdricke werden so dargestellt: ¢@°(v): E(v)) . Dabei istv eine Liste von Varia-

blen, P ein Préadikat Uber diesen Variablen unein Ausdruck tbey, dessen Typ von O ab-
hangt.P wird im Allgemeinen dazu verwendet, eine Einschrankung oder einen Bereich der
betrachteten Variablen anzugebé&re true bedeutet keine Einschrankung,= false bedeu-

tet Quantifizierung Uber den leeren Bereich. In diesem Fall ist der quantifizierte Ausdruck
gleich bzw. aquivalent dem neutralen Eleme(at) des zugrunde liegenden Operators o, also
(Ov: false E(v)) = n(0). Zu folgenden Operatoren werden Quantoren verwendet:

Operator | Quantor] Alternative Schreibweise Neutrales Elen{ent | Typ vonE

+ > Sum 0 Arithmetisch
. n Prod 1 Arithmetisch
Min Min maxint Arithmetisch
Max Max minint Arithmetisch
O O Forall True Logisch

O O Exists False Logisch

n n Intersection 0 Menge

O O Union O Menge

Da in realen Programmen alle ganzen Zahlenbereiche endlich sind, gibt es immer grof3te und
kleinste ganze Zahlemaxint undminint.

AulRerdem gilt(Cv: P(v): E(v)) = (Ov: P(v) O E(v)) und (Cv: P(v): E(V)) = (Ov: P(v) OE(V)).

Lemma 2.1 (O-split) [Co90: 47]:

(i TR@OYO{iIR0} ={i [PO}) O R0} n{i R0} =00
(O V:P(V):E(V)) =(OV:P(V):E(v)) 0 (OV: B, (V):E(V)) .

Bemerkung: Fir die idempotenten Operatorieén], n, (I, min und max ist die 2. Vorausset-
zung des Lemmas (die Bereiche mussen disjunkt sein) nicht notwendig.
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2.1 Grundlegende Definitionen und Satze

Im Folgenden ist v eine Variable, e ein beliebiger Ausdruck, S ein Programm sowie P und R
pradikatenlogische Ausdricke. Alle i frei vorkommenden Variablen werden durch den
everywhere-Operat@iP] [DS90: 8-10] allquantifiziert.

Definition 2.2: Free(e) ist die Menge der freien Variablen im Ausdruekund Var(S) die
Menge der Programmvariablen.

Bemerkung: auf eine formale, induktive Definition vdiinei wird hier verzichtet, siehe z.B.
[G81: 76-77].

Definition 2.3 (Transparenz) [BMW89]: SeiS ein Programm und/ [IVar (S). Dann bedeu-
tet trans(S,v) : Sist trangparent fur v, d.h.v wird vonS nicht veréandert.

Bemerkung: Fur Ada bedeutet das, daRicht auf der linken Seite einer Wertzuweisung oder

als out- oder in out-Parameter verwendet werden darf. Damit sind auch Anweisungsfolgen
wie v :=v +1; v :=v - 1 ausgeschlossen. AuRerdem danicht durch Seiteneffekte
verandert werden. Somit ist die Transparenz eine rein syntaktische bzw. textuelle Eigenschatt.
Daraus ergibt sich

Lemma 2.4: trans(S1; S2,v) = trans(SL,v) Otrans(S2,v) .

Die folgenden 4 Substitutionsregeln sind fur den Beweiser sehr wichtig. Durch sie ist es mog-
lich, die Anzahl der Variablen in einem zu beweisenden Satz oder einem Teil davon zu ver-
ringern, moglicherweise auf Kosten eines komplizierteren Ausdrucks. Aber im Allgemeinen
hangt der Aufwand eines automatischen Beweises zum grof3ten Teil von der Anzahl der Va-
riablen ab.

Lemma 2.5 (Substitution) [DS90: 119]: Es gilfv=elOP=v=e0P,].
Lemma 2.6 (One-point rule) [DS90: 66]: Furv Freg(e) gilt [(Oviv=eP)=P].
Lemma 2.7 (One-point rule) [BMW89]: Fur v Freg(e) gilt [(Cv:v=eP)=PR)].
Lemma 2.8 (Substitution): SeivOVar(e) . Dann gilt[(Ov:POv=ed R)= (P’ O R))].
Beweis:

(Ov:POv=eld R)

= shuffle (Lemma 2.10)

(Ov:v=eld -POR)

(Ov:v=e:-POR)

= One-point rule

-POR):

=Lemma 2.9

~R'OR

= Logik

(R'OR)

12
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Lemma 2.9 [DS90: 116]: Fur einen Operatdrund Ausdriuckes,,...,€,,e gilt:

f(e,....e)s =f(e],....e..) .

Bemerkung: In mathematischen Aussagen mit freien Variablen spielt die Reihenfolge der
OperationerSubstitution von Variablen durch Ausdrickend Anwendung mathematischer /
logischer Gesetzkeine Rolle, da alle Variablen mit gleichem Namen den gleichen Wert re-
prasentieren (referentielle Transparenz). Dies gilt jedoch nicht fur die Funktignemd LP,

die spater definiert werden, da es in Formeln,vgpebzw. LP enthalten, vorkommen kann,

dalR ein Variablenname unterschiedliche Werte reprasentiert. Im nachsten Kapitel wird ge-
zeigt, unter welchen Voraussetzungen dieses Lemma auch fir die Fuvykgdh(Lemmata

3.18 und 3.19 (Substitutionslemma Wjp)).

Es folgen einige haufig vorkommende Transformationen, fir die es in der Literatur keine weit
verbreiteten Namen gibt, wie z.B. Kommutativitat oder De Morgan.
Lemma 2.10 (shuffle) [C090: 39]:(a blc)=(all-cO b).

Lemma 2.11 (portation) [H93: 230]:(ad (b c)) =(allb0 c).

Lemma 2.12 (Substitutiondemma): SeienP ein Pradikatx undy verschiedene Variablen
unde undf Ausdriicke. Dann gifx =eOy=f O (R'){ =P}’ ].

Beweis:

[x=eOy=f 0O (R = Pe?‘;

= Logik

[x=eOy= 10 (R} 0 P)ORY, O (R

= Logik

[x=eOy=f 0 ()} 0 P 0x=eD0y=f 0 (P O (R)Y)]
= Portation

[x=eOy=f OFR)Y O Pe?‘;]D[x:eDy: f DPQ?‘; O (PAY]

= mehrfache Substitution

[x=eOy=fOPO x=¢/ Oy=fOP]0x=ely=f Ox=e/ OPO x=ely=f OP]
= Logik

[x=eOy=f OPO x=e¢f]Otrue

= Substitution

[(x=e)y Oy=f0OP’ O x=¢€]

=Lemma 2.9

[x{ = Oy=f0OP/ 0 x=¢}]

= x undy verschieden

[x=e/ Oy=f0OP’ O x=¢}]
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= Logik

true

Bemerkung:
1. Lemma4.4.8 aus[G81: 81] ist ein Spezialfall davon.
2. Die Bedingung, da® undy verschiedene Variablen sein missen, ist schon aus rein
syntaktischen Griinden notwendig. Denn wie soll in einem Ausdruck die gleiche Va-
riable gleichzeitig durch 2 mdglicherweise verschiedene Ausdriicke ersetzt werden?

Lemma 2.13 (case analysis):
[(O1l<i<snb)]O ((ald (Ol<i<nb Oc) 0O [(Dil<i<nmalb O ¢)]).

Beweis:
[(O0:1<i<sn:b)]0 (al (O:1<i<sn:b Oc)] U [(Hi:1<i<n:alb O c)])
= 2 x portation
[(O:1<i<n:b)]0O0i:1<i<n:alb O ¢)UOa]l 0 [(L:1<i<n:b Oc)]
0 Logik
[(O:1<i<n:b)00i:1<i<n:alb O c¢)Ual (O:1<i<n:b Oc)]
= gebundene Umbenennung, Skolemisierung
[(Oj:1<j<nOb, Oi:1<si<n:alb 0O ¢)Ual (L:1<isn:b Ocg))]
=miti=|
[(Oj:1<j<nOb; OUi:1<si<n:alb 0O ¢)Ual 1< j<n0b; Oc,)]
= Logik, modus ponens
[(Oj:1<j<nOb, OUi:1<si<n:b O ¢)0al c))]
0 Logik
[(0j:1< j<nOb; Oc; O ¢;)]
= Logik

true

L]
Bemerkung: Diese Transformation ist nur anwendbar, wenn einer der Bglleach denen

die Fallunterscheidung durchgefihrt wird, gilt. Formeln dieser Form treten bei der Berech-
nung der schwachsten Vorbedingung des Case-Statements auf. In Ada ist die obige Voraus-
setzung immer erfllit. Es folgt je ein Beispiel fur die Notwendigkeit der Voraussetzung und
die Nicht-Aquivalenz.

Beispiel (Notwendigkeit der Voraussetzung):

Die Voraussetzung wird vojx > 000x < 0] nicht erfillt. Daher gilt auch nicht

[x=al x>00x=|aldx <00-x =|al]
O
[(x=alOx>00 x=ja)) J(x=alx<00 -x=a|)]
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firx=a=0.

Beispiel (Nicht-Aquivalenz):
Die Voraussetzung wird durdx = 00x < 00x =1] erflllt, aber die beiden Pradikate
[x=al x=200x=laIx<00-x =ladx =10-x=a]
und
[(x=alx=200 x=la))d(x=alx<00 -x=la]) d(x=alx=10 -x=a)]

sind nicht aquivalent, z.B. fix =a=1

Ein haufiger Spezialfall der letzten Regel ist das If-Statement. DabeFg& mit b, = -b,.

Dann gilt sogar Aquivalenz.
Lemma 2.14 (caseanalysis): (all bOcO-bOd)=((albbO c)d(ald-bO d)).

Beweis:
(abbO c)d(ad=-b0O d)
= Logik
(raO-b0Oc)d(=aOblOd)
= Logik
—ald-alb0O-aldO-al-b0O-b0dO-a0OcObOcOdOc
= Logik
—al-b0OdObOcOd Oc
= Logik
all -b0dOb0OcOdOc
= [}Subsumierungd Oc [0 -b0d Obc)

al -b0OdOb0Oc

Diese Transformationsregeln werden so angewendet, dal3 die linke Seite durch die rechte
Seite ersetzt wird. Die Ersetzungen sinangxana implementiert und sind Teil der Transfor-
mation einer Formel in eine Konjunktion von Klauseln.

2.2 Relationale Semantik

Zwei wesentliche Aspekte von Programmiersprachen sind Syntax und Semantik. Die Syntax
beschreibt das Aussehen oder den Aufbau eines Programmes in der Programmiersprache. Die
Semantik beschreibt die Bedeutung oder die Wirkung des Programmes, d.h. was das Pro-
gramm macht. Die Syntax einer Programmiersprache wird im Allgemeinen durch eine kon-
textfreie Grammatik formal beschrieben [TS87: 38], [TD95: 479-502]. Fur die formale Be-
schreibung der Semantik gibt es im Wesentlichen 3 Mdglichkeiten [W93]:

» Operationelle Semantik
» Denotationelle Semantik
* Relationale Semantik oder axiomatische Semantik

Die operationelle Semantik beschreibt die Wirkung eines Programmes durch einen seman-
tisch aquivalenten Ausdruck in einer anderen formalen Sprache, also durch die Operationen in
einer anderen Sprache, diurch die dieses Programm ausgefuhrt werden kann. Das kann eine
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andere konkrete Programmiersprache sein oder die Sprache einer abstrakten Maschine wie
eine Zwischensprache. Diese Methode der Semantikbeschreibung wird z.B. bei der Codege-
nerierung im Compilerbau verwendet oder zur Beschreibung der Wirkung von bestimmten
Konstrukten einer Programmiersprache [1SO90: 6.8.3.9].

Die denotationale Semantik beschreibt die Wirkung eines Programmes oder Ausdrucks durch
eine partielle Semantikfunktion [W93: 56]. Die Semantikfunktion A flr Ausdriicke bildet von
der Menge der Ausdrickexp und Zustand€ in die MengeW der Werte des entsprechenden
Ausdrucks ab,A:ExpxZ - W. Die SemantikfunktionP fir Programme bildet von der

Menge der Anweisunge@ und Zustand& in die Menge der Folgezustandeab. Diese Me-
thode der Semantikbeschreibung findet z.B. bei funktionalen Programmiersprachen Anwen-
dung.

2.2.1 Programmzustande

Wie Uberzeuge ich mich selbst oder jemand anderen, dafl3 ein von mir geschriebenes Pro-
gramm auch das tut, was es soll? Zunachst mul3 genau festgelegt werden, was das Programm
tun soll, d.h. die Semantik oder Wirkung des Programms muf} genau festgelegt werden. Das
ist die Programmspezifikation. Sie ist im Allgemeinen verbal bzw. in natlrlicher Sprache ab-
gefal3t. Da natlrliche Sprache im Allgemeinen nicht eindeutig bzw. miverstandlich ist, ist sie
fur die formale Spezifikation nicht gut geeignet. Aus diesem Grund wird eine formale Be-
schreibung der Semantik bendétigt. Hat man eine formale Spezifikation, kann man mit forma-
len, mathematischen Mitteln prifen, ob das gegebene Programm die Spezifikation erfillt.
Wenn ja, nennt man das Programm korrekt. Die verbale Aussage ,das Programm ist korrekt*
wird dabei in eine mathematische Aussage transformiert, die zu beweisen versucht wird. Der
Beweis kann, wie alle mathematischen Beweise, von einem Menschen, einer Maschine oder
einer Kombination von beiden durchgefiihrt werden. Dabei bestehen natirlich alle bekannten
Schwierigkeiten des Beweisens. Fir eine genauere Beschreibung der relationalen Semantik
werden zunachst einige Definitionen bendtigt.

Definition 2.15 (Zustand): V={vy,..., o}, n=1, sei die Menge der Programmvariablen, im
Folgenden Variablemw,...,w, seien die entsprechenden Wertebereiche, die durch die Typen
der Variablen gegeben sind, wobei die nicht leer und endlich sind. EProgrammzustand,

im FolgendenZustand, ist eine Funktiors von der Menge der ProgrammvariabMnn die
Menge ihrer mdglichen Werte

W=Uw sV -W; sv)0Ow
i=1

Es wird vereinbart, da® der Zustand einer Variablen erst nach einer expliziten Zuweisung de-
finiert ist.
Beispid:

subtype t1 is natural range -10 .. 10;

type t2 is array(1l .. 10) of t1;

x1: bool ean;

x2: t1 := 0;

a. t2:=(-2, 0, 3, -1, 5, -6, 1, 0, 10, 1);

s(x1) ist undefiniert,
s(x2) =0, s(a) ={(1,-2),(2,0),(33),(4,-2),(5,5),(6,-6),(7.1),(8,0),(9,10), (10,1} .

Bemerkung: a ist ein Array, mathematisch eine Funktion, weshalb der Wert\aurch eine
Funktion ist, deren Wert durch die Menge ihrer Paare angegeben wird.

16
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Wenn man die n Variablen total ordnet, was immer mdglich ist, kann man einen Zustand
durch Angabe einasTupels beschreiben.

Definition 2.16 (Zustandsmenge): Die Menge aller méglichen Zustande wird Zistands-
menge Z bezeichnet. Es gilt

Vi
|Z|:|_J|\Ni |21,

Der Tupel-Schreibweise fir einen Zustand entspricht eine Menge von Tupeln fir eine Zu-
standsmenge.

Beispid: (Angabe der Zustandsmenge als Menge von Paaren)

subtype t is natural range 0 .. 2;
X: t 1= readint;

b: boolean := readint < 0;

- ZIM =

i(o, false), (0, true), (1, false),(1, true),(2, false), (2,
true)}

Definition 2.17 (Charakteristisches Pradikat) [B95: 33]: Sel Z sie Menge aller méglichen
Zustande un&XOZ.

Dann heif3t das durcfids0Z:C(X)(s) = s[1X) beschriebene Pradik&(X) dascharakte-
ristische Pradikatler Zustandsmenge X.

Dabei ist fiir ein Pradiké® und einen Zustansl P(s):= Py -

Beispid:
subtype t is natural range 0 .. 2;
x1l, x2: t := readint;
if x1 < x2
- ZM= {(0,1),(0,2),(1,2)}; C(ZM =0 < x1 < x2 £ 2
then ...

Lemma 2.18 [B95: 33]: SeiPS die Menge aller Aquivalenzklassen von Pradikaten.
Die FunktionC: 2° - PSist bijektiv.

Satz 2.19 (Aquivalenz von Zustandsmengen und Pradikaten)B95: 33]:

Die beiden vollstandigen Verbanda*,0,n,0, ,0,Z) und (PS,0,0,0,—, false,true) sind

Uber die FunktiorC isomorph.

Auf Grund dieser Aquivalenz spielt es theoretisch keine Rolle, ob man Zustandsmengen oder
ihre charakteristischen Pradikate verwendet. Fir die praktische Verwendung, d.h. die Anwen-
dung auf konkrete Programme, in Zusammenhang mit einem automatischen oder auch
menschlichen Beweiser ist die Verwendung von Pradikaten jedoch vorteilhafter. Fir abstrakte
Betrachtungen der Theorie ist die Verwendung von Zustandsmengen vorteilhafter, siehe z.B.
Satz 2.31 und Abschnitt 2.3. Grob gesprochen kann man sagen, daf3 fir Alibssiggrdie
Verwendung von Zustandsmengen vorteilhafter ist und fir Aussagevp die Verwendung

der charakteristischen Pradikate, wie es auch in [B95: 78] formuliert ist.

Lemma 2.20: DaC bijektiv ist, gibt es eine Umkehrfunktid®®, die jedem Pradika® eine
ZustandsmengéX 0 Z zuordnet, so daR gilE™*(P) = X =(Os0Z:sOX = P(9)).
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Definition 2.21 (Zusicherung): Zustandsmengen beschreibende Pradikate in einem Pro-
gramm heiBerZusicherung. Ein Programm mit Zusicherungen he#Binotiert. Die Zusiche-

rung unmittelbar vor einer Anweisung heNrbedingung (precondition), die Zusicherung

nach einer Anweisung heiRiachbedingung (postcondition).

Die relationale Semantik [B95: 56] beschreibt die Wirkung eines Programms durch den Zu-
stand vor Ausfuhrung (Vorbedingung) und den Zustand nach Ausfiihrung (Nachbedingung)
des Programms, d.h. durch die durch das Programm bevddgandséanderunglie Zu-
standsanderung eines Programms wird auf die Zustandsanderungen der einfachen Anweisun-
gen zurluckgefuhrt. Die durch die einfachen Anweisungen bewirkten Zustandsanderungen
definieren die Semantik der einfachen Anweisungen. Die Wirkung eines Programms wird
dann auf Grund von Deduktionsregeln [G81] hergeleitet. Diese relationale Semantik wird bei
der formalen Programmverifikation und damit in der vorliegenden Arbeit verwendet.

Beispid:
X, Yy, m integer := readint;
-- X, Yy, m0O integer
if x>y then
-- X, ¥y, mOinteger Ox >y
m:= X;
-- X, Yy, mOinteger Om=x Ox >y
el se
-- X, ¥y, mOinteger OXx <y
m: =Yy,
-- X, ¥y, mOinteger Om=y OXx <y
end if;

- X, ¥y, mOinteger Om=2x Om=2y O(m=x Om=y) =
- X, ¥y, mO integer O m= max (X, Y);

2.2.2 Korrektheit

Nach der formalen Definition der Semantik ist es moglich, die Korrektheit eines Programms
und die semantische Aquivalenz formal zu definieren. Ein Programm ist dann korrekt, wenn
es tut, was es tun soll. Was es tun soll, istSjezifikation des Programms. In der relationalen
Semantik besteht eine Spezifikation aus einer Vor- und einer Nachbedingung. Man kann also
nur von Korrektheit eines Programms beziglich einer Spezifikation sprechen. Das Programm
ist dann korrekt, wenn es in einem Zustand startet, der die Vorbedingung erfillt und in einem
Zustand endet, der die Nachbedingung erfullt. (Hier wird implizit davon ausgegangen, dal3 zur
Korrektheit auch die Terminierung gehort, das nennt man totale Korrektheit, im Gegensatz
zur partiellen Korrektheit, womit gemeint ist: falls das Programm terminiert, dann in einem
Zustand, der die Nachbedingung erfillt [DS90: 129]).

Dazu ermittelt man die grof3te MenbP (largest preset) [W96] von Anfangszustanden, die
garantieren, dal nach Start des Programms in einem dieser Anfangszustande das Programm in
einem Zustand endet, der die Nachbedingung erfiillt. Fir die DefinitiohRdrendtigt man

noch dieProgrammfunktion f, eines ProgrammB [W96], [MM96]. (In [MM96] wird &hn-

lich wie in [W96] ein relationales Modell eines Programms verwendet, jedoch mit einem an-
deren Ziel, das fur die vorliegende Arbeit nicht von Bedeutung ist). Diese Funktion ordnet
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jedem Anfangszustand diejenige Menge von Endzusténden zu, in denen sich das Programm
nach Terminierung befinden kann. Nichtdeterministische Programme kénnen nach Start in
einem bestimmten Anfangszustand in verschiedenen Zustanden enden, daher ist der Wert von
f, eine Zustandsmenge. Deterministische Programme enden nach Start in einem bestimmten
Anfangszustand immer im gleichen Zustand. Nicht alle Programme, die in einem definierten
Anfangszustand gestartet werden, terminieren. Nicht alle Programme, die in einem definierten
Anfangszustand gestartet werden, erreichen einen definierten Endzustand (z.B. bei Division
durch 0). Daher kénnte man zunachst als partielle Funktion definieren, die nur auf den
Zustanden definiert ist, die das Programm in einem definierten Zustand terminieren lassen.
Dieser Ansatz hat aber 2 Nachteile:

1. Ein Programm kann in jedem definierten Zustand gestartet werden; man kann nicht
von vornherein ausschliel3en, dal’ es in einem Zustand gestartet wird, der zu einer
Endlosschleife oder einem undefinierten Ausdruck fuhrt. So ist z.B. in der Mathe-
matik die Division definiert als Funktion: R x R \ {0} — R. Trotzdem kann man
auf jedem normalen Taschenrechner 5 / 0 eingeben. Das Ergebnis ist dann so etwas
wie ERROR.

2. Dieser Punkt greift auf dieP- bzw. wp-Funktion zurtick, die formal erst durch die
Definitionen 2.24 und 2.26 eingeflhrt werden. Wenn man ein nicht terminierendes
Programm oder ein in einem undefinierten Zustand terminierendes Programm da-
durch charakterisieren wirde, dafd das Ergebnis der Programmfunktion die leere
Menge ist, hatte manvp(P,true) = true unabhangig davon, oB terminiert oder
nicht. (Beweis: wp(P,true) entspricht LP(P,Z). LP(P,Z):={s0Z:f,(s) U Z}.

Nach Definition ware immerf ,(s) O Z. Bei nicht terminierenden Programmen wére
fo(99=0 wund die Teilmengenbeziehung ware auch erfullt. Damit ware
LP(P,Z) ={sslZ} = Z.). Auch dadaw of the excluded miracle (Satz 2.38) wirde

dann nicht gelten. Denn dann gabe es Anfangszustande, die zu keinem definierten
Endzustand fiihren wirden, z.B. solche, die zu einer Endlosschleife fiihren. Siehe
auch die Bemerkung zu Satz 2.38.

Diese beiden Nachteile werden dadurch behoben, daR fipaals totale Funktion in die
Menge der Zustande, erweitert um einen undefinierten Zusiadéfiniert. Die Menge der
Endzustédnde eines nicht terminierenden oder in einem undefinierten Zustand terminierenden
Programms enthalt danmn

Definition 2.22 (Programmfunktion) [W86]: Derundefinierte Zustand heil3t[], 00Z,

Z.:=Z0O{} . Die Funktion f,:Z+> 2% ordnet jedem Zustand JZ die Menge aller Zu-
stande f,(s) zu, in denen sich das Progranmach Start irs befinden kann. Def , total

ist, gilt (OsOZ: f,(s) # ). Programme mit der Eigenschdfis(0Z:|f,(s)|=1) hei3ende-
terministisch. Fur nicht terminierende oder in einem undefinierten Zustand terminierende
Programme gilt(Cs 0Z: 00 f,(9)) .

Bemerkung zum letzten Satz der Definition: Der Existenzquantor wird verwendet, weil ein
Programm schon dann als nicht terminierend oder in einem undefinierten Zustand terminie-
rend bezeichnet wird, wenn es einen Zustand mit dieser Wirkung gibt.

Nichtdeterministische Programme kénnen vom selben Anfangszustand aus in einem definier-
ten Zustand enden oder in einem undefinierten oder in einer Endlosschleife. Schon wenn so
eine Moglichkeit besteht, wird es als nicht terminierend oder in einem undefinierten Zustand
terminierend bezeichnet. Daher wird in der Definitieh f,(s) und nicht f,(s) ={[}

verwendet. Zu implizitem Nichtdeterminismus siehe auch die Bemerkung zu Satz 2.35.
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Es wird nicht zwischen nicht terminierend und in einem undefinierten Zustand terminierend
unterschieden. Falls diese Unterscheidung gebraucht wird, kann sie leicht eingefugt werden.

Definition 2.23 (Normal terminierend): Ein Programm P heifiormal terminierend, wenn
(OsDhz:00f,(9) qilt.

Definition 2.24 (largest preset) [W86]: Die Menge aller Anfangszustangedie nach
Ausfiihrung des Programn® in einen Zustand au®N [0 Z, fihren, hei3tlargest preset

LP(P, N) des ProgrammB und des Endzustandis LP(P,N):={sUZ: f,(s) U N} .

Satz 2.25 [W86]: LP(P,N) ist die gréf3te Menge mit der eben definierten Eigenschatft.

Definition 2.26 (weakest precondition): Das charakteristische Pradika_P) deslargest
preset eines ProgramniS und einer Nachbedingurg heil3tweakest precondition von S und

N, wp(S, N):= C(LP(S,C™*(N))).

Definition 2.27 (Korrektheit): Ein Programn® ist bezlglich einer SpezifikatioW,(N),
(V,N) 02 x 2%, genau dankorrekt, wennV O LP(S, N).

Bemerkung: Jedes korrekte Programm soll in einem definierten Zustand terminieren, d.h. fur
eine Nachbedinguny gilt nie O ON . Daher(V,N) 2% x 2% und nicht(V,N)02% x 2% .

Satz 2.28 (Korrektheit): Ein Programn§ist beziglich einer SpezifikatioW,(N),
V,NORp(PS), genau dann korrekt, weniv 0 wp(S,N)]. (Rp(PS) ist eine Menge von

Reprasentanten vd?ss;, damit sindv undN Pradikate.)

Beweis:

U:

Ein Programng ist bezlglich einer SpezifikatioW(N), V, N O Rp(PS) , korrekt
= Aquivalenz von Zustandsmengen und Pradikaten

Ein ProgrammsS ist beziiglich einer Spezifikation(@*(V),C*(N)),C™*(V),C*(N) 027,
korrekt

= Definition Korrektheit undx 02" =x 0 M

C(V) O LP(S,C(N))

0 Aquivalenz von Zustandsmengen und Pradikaten
[C(CT(V)) T C(LP(S,C(N))]

= Lemma 2.20, Definitionvp

[V O wp(S,N)]

0
[V O wp(S,N)]
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= Logik

[V Owp(S,N) =V]

= Definition wp

[V OC(LP(S,C™(N))) =V]

O Leibniz

C™(V OC(LP(S,C™(N)))) =C™(V)
= |somorphie

C*(V) n C(C(LP(S,C*(N))) =C™(V)
=Lemma2.20
C™*(V) n LP(S,C™(N)) =C™(V)

= Mengenlehre
C™(V) O LP(S,C™(N))
= Definition Korrektheit und x 02" = x 0O M

Ein Programm S ist beziiglich einer Spezifikation(@ ™(V),C™*(N)),C™*(V),C™*(N) O 2%,
korrekt

= Aquivalenz von Zustandsmengen und Pradikaten
Ein Programnsist bezlglich einer SpezifikatioW(N), V, N O Rp(PS) , korrekt

2.2.3 Semantische Aquivalenz

2 Programme S1 und & sind genau dann semantisch aquivalenfl= S2, wenn sie dieselbe
Wirkung haben. Diese intuitive Definition kann man nun mit Hilfe der relationalen Semantik
formalisieren. Wenn eine Anweisung eine beliebige Spezifikation (V, N) erfullt, dann auch die
andere Anweisung und umgekehrt. Da es hier um beliebige Spezifikationen geht, ¥hissen
undN allquantifiziert werden.

Bemerkung:
- true -- true
x 1= 1; und X 1= 2
- x>0 -- x>0

gelten. Beide Anweisungen erflllen also die eine gleiche Spezifikation, haben aber offen-
sichtlich nicht die gleiche Wirkung. Es reicht also nicht aus, dal} es eine Spezifikation gibt,
die von beiden Anweisungen erfillt wird.

Damit hat man

Definition 2.29: Zwei Anweisunger8l und<2 sind genau darsemantisch aquivalent
S1=S2, wenn

™

v -

HH b
i
%
i

-N  --N
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Der folgende Satz sagt aus, daR die semantische Aquivalenz gleichbedeutend mit der Aqui-
valenz der schwachsten Vorbedingungen ist. Damit wird der Nachweis der semantischen
Aquivalenz zweier Programme erleichtert. Der Grund dafiir, warum die semantische Aquiva-
lenz nicht gleich durch den folgenden Satz definiert wird, ist der, da3 Definition 2.29 dem
intuitiven Verstandnis von semantischer Aquivalenz naher kommt. Fir den Beweis des Satzes
werden Zustandsmengen statt ihrer charakteristischen Pradikate verwendet. Zuvor bendtigt
man

Lemma2.30: (OB,D:(DA: AOBO AOD)=B0OD).

Satz 2.31: Die semantische Aquivalenz ist aquivalent zu
[(ON: wp(SLN) =wp(S2,N)]) .
Beweis: zu zeigen ist
[(OV,N:(V O wp(SLN)) = (V O wp(S2,N)))] =[(ON : wp(SLN) =wp(S2,N))] .

[(OV,N:(V O wp(SLN)) = (V O wp(S2,N)))] =[(EN : wp(SLN) = wp(S2,N))]
= Definition wp

[(OV,N:C™(V) O LP(SLC*(N)) =C (V) O LP(S2,C*(N)))] =
[(ON: LP(SLC™(N)) = LP(S2,C™(N)))]

= mit A:=C(V),B:= LP(SLC™(N)),D = LP(S2,C*(N))
[(OAB,D:(A0B=A0D)=B=D)]

= Logik

[(OAB,D:(A0DBO AOD)O(AODDO AOB)=B=D)]

= Lemma 2.30

[(OB,D:BODODOB=B=D)]

= Mengenlehre

true

Um also zu zeigen, dal3 zwei Anweisungen die gleiche Wirkung haben, muf3 man zeigen, dal}
ihre schwachsten Vorbedingungen fir alle Nachbedingungen aquivalent sind. Mit dieser for-
malen Definition kann man intuitive Behauptungen wie ,das sieht man ja, dal3 das gleich ist"
beweisen oder widerlegen. Aul3erdem hat man ein Mittel, solche Beweise zu automatisieren,
denn was sich formalisieren laf3t, 1aRt sich auch automatisieren, zumindest im Prinzip.

2.3 Eigenschaften von wp

Fur das weitere Vorgehen werden einige Eigenschaften der Fumktibenétigt. Diese sind

in [G81] informell (mehr oder weniger durch intuitives Einsehen) und in [DS90] rein formal
mit Hilfe der Pradikatenlogik bewiesen. Diese Beweise sind allerdings relativ langwierig. In
diesem Abschnitt werden diese grundlegenden Eigenschaften mit Hilfe der auf Zustandsmen-
gen operierenden FunktidrP gezeigt, wobei sich herausstellt, dal? die Beweise wesentlich
kirzer und verstandlicher werden [W96], [B95: 78]. Im Folgenden werden alle Aussagen uber
wp in aquivalente Aussagen ubeP transformiert, analog zum Beweis von Satz 2.28, ohne
daR diese Transformation jedesmal explizit durchgefihrt wird. Die Aussagen werdgm mit
formuliert, weil sie in dieser Form spater benutzt werden.
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Satz 2.32 (Konjunktivitat ) [W96]: [wp(P,N O M) = wp(P,N) Owp(P,M)].
Beweis: zu zeigenist LP(P,N n M) = LP(P,N) n LP(P, M).

LP(P,N n M)

= Definition LP

{sOzZ:f,(s) O N n M}

= Mengenlehre

{sOzZ:f,(99ONDOf,(s) T M}

= Mengenlehre

{sOZ:f,(s) O N} n{sOZ: f,(s) O M}

= Definition LP

LP(P,N) n LP(P,M)

Bemerkung: der Vorteil dieser Beweisflihrung liegt darin, d&M und f.(s) Mengen sind.

Dadurch kann man elementare Mengenlehre anwenden, ohne sich Gedanken Uber die Bedeu-
tung der Mengen oder Programmablaufe machen zu missen. Der Beweis ist kurz, einfach und
formal.

Satz 2.33 (Monotonie) [W96]: [N O M] O [wp(P,N) O wp(P,M)].
Beweis: zu zeigen istN OM O LP(P,N) OO LP(P,M).
NOM

= Mengenlehre

NnM=N

O Leibniz

LP(P,N n M) = LP(P,N)

= Konjunktivitat

LP(P,N) n LP(P,M) = LP(P,N)
= Mengenlehre

LP(P,N) O LP(P,M)

Bemerkung: In [C090: 85] ist dieser Satz folgendermal3en dargestellt [W96/1]:
(NO M)DO (wp(P,N) O wp(P, M)).

Da hier Pradikate mit freien Variablen verwendet werden, und nach Konvention alle freien
Variablen allquantifiziert sind, ist der Satz mit dem everywhere-Operator so zu lesen:
[((NO M)O (wp(P,N) I wp(P,M))]. Dann ist er aber nicht mehr gultig, z.B. fur

N =true, M =x=1,P=x=x+1 ergibt sich[x =10 x=0]. An diesem Beispiel sieht man
einen weiteren Vorteil in der Verwendung von Zustandsmengen. Sie enthalten keine freien

Variablen, und bei der Rucktransformation in Pradikate gibt es keine Missverstandnisse tber
die Platzierung des everywhere-Operators bzw. der Klammerung.
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Satz 2.34 (schwache Disjunktivitat) [W96]: [wp(P,N OM) O wp(P,N) Owp(P,M)].
Beweis: zu zeigenist LP(P,N O M) OO LP(P,N) O LP(P, M) .
LP(P,N O M)

= Definition LP

{sOz:f,(s) O NDO M}

(0 Mengenlehre

{sOzZ:f, (99 ONDOf, (5 T M}

= Mengenlehre

{sOzZ:f,(s) O N} O{sOZ: f,(s) O M}
= Definition LP

LP(P,N) O LP(P,M)

Bemerkung: Disjunktivitat ist nicht analog zu Konjunktivitat. Die Disjunktivitat ist nur eine
Implikation und keine Aquivalenz. Auf diesen Unterschied kommt man auch hier rein formal
mit elementarer MengenlehréIMengen A/B,C: A BOCO AOBOAOC).

Aquivalenz gilt nur, wenjAl<1 oder BO COC O B.
Satz 2.35 (Starke Disjunktivitat) [W96]: Fur deterministische Programmayilt
[wp(P,N O M) =wp(P,N) Owp(P, M)]
Beweis: zu zeigen istLP(P,N O M) = LP(P,N) O LP(P, M) .
LP(P,N O M)
= Definition LP
{sOz:f,(s) O NDO M}
= Mengenlehre|f,(g)|=1
{sOzZ:f,(99ONDOf, (5 T M}
= Mengenlehre
{sOzZ:f,(s) O N} O{sOZ: f,(s) O M}
= Definition LP
LP(P,N) O LP(P,M)

Bemerkung: Zunachst folgt ein Beispiel fur die Nicht-Aquivalenz der schwachen Disjunkti-
vitat bei nicht deterministischen Programmen.

wp(x:=10 x=2,x=10x = 2) =true, aber
wp(x:=10 x=2,x=1) Owp(x=10 x=2,x =2) = falsel] false = false (Kein Anfangszu-
stand garantiert, dal3 nach Ausfiihrung der nichtdeterministischen Zuweisuhgilt. An-
dererseits gilt nach Ausfihrung der nichtdeterministischen Zuweisund [Ix = 2.).
Auch Programmiersprachen, die scheinbar deterministisch sind, beinhalten im Allgemeinen
impliziten Nichtdeterminismus. Z.B. ist in Ada und anderen imperativen Sprachen die Rei-
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2 Notationen und Begriffe

henfolge der Auswertung von Ausdriicken oder aktuellen Parametern nicht festgelegt. Ein
Beispiel fur diesen impliziten Nichtdeterminismus ist

function f(p: integer) return integer is

begi n
zZ =2z + 1,
return p + 1;
end if;

--X:y:Z:O
x 1= f(y) +z

Der Anfangszustand kann abhangig von der Reihenfolge der Auswertung des Ausdyjucks

+ z zu den beiden Endzustanden=1 bzw. x =2 fuhren. Der Grund dafir ist hier die glo-

bale Variablez. Man darf also die starke Disjunktivitat nur unter der Voraussetzung determi-
nistischer Programme verwenden, insbesondere muf3 auch impliziter Nichtdeterminismus
ausgeschlossen sein.

Definition 2.36: Zwei Pradikatd® undQ heiB3ernvergleichbar, wenn [R]1 Q] oder [Q] P] gilt.
Lemma 2.37 (Starke Disjunktivitat) : Fur vergleichbare PradikabkéundM gilt
[wp(P,N OM) =wp(P,N) Owp(P, M)].
Beweis. O.B.d.A. gelte nach der Voraussetzymgd M].
[NO M]
= Logik
[NOM = M]
O Leibniz
[wp(P, N OM) =wp(P, M)]
und
[NO M]
(0 Monotonie

[wp(P,N) O wp(P, M)]
= Logik

[wp(P, N) Owp(P, M) = wp(P, M)]

Bemerkung: Das laR3t sich auf jede endliche Kette von Pradikaten verallgemeinern.

Satz 2.38 (law of the excluded miracle) [G81: 110]:[wp(P, false) = false].
Beweis: zu zeigen istLP(P,0) =O.

LP(P,0)

= Definition LP

{sOz:f,(s) OO}

= Mengenlehre

{sOz:f.(s =01}

= Definition Programmfunktion(COs 0 Z: f(s) # U)

25



2 Notationen und Begriffe

{sOZ: falsg
= Mengenlehre
O

Bemerkung: Es gibt also keinen Anfangszustand, der zu keinem Endzustand fuhrt, oder an-
ders ausgedriickt, alle Anfangszustande fihren zu einem Endzustand. Das gilt also auch fir
nicht terminierende oder in einem undefinierten Zustand terminierende Programme. Dann ist
der Endzustandl. Ohne die Erweiterung der Zustandsmengeluwgre dieser Satz so nicht

gultig.
Satz 2.39 (Terminierung): Ein Programn® terminiert genau dann normal, wenn

[wp(P,true) =true]
Beweis:
LP(P,2)=Z

= Definition LP

{sOz:f, (902} =2

= Mengenlehre

{shz:f, (90 zZy 0 Zz0{s0Zf (92} O Z

= Mengenlehre

trued{s0Z:f, (90 Z} 0Z

zu zeigen bleibt also (mit der Definition fimormal terminierend)
(Oshz:O00f.(s)=z0{sOz:f.(90Z}.

U:

ZO{sOz:f, (902} 0 (OUsOz:00f(9)

= Mengenlehre

(OxDz:xO{sOz:f, (9 0Z}) 0O (OsOz:00f(9)
= Mengenlehre

(OxDz:xOzOf,(x)0Z)0 (OsUOZ:O00f,(9)
= Kontraposition

(OzZ:O0Of.(9) 0 (XDOzZ: T (x) O 2)

= Skolemisierung

(OshzO00f, (90 (XOZ:f,(x) T 2))

=mit x=5s

(Oshz:O00f. (90 stzOf,(s) 0 2)

= Logik, Mengenlehre

(OsDz:O00f, (90 (xOf,(9):x02))
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2 Notationen und Begriffe

=mit x=01
(OsO0z:00f. (90 OOf. (9O DOZ)
= Logik, Definition Programmfunktion
true
U:
(OsDz:O0f,(9) 0 zO{sOzZ f.(s) O Z}
= Mengenlehre
(OsDz:O00f.(9) 0 (OxxDz O xO{sOZ: f,(s) 0 Z})
= Mengenlehre
(OshzO0f(9) 0 (OxxOzO xOzZzOf.(x) T 2)
= Skolemisierung
(Ox(OsDzO0Of,(9) 0 (xOZDO xOzZzOf,(x) O 2Z))
= portation
(Ox(Oshz:O0Of (9)OxDOzO xOzZzOf,(x) O 2Z)
= Logik
(Ox(Oshz:O00f,(9)Ox0Zz 0O fo(x)O2)
(0 modus ponens
(OxOOf,(x)OxO0Z0O fo(x)02)
= Logik, Definition Z, Definition Programmfunktion
(OxOz00zOf,(x) 0z, 000f,(x)0 fo(x)02)
= 2 mal shuffle
(OxOz.00zOf,x0zZz0O00Of, (0 fo(x)02Z,)
= Mengenlehre
(OxDz00zO0(0yyOf,(x)Oy0z)000Of,(x) O (esOf,(x) OsOZy))
= Skolemisierung, Definition Programmfunktion
(OxDz,y,00z0yOf,(x)Oy0zOO0Of,(x) O (sOf,(x) OsOzZzO{[1}))
= Mengenlehre
(OxDz,y,00z0OyOf,(x)OyDz0OO0Of,(x) O (ksOf,(x) OsOzZOsz )
= -gplit
(OxOz,yyy=0000ZOyOf,(x)OyOzOOOf,(x) 0O (esOf,(x)OsOZzOsz0)) 0

(OxOz,yyyz0000Z0yOf,(x)0Oy0OzOOOf,(x) 0 (ssOf.(x)OsOZUsz )
= Substitution
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2 Notationen und Begriffe

(OxOz:O00zOOOf,(x)000zODOf, ()0 (5:sOf,(x)OsO0zOsz0)0
(OxDz,y:yz0000Z0yOf,(x)Oy0z000f,(x) 0 (Bs:sOf(x)UsOZ Osz 1))

= Logik
(OxOZ: falseD (Cs:sOf,(x)Os0Zz0Osz0) 0
(OxDz,y:yz0000Z0yOf,(x)Oy0z000f,(x) 0O (Os:sOf(x)UsOZ Osz 1))

= Logik
(OxOz,y:yz0000Zz0y0Of,(x)0y0Zz0O00Of,(x) 0 (5:sOf,(x) OsOZ Os =z 0))

=mit s=vy
(OxOz,y:yz0000z0y0Of,(x)0yOzO00f,(x)0 yOf,(x)0yOdzZ0Oy#D)

= Logik
true

Bemerkung: Wenn man sichergestellt hat, dd® normal terminiert, kann man also
wp(P,true) durchtrue ersetzen.

Fur nicht normal terminierende Programme gilt nickp(P,true) =true] .
Beweis durch Widerspruch: angenommen, es [gilp(P,true) =true], also
LP(P,2)=Z
= Definition LP
{sOz:f, (902} =2
= Voraussetzung? nicht normal terminierend
{sOz:{302z2}=Z
= Definition Z
{sO0Z: falsg} =Z
= Logik, Mengenlehre
0=2
= Definition Z

false

Lemma 2.40 (K onsequenzregel):
[AD BlOCO DIOBO wp(P,C)10 [AD wp(P,D)].
Beweis: zu zeigen istM O NORO SON O LP(P,R) 0 M O LP(P,S)
MONOROSONOLP(P,R O M OLP(P,S)

O Transitivitat vond

28



2 Notationen und Begriffe

ROSOM OLP(P,R) 0 MO LP(P,9)

= Definition LP

ROSOMO{sOzZ:f,(9OR O MDO{sOZf, (90

= Mengenlehre

(OxOM:ROSOxOZOf,(x)OR O MO{sOzZ:f. (90
O Transitivitat von

(OxOM:xDzDOf,(x)O0S 0 MO{sOz:f. (590 S

= Mengenlehre

MO{sOzZ:f,(90S 0O MO{sOzZf.(990F

= Logik

true
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3 Verifikationsbedingungen

3 Verifikationsbedingungen

3.1 Uberblick und Begriffsbestimmung

In diesem Kapitel werden flr verschiedene Anweisungen Bedingungen, die die Korrektheit
implizieren {erifikationsbedingungen VCs), dargestellt. Dabei sind die meisten Ergebnisse
nicht neu, sondern die Art und Weise, wie sie erzielt werden. Die Semantik der Anweisungen
P wird nicht durch wp(P, N) definiert, sondern durch ihre Programmfunktion (s) .

wp(P, N) wird dann als Satz formuliert. Die Umsetzung der verbalen Semantikbeschreibung
einer Anweisund in wp(P, N) ist nicht so klar und intuitiv einleuchtend wie die Umsetzung
der verbalen Semantikbeschreibung einer Anweiduing f,(s) . Der tiefere Grund dafur ist

wahrscheinlich, dal3 die verbalen Semantikbeschreibungen, wie sie in den meisten Program-
miersprachen vorherrschen, vorwarts gerichtet sind. Sie sagen, was gemacht wird, und zwar
in der zeitlichen Reihenfolge. Die Funktiaup ist eher rtickwérts gerichtet und daher nicht so
anschaulich. Das wird in den folgenden Abschnitten deutlich. In [B95: 75-76] werden, ausge-

hend von einer verbalen, informellen Semantikbeschreibung, zwei Funktignend wp

definiert, die eine Formalisierung der informellen Semantikbeschreibung darstellen. Dann
wird gezeigt, dal’ diese beiden Definitionen aquivalent sind [B95: 80]. Hier wird, ausgehend
von einer verbalen, informellen Semantikbeschreibung, die Semantik einer Anweisung durch
die Definition der Programmfunktion formalisiert. Dig@-Funktion wird als Satz formuliert,
wobei ihr Beweis die Programmfunktion benutzt.

Zudem wird die explizite Typprifung bei der Zuweisung eingefihrt (Abschnitt 3.2.2), das
Substitutionslemma finp formuliert (Abschnitt 3) und eine neue VC flr For-Schleifen vor-
gestellt (Abschnitt 3.4.2). Die Korrektheit von Schleifen wird durch eine Konjunktion von 5
(bei While-Schleifen, Abschnitt 3.4.1) bzw. 4 Bedingungen (bei For-Schleifen, Abschnitt
3.4.2), in denen eine Invariante und Terminierungsfunktion (bei While-Schleifen) vorkom-
men, impliziert. Es wird formal gezeigt, da auch die Umkehrung dieser Implikation (bis auf
eine in der Praxis unbedeutende Ausnahme) gilt (Abschnitte 3.4.1 und 3.4.2). Anhand von 5
Beispielen wird gezeigt, dal3 zum Beweis der Korrektheit tatsachlich alle 5 Bedingungen not-
wendig sind. Es folgt ein Vergleich von 4 in der Literatur vorkommenden Vorbedingungen
fur Prozeduraufrufe (Abschnitt 3.4.3.2). AuRerdem werden leistungsfahige VCs flir Schleifen
im Kontext einer umgebenden Anweisung (Abschnitt 3.4.4) und rekursive Prozeduren vorge-
stellt (Abschnitt 3.4.5). Eine Schleife im Kontext einer umgebenden Anweisung ist z.B. eine
Schleife, die im Then-Teil eines If-Statement vorkommt (dann ist die umgebenden Anwei-
sung das If-Statement) oder eine innere Schleife bei geschachtelten Schleifen (dann ist die
umgebenden Anweisung die aul3ere Schleife).

Nach Satz 2.28 ist ein Progranirbezuglich einer Spezifikation/( N) genau dann korrekt,
wenn [V O wp(P,N)] qilt. Fir den Korrektheitsnachweis sind im Wesentlichen also 2
Schritte erforderlich:

1. Berechnung des Pradikatep(P, N)
2. Uberprufung, ob die Implikation gilt

Die 2 Schritte mussen in der angegebenen Reihenfolge durchgefiihrt werden. Der 2. Schritt
kann vollstandig oder teilweise von einem automatischen Beweiser durchgefiihrt werden und
ist nicht Gegenstand dieser Arbeit. Die Berechnung des Pradikgid3 N) ist abhangig

von P nicht immer moglich. Daher ist ein allgemeineres Vorgehen die Verwendungveiner
rifikationsbedingung VC. Das ist ein Pradikat, das die Korrektheit impliziert.
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3 Verifikationsbedingungen

Definition 3.1: Fur ein ProgramnP und eine Spezifikation N) ist eineexakte Verifikati-
onsbedingung VC das Pradikafv O wp(P,N)].

Da wp(P, N) nicht immer berechnet werden kann, wie z.B. flr Schleifen und Prozeduraufru-
fe, mul3 man in diesen Fallen eine andere VC benutzen, die starReéralsvp(P, N)] ist.
Definition 3.2: Ein Pradikat VC, fur dagvC [0 [V O wp(P,N)]] gilt, ist eineapproximierte

VC.

Bemerkung: Naturlich ist man daran interessiert, eine moglichst schwache VC zu benutzen,
so dal? maialse nicht verwenden wird. Es kann auch sein, dal’ eine approximierte VC nicht
nur die Korrektheit impliziert (was natdrlich fur jede approximierte VC gezeigt werden muf3),
sondern sogar zur Korrektheit aquivalent ist. Das kann aber nicht entschieden werden, wenn
wp(P, N) nicht berechnet werden kann.

Fur eine approximierte VC gilt nur VO Korrektheit und nicht unbedingt die umgekehrte
Richtung. Das bedeutet, da? man in so einem Fall ein korrektes Programm mdglicherweise
nicht beweisen kann. Ein Beispiel daflr befindet sich im Beweis von Satz 3.34, Teil 3 und
Beispiel 7 von Abschnitt 3.4.3.2. Es kann aber nicht sein, da? man ein nicht korrektes Pro-
gramm beweisen kann. Zunachst werden die Prograbetrachtet, fur dievp(P,N) be-

rechnet werden kann.

3.2 Exakte Verifikationsbedingungen

Fur das Null-Statement, die Zuweisung (unter gewissen Voraussetzungen) sowie das If- und
Case-Statement und die nichtdeterministische Auswahl gibt es eine exakte VC. Im Folgenden

bezeichneN eine Nachbedingung unil:= C™*(N).

3.2.1 Null-Statement

Das Null-Statemenitul | macht nichts, es wird keine Variable geandert. Die Wirkung von
nul | ist also: jeder Zustarglbleibt unverandert, also

(OsDZ: fy (9) ={s}).

Lemma 3.3 (Null-Regel): wp(Null, N) = N.
Beweis: zu zeigen istLP(Null, M) =M far M O Z

LP(Null, M)

= Definition LP
{sOZ: 1, (9 O M}

= Definition Programmfunktion, Mengenlehre
{sOZ:sOM}

zu zeigen bleibtM ={s0Z:s[0M}:

M ={sOZ:sO0M}
= Mengenlehre
(OxxOM =x0O{sOZ:s0M})
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3 Verifikationsbedingungen

= Mengenlehre

(OxxOM =x0OzZ0OxOM)

= Logik

(Ox(xOM O xOZzOxOM)O(xOzOxOM O xOM))
= Logik

(Ox(xOM O x0O2Z) Otrue)

= Mengenlehre
MOZ

= Voraussetzung

true
Bemerkung: Hier wurde die Null-Regel postuliert und ihre Korrektheit ohne verbale Be-
schreibung rein formal bewiesen. Man kann die Null-Regel auch als Definition des Null-
Statements auffassen. Hier wurde das Null-Statement durch seine Programmfunktion definiert
und daraus die Null-Regel postuliert und bewiesen. Diese Definition spiegelt die verbale De-
finition (kein Zustand wird geéndert) genauer wider als die Definition dukph Das wird bei
der Zuweisung noch deutlicher.

3.2.2 Zuweisung

Die Wertzuweisung : = e setzt die Variable auf den Wert des AusdruckgFallsv vor der
Zuweisung definiert war und den gleichen Wert wieatte, wird der Wert vom nicht geén-

dert. Hier soll aber der allgemeinere Fall, @afor der Zuweisung einen beliebigen Wert hat,
betrachtet werden). Die Wertzuweisung soll keinen Seiteneffekt bewirken, d.h. es soll nur der
Wert der Variablerv geéandert werden und die Werte aller anderen Variablen bleiben unver-
andert. Falls Seiteneffekte auftreten, ist die folgende Herleitung der Zuweisungsregel und
damit die Zuweisungsregel selbst nicht guiltig. Weiterhin soll die Auswertung des Ausdrucks
normal terminieren, d.h. nicht zu einem undefinierten Zustand oder einer Endlosschleife fih-
ren. Das kann z.B. bei Division durch 0, durch einen Index-out-of-range-error bei einem
Arrayzugriff, durch einen arithmetischen Uberlauf oder Auswertung einer Funktion passieren.
Seiteneffekte bei der Wertzuweisung sind eine Quelle des impliziten Nichtdeterminismus.
Eine andere Quelle ist eine nicht initialisierte Variable im AusdeidRiese kann zu einem
undefinierten Zustand oder zu einem definierten Zustand mit beliebigem Werfiftiren.

Aus diesem Grund sollen alle Variableneimnitialisiert sein, d.h. vor Auswertung vanist

das Programm in einem definierten Zustand. Unter diesen Voraussetzungen gilt fir die Pro-
grammfunktion der Zuweisung

(Os0Z:,..(9) ={s}).
Dabei ists; derselbe Zustand wiebis auf die Stelle, an der der Wert voa im Zustands
angenommen wird, formal:
Definition 3.4: Fur einen Zustanslist
S'(x) = O s(x), fallsx # v
e %V(l'v'l')'jf’fs(vn) OW,, fallsx = v

S|
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3 Verifikationsbedingungen

Beispiel: s=((x1),(y,2) , V=X, e=x+y. s’ ist derselbe Zustand wie s bis auf die Stelle
X. An der Stelley steht also der Wert 2. An der Stelle x steht der Wert von x +y im Zustand
s, adlso 3. Damit igt s, = ((x,3),(Y,2)) . Nach Definition 3.4 ist s;,,(y) =s(y) und

Sey (X = (X+ V) s = (X Y)1 =3.

Lemma 3.5 (Zuweisungsregel): wp(v:=e N)=N;.

Beweis:
wp(v:=¢,N)

= Definition wp
C(LP(v:=e,C™(N)))

= Definition LP

C({s0Z: f,.,(9 DCH(N)})

= Definition f Mengenlehre

vi=e!

C({sOz:ss! OC™(N)})
zu zeigen bleibt [C({s0zZ:s! OC™*(N)}) = N/].

[C{sOz:s’ OCY(N)}) = N!]

= Aquivalenz von Pradikaten

(Ot 0Z:C({sOZ:s! OCH(N)})() = NY (1))

= Definition Charakteristisches Pradikat

(Ot 0z:t O{sOZ:s! OC™(N)} = NY(1))

= Mengenlehre

(Ot 0z:t 0Z 0Ot OC™(N) = NY(b))

= Definition 3.4

(Ot 0Z:t 0Z Oty OCTH(N) = (NG m)

= Mengenlehre

(Ot 0Z:{t} O Z0{t} 0 CT(N) = (N5 om)

= [somorphie

(Ot DZ[C(t}) O C(Z2)1B[C{t.}) O CCT(NDT = (NS i ewm)
= Isomorphie

(Ot DZ[C{) O truel D[CE) O NI= (N )

= Logik
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3 Verifikationsbedingungen

(Ot 0Z[C{te}) O NI= (N m)
= Definition Charakteristisches Pradikat

(Ot OZ:[v, =t(v,)D--0v, =t(v,) OV =€ O NT= (NG )

= Substitution
. N\| VL...,vnv — vyvl...wn
(Dt bz Nt(vl),...,t(vn),etv(lv"l')';_‘fr_‘vt(\,n) - (Ne )t(vl),...,t(vn))

= Substitutionslemma

. N\ VL...vnyv — vli...,vnyv
(COtoz Nt(vl),~~~,t(vn),e¥<1v"1')‘:_v_?t(vn) B Nt(Vl)v~~rt(Vn)!etv(1\}.]:).:.\T,t(vn)
= Logik
true

Die Zuweisungsregel gilt unter den oben verbal genannten Voraussetzungen. Einige dieser
verbalen Voraussetzungen kann man formalisieren und in die Zuweisungsregel aufnehmen.

1. Die Auswertung voe soll nicht in einen undefinierten Zustand fiihren bedeutet, daf3
der Wert des Ausdrucks zum Typ der Variablgral3t. Ein undefinierter Zustand bei
Auswertung eines Integerausdrucks kann bei Uberlauf und Division durch O entste-
hen (damit ist auch mod und rem eingeschlossen). Andere partielle ganzzahlige
Funktionen werden durch den nachsten Punkt subsumiert.

2. Die Auswertung eines Ausdrucg&ann zu einer Endlosschleife flihren, falsinen
Funktionsaufruf enthalt. Daher salkeinen Funktionsaufruf enthalten. Man kann
durch Einfihrung von Hilfsprozeduren und -variablen einen Ausdruck immer funkti-
onsfrei machen (siehe Abschnitt 3.4.3.1). Dadurch kann zwar die Auswerturg von
nicht zu einer Endlosschleife fihren, die Endlosschleife wird aber in die der Funktion
entsprechenden Prozedur verlagert.

3. Alle Variablen sollen einen definierten Wert haben. Das kann dadurch erreicht wer-
den, dal} jede Variable bei ihrer Definition initialisiert wird (siehe auch Definition
2.15 (Zustand), letzter Satz und anschlieRendes Beispiel).

Die Punkte 2 und 3 kénnen rein syntaktisch gepruft werden. Punkt 1 kann duiiGiplobe
dingung sichergestellt werden.

Definition 3.6 (Typbedingung): Fur eine Wertzuweisung : = e ist die Typbedingung
T,(e) das PradikaeJW, .

Damit ergibt sich fiir die Zuweisungsregelp(v:=¢e,N) = N; OT, (e).
Beispid:
X: Int8; -- Int8 = [-128, 127]

X - X,

=20

x 1l

wp(x:==X,x =0)
= Zuweisungsregel
-x2=200-128< —x <127 [0-x def
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= Arithmetik
x<00128= x> -127
= Arithmetik
-127<x<0
Eine Zuweisung a(i) := e eines Ausdrucks e zu einer Arraykomponente a(i) andert den

Wert der Arrayvariablem nur an der Stellé unter der Voraussetzung, dal3 die Auswertung
des Ausdrucks normal terminiert und keine Seiteneffekte verursacht. Die Zuweisung kann

daher auch in der Forra:= a. dargestellt werden, wobei die Variable auf der linken Seite

und der Ausdruck auf der rechten Seite vom Typ Funktion sindst dieselbe Funktion wie
a aulRer an der Stelle wo der Werte angenommen wird, entsprechend der Notati¢a/t]

von [SL87: 5]. Damit braucht man keine spezielle Regel fir diese Zuweisung. Sie ergibt sich
aus der Regel fur die Zuweisung zu einer einfachen Variablen. Die Anweisung terminiert
normal, wenn die Auswertungen der Ausdriickade normal terminieren, im Indextyp von

a liegt unde im Komponententyp voa liegt. Fir die Programmfunktion gilt

(UsUZ: f,y-e(9) = {Si}) -

Die Zuweisungsregel iswp(a(i) :=e,N) = N; . Mit der Typbedingung ergibt sich
wp(a(i):=e N) = N:ie OT,.(e) 0T, ().
Dabei istT,, der Komponententyp vomund T, der Indextyp vora. Die Regel gilt auch fir
mehrdimensionale Arrays.
Beispide:
a: array(1..10) of Int8s;
i, j: Int8;
a(i.) := 0;
-a(j) =0
wp(a(i):=0,a(j) =0)

= Zuweisungsregel
(a(j) = 0); 01<i,j<100-128<0<127

= Arithmetik

(i=j0O0=00i# jOa(j)=0)01<i,j <10
= Logik

(i=j0a(j)=0) 01<i,j<10

subtype Ind2 is natural range O..4;
a: array(1..10, Ind2) of Int8;

i: Int8;

j: I'nd2;

a(i+1,j)
-a(j,0)
wp(a(i +1,j):=i+j,a(j,0) 2i)

i+,
i

[\
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= Zuweisungsregel

(a(j,0) 2 0)%.,) O1<i+1,j<1000< 0<40-128<i + | <127

= Arithmetik, Definition voni und
(i+1=j0Oj=00i+j=2i0(+12j0j#0)0a(j,0)=2i)d0<i<901< j<4
= Arithmetik, Logik

(i=-10j=00a(j,0)=i)00<i<901< j<4

Ahnlich wie Zuweisungen zu Arraykomponenten kann man Zuweisungen zu Recordkompo-

nentena.r := e behandeln. Da die Bezeichner der Recordkomponenten statisch sind, erge-
ben sich jedoch 2 Vereinfachungen:

1. Die Prifung, ols eine Komponente voa ist, wird von jedem Compiler gepruft und
muf3 nicht als Typbedingung formuliert werden.

2. Bei der Berechnung der schwachsten Vorbedingung muf3 keine Fallunterscheidung
gemacht werden.

Zuweisungen zu Recordkomponenten kann man daher wie Zuweisungen zu einfachen Varia-
blen behandeln. Damit sind auch Zuweisungen zu einer Variable mit einem Selektor, d.h. ei-
ner Sequenz von Indizes und Recordkomponenten, zulassig.

Beispid (aist eine Spezifikationsvariable):

subtype Ind is positive range 1..10;
type st is record
left, right: Int8;
end record;
type vt is array(lnd) of st:
type rt is record
Vi Vvt;

end record;

type bt is array(lnd, Ind) of rt;
b: bt;

i, j: Int8;

b(i, j).v(3).left := 0
-- 1 <a<10 db(1,a).v(j).left >=0

wp(b(i, j).v(3)left :=01< a<100b(l, a).v(j)left = 0)
= Zuweisungsregel
(b(@ a).v(j)left = 0)] ;. O1<1a,i,[,3<100-128<0<127

= Arithmetik

(i=10j=a03=j00200~(i=10j=a03=j00=0)0bLa)v(j)left =20)01<a,i, j <10
= Logik

(=10]=a=30bLa)v(j)left >0)01<a,i,j <10
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3.2.3 Sequenz

Die Wirkung der Sequenz P1 P2 von 2 Programmen P1 und P2 wird wieder tber ihre Pro-

grammfunktion definiert. Alle Endzustande vBh sind Anfangszustande vét2. Jeden die-
ser Zustande bildd?2 auf eine Menge von Endzustanden \RIhP2 ab. Da die Programm-

funktion nur au® definiert ist, muf®1 normal terminieren. Damit ist

00 (89 0 (QUDZ: frypy (@) = | Frat)) -

t0fp (u)

Lemma 3.7 (Sequenzregel): FallsP1 normal terminiert, gilt
[wp(PL, P2, N) =wp(PL wp(P2,N))]
Beweis: zu zeigen ist_P(PL P2,M) = LP(PL LP(P2,M))

LP(PL; P2,M) = LP(PL, LP(P2,M))

= Definition LP

{sUZ: fo.p(9) O M} ={sOZ: f, (s O{t OZ: f,(t) O M}}

= Mengenlehre

(OxxO{sOZ: fop,(s) O M} =xO{sOZ: f,(s) O{t OZ: f,,(t) O M}})
= Mengenlehre

(OxxOZOf () OM=x0Z0f,,(x) O{t OZ: f,,(t) O M})

= Definition fg,;,

(Ox:xO0z0 Yfe,®) OM =xO0Z0Of,,(x) O{tOZ: f,,(t) OM})

t0fpy(X)
= Mengenlehre
(OxxOZzO@OtOfp (X): o, () OM)=xO0Z00y Of,,(X):yOZ0Of,,(y) O M))
= P1 terminiert normal

true

Die Sequenzregel gilt fir mehrere Anweisunddin..; Pn entsprechend:

wp(PL...Pn,N)
= Sequenzregel
wp(P%...Pn—-21,wp(Pn,N))

= Sequenzregel

= Sequenzregel
wp(PLwp(P2,...,wp(Pn,N)-+)
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Beispid (Vertauschung):

X, y: Int8;

X 1= X +vy;

y =X -,

X 1= X -y,

--x=aly=>b

wp(X:=x+yy:=x-y,x=x-y,x=ally=hb)
= Sequenzregel
wp(x:= X +y,wp(y:= X - y,wWp(x:= x - y,x =ally =h)))
= Zuweisungsregel

wp(x:=x+ywp(y.=x-y,x-y=ally=b[0-128< x- y<127))

= Zuweisungsregel, Arithmetik
wp(x:=x+y,y=allx-y=b[0-128< y<127[-128< x -y <127)
= Zuweisungsregel, Arithmetik
y=alx=b[0-128<y<127[1-128< x<127[1-128< x+y <127

= Definition von x und y
y=alOx=b0-128< x+y<127

3.2.4 Fallunterscheidung

3.2.4.1 If-Statement

Die Ausfiihrung des If-Statemernts b then P1 el se P2 end if (1 F) besteht zunachst in

der Auswertung des Booleschen Ausdrubkgalls diese Auswertung normal terminiert und

true ergibt, wirdP1 ausgefuhrt. Falls die Auswertung normal terminiert fahsk ergibt, wird

P2 ausgefuhrt. Falls diese Auswertung nicht normal terminiert, terminiert auch das If-
Statement nicht normal. Unter der Voraussetzung, dal’ die Auswertung des Booleschen Aus-
drucksb normal terminiert, gilt somit: wenn IF im Zustaadestartet wird undb(s) gilt, ist

die Endzustandsmengg,, (s) . Wenn IF im Zustand gestartet wird und(s) nicht gilt, ist

die Endzustandsmengé,,(s). Wegenb(s) = (C™*(b(s)) =Z) gilt also fir die Programm-
funktion

(0SOZ: (9 = CHB() N Fo, (9O CHB(S) N Fpy(9)).

Wenn b(s) gilt, ergibt der Schnitt vorf,,(s) mitZ f,,(s) und der Schnitt vorf,,(s) mit
Z 0O, so daf in diesem Fafl- (s) = f,(s) ist (und umgekehrt).

Lemma 3.8 (If-Regel): Mit IF :=if b then P1 else P2 end if; und normaler Terminie-
rung der Auswertung des Boolschen Ausdruzkyt

[wp(IF, N) = b Owp(PL N) O=b Owp(P2, N)].
Beweis: zu zeigen istLP(IF, M) = C™(b) n LP(PL, M) O C™*(=b) n LP(P2, M)

LP(IF, M)
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= Definition LP

{sOz:f,-(s) O M}

= Definition f .

{sOZ:C(B(S)) N For(8) O CHO() N Fpp(S) O M}

= Z-split (Z = C™(b(s)) 0 C ™ (b(9) )

{sOC(B(9):CHB(9) N For(9 O CHB(S) N Fop(9) O M} D
{sOC(0(9):C(B(S) N For( O CHO(I) N Fop(s) O M}
= Mengenlehre, Logik

{sOC(0(9): f o (9 O M} O{sOC(0(3)):f p, (S) O M}

= Mengenlehre, Logik

C(b) n{sOZ: f, (s 0 M}OC((s) n{sSOZ: fpp(s) O M}
= Definition LP

C™(b) n LP(PL M) C™(=b) n LP(P2, M)

Die normale Terminierung der Auswertung des Booleschen Ausdrucks b wird durch bool (b)
bezeichnet. Damit ergibt sich wp(l1F, N) = bool (b) O(b Owp(P1, N) O-bOwp(P2,N)) . Das
If-Statement ohne el se erhalt man aus IF durch Ersetzung von P2 durth. Damit erhalt

man
wp(if bthen P end if,N)
= If-Regel
bool (b) [I(b Owp(PL, N) O-b Owp(NULL, N))
= Null-Regel
bool (b) (b Owp(P1,N) O-bN)
Beispide:
X: 1nt8;
if 127/x < 0 then x : = -x; end if;
-x=20
wp(IF,x=0)

= If-Regel, Zuweisungsregel

bool (127 / x<0) 0(127/ x<00-x=200-128< —x< 1270127/ x=200x = 0)
= Arithmetik

xZ200(x<00Ox<00128> x=>-1270x>00x=0)

= Arithmetik, Definition vonx
-127<x<000<x<127
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Das folgende Beispiel zeigt die Verifikation einer 1f-Anweisung mit Hilfe von FPP.
Eingabe:

--lpre: -127<=x and x <= 127 and x = Kx;
if x<0 then x := -x; end if;
--lpost: -128<=x and x <= 127 and x = Abs(Kx);

Ausgabe:
FPP (Frege Program Prover) University of Jena, Gernany
User: 141.35.14.243 At: 98-3-3, 10:55
The answer to your query is:
--lpre © (-127 <= x AND x <= 127 AND x = kx)
--> W : (0 >= 1+ x AND -128 <= -x AND -x <= 127 AND -x = Abs(kx))
-> OR (0 <= x AND -128 <= x AND x <= 127 AND x = Abs(kx))
-> ve : (-127 <= x AND x <= 127 AND x = kx)
-> ==> (0 >= 1+ x AND -128 <= -x AND -x <= 127 AND -x = Abs(kx))
-> OR (0 <= x AND -128 <= x AND x <= 127 AND x = Abs(kx))
--> Result: proved
IF x < 0 THEN
X 1= -X;
end if;
- -1 post : (-128 <= x AND x <= 127 AND x = Abs(kx))

3.2.4.2 Case-Statement

Das Case-Statement CASE ist eine Verallgemeinerung des If-Statements. Es hat folgende
Form (in Ada-Syntax):
case e is
when Cl1 => P1;

when Cﬁ => Pn;
end case;

Die C sind die Vergleichsausdriicke. Sie bestehen aus einer durch | getrennten Liste von sta-
tischen Ausdriicken bzw. statischen Bereichen:

Ci :=Dil1 | ... | Din

Dij ::= Kij | UGij ‘..’ OGij

eist ein diskreter Ausdruck. K;;, UG; und OG; sind statische ~ Ausdrlicke von gleichem

Typ wiee. Zu jedemC, gibt es den charakteristischen Vergleichsausd@¢R, . Er ist defi-
e=K;, falsD;=K;

U i 1
niert durchCVA:= D,,--0D,,, wobei D, = %JG“ ces OG]~ talls D 2UG. . 0G. "
=== ij i et

ij?
Die C bilden eine Partition des Typs vend.h. sie sind paarweise disjunkt und schépfen den
Typ vone aus, formal

(OsOZ:CVA (93--[CVA,(9) O(Li, jl<i < j <=~ (0sOZ:CVA (s) = CVA, (9))) .

Zur Ausfuhrung von CASE wird zunachstim aktuellen Zustand ausgewertet. Falls die
Auswertung vore normal terminiert undCVA (s) gilt, wird P ausgefuhrt. Wegen der Parti-

tionierung gilt immer genau ei@VA (s) . Falls die Auswertung voanicht normal terminiert,

terminiert auch CASE nicht normal. Unter der Voraussetzung, dal® die Auswertung des Aus-
druckse normal terminiert, gilt somit (mit analoger Argumentation wie bei IF)

(DSDZ : fCASE(S) = C_l(CVA1) N fPl(S) g..-o C_l(CVAn) N an(S))
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Fiir ein Case-Statement naither s ist C, = others und CVA, = -(CVA [}--00CVA_ ) .
Lemma 3.9 (Case-Regel): Unter der Voraussetzung, dal? die Auswertung des Ausdeucks
normal terminiert, gitwp(CASE, N) = CVA Uwp(PL N) O--- OCVA, Owp(Pn,N) .

Beweis: zu zeigen ist (MiCVM,:= C™(CVA (9)) (charakteristische Vergleichsmenge))
LP(CASE, M) = C™}(CVA,)) n LP(P1, M)---OC™(CVA, ) n LP(Pn,M).

LP(CASE, M)

= Definition LP

{sOZ: f (9 O M}

= Definition f .

{sOZ:CVM, n f (9)0:---0CWVM, n T, (5 O M}

= Z-split

{sOCVM:CVM, n f (50---OCWM, n fo (s) 0 M} O

{sOCVM_:CVM, n f, (90---OCVM_ n f, (s 0 M}

= Mengenlehre, LogikCVM, bilden Partition vorZ

{sOCWM,: f,,(s) O M}O---0{sOCWM,:CVM, n f,,(s) O M}

= Mengenlehre, Logik

CWM, n {s0Z: f,(s) O M}O---0CVM, n{sOZ:CVM_ n f, () O M}
= Definition LP

C(CVA) n LP(P1, M)O---OC™(CVA ) n LP(Pn, M)

Mit der Prufung auf normale Terminierung der Auswertungevergibt sich
Wp(CASE,N) =T, (e) O(CVA Owp(PLN) O--- OCVA, Owp(Pn,N)).
Beispid:

X: I nt8;
s: Nat 8;

case X is
when -128 .. -1 = s
when O = s :
when 1 .. 127 = s
end case;

- s*x =20

I
x

wp(CASE, s* x = 0)

= Case-Regel

T(X)O(-128< x<-10-x=2000<-1<1270
x=00x*>000<x<12701<x<1270x>000<1<127)
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= Arithmetik, Logik
x=001<s x<127
= Arithmetik, Logik
0<x<127

3.2.5 While-Schleifen

Die While-Schleifewhile b 1 oop P end I oop (LOOP) wird folgendermalRen ausgefihrt:
zunéachst wird der Boolesche Ausdrurkusgewertet. Falls die Auswertung normal terminiert
undfalse ergibt, wird nichts gemacht. Falls die Auswertung normal terminiertrulcergibt,

wird der SchleifenrumpP ausgefiihrt und die ganze Schleife erneut ausgefihrt. Damit ist
[BI5: 76]

LOOP = if b then P, LOOP, end if; und mit B:=C™(b) gilt
LP(LOOP, M)
= If- und Sequenz-Regel
Bn M OB~ LP(P,LP(LOOP, M))

Die unbekannte Mengé&P(LOOP, M) kommt in der Gleichung sowohl auf der linken Seite
als auch implizit auf der rechten Seite als Teil eines AusdrucksLR{lL.OOP, M) ist daher
ein Fixpunkt der Funktion

gy 27 > 2°
9,(S=Bn MOBN LP(P,9S)

unter der Voraussetzung, dafld ein solcher existiert. In [B95: 77] wirevmibezw. LP der
While-Schleife als kleinster Fixpunkefiniert. Hier wird, wegen der prinzipiell anderen Vor-
gehensweise bei der Einfihrung dgr bzw. LP-Funktion als in [B95] (siehe auch Einlei-

tung von Abschnitt 3), dieses als Satz formuliert (Satz 3.16), der natirlich bewiesen werden
muf3. Die folgenden Lemmata werden zum Beweis dieses Satzes bendtigt.

Lemma 3.10 (Fixpunkt): Die Funktion9m besitzt einen Fixpunkt.
Beweis: Eine monotone Funktion auf einem vollstdndigen Verband besitzt einen Fixpunkt

[B95: 30]. Da der Teilmengenverbari@d?,0,n,0, ,0,Z) vollstandig ist, muR nur noch die
Monotonie gezeigt werden, alseCJ DO g,,(A) O g, (D):

9u (A)

= Definition g,,

Bn M OB~ LP(P, A

O Voraussetzung, Monotonie v, Mengenlehre
Bn M OB~ LP(P,D)

= Definition g,,

gy (D)
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Da die Menge der Fixpunkte selbst einen vollstandigen Verband bildet [B95: 303,,hat
auch einen kleinsten Fixpunigtg . Falls g,, stetig ist, kann mampg konstruieren. Falls die
Definitions- bzw. Wertemenge vog,, nur endliche Ketten enthalt, ist die Stetigkeit gleich-

bedeutend mit der Monotonie [SL87: 77]. Daind damit2® endlich ist, istg,, stetig. Fur
den kleinsten Fixpunkt gilt danpg =J gy, (O).

i20
Lemma 3.11: {g}, (0),i = 0} ist eine monotone endliche Kette.
Beweis: zu zeigen is{0i > 0.9}, (0) O gy;*(0)) durch Induktion (ibei:
i =0: g3 (0)=00g, (D)
i — i+1: unter der Induktionsvoraussetzugg (0) 0 g, (0) (die Aussage gilt fii) ist zu
zeigeng, (0) O g;;*(0) (die Aussage gilt fiii +1).

gy (0)

9w (9% (D))
= Definition g,,
Bn MOBN LP(P,g), (0))
[J Monotonie
Bn M OB LP(P,g\*(0))
= Definition g,,
g’ (0)
Die Endlichkeit der Kette wird durch die Endlichkeit vidmmpliziert.

Dalf3 g ein Fixpunkt vong,, ist, wird explizit durch Einsetzen gezeigt.
Lemma 3.12; 9w (49) = Hg
Beweis:

O (14g)

= Definition g,,

Bn M OBn LP(P,0)
= Konstruktion ug

Bn MOBn LP(P, g, (O))

i20
= starke Disjunktivitat bei endlichen Ketten (Lemma 2.37), Lemma 3.11,
Mengenlehre

UBnMDOB LP(P, g, (D))

i=0

= Definition g,,
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Uaw (9u @)

i=0

Uan'©)
i20
= Indexverschiebung

Uoaw (D)

i>1

= wegen gy, (0) =0
Uoaw (D)

i=0

= Konstruktion ug
H9

Zum Bewels, dal3 LP(LOOP, M) der kleinste Fixpunkt ist und kein anderer, bendtigt man
noch einige Vorbereitungen. Zunachst wdn m+2 TeilmengenZ, von Zustanden auf-

geteilt, so dak.OOP nach Start in einem dieser Zustande nach héchktkesationen termi-
niert. Wegen der Endlichkeit vahkann es nur endlich viele Teilmengen geben. Die Zustan-
de, die keine Terminierung garantieren, kommen in eine extra Mpga&Vegen Nichtde-

terminismus ist es moglich, ddfOOP bei gleichem Startzustand nach verschieden vielen
Iterationen terminiert oder einmal terminiert und einmal nicht.

Definition 3.13 (k-Zustande)Z,:={s0Z: f , (s) [ Bn M}, 0<ksm, Z, = Z\UUz,.
k=0

Lemma3.14: Z, O0UZ, =Z.
k=0
Beweis:

m

= Definition Z,
(z\Uz)ouz,
k=0 k=0

= Mengenlehr§ A\B) 1 B=A[B

=wegenZ, U Z
z

WennLOORP in einem Zustand gestartet wird, der Terminierung nach héchktedslterati-
onen garantiert, dann ist nach einer Iteration die Terminierung nach hodkdterstionen
garantiert und umgekehrt.

Lemma3.15: (DkO<k<m-21(OssOZ,, =s0Z0f,(s)02Z)).
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Bewels:

s0Zz,,,=s0z0f,(s) 0O Z,

= Definition Z,, Mengenlehre

sOzOf .(9) O BnM=sOzO(0OtOzZtOf (90 t0Z,)
= Programmfunktion der Sequenz

s0z0 Uf,()OBnM =s0Z0(Ot0Z:tOf,(9 0 t0Z,)

t0fp (S)

= Mengenlehre, Definition Z,
sOZO@OtOf(9):f () OBn M)=sOZO(0tOf(9 0 () TBn M)

= Logik

true

Satz 3.16 (While-Regel): LP(LOOP,M) = ug .
Beweis: g [0 LP(LOOP,M) qilt, weil LP(LOOP, M) ein Fixpunkt ist, die Menge der Fix-
punkte ein vollstandiger Verband ist upd der kleinste Fixpunkt ist.

LP(LOOP,M) [0 ug: dieser Teil besagt, daRP(LOOP, M) tatsachlich der kleinste Fix-
punkt ist und damit kein anderer sein kann. (Denn Ww&€LOOP, M) ein anderer Fixpunkt,

mufte LP(LOOP, M) eine echte Obermenge vgumg sein. Aber eine Menge kann nicht
gleichzeitig Teilmenge und echte Obermenge einer anderen Menge sein.)

LP(LOOP,M) O g

= Definition vonLP

{sUZ: fop(s) M} O ug
= Z-split, Lemma 3.14

U{sUZ, i flooe () UMPO{sUZ,, : f oo () DM} U 1ig
k=0

= Mengenlehre{s0Z_: f .- (s) O M} =0
(Ok:0sksm:{sUZ, : f oop(s) OM} U 1g)

= Rekursive Definition voi.OOP und ug
(Ok:0<sk<sm:{sOZ,: f(sOM}OUgy (O))

i=0

= |f-Regel
(Ok:0<sk<sm:{sO0Z,:C*(b() n{F O CH(D(S)) N fp. 000 (5) OM} O gy (O))

i=0

= Sequenzregel

(Ok:0<sksm:{sOZ, :C*b(s) n{stOC*0(s) n U foer®) OM}OUg, (@)

t0fp () i20
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Das wird durch Induktion Giberm bewiesen.

m=0:

{s0Z,:C7(b(s) n{gOC(b(s) n U froee(®) IM}OUg, (O)

t0fp () i20

= Definition von Z, und g,,

{sOBnAM:CHb(s) n{ssOC*0(s) n U feee® OIM}OBnMOUgl, (O)

t0fp () i=2
= Mengenlehre

true

m>0:

(Ok:0sk<sm:{sOZ,:C*((s) n{g OC*B(s) n U froor(t) DM} O pg)

t0fp(s)

= Z,-split, Mengenlehre, Logik

(Ok:0sksm:{sO0Z, nB:CHb(s) n{stOC*(b(s)) n U frooe (t) IM} O g) O

t0fp (s)

(Ok:0<ksm:{sdZ, n B:C*(b(s) n{FOIC D) n U frooe (t) M} O 1g)

t0fp (s)
= Mengenlehre
(Ok:0sk=sm:{sOZ, nB: U o)DM} O ug) O

t0fp (s)
(Ok:0<k<m:{s0Z, n B:{s} OM} O q)
= Induktionsvoraussetzung
(Ok:0sk=sm:{sO0Z, nB: U foop(t) OM} DO L09)

t0fp (s)
= Indexverschiebund,l-split

(Ok:0sk<sm-1:{s0Z,, nB: |Jfoep®OM}Oug) {sOZ,nB: |Jfoe®) OM}O g

t0fp (s) tdfp(s)
=mit Z, n B=0
(Ok:0sksm-1:{s0Z,,, n B: |Jf oo ) OM}O ug)

t0fp ()

= Mengenlehre

(Ok:0<sk<m-1:{sOB:s0Z,,, O |Jf o) OM} O Lg)

t0fp ()
0 Lemma 3.15, Mengenlehre
(Ok:0sk=sm-1:{sOB: f (5 0Z, O(tOf(9): foee(t) OM)} O L)
= Mengenlehre
(Ok:0sk=sm-1:(Ox:xO{sOB: f () 0 Z, OOt fp(s): floee(t) M)} O x0 1g))
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= Mengenlehre

(Ok:0sksm-1:(Ox:xOBOf () O Z, O(OtO fo(X) : floee(t) O M) O xO ug))

O Induktionsvoraussetzung fifr, oo, (t) O M (wegent O f,(x), f,(x) 0Z, undk <m)
(Ok:0sk=sm-1:(Ox:xOBOf (x) 0 Z, OOt fo(x):t0wg) O xO 1g))

= Mengenlehre, Definitiorug

(Ok:0sksm-1:(Ox:xOBOf (X)) 0Z, Of(X) 0 g0 xOU gy (D))

i20
= Mengenlehregy, (0) =0
(Ok:0sksm-1:(Dx:xOBOf (x)0Z 0f,(x) 0 pg O xDUgM (I(E))))
i21
= Mengenlehre, Definitiorg,,
(Ok:0sksm-1:(Ox:xOBOf (x)0Z, Of,(x)0wpg 0 (021 xOBn M OBnN LP(P, I @)))))
= Mengenlehre, Logik, Definitiory,,

(Ok:0sksm-1:(Ox:xOBOf (x) 0 Z, Of,(x) 0 g0 (0 21:xO LP(P, g, (0)))))
= Definition LP

(Ok:0sk=sm-1:(Ox:xOBOf (x)0Z, Of(x) g0 (G21:xOZ0Of(x) 0 I (ED))))
= MengenlehreB [0 Z wegen normaler Terminierung der Auswertung kion
(Ok:0sksm-1:(Ox:xOBOf () 0Z, Of,(x) DpgO fo(x) 0 Uau (D))

i21
= Indexverschiebung, Definitiog,,
(Ok:0sksm-1:(Ox:xOBOf,(x) 0Z, Ofo(x) O g O fo(x) O g))

= Logik

true

Fur die schwéchste Vorbedingung der While-Schleife ergibt sich depiitOOP, N) = uh,
wobei ph der kleinste Fixpunkt der Funktiom, (R) :=-bON Ob Owp(P, R) ist. Man kann
also die schwachste Vorbedingung dadurch ermitteln, daf3 man die Fuhktianederholt

anwendet, beginnend b&lse, bis sich nichts mehr andert bzw. bis man ein allgemeines
Schema erkennt. Auf Grund dieser Formulierung ergibt sich schon, dald dieses Verfahren
nicht immer funktioniert. Daher wird zum Korrektheitsbeweis von Schleifen nicht die
schwachste Vorbedingung, sondern eine VC verwendet, die aus einer Schleifeninvarianten
und einer Terminierungsfunktion gebildet wird (siehe Abschnitt 3.4.1). In Abschnitt 4.2 wird
ein Verfahren vorgestellt, das versucht, die schwachste Vorbedingung direkt zu ermitteln.

3.2.6 Nichtdeterministische Auswahl

Das ProgramnionDet P1 ¢ ... ¢ Pn fuhrt genau eins der Programme ... Pn aus.

Die Endzustandsmenge eines Zustands, in dem NonDet gestartet wird, ist daher die Endzu-
standsmenge vadAl oder Endzustandsmenge e oder ... oder Endzustandsmenge Ran

Fur die Programmfunktion ergibt sich damit
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(OsOZ: frope () =U fri(9))
i=1
Lemma 3.17 (NonDet-Regel): wp(P.0---0P,,N) = (Hill<i <niwp(P,N)).
Beweis zu zeigen ist LP(P,0---0P,, M) = LP(R, M)
i=1
LP(P0---0P,, M)

= Definition LP
{SDZ: fNonDa (S) D M}

= Definition f,pe

{sDZ:LnJ fo (s) O M}

= Mengenlehre
{sDzZ:(Oil<isn:f,(s) 0 M)}

Zu zeigen bleibt

{sDzZ:(Oil<i<snf,(s) O M)}:rn]{sDZ: fo (5O M)

i=1

= Mengenlehre

(OxxO{sOzZ:(Dil<isnf, (9O M)} =x Drn]{sDZ: fo () O M})

i=1
= Mengenlehre
Ox:xOzO@i:lsisn: f,(x)OM)=i:l<isn:xO0Z0f,(x) O M))
= Logik

true
Bemerkung: Auch hier sieht man wieder, wie rein formal hergeleitet wurde, was vielleicht
intuitiv nicht so einleuchtend ist: wenn nach der AusfihrungRbal ... [0 Pn N gelten soll,

muf3 vorherwp(P,,N) O...0 wp(P,, N) gelten.

3.3 Substitutionslemma fir wp

An dieser Stelle wird etwas vom eigentlichen Thema dieses Kapitels abgewichen. Es wird
dargestellt, unter welchen Voraussetzungen Lemma 2.9 auch fir die Fumgtionmuliert

werden kann. Das sind die Aussagen der beiden folgenden Lemmata. Die Beweise werden
jeweils durch Induktion Gber den Aufbau der Statements gefuhrt und benutzepsdaer
entsprechenden Statements. Aus diesem Grund werden die beiden Lemmata an dieser Stelle
gebracht.

Lemma 2.9 gilt furwp dann, wenn die zu substituierende Variable nicht verandert wird und

die durch das Program@veranderten Variablen nicht im substituierten Ausdruck vorkom-
men.
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Lemma 3.18 (Substitutiondemma fur wp): Sei Sein Programm, N ein Pradikatx undv
Variablen sowiee ein Ausdruck. Dann gilt

[trans(S,v) O(Ox: ~trans(S, x) : xO free(e)) O (wp(S,N): =wp(S), NJ)] .
Beweis:
Die Bedingungtrans(S,v) ist notwendig, da eine Variable, die geandert wird, nicht durch

einen Ausdruck ersetzt werden kabayor sie geandert wirdg. ist dann im Allgemeinen

syntaktisch falsch und damit wird der ganze Ausdruck undefiniert. Falls der substituierte
Ausdruck eine Variable ist, kann Lemma 3.19 angewendet werden.). Aber diese Bedingung
alleine reicht noch nicht. Der Beweis fur die Notwendigkeit der anderen Bedingung erfolgt
Uber den induktiven Aufbau va® Den Induktionsanfang bilden das Null-Statement und die
Wertzuweisung. Diese bildet auch den interessantesten Fall, weil dadurch Variablen verandert
werden. Dieser Teil des Beweises ist auch der aufwendigste. Das ist ein Beispiel flr einen
Induktionsbeweis, bei dem der Induktionsanfang schwieriger als der Induktionsschritt ist.

S= Null:

trans(Null,v) O(Ox: ~trans(Null, x) : x O free(e)) O (wp(Null, N); = wp(Null}, N.))
= Transparenz, Null-Regel

[trueO(Ox: false: xO free(e)) O (N = NJ)]

= Logik

true

S=z=1f, zist eine Variable unflein Ausdruck: Zu zeigen ist
[trans(z:= f,v) O(Ox:-trans(z:= f,x): xO free(e)) O (wp(z:= f,N); =wp((z:= f):, NJ))]

Fall z=v (z=v bedeutet hier Gleichheit der Namen der Varialzlendv, nicht Gleichheit
der Werte; formalz=v:= z[ freg(v) v free(2) ):
[trans(z:= f,v) O(Ox:~trans(z:= f,x): xO free(e)) O (wp(z:= f,N): =wp((z:= f):, NJ))]

= Voraussetzung = v

[trans(v:= f,v) O(0Ox: ~trans(v:= f,x): xO free(e)) O (wp(v:=f,N); =wp((v:= f):, NJ))]

= Transparenz
[false O(Ox: ~trans(v:= f,x): xO free(e)) O (wp(v:=f,N), =wp((v:i= f),,N.))]
= Logik

true

Fall z#v:
[trans(z:= f,v) O(Ox: -trans(z:= f,x): x0O free(e)) O (wp(z:= f,N). =wp((z:= f).,N.))]

= Voraussetzung # v
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[trans(z:= f,v) O(Ox: —trans(z:= f,x): x0O free(e)) O (wp(z:= f,N), =wp(z:= f.,N;))]
= Logik
[trans(z:= f,v) O(zOVar(e) Oz free(e)) O(Ox: ~trans(z:= f,x) : xO free(e))
O (wp(z:= f,N)¢ =wp(z:= f,N))]
= Distributivitat, Logik
[(trans(z:= f,v) Oz0O free(e) J(Ox: ~trans(z:= f,x): xO free(e)) O (wp(z:= f,N): =wp(z:= f/,N.)))
(trans(z:= f,v) Oz0O free(e) J(Ox: —~trans(z:= f,x) : xO free(e)) O (wp(z:= f,N): =wp(z:= f.,N.)))]
= [-split
[(trans(z:= f,v) Oz free(e) O(Ox: x=zO~trans(z:= f,x): xO free(e)) O
(Ox:x# zO=trans(z:= f,x): xO free(e)) O (wp(z:= f,N): =wp(z:=f/,N;))) O

(trans(z:= f,v) Oz0O free(e) O(Ox: =~trans(z:= f,x): xO free(e)) O (wp(z:= f,N); =wp(z:= f.',N))))]
= one-point rule
[(trans(z:= f,v) Oz0O free(e) O(~trans(z:= f,2) O z[O free(e)) O

(Ox:x# zO=trans(z:= f,x): x0O free(e)) O (wp(z:= f,N): =wp(z:= f/,N;))) O

(trans(z:= f,v) 0z0O free(e) O(Ox: =~trans(z:= f,x): xO free(e)) O (wp(z:= f,N); =wp(z:= f.',N))))]
= Transparenz
[(trans(z:= f,v) Oz free(e) O(~falsed z[ free(e)) O

(Ox:x# zO=trans(z:= f,x): x0O free(e)) O (wp(z:= f,N): =wp(z:=f/,N;)) O
(trans(z:= f,v) Oz0O free(e) O(Ox: =~trans(z:= f,x): xO free(e)) O (wp(z:= f,N); =wp(z:= f.',N))))]
= Logik
[(trans(z:= f,v) O falseO(Ox: x # zO=trans(z:= f,x): xO freee)) O (wp(z:= f,N): =wp(z:= f.',N})
(trans(z:= f,v) Oz0O free(e) J(Ox: —~trans(z:= f,x) : xO free(e)) O (wp(z:= f,N): =wp(z:= f.,N.)))]
= Logik

[true(trans(z:= f,v) Oz0 free(e) O(0Ox: ~trans(z:= f,x) : xO free(e))

O (wp(z:= f,N); =wp(z:= £, N.)))]

= Logik, Zuweisungs-Regel

[trans(z:= f,v) Oz O free(e) O(Ox: - trans(z:= f,%): xO free(e)) O ((Nf)e =(Ng)7,)]
= Substitutionslemma

[trans(z:= f,v) Dz0 free(e) O(Ox: - trans(z:= f,x): xO free()) O (N, = N7 )]
= wegenz[Var(e) )
[trans(z:= f,v) Oz0 free(e) O(Ox: ~trans(z:= f,x) : x0 free(e)) O (N7 = N7l
= Logik

true

Induktionsschritt:

Unter der Annahme, dal} das Lemmas$iiy..., Sn gilt, ist zu zeigen, dal3 es dann auch fur aus
S1,..., S zusammengesetzte Anweisungen gilt. Das mul} fir alle zusammengesetzten Anwei-
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sungen durchgefiihrt werden, was auf3erst langwierig, aber nicht schwierig ist. Daher wird
dieser Teil weggelassen.

Lemma 3.19 (Substitutiondemma fur wp): Fur eine Variablev mit wVar (S) O free(N)
gil [Wh(S,N)S = wp(S,N)].

Beweis: analog zum vorigen Beweis; es wird nur der interessante Fall der Zuweisung
betrachtet und danach unterschieden, ob die Vanadikselbe wigy ist oder nicht.

Fall x=g: zu zeigen isivp(g:= ¢, N)J =wp((g:=€)J,N?)
wp(g:=e N);,
= Zuweisungsregel
(N
= Substitutionslemma 2.12
N
e
= Substitutionslemma 2.12y[] free(N)
(NS
= Zuweisungsregel
wp(w:=ej, NgJ)

wp((g =€)y, Ny)

Fall x# g: zu zeigen iswp(x:=e N)J =wp((x:=€)J,N?)
wp(x:=¢e,N)J
= Zuweisungsregel
(NSw
= Substitutionslemma

x.g
ed,w

= Substitutionslemmax #w (falls x=w, ware wlVar(S) im Gegensatz zur
Voraussetzung)

(NS

= Zuweisungsregel
wp(x = €, N&)

= wegenx # ¢

wp((x:=€)3,, Ny)
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3.4 Approximierte Verifikationsbedingungen

3.4.1 While-Schleifen

Es werden nur terminierende While-Schleifen betrachtet. Fur die Verifikation von While-
Schleifen verwendet man eine Invariadtend eine Terminierungsfunktidnd ist ein Pradi-
kat, das an einer bestimmten Stelle im Schleifenrumpf bei jeder Iteration gilt (0.B.d.A. am
Anfang des Rumpfes), sowie vor Betreten und nach Verlassen der Sdhisifeine nach
unten beschrankte Funktion der Programmvariablen, die mit jeder Iteration kleiner witd, d.h.
ist eine Funktion von der Mengd der Werte der Variablen (Definition 2.15) in die natdrli-
chen Zahlen, alsbON" . Dadurch wird die Terminierung garantiert. (In der Mathematik gibt
es zwar unendliche absteigende KettenRuind Z, doch nicht auf dem endlichen Bereich
der Zahlen im Rechner). Die annotierte While-Schleife sieht dann so aus:

- Pre: V

- Inv: J

- Term t
while b | oop
-J0Ob0Ot =T
P
-J ot <T
end | oop;
- =b OJ
- Post: N

Daraus ergibt sich, daf3 die VC die Konjunktion der folgenden 5 Implikationen ist [G81: 145]:
[vadJ]
[J Ob O wp(P,J)]
[JO-b0O N]J
[JObO t=0]
[JObOt=T 0O wp(P,t <T)], wobeiT eine neue Variable ist
Diese Bedingung ist nach dem Substitutionslemma aquivaldidt @b O wp(P,t <T)/].

Bemerkung: [J Ob O wp(P,t <T);] kann nicht durch Substitution vdrfur T vereinfacht
werden, da die Voraussetzung des Substitutionslemmaspfinicht erfullt ist, denrt wird

durchP verandert (sonst gabe es keine Terminierung). Dann muf3 es mindestens 1 Variable in
t geben, die durcP veréandert wird, alsq[v: v free(t) : ~trans(P,v)), was aquivalent zu

= (Ov: =trans(P,v) : vO free(t)) ist.

Wenn man substituieren kdnnte, bekdme man als 5. Bedingung

(JObO wp(RP",t<t))=(J0b 0 wp(P', false)) =(J Ob O false) =-(J Ob).

Dal3 diese 5 Bedingungen wirklich die Korrektheit der Schleife implizieren, muf3 nattrlich
beweisen werden. Fur den Beweis braucht manmiasianztheorem (Main Repetition Theo-

rem [DS90: 180-182]). Es besagt folgendes: falimch unten beschrankt ist und mit jedem
Schleifendurchlauf kleiner wird untinnerhalb der Schleife invariant ist, so gilt: nach Start in
einem Zustand, in dedherfillt ist, terminiert die Schleife in einem Zustand, in deerfullt

ist undb nicht. Das Invarianztheorem ist der wesentliche Bestandteil des Beweises. Es wird
hier einfach verwendet, ohne daf der Beweis noch einmal gefuhrt wird.
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3 Verifikationsbedingungen

Satz 3.20 (Invarianztheorem):
[JObO t2010T:[J0b0Ot=T0O wp(P,JOt<T)]) O [J O wp(LOOP,J [0-h)]
Satz 3.21 (While-K orrektheit):

(W ORp(PS),tONY [V O J]O[JO0-bO N]O

[JObO wp(P,J)]O[JObO t=0]0[JObOt=T O wp(P,t<T)]) O

[V O wp(LOOP,N)]

Bemerkung: J und t missen gefunden werden. Wenn es ein Pradikatd eine Funktion
mit den geforderten Eigenschaften gibt, ist die Schleife korrekt. Daher milisseht exi-
stenzquantifiziert werden.

Beweis:

(W ORp(PS),tONY [V O J]O[JO0-bO N]O

[JObO wp(P,J)]O[J0ObO t=0]0[JObOt=T O wp(P,t<T)]) O
[V O wp(LOOP,N)]

= Logik (((X: P(x)) O R) = (Ox:P(X) O R)

(0JORp(PS),t ONY :[V O J]O[JO-b0O N]O
[JObO wp(P,J)]O[J0ObO t=0]0[J0bOt=T O wp(P,t<T)] O
[V O wp(LOOP,N)])
O Logik (Ox: P(x)) O(0Ox: R(x)) = (Ox: P(x) OR(X)) ,

((Ox: P(x)) O (Ox: R(x)) O (Ox: P(x) O R(x))
(0JORp(PS),tONY :[(vO J)OW@ O-bO N)O

(J0ObO wp(P,)) O Ob0 t20) I ObOt=T O wp(P,t <T)) O
(V O wp(LOOP, N))])

= Portation
(0JORp(PS),tONY :[(VvO J)OWQ O-bO N)O

@ObO wp(P,d)OObDO t=0)0@ Ob0Ot=T0O wp(P,t<T))OV O
wp(LOOP, N)])

= Modus ponens

(DJORp(PS),tONY :[VvOJOW O-bO N)O
@ObO wp(P,d)O@ObO t=20)0(J ObOt=T0O wp(P,t<T))O
wp(LOOP, N)])

O Logik

(0JORp(PS),tONY :[VvOJOW O-bO N)O
@ObOt=T0 wp(P,J) 0 ObO t=0)0Q@Ob0Ot=T0O wp(P,t<T))O
wp(LOOP, N)])

= Konjunktivitat

53



3 Verifikationsbedingungen

(0JORp(PS),t ONY :[VOJ O O-bO N)O
QObOt=TO wp(P,JOt<T))O@0ObO t=0) O
wp(LOOP, N)])

O Invarianztheorem
[(JObOt=TO wp(P,JOt<T)O(JObO t=0)] 0 [J O wp(LOOP,J O=b)]

(0JORp(PS),t ONY :[VvOJOW O-bO N)OI(J O wp(LOOP,J O-b) O
wp(LOOP, N)])

= Modus ponens
(0JORp(PS),t ONY :[VOJ O O-bO N)Owp(LOOP,J O-b) O wp(LOOP, N)])
(0 Monotonie von wp

(0JORp(PS),t ONY :[V 0J O(wp(LOOP, J O-b) O wp(LOOP, N)) O
wp(LOOP, J O-b) O wp(LOOP, N)])

= Modus ponens
(0J ORp(PS),t ONY :[V 0J Owp(LOOP, N) Owp(LOOP, J O-b) O wp(LOOP, N)])
= Logik

true

Dall zum Korrektheitsbeweis tatséachlich alle 5 Kriterien notwendig sind, sieht man an den
folgenden Beispielen nicht korrekter Schleifen. In jedem Beispiel kann man 4 Kriterien zei-
gen, das 5. nicht.

1. tist nicht nach unten beschrankt

--1 Pre: i =1;

--1 I nv: true;

-- Term - i;

whilei >0 loopi :=i + 1; end | oop;
--1 Post: i <= 0;

Die Schleife terminiert nicht und ist damit nicht korrekt. Alle Kriterien auf3er der Beschrankt-
heit vont kbnnen gezeigt werden.

e tist nach unten beschrankt:> 0Otrue 0 —i >0] = false

e tnimmt ab:[i >00 wp(tl:=-i;i:=i+1-i<tD]=[i >00 —(i +1) <-i] =true.

* | gilt vor Eintritt der Schleife[i =1 true] =true.

* | gilt nach Verlassen der Schleifgcue [(01-i >0 i <0] =true.

e | ist invariant:[truedi >0 wp(i =i +Ltrue)] =[i >00 true] =true.

2.t nimmt nicht ab.

--1 Pre: i =1;

--1 Inv: true;

--1 Term i;

whilei >0 1loopi :=i + 1; end | oop;
--1 Post: i <= 0;
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Die Schleife terminiert nicht und ist damit nicht korrekt. Alle Kriterien auf3er der Abnahme
vont kdnnen gezeigt werden.

* tist nach unten beschranki:> 0 Otrued i > 0] =true.

o t nimmt ab:[truedi >00 wp(tl:=i;i=i1+Li<t)]=[i >00 i +1<i] = false

* | gilt vor Eintritt der Schleife[i =10 true] =true.

* | gilt nach verlassen der Schleif¢rue0-i >00 i < 0] =true.

e | ist invariant:[truedi >0 wp(i =i +Ltrue)] =[i >00 true] =true.

3. | gilt nicht vor Eintritt der Schleife.

--1 Pre: i =1;

--l Inv: i <0

--1 Term i;

whilei >0 1loopi :=1i - 1; end | oop;
--1 Post: i < O;

Die Schleife ist nicht korrekt, da nach der Terminierung nicht die Nachbedingung gilt. Alle
Kriterien auRer der Gultigkeit vdrnvor Eintritt der Schleife kbnnen gezeigt werden.

* tist nach unten beschranki:>00i <00 i >0] =[falsed i > 0] =true.

* t nimmt ab:
[>000i <00 wp(tl=i;i=i-1i<td] =
[false O wp(tl:=i;i:=i-1i <tl)] =true

* | gilt vor Eintritt der Schleife[i =10 i <0] = false
* | gilt nach verlassen der Schleife<0-i >00 i <0] =true.

* | ist invariant:
[(<00i>00 wp(i=i-Li<0)]=[fased wp(i:=i-1i <0)] =true.

4. Nach Verlassen der Schleife gilicht.

--1 Pre: i =1;

--llnv: i <= 1;

--1 Term i;

whilei >01loopi :=1i - 1; end | oop;
--1 Post: i < O;

Die Schleife ist nicht korrekt, da nach der Terminierung nicht die Nachbedingung gilt. Alle
Kriterien auRer der Gultigkeit vdmach Verlassen der Schleife kbnnen gezeigt werden.

e tist nach unten beschranki:>00i <10 i >0] =[i =10 i >0] =true.

e tnimmt ab:[i >00i <10 wp(tl:=i;i:=i-1i<t)]=[i =10 i —1<i] =true

* | gilt vor Eintritt der Schleife[i =10 i <1] =true

* | gilt nach verlassen der Schleife<1[0-i>00 i <0] = false

e listinvariant:[i <10i >00 wp(i:=i-Li<D]=[i =10 i —-1<1 =true

5. | ist nicht invariant.

--1 Pre: i =1;

--llnv: i <> 0 ;

--1 Term i;

whilei >0loopi :=1i - 1; end | oop;
--1 Post: i < O;
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Die Schleife ist nicht korrekt, da nach der Terminierung nicht die Nachbedingung gilt. Alle
Kriterien aufRer der Invarianz vérkénnen gezeigt werden.

* tist nach unten beschranki:>00i 200 i >0] =true.

e tnimmtab:[i >00i 200 wp(tl:=i;i:=i-Li<tD]=[i>00 i —-1<i] =true.
* | gilt vor Eintritt der Schleife{i =10 i # 0] =true.

* | gilt nach Verlassen der Schleifg:z00-i >00 i <0] =true.

o listinvariant:[i #00i >00 wp(i:=i-Li#0)]=[i>00 i #1 = false

Satz 3.21 besagt, dal3 eine Schleife korrekt ist, wenn es ein Prhdikdeine Funktion mit
den geforderten Eigenschaften gibt. Das ist eine Implikation, bei der sich die Frage stellt, ob
auch die Umkehrung gilt, und wenn nein, warum nicht. Hier gilt die Umkehrung fast, d.h. bis
auf eine in der Praxis unbedeutende Ausnahme, die man aber beachten muf3. Die Ausnahme,
die ausgeschlossen werden muf3, besteht darin, dal’ die Vorbedingung Kalsstett Nach
Definition der Korrektheit ist jedes Programm mit einer solchen Vorbedingung korrekt, d.h.
auch nichtterminierende Schleifen.
Beispid:
- false
while true | oop
nul | ;

end | oop;
-- N

So eine Schleife ist zwar korrekt, aber nicht terminierend. Damit lautet die Umkehrung von
Satz 3.21 verbal: zu jeder korrekten Schleife gibt es eine Invariante und eine Terminierungs-

funktion unter der Voraussetzung, daR die Vorbedingumicht false ist, d.h.C™*(V) z 0O .
Diese Voraussetzung gilt fir den Rest dieses Abschnitts. Eine Invariantp(isODOP, N)

und eine Terminierungsfunktion ist die Anzahl der noch zu durchlaufenden Iterationen, die
bei einer korrekten Schleife endlich und nicht negativ ist, und bei jeder Iteration verringert
wird. Das ist die Aussage des folgenden Satzes, der bis auf die oben erwédhnte Ausnahme ge-
nau die Umkehrung von Satz 3.21 ist. Zum Beweis benétigt manwgd@d®OP, N) inner-

halb der Schleife invariant ist [F93], und folgende Lemmata:

Lemma 3.22: [wp(LOOP,N) OO0=b O N].

Beweis: zu zeigen ist.P(LOOP, M) n BO M .
LP(LOOP,M)n BO M

= While-Regel, kleinster Fixpunkt
Ugu(@)nBOM

i20
= Mengenlehre

(OxOZ:xOUgl, (@)n BO xOM)

i=0

= Mengenlehre
(OxOz:(D=20x0gl, (0)Ox0BO xOM)

= Skolemisierung
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(OxOz:(di 20x0g, (0)OxOBO xOM))
= -gplit
(OxOZ:(xdgl (0)OxOBO xOM) O(i 21: xOgl, (0) OxOB O xOM))

(OxOZ:(xOO OxOBO xOM) O(Di 21: xOgl, (0)OxOBO xOM))
= Logik
(OxOZ:(falseOxOBO xOM)O(Di 21: xOgl, (0)OxOBO xOM))
= Logik
(OxOZ:(Qi=1:xOgl, (D) OxOBO xOM))
(OxOZ:(0i=0:x0g,, (g, (0) OxO0BO xOM))
= Definition g,,
(OxOZ:(Ji=20:x0BnM OB LP(P,gl, (0)OxOBO xOM))
= Mengenlehre
(OxOZ:(0i20:(xOBOxOM OxOBn LP(P, g}, (0))) OxOBO xOM))
= Logik
(OxOZ:(Qi20:x0BOxOM OxOBn LP(P, g, (0)) OxOB O xOM))
= Logik
(OxO0Z:(Qiz0:(xOBOxOM O false) 0 xOM))
= Logik
true

Lemma3.23: Zz0Z =wp(P,Z20Z,_,).

Beweis;
ZzO0Z =wp(P,Z202Z,._,)

= Mengenlehre

(Ot 0Z:t 0z,) =wp(P, (Ot 0Z:t 0Z,,))
= Konjunktivitat

(Ot 0z:t 0z,) = (0t OZ:wp(P,t 0Z,_,))
0 Logik

(Ot 0z:t 0z, =wp(P,t 0Z,,))

= Mengenlehre, Definition vowp

(Ot 0z:C*(t0Z,) = LP(P,C*tOZ_,)))
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= Mengenlehre, Definition von LP

Z ={sOz:f.(902Z_}

= Mengenlehre

(tO0ztDz, =t0zOf(t)0Z,)

= Lemma3.15
true

Lemma3.24: [b0 —(Z 0 Z,)] O[bO~N =-(Z 0 Z,)].

Beweis: (das 1. Konjunkt wird durch die folgende Implikationskette gezeigt; das 2. Konjunkt
wird durch die Aquivalenzkette gezeigt, die in der 3. Zeile des Beweises beginnt)
b

0 Logik

bO-N

= De Morgan

- (=bON)

= Logik

= (trued =bON)
= Isomorphie

-~ (C*(true) O C™*(=bON))
= Isomorphie
~(ZOBn M)

= Definition von Z,
~(202Z,)

Lemma3.25: [V OO wp(LOOP,N)] O (k=20:Z202Z2,).
Beweis:
C™*(V) O LP(LOOP,M) O (k=0:Z202Z,)
= While-Regel
c*v)oJou(@ O (k=0:202Z,)

i20
= Mengenlehre, Lemma 3.11
(0=0:C*(V)Og, (@)D (k=0:Z202Z,)

= Logik

(@izo0:Cc™(Vv)Og,(@D)O (k=0:202Z,))
Das wird durch Induktion tUbermewiesen:
i =0 (unter Verwendung von Zustandsmengen):

C™(V) O gy (D)
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clv)oO
= Voraussetzung C (V) # 0
false
O Logik
(k=0z0O2zZ)
i - i+1 (unter Verwendung von Pradikaten): Voraussetzung
VO hy(fase)]0 (k=0:202Z,)
= Everywhere-Operator, Logik
(Ofree(V) O free(hy (false)): -V Ohy (false)) O (Ck=0:Z202Z,)
= Logik
(Cree(V) O free(hy, (false)): =V Ohy (false) O (Ck=0:Z2 02Z,))
= Logik
(Cree(V) O free(hy (false)): (-V O ((k=0:Z202Z,)) 0
(hy(false) O ((k=0:Z02Z,)))
Zu zeigen ist
(Oree(V) O free(hy(false)): (-V O ((k=0:Z202Z,)) 0
(hy*(false) O (Ck=0:Z202,)))
Also
(Cree(V) O free(hy (false)): (-V O ((k=0:Z202Z,)) 0
(hy (false) 0 ((k=0:Z02,)))
O (Dree(V) O free(hy*(false)): (-V O ((k=0:Z202Z,)) O
(hy*(false) O ((k=0:Z02,)))
= Skolemisierung, gebundene Umbenennung
(Ofree(V) O free(hy (false)): (-V O (k=0:Z202Z,))0
(hy(false) O (Ck=0:202Z,))
O (Dree’(V) O free' (hy' (false)): (-V O ((k=0:Z202Z,)) 0
(hy*(false) O (k=0:Z02Z,))))
0 Logik, Everywhere-Operator
[(-VO (k=0:202,))0O(hy(false) O ((k=0:Z02Z,))
O (V0O (k=20:Z202z))0(h*(fase) O ((k=0:Z02Z))]

= Logik
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[(-V O (k=0:Z0Z,))0O(hy(false) O ((k=0:Z02Z,))
O (hi*(false) 0 (k=0:Z 0 Z,))]
O Logik
[(h,(false) O ((k=0:Z02Z,))0 (h*(false) O ((k=0:Z02Z,))]

Jetzt ist h*(false) O (Ck=0:Z 0 Z,) zu zeigen unter der Voraussetzung
hy(false) 0 ((k=0:202,):

hy*(false)

h (hy, (false))

= Definition von hy

-b ON Ob Owp(P, hy, (false))

0 Voraussetzung, Monotonie

~bON ObDOwp(P,(k=0:Z 02Z,))

= Starke Disjunktivitat{Z, } ist eine endliche Kette
~bON ObO(Ck20:wp(P,Z 0 Z,))

= Lemma 3.23

~bON ObO(Ck20:Z0Z,,,)

0 Lemma 3.24 (2. Konjunkt negiert, 1. Konjunkt), Indexverschiebung
z0Zz,0-202,0(k=1:Z202Z,)

= Logik

z0Z,0(Ck=21:202Z,)

= [Fsplit

(k=20:202,)

Satz 3.26 (While-K orrektheit):

[V O wp(LOOP,N)] O

(W ORp(PS),tONY :[VO J]O[JO-bO N]O

[JObO wp(P,N]OJObO t=0]0[J0b0Ot=T O wp(P,t<T)])
Beweis:

[V O wp(LOOP,N)] O

(W ORp(PS),tONY :[VO J]O[JO-bO N]O

[JObO wp(P,N]OJObO t=0]0[J0b0Ot=T O wp(P,t<T)])
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=mit J = wp(LOOP, N)

[V O wp(LOOP,N)] O

(G ONY [V O wp(LOOP,N)] O[wp(LOOP,N) O-b 0 N]O

[wp(LOOP,N) Ob [0 wp(P,wp(LOOP,N))] [

[wp(LOOP,N) Ob O t = 0] O[wp(LOOP,N) Ob Ot =T OO wp(P,t <T)])

= Logik

[V O wp(LOOP,N)] O

[V O wp(LOOP,N)] O[wp(LOOP,N) O-b [ N]O

[wp(LOOP, N) Ob [0 wp(P,wp(LOOP,N))] [

(3 ONY :[wp(LOOP,N) Ob O t = 0] O[wp(LOOP,N) Ob Ot =T O wp(P,t <T)])
= Logik

[V O wp(LOOP,N)] O

[wp(LOOP,N) O-b O N]O

[wp(LOOP, N) Ob [0 wp(P,wp(LOOP,N))] [

(3 ONY :[wp(LOOP,N) Ob O t = 0] O[wp(LOOP,N) Ob Ot =T O wp(P,t <T)])
= mit wp(LOOP, N) ist innerhalb der Schleife invariant [F93]

[V O wp(LOOP,N)] O

[wp(LOOP,N) O=-b O N]O

(@ ONY :[wp(LOOP,N) Ob O t = 0] O[wp(LOOP,N) Ob Ot =T O wp(P,t <T)])
= Lemma 3.22

[V O wp(LOOP,N)] O

(@ONY :[wp(LOOP,N) Ob O t = 0] O[wp(LOOP,N) Ob Ot =T O wp(P,t <T)])

=mit t =min{k >0:Z 0 Z,} , was wegen der Voraussetzung [V 0 wp(LOOP, N)] und
Lemma 3.25 exigtiert

[V O wp(LOOP,N)] O [wp(LOOP,N) Ob 0 min{k =0:Z 02} >0]0

[Wp(LOOP,N) UbUOmin{k=20Z202Z,}=TO wp(P,min{k=0Z02Z}<T)]
= Definition von min

[V O wp(LOOP,N)] O [wp(LOOP,N) b I true] I

[wp(LOOP,N) Ob0(0U:0s T<U:Z202Z,)0Z0Z, O wp(P,(k0<k<T:Z02Z,))]
0 Logik, Schwache Disjunktivitat

[V O wp(LOOP,N)] O

[wp(LOOP,N) Ob0(OU:0<T<U:Z202Z,)0Z02Z, O (k0O<k <T:wp(P,Z 0 Z,))]
0 Lemma 3.24 (1. Konjunkt)

[V O wp(LOOP,N)] O

[wp(LOOP, N) Ob0(OU:0s T<U:Z20Z,)0-(Z0Z,) 0202, 0 (kO k <T:wp(P,Z 0 Z))]
0 Logik
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[V O wp(LOOP, N)] O

[wp(LOOP,N) Ob0(0OU:0<T<U:Z02Z,)0Z0Z, 0T210 (kO<k <T:wp(P,Z 0 Z,))]
=mit k=T-1
[V O wp(LOOP, N)] O

[wp(LOOP,N) Ob0(0U:0<T<U:Z202Z,)0Z0Z, 07210 0 T-1<T Owp(P,Z 0 Z;_,)]
= Logik
[V O wp(LOOP, N)] O

[wp(LOOP,N) Ob0(0U:0<T<U:Z202Z,)0Z0Z, 0T=10 wp(P,Z 0 Z,,)]

=Lemma3.23
[V O wp(LOOP, N)] O

[wp(LOOP,N) Ob0(0U:0<T<U:Z202Z,)Owp(P,Z 0 Z,,) 0T 210 wp(P,Z O Z,,)]
= Logik
true
Bemerkung: Die Satze 3.21 und 3.26 bedeuten, daf’ die Existenz von Invariante und Termi-
nierungsfunktion aquivalent zur Korrektheit der Schleife sind. Damit isExig&enz von In-
variante und Terminierungsfunktion eine exakte VC. Doch bei der Verifikation von Schleifen
geht man von einer konkreten Invarianten und Terminierungsfunktion aus, und die damit ge-

bildeten VCs sind approximierte VCs. Das kann man auch formal zeigen. DaRuesei
zweistelliges Pradikat Gber Pradikaten 1. Ordnung und FunktioR@nt) bedeutet, daf®

Invariante und Terminierungsfunktion einer Schleife sind, d.h. die 5 Bedingungen von Satz
3.21 erfullen.K bezeichne die Korrektheit der Schleife (die Vorbedingung der Schleife soll
nicht konstantfalse sein). Damit lautet die Konjunktion der Satze 3.21 und 3.26:

(OX, f:P(X, f)) =K. Die konkrete, gegebene Invariante und Terminierungsfunktion der

Schleife seien undt, die VC lautet damitP(1,t), d.h. die Giltigkeit der VC impliziert die
Korrektheit P(I,t) 0 K. Damit ist aber die VC noch keine exakte VC, d.h. es gilt nicht un-
bedingtK O P(I,t).

Beweis durch Widerspruch: angenommen, unter den Voraussetzynderf : P(X, f)) =K
und P(1,t) 0 K gelteK O P(l,t), d.h.

(X, f:P(X,f)=K)OP(I,t) 0 K)DO (KO P(l,t))

= Substitution

(PO, O (X, f:P(X, )0 ((OX, f:P(X, f))d P(l,t)
= Logik

trued ((OX, f:P(X, )0 P(I,t))

Das gilt nicht unbedingt. Damit ist verdeutlicht, dal3 die 5 Konjunkte in der Voraussetzung
von Satz 3.21 eine approximierte und im Allgemeinen keine exakte VC sind.
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3.4.2 For-Schleifen

For-Schleifen kann man als spezielle While-Schleifen betrachten. Es stellt sich daher die
Frage, warum man Uberhaupt eine Beweisregel fur For-Schleifen herleiten sollte.

1. In Ada und anderen imperativen / prozeduralen Programmiersprachen gibt es im All-

gemeinen For-Schleifen. Dann kénnte man aber beim Beweis von For-Schleifen in-
tern eine Transformation in eine While-Schleife vornehmen und mit der Beweisregel
fir While-Schleifen die For-Schleife beweisen.

. Damit nutzt man aber nicht die speziellen Eigenschaften der For-Schleife aus. Das ist
etwa analog zu einem numerischen Verfahren zur Lésung linearer Gleichungssyste-
me, die ein Spezialfall von nicht linearen Gleichungssystemen sind. Zur Losung ei-
nes linearen Gleichungssystems kann man ein Verfahren zur Losung eines nicht li-
nearen Gleichungssystems verwenden, wobei man die Linearitat ,verschenkt®. Ein
spezielles Verfahren zur Lésung eines linearen Gleichungssystems ergibt sich auch
nicht automatisch durch Modifikation des Verfahrens zur L6sung eines nicht linearen
Gleichungssystems, sondern ist ein eigenes Verfahren. Durch Ausnutzung der einfa-
cheren Struktur linearer Gleichungen vereinfacht sich das Verfahren und Satze sowie
Beweise dieser Satze uber das Verfahren. Genauso ist es auch hier.

Es gibt eine Beweisregel von Hoare [H72], die in der Literatur nicht weiter verfolgt wurde

und einige Nachteile hat:

1. keine Berucksichtigung der leeren Schleife
2. Die Invariante ist ein Pradikat Gber einem Inter®{[la...i]) vom ersten Wera der

Schleifenvariablen bis zum aktuellen WertvVor Ausfiihrung der Schleife gilt das
leere IntervallP([]) . Dabei ist nicht klar, wie das entsprechende Pradikat lautet. Man
konnte z.B.P([a... pred(a)]) nehmen, was oft funktioniert, wenn man mit ganzen
Zahlen zu tun hat. Dabei kann es aber Schwierigkeiten bei Aufzahlungstypen geben,
wennpred(a) nicht definiert ist.

. Die Invariante ist wegen der Anschlu3bedingung am Anfang schwer zu finden, wie

das folgende Beispiel zeigt [W98]:

-- V. x =5

for i in1 .. 10 | oop
X 1=
- P ?2??

end | oop;
- N x = 10;

4. In der Invarianten darf nicht die Schleifenvariable vorkommen.
Eine einfache und offensichtliche Invariante fir das Beispiel in Punkt 3 xv@re was we-

gen Punkt 4 nicht zulassig ist. Auerdem paldt damit die AnschluRbedingung am Anfang

nicht. Alle 4 Nachteile werden durch den folgenden Ansatz beseitigt.

3.4.2.1 Aufwartszahlende For-Schleifen
Eine aufwértszahlende For-Schleife hat die Form

-- Vv

for I in A.. Bloop
S
-- P

end | oop;

-- N
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Dabei ist | die Schleifenvariable, A und B die Schleifengrenzen, V und N sind Vor- bzw.
Nachbedingung und P ist die Invariante. Weder | noch A und B werden im Schleifenrumpf S
geandert, und es wird vorausgesetzt, 8a&miniert und bei Auswertung vagkundB sowie

S keine Seiteneffekte auftreten. Im Allgemeinen konirmt P und/oderS vor, d.h. es wird
lesend auf zugegriffen. AuRerdem istnach Ende der Schleife nicht mehr sichtbar. Das be-
deutet insbesondere, dalfh der Nachbedingunly nicht vorkommen darf.

Bemerkung: A und B sind Ausdriicke eines diskreten Typs, auf dem die Funktipreh
(Vorganger, auRer am unteren Rand) amt (Nachfolger, au3er am oberen Rand) definiert
sind. Auf einem Integer-Typ entsprechen diese Funktionen +1 und -1. Im Folgenden wird fir
pred(A) und succ(A) A+1 bzw. A-1 geschrieben, um die Formeln kirzer zu halten. In

diesem Abschnitt ist mit For-Schleife immer eine aufwértszahlende For-Schleife gemeint.

Die Semantik der For-Schleife ist [TD95: 112]:
Die Schleifenvariable bekommt den ersten Wert des zu durchlaufenden Bereiches zugewie-
sen. Fur jeden Wert des Bereiches wird der Schleifenr@apkgefiihrt. Nach jeder Ausfih-
rung vonS wird der Schleifenvariablen der nachste Wert des Bereiches zugewiesen. Nach
Ausfiihrung der Schleife istnicht mehr sichtbar. Falls der zu durchlaufenden Bereich leer ist,
wird der Schleifenrumpf gar nicht ausgefiihrt. Damit ist [W98]
FOR = ESL;SL+1;SL+1;---;SE';—1;SE';;7 fallsA< B

0 NULL, fallsA>B

Mit den Zusicherungen sieht die aufgerollte Schleife dann so aus:

Daraus kann man die folgenden Implikationen fiir den AallB ablesen:

[V D Wp(S,IA’ PAI\ )]7 [PAI\ D Wp(S,IA+1’ PAI\+1)] ’ [PAI\+2 D Wp(S,IA+2’ PAI\+2)]1 Ty
[Pa, O wp(SL,Pi)], [Py O N]. Fur A>B gilt [V O N]. Damit erhalt man folgende Be-
weisregel:

[A<BO (VO wp(Sy, PO : A+1< j<B: P O wp(S,P ) O[(Ps O N)]O
[A>BO (VO N)]

Das kann aquivalent umgeformt werden in die folgende Konjunktion mit 4 Konjunkten:
[(A<BOV O wp(S},Py)) O(A<BO(Dj : A+1< j<B:P., O wp(S],P/))) O
(A<BOP! O N)O(A>BOV O N)]

Im 2. Konjunkt kann man A B weglassen und erhalt
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Satz 3.27 (For-Regel):
[(A<BOV O wp(S,,P))0(0j: A+1< j<B: Pj'_1 O wp(S].' PN O
(A<BOP; O N)O(A>B0OV)O N]

ist eine VC fir For-Schleifen. (Auf die 4 Konjunkte wird in den Beispielen mit (1), (2), (3)
und (4) verwiesen.)

Beweis: zu zeigen ist, dal’ die For-Regel die Korrektheit der For-Schleife impliziert, also
[(A<BOV O wp(S,,P)) O(0j: A+1< j<B:P, O wp(S/,P')) O

(A<BOP! O N)O(A>BOV O N)]O [V O wp(FOR,N)]

[((A<BOV O wp(S,,Py)) O(0j: A+1< j<B:P, O wp(S/,P')) O

(A<BOP, O N)O(A>BOV O N)] O [V O wp(FOR,N)]

= Logik

[A<BONV O wp(S,,Py)) O(0j: A+1< j<B:P., O wp(S/,P)) O(P; O N)]O
[A>BOV O N)O [V O wp(FOR, N)]

= Logik, Definition FOR

(A<BOV O wp(S,,P)) O(0j: A+1< j<BP, O wp(S;,P')) O(P; O N)JO

[V O WR(S,; Shuti Saezi--+: Spai Se. N)) O
[A>BON O N)O [V O wp(NULL, N)])

= Null-Regel, Logik

[A<BOV O wp(S,, P)) O(0j:A+1< j< BP0 wp(S;,P')) O(P; O N)JO
[V O Wp(S,; Spias Savas--+ Seos Sy N)

0 Logik

[A<BOV O wp(S,, Py)) O(0j: A+1< j< B:P, O wp(S;,P')) O(P; O N)O
(V' O WP(S,; Spias Sazie5 Sea Se N))]

= Portation

[A<BOV OV O wp(S,, Py)) O(0j: A+1< j<B:PL, O wp(S;,P')) O(P; O N) O
WP(S,; Spuzi Shuzi- -+ Saas Ses N)]

O Monotonie, Ersetzung vad durch P, nach Konjunkt 5 der Voraussetzung

[A<BOV OV O wp(S,, Py)) O(0j: A+1< j<B:PL, O wp(S;,P')) O(P; O N) O
WP(S); Sputi Shuzi-+ Saas Su, P )]

= Sequenzregel

[A<BOV OV O wp(S,, Py)) O(0j: A+1< j<B:PL, O wp(S;,P')) O(P; O N) O

WP(S,, WP(Shur, WP(Shz - - - WP(Sg_1 , WP(Ss, Py )-++)]
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00 Monotonie, Ersetzung von wp(S,, Ps ) durch P,_, nach Konjunkt 4 der V oraussetzung
[A<BOV OV O wp(S,, Py)) O(0j: A+1< j<B:P, O wp(S],P')) O(P; O N)O

1
| | |

Wp(SL 1Wp(SA+1 !Wp(SA+2 1o -Wp(SB—p PBI—1)' ) )]

00 Monotonie, Ersetzung von wp(S,.,, P.,,) durch P, nach Konjunkt 4 der VVoraussetzung

[A<BOV OV O wp(S,, Py)) O(0j: A+1< j<B:PL, O wp(S;,P')) O(P; O N)O wp(S,, Py)l
= modus ponens (von Konjunkt 2 mit Konjunkt 3 der V oraussetzung)

true

3.4.2.2 Existenz der Invarianten

Die For-Regel besagt, dal3 die Existenz eines PradikBtetas die Voraussetzungen von Satz
3.27 erflllt (einer Invarianten also), die Korrektheit einer For-Schleife impliziert. Nun stellt
sich die Frage, ob auch die Umkehrung gilt, d.h. ob jede korrekte For-Schleife eine Invariante
P hat. Dal3 dies gilt, wird im Folgenden gezeigt. Das folgt aber auch schon daraus, dal diesel-
be Aussage fur die allgemeineren While-Schleifen zutrifft. Dabei wird von der Korrektheit
ausgegangen und gezeigt, welches Pradikat eine Invariante ist. Das ist allerdings kein kon-
struktiver Beweis in dem Sinne, daf man mit dessen Hilfe eine Invariante mechanisch kon-
struieren konnte.

Satz 3.28: Zu einer korrekten For-Schleife existiert eine Invariante.
Beweis: zu zeigen ist

[V O wp(FOR,N)] O (CP:[(A<BOV O wp(S,,P,)) O(0j: A+1< j<B:P, O wp(S/,P')) O
(A<BOP, 0 N)O(A>BOV O N)]

[V O wp(FOR,N)] O (CP:[(A<BOV O wp(S,,P,)) O(0j: A+1< j<B:P, O wp(S/,P')) O
(A<BOP, 0 N)O(A>BOV O N)]
=mit P =wp(for Kinl +1.Bloop S end loop, N)
[V O wp(FOR,N)] O
[(A<BOV O wp(S,,wp(for Kin A+1.Bloop S, end loop, N))) O
(Oj: A+1< j < B:wp(for Kin j..Bloop S, end loop, N) [
wp(S; ,wp(for Kin j+1.Bloop Sy end loop, N))) O
(A< BOwp(for KinB+1.Bloop S end loop,N) 0 N)O(A>B0OV O N)]
= Sequenzregel, leere Schleife
[V O wp(FOR, N)] O
[(A<BOV O wp(for Kin A..Bloop S, end loop, N)) O
(0j: A+1< j < B:wp(for Kin j..Bloop S, end loop, N) O
wp( for Kin j..Bloop S, end loop, N)) O
(A<BOwp(NULL,N)O N)O(A>BOV O N)]
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= Definition von FOR, Logik, Null-Regel
[V O wp(FOR, N)] O
[(A<BOV O wp(FOR,N)) O(0j: A+1< j < B:itrue) D(A< BON O N)O(A>BOV O N)]
= Logik
[V O wp(FOR,N)] O [(A<B OV OO wp(FOR,N)) Otrue Otrue J(A>B OV O N)]
= Logik
[V O wp(FOR,N)] O [A>BOV O NJ
O Logik
[(V O wp(FOR,N)) O (A>BOV O N)]
= portation
[(V O wp(FOR,N)) JA>BOV O N]
= modus ponens
[Wp(FOR,N)OA>B OV O NJ
= Definition FOR
[INOA>BOV O NJ
= Logik

true

3.4.2.3 Abwartszahlende For-Schleifen
Auf analoge Weise erhalt man eine VC fur abwartszahlende For-Schleifen der Form

-V
for I inreverse A.. B loop
S
- P
end | oop;
-- N
Sie lautet

[(A<BOV O wp(S,Ps)) O(Dj: A< j<B-1P,, O wp(S',P')) O
(A<BOP, O N)O(A>BOV O N)|

3.4.2.4 Beispiele

Es folgen einige Beispiele zur lllustration der Beweisregeln. Es werden nur die VCs (1) bis
(4) und ihr Wahrheitswert angegeben. Auf eine ausfuhrliche Umformung wird verzichtet.

Beispiel 1. Zunachst die Berechnung der Fakuftaeiner Zahin zwischen 0 und 2. soll
eine 64 bit Ganzzahl sein [KW97]. Durch die Typprifung bei der Zuweisung wird bei der
Berechnung vomp der Bereich vori automatisch als Konjunkt hinzugefugt.
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[1<nO0<n<200f =10 wp(f =f*1 f =1 0n< 20)] =true
wp(f:=f*1 f=10n<20)
= Zuweisungsregel
fO=10-2%<f0<2®-10n<20
[2<isnOf=(0-D!'On<200 wp(f = f*i,f =il On< 20)] =true
wp(f:=f*i,f =il On<20)
= Zuweisungsregel
fO=i10-2®<fd<2®-10n<20
d) [1=sn<200f =n O f =nl]=true
#H[1>n00<sn<200f =10 f =nl=true

Beispie 2: Wenn n als 32 bit Ganzzahl definiert wird und vor Ausfihrung der Schleife die
Beschrankung & n < 20 nicht sichergestellt ist, ergibt sich das folgende falsche Programm
zur Berechnung der Fakultéat. Dieses Beispiel zeigt noch einmal die Wichtigkeit der Typpru-
fung [KW97].

<2731-1 0fF =1
| [0}
SP f =il 0-2081 < n < 2°31-1
end | oop;
-- N f =n!
[lsnO0-2%<n<2¥-10f =10 wp(f = f*1, f =1 0-2"<n<2* -D]=true
wp(f:=f*1f=10-2"<n<2%-1)
= Zuweisungsregel
fo=10-2%<fO<2®-10-2"<n<2*-1
<i<n =(i-D'=2"<sn< 2% - wp(f:=f*i,f =il0-2"<n<2™ -
[2<i Of =(@-10-2* 2% -10 wp(f:=f*i, f=it0-2%" 2% -1)]
= false
wp(f:=f*i,fd=il0-2"<n<2*-1)
= Zuweisungsregel

fO=il0-2"<fd<2®-10-2"<n<2" -1
(3) [lsnO-2"<n<2*-10f =n O f =n]=true

A [1>n0-2"<n<2¥-10f =10 f =nl] = false

68



3 Verifikationsbedingungen

Beispid 3. Bestimmung des Maximums m des nicht leeren Integer-Arrays b(1..len) durch

eine abwartszahlende For-Schleife. Der KomponententypoMagt im Typ vonm, und es
kommen keine arithmetischen Operationen vor, so daf3 die Typprifung tnumergibt und
im Folgenden weggelassen werden kann.

- V. m=Db(len) and len = 1

for i inreverse 1 .. len |oop
if b(i) >mthen m:=Db(i); end if;
- P. len =1 and (forall j: i €] <len: m=b(j))
and (exists j: i <j <len: m=Db(j))
end | oop;
- N (forall j: 1 <) <len: m=Db(j))
and (exists j: 1 <j <len: m=Db(j))

(1)
[1<lenOm=b(len) Olen=10 wp(if b(len) > mthen m:=b(len); end if;,

len>10(0j:len< j<len:m=b(j))d(0:len< j<len:m=Db(j)))]

true

(2)
[I<i<len-10len=10(0j:i+1< j<len:m=b(j)) 00 :i+1< j<len:m=b(j)) O

b() >mOlen>10(Tj:i < j <len:b(i) = b(j)) O(T:i < j <len:b() =b(j)) O
bi)<mOlen>10(0j:i<j<len:m=b(j) T(0:i < j<len: m=b(j))]

true
(3)
[A<lenOdj:1<j<len:m=b())O(0:1<j<len:m=Db(j)) O
(j:1<sj<len:m=b(j))0(0:1< j<len:m=b(j))]
= Logik
true
(4)

[1>lenOm=Db(len) 1< len
1< j<len:m=b()))0(0:1< j<len:m=b(j))]

= Logik

true

3.4.3 Prozeduraufrufe

Dieser Abschnitt beinhaltet einen Vergleich von 4 in der Literatur vorkommenden Vorbedin-
gungen fiur Prozeduraufrufe (Abschnitt 3.4.3.2). Der Vergleich zeigt, dal3 3 dieser Vorbedin-
gungen wirklich unterschiedlich sind, d.h. es gibt korrekte Aufrufe, die mit Hilfe einer Vorbe-
dingung bewiesen werden kénnen, mit Hilfe einer anderen Vorbedingungen jedoch nicht.
AulRerdem bilden die 4 Vorbedingungen eine Hierarchie bezuglich Leistungsfahigkeit. Das ist
beim Betrachten der Formeln fiir die jeweiligen Vorbedingungen nicht sofort klar. Die lei-
stungsfahigste, d.h. schwachste, dieser 4 BedingurngeriBMW89], wird verwendet, um
leistungsfahige VCs fir Schleifen im Kontext einer umgebenden Anweisung (Abschnitt 3.4.4)
und rekursive Prozeduren zu erhalten (Abschnitt 3.4.5). Zudem wird die Anwenduwgbvon
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anhand einiger Beispiele erlautert. Zunachst wird gezeigt, wie mit bekannten Techniken
Funktionen in Prozeduren und die entsprechenden Funktions- in semantisch aquivalente Pro-
zeduraufrufe transformiert und globale Variablen eliminiert werden koénnen (Abschnitt
3.4.3.1). Bei der Elimination globaler Variablen wird die semantische Aquivalenz der ur-
sprunglichen und transformierten Programme formal mit Hilfe von Satz 2.31 gezeigt.
Es werden nur Aufrufe von Prozeduren ohne Seiteneffekte betrachtet. Seiteneffekte kénnen
durch in der Prozedur gednderte globale Variablen, Verweis-Typen als Parameter und den
Parameteriibergabemechanisnuadi-by-reference entstehen, sowie bei Auswertung eines
aktuellen Parameters. Verweis-Typen werden in der vorliegenden Arbeit sowieso nicht be-
trachtet. Der Parameteribergabemechanismus fur einfache Typen in Adpyist / copy
out. FUr zusammengesetzte Typen kann implementierungsabhangigcailibl-reference
verwendet werden. Globale Variablen kdnnen immer eliminiert werden, was weiter unten
noch gezeigt wird. Damit werden von den betrachteten Prozeduren nach aul3en sichtbar nur
die out- und in-out-Parameter verandert.
Eine Prozedur ist spezifiziert durch

--1 Pre: P

--1 Post: R

procedure proc(x: in Typ; y: in out Typ; z: out Typ);

P ist die VorbedingungR die Nachbedingungs die Liste der formalen in-Parametgrdie
Liste der formalen in-out-Parameteie Liste der formalen out-Parameter yondc der Pro-
zedurname. Die Listen kdnnen auch leer seist innerhalb der Prozedur eine (iXitinitiali-
sierte) lokale Konstantg,eine mitY initialisierte, lokale Variable und eine nicht unbedingt
initialisierte, lokale Variablex kann inP den AnfangswerX bekommeny muf3 den An-
fangswertY haben. Die Vorbedingung darf keine Annahmen lber den Werk voachen,
aul3er denen, die durch den Typ wwrorgegeben sindR kanny undz in Abhangigkeit vorx
(bzw. X) undY enthalten. Der Anfangswe¥tvony mufl3 gemerkt werden, da auf ihnRrBe-
zug genommen werden kannaber verandert werden kann. Die Variab¥ennd Y fir die
Anfangswerte sind keine Programmvariablen, sondern nur Variablen in den Zusicherungen,
sogenannt&pezfikationsvariablen. Ihre Namen sind frei wahlbar, solange sie eindeutig sind.
Die Nachbedingundr kann immer so umgeformt werden, daf sie unabhangig stn in-
dem aufX Bezug genommen wird. Ein Prozeduraufruf sieht so aus:

--1 Pre: V,

proc(a, b, c);

--1 Post: N,

Dabei istV die Vorbedingung untll die Nachbedingung des Aufrutsdie Liste der aktuellen
in-Parameterp die Liste der aktuellen in-out-Parameter undie Liste der aktuellen out-
Parameter. Die Typen der einander entsprechenden formalen und aktuellen Parameter missen
kompatibel seina ist eine Liste von definierten Ausdriicken ohne Seiteneffekine Liste
von initialisierten Variablen (eventuell mit Selektoren) ureine Liste von Variablen (even-
tuell mit Selektoren). Die Wirkung des Prozeduraufrufs ist dannc@pgiin / copy out): beim
Aufruf werden die Werte voa undb simultanx undy zugewiesen, der Prozedurrungus-
gefuhrt und die Werte voy und z simultanb und ¢ zugewiesen. Die Parameteriibergabe er-
folgt mit simultaner Zuweisung, d.h. die Semantik muf3 unabhéngig von der Reihenfolge der
Zuweisungen sein

X, y:=a,b; S;b,c=vy,z .

Damit gilt
Definition 3.29: [wp(proc(a,b,c),N) =wp(x,y:=a,b;S;b,c:=y,z, N)].
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Um die schwéchste Vorbedingung des Aufrufs zu berechnen, braucht man also den Prozedur-
rumpf. Aber beim Beweis der Korrektheit des Aufrufs soll nur die Spezifikation der Prozedur
benutzt werden, weil der Prozedurrumpf nicht bekannt sein kann oder um den Beweis der
Korrektheit der Prozedur wieder zu verwenden. Dabei geht man davon aus, daf’ die Prozedur
selbst korrekt ist. Analog zur Programmentwicklung, bei der Prozeduren wieder verwendet
werden sollen, soll auch beim Programmbeweis ein schon erbrachter Beweis wieder verwen-
det und nicht noch einmal gefuhrt werden. Mathematisch entspricht dieses Vorgehen der
Verwendung eines Lemmas beim Beweis eines Satzes, wobei das Lemma die Spezifikation
und der Satz der zu beweisende Aufruf ist. Da man den Prozedurrumpf nicht kennt, ist es im
Allgemeinen nicht moglich, die schwachste Vorbedingwpgles Aufrufs zu berechnen. (Die
schwachste Vorbedingungp(S, P) ist eine Funktion mit 2 Argumenten. Schon daran sieht
man, dal3 sie im Allgemeinen nicht ohne Kenntnis des 1. Argumentes berechnet werden kann.
Statt des RumpfeS hat man hier zwar die Spezifikation der Prozedur, aber daraBsidtt
eindeutig bestimmt, da es im Allgemeinen mehrere verschiedene RE8mjbie die eine Spe-
zifikation erftillen. Die verschiedenevwp kdnnen dann sogar unvergleichbar (Definition 2.36)
sein, wie das folgende Beispiel zeigt:

- P y=0and x =0

- R y=x
Diese Spezifikation wird sowohl von : = 0 als auch vory := 0 erfillt. Die beidenwps
sind y =0 und x =0, doch gilt wedefx=00 y=0] noch[y=00 x=0].)
Man mul3 eine starkere Vorbedingunge(d.h. p0 wp) und damit eine starkere, also ap-
proximierte VC ¥ O p) berechnen. Falls so eine VC gilt, ist der Prozeduraufruf korrekt. Da

aber keine schwachste Vorbedingung verwendet wird, gilt die Umkehrung eventuell nicht.
D.h. ein Prozeduraufruf kann korrekt sein, ohne dal3 die VC gilt. So eine VC verwendet eine
Vorbedingung, die ohne Rumpf ermittelt wird. Da sie im Allgemeinen nicht die schwachste
Vorbedingung ist, also starker als eigentlich nétig, kann es sein, dafd sie so stark ist, dal3 sie
nicht von der Vorbedingung des Aufrufs impliziert wird, obwohl der Aufruf korrekt ist, wie
Beispiel 7 weiter unten zeigt. Es ist allerdings mdglich, die schwéachste Vorbedingung des
Aufrufs nur mit Kenntnis der Spezifikation der Prozedur zu berechnen (unter der Vorausset-
zung der Korrektheit des Prozedurrumpfes) [BMW89]. Von verschiedenen VCs wird hier nur
die verwendet, die die schwachst mégliche Vorbedingung nur mit Kenntnis der Spezifikation
der Prozedur liefert.

Funktionen werden als spezielle Prozeduren behandelt und ebenso wie globale Variablen, die
durch die Prozedur verandert werden, vor Anwendung der VC eliminiert. Diese Elimination
wird im folgenden Abschnitt erlautert.

3.4.3.1 Elimination von Funktionen und globalen Variablen

Funktionen kann man als spezielle Prozeduren betrachten, die genau einen out-Parameter und
keinen in-out-Parameter sowie beliebig viele (auch 0) in-Parameter haben. Die Riuckgabe des
Wertes erfolgt durch mindestens 1 return-Statement im Funktionsrumpf. Die Funktionsdefi-
nition sieht so aus:
function f(x) return T is
Def
begi n
StatF
end f;

x ist die Liste der formalen in-Paramet@rist der Typ der Funktiorpef der Definitionsteil
und stat F der Anweisungsteil. Er enthdlbh>1 return-Statementgeturn e; , wobei
e...e,,n=1 Ausdriicke vom Ty sind. Diese Funktionsdefinition wird in folgende Proze-

durdefinition transformiert:
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procedure fp(x: in; z: out T) is
Def
begi n
St at FP
end fp;
St at FP ergibt sich aus st at F durch Substitution vonret urn e; durch die Zuweisung z : =
e;. Neben der Funktionsdefinition muf3 auch der Funktionsaufruf transformiert werden. Hier
besteht ein wesentlicher Unterschied zum Prozeduraufruf. Wahrend der Prozeduraufruf eine
Anweisung ist, ist der Funktionsaufruf ein Ausdri€kzw. ein Teil davon. Die Transforma-
tion des Funktionsaufrufis(a) besteht im Aufruff p(a, h) unmittelbar vor der Anweisung,
die E enthalt, und der Substitution vopa) in E durchh, wobeih eine neue Variable ist. Die-
se Transformation wird solange wiederholt, bis kein Funktionsaufruf mehr vorhanden ist.
Die Reihenfolge, in der die Substitutionen durchgefiihrt werden, falls eine Anweisung mehre-
re Aufrufe der gleichen Funktion enthalt, spielt keine Rolle. Bei der Transformation ge-
schachtelter Aufrufe entstehen zwar Datenabhangigkeiten der neuen Variablen, aber durch
den Aufruf vonf p(a, h) unmittelbar vor der Anweisung, di& enthalt, ist sichergestellt, dal3
alle Variablen vor einem lesenden Zugriff definiert sind. Daher spielt es auch keine Rolle, ob
geschachtelte Aufrufe von innen nach auf3en oder von auf3en nach innen oder anders bearbei-
tet werden.
Beispid:
function f(x, y: integer) return integer is
begi n
if x >y
then returnx-y,
el se returnx+1;
end if;
end f;

wird transformiert in

pr ocedur e fp(x, y: i ninteger; z: out integer) is
begi n
if x>y
thenz:=x-y;
elsez:=x+1;
end if;
end fp;

Die Zuweisung A(f(c,b-1)+1) := f(v-1,f(v, w)) + f(w - v, Vv); wird in 4 Schritten
transformiert:

1. Schritt:

fp(c,b-1,h1);

A(h1+1) := f(v-1,f(v, w)) + f(w - v, v);
2. Schritt:

fp(c,b-1,h1);

fp(v-1,f(v, w),h2);

A(h1l+1) :=h2 +f(w - v, Vv);
3. Schritt:

fp(c,b-1,h1);

fp(v,w,h3);

fp(v-1,h3,h2);

A(h1l+1) :=h2 +f(w - v, Vv);
4. Schritt:

fp(c,b-1,h1);

fp(v,w,h3);

fp(v-1,h3,h2);

fp(w-v,v,h4);
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A(hl+1) := h2 + h4;
Nach der Elimination von Funktionsaufrufen werden globale Variablen g, die im Prozedur-
rumpf S geandert werden, durch Einfihrung neuer Parameter eliminiert. Globale Variablen,
die nur gelesen werden, brauchen nicht beriicksichtigt zu werden, da sie keine Seiteneffekte
verursachen kénnen.
Eine globale Variablg, die inS nur geschrieben, aber nicht gelesen wird, wird durch einen
neuen out-Parameter ersetzt. Die Anderungg/anird durch einesinzige Zuweisung model-
liert. Fur alle anderen Anweisung&myilt dann trans(S,g) . Das ist mdglich, da eine Ande-

rung vong keine Datenabhéngigkeiten zu anderen Variablen verursachtgweith einer
Zuweisung nie gelesen wird. Der Rumpf vBrkann als eine Sequenz von Anweisungen
S;...;S,, dieg nicht verandern und solchen, digerandern betrachtet werden, also

procedure P(x: in Typ; y: in out Typ; z: out Typ) is
Def |;

begi n

S1;

el(x, y, I);

(o]
1l

eh—l(x, y, |1);
Sn-1;
en(x, vy, |);

(o]
1l

(o]
1l

Sn;
end P;

Alle Zuweisungen z\g bis auf die letzte kbnnen weggelassen werden, sd®akhn so aus-
sieht:

procedure P(x: in Typ; y: in out Typ; z: out Typ) is

’en(x, y, |1);

Dann gilt
Lemma 3.30: Die beiden Rumpfe

(o]
1l

el(x, vy, |);

en- 1(x, y; 1);

w
L7
T

’en(x, y, 1);
Und

S1;

én—l;

g:=en(x, vy, |);
sind semantisch aquivalent.

Beweis. gezeigt wird die semantische Aquivalenz von

g:=el(x, y, 1);: S g:=e2(x, y, 1); und

73



3 Verifikationsbedingungen

S, g :=e2(x, vy, |I);.

Das Lemma folgt dann durch Induktion. Zu zeigen ist nach Satz 2.31
[wp(g = €l(X, y,1); S;g:=e2(x, y,1),N) =wp(S; g :=e2(x, y,1),N)] (N ist allquantifiziert)
wp(g = el(x,y,1);S;g = e2(x, y,1),N)
= Zuweisungsregel
Wp(g = e](x, y,|),Wp(S, N':-?Z(x,y,l)))
= Zuweisungsregel
WP(S, Ngziy iy ) ety
= Implikationskette

gOVar(e2(x, y,1)) OgOVar (S) 0 gOVar(Ng,,,,,) DgOVar(S) O gOVar (Wp(S, Ngy))

e2(x,y,l e2(x,y,l
wp(S, Negz(x,y,n)
= Zuweisungsregel

wp(S; g :=e2(x,y,l),N)

Die globalen Variablen g werden nun in S durch neue out-Parameter wg ersetzt, so dald man
folgende Transformation erhalt:

procedure P(x: in Typ; y: in out Typ; z: out Typ) is
Def |;
begi n
S1;
g 1= e
S2;
end P;

wird transformiert in

procedure P(x: in Typ; y: in out Typ; z, wg: out Typ) is
Def |;
begi n
S1;
wg = e
S2;
end P;

Dann gilt
Lemma 3.31:
Der AufrufP(a, b, c) ist semantisch aquivalent zu dem Aufrgé, b, c, g).

Beweis: zu zeigen ist nach Satz 2.Bip(P(a,b,c),N) =wp(P(a,b,c,g),N)] (N ist allquanti-
fiziert)

wp(P(a,b,c), N)

= Definition 3.29

wp(a,b:=x,y,S;9:=€S,;b,c:=y,z,N)

= Sequenzregel

wp(a,b:= X, y,Wp(S,,wp(g := e Wp(S,:b,c = ¥, Z;, N))))
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= Zuweisungsregel
wp(a, b= X, y,wp(S;, wp(S,,(N}$)2)))
= Substitutionslemma
wp(a,b = X, y,wp(S,, wp(S,, N{$?))
und
wp(P(a,b,c,g),N)
= Definition 3.29
wp(a,b:=x,y;S;wg:=¢€S,;b,c,g:=y,zwg;, N)

= Sequenzregel

wp(a,b:= X, y,wp(S,,wp(wg = e,wp(S,;b,c,g:=y,zwg;, N))))
= Zuweisungsregel

wp(a,b = X, y,wp(S;, wp(S,, (Ny30,):")))

= Substitutionslemma

wp(a,b = X, y,wp(S;, Wp(S,, NJ%2))

Eine globale Variable g, die in S geschrieben und gelesen wird, wird durch einen neuen in-
out-Parameter xg ersetzt.

procedure P(x: in Typ; y: in out Typ; z: out Typ) is
Def

begi n
S

end P;

wird transformiert in
procedure P(x: in Typ; y, Xg: in out Typ; z: out Typ) is

Def
begi n
S
end P;
Dann gilt
Lemma 3.32:

Der Aufruf P(a, b, c) ist furbzg semantisch aquivalent zu dem Aufrgh, b, g, c).

Beweis: zu zeigen ist nach Satz 2.Bip(P(a,b,c),N) =wp(P(a,b,g,c),N)] (N ist allquanti-
fiziert)

wp(P(a,b,c),N)

= Definition 3.29
wp(x,y:=a,b;S;b,c:=y,z N)
= Sequenz, Zuweisungsregel

Wp(S,N{$) 5y
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und
wp(P(a,b, g,c),N)
= Definition 3.29

wp(X, Y, Xg :=a,b,g;S;;b,g,c:=y,z,xg;, N)
= Sequenz, Zuweisungsregel

Wp(X1 y, Xg = a, b’ g, ’Wp(sg N b,c,g ))

Xg' " y.z,xg

= Subgtitutionslemma fur wp, xg OVar (S) O free(N)
wp(x, Y, xg = a,b, g;,Wp(S,N;7) %)
= Zuweisungsregel

(WP(S.N3E), )i

a,b,g
= Substitutionslemmabgg)
Wp(S,NJ<) 2y

Nach diesen beiden Transformationen hat man nur noch Prozeduren ohne Seiteneffekte. Da-
mit sind die Voraussetzungen fir die Konstruktion der Vorbedingung nach [BMW89] erfiillt.

3.4.3.2 Die schwachst mdgliche Vorbedingung eines Prozeduraufrufs

Die schwachst mégliche Vorbedingunch eines Prozeduraufrufs ohne Kenntnis des Rump-
fes ist ein Pradikat, das von der Nachbedinghmtgs Aufrufs und statt des Rumpféselbst
von dessen SpezifikatioRP(R) abhangt.

Satz 3.33 [BMW89]: Das folgende Pradikath(P, R, N) ist die schwachste Vorbedingung fur
den Prozeduraufruf, wobei man nur die Spezifikation, aber nicht den Rumpf der Prozedur
kennt.

(Gs:Py) Oy, z: (0s: Py O RO Np3).
Dabei sinds die Spezifikationsvariablen.
Beweis: Zum Beweis sind 2 Teile zu zeigen:
vcb ist Vorbedingung und falls ein anderes Pradikat eine Vorbedingung ist, dann ist es nicht
schwacher. Der Beweis ist in [BMW89]
Bemerkung: In [B93] wird ein einfacheres Pradikat aish angegeben, das unter einer be-
stimmten Voraussetzung auch die schwachste Vorbedingung fir den Prozeduraufruf ohne
Kenntnis des Rumpfes liefert, also aquivalenvduist. Als Voraussetzung muf3 die Spezifi-
kationnormal im Sinne der Definition in [B93] sein, d.fj(Ns:: P) <1]. Nach [B93] ist diese

Voraussetzung im Allgemeinen erfullt. Man kénne zwar Beispiele konstruieren, die diese
Voraussetzung nicht erfillen, diese seien dann jedoch sehr akademisch. Allerdings gibt es
realistische und praktische Beispiele, in denen die Vorbedingung der Pr&zdiduSpezifi-
kationsvariablers in einer Relation enthalt, die von mehreren Belegungers\efilllt wer-

den kann, so daj§Ns:: P) <1] nicht gilt. Das ist vermutlich in komplexeren Beispielen keine
Ausnahme. AulRerdem gibt es zu jeder Spezifikation eine aquivalente normale Spezifikation.
Diese ist jedoch komplizierter als die nicht normalisierte. Das Problem dieser Vorbedingung
besteht zudem darin, dal3 die Normalitat der Spezifikation im Allgemeinen nicht entscheidbar
ist, allerdings oft durch eine gewisse menschliche Einsicht leicht gesehen werden kann. Da
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das Ziel dieser Arbeit unter anderem eine mdglichst weitgehende Automatisierung der Verifi-
kation ist, wird im weiteren Verlauf das Pradikab verwendet.

vcb wird zundchst mit anderen Vorbedingungen fiir Prozeduraufrufe aus der Literatur vergli-
chen. Betrachtet werden die Vorbedingungen aus [G81: 1&]]), @us [M83] ycm), aus
[F89: 137] (cf) undvch.

veg =Py O(0u,v: RYZ 0 N2¢

vem= (AUP);?  wobei die Adaptior ein mdglichst schwaches Pradikat ist, das
ADRD NP erfiilt

vef =(0s: P O(0u,v: RY:Z 0 N2OY)

a,u,v

Satz 3.34: Die 3 Pradikatercg, vcf undvcb bilden eine Kette. Es gilt
vcg =vemO vef O veb und veg # vef Ovef # veb.

Beweis:
1. [veg =vem] : Beweis in [BMW86]; ein Problem mitcm ist, dal3 die Adaption angegeben
werden mul3 und im Allgemeinen nicht automatisch ermittelt werden kann.

2. [veg O vcf]:
[Py O0u,v: R0 NXOD (Bs: PY O(0u,v: RYZ0 NXO)

vcg ist ein Pradikat mit den freien Variablgra undb. vcf ist ein Pradikat mit den freien Va-
riablena undb, so daf® man schreiben kann

[(Oa,b,s: P(s)xy O(Ou,v:R():y2 O N2 O (8 P(s) ) O(Qu,v: R(S) 220 NI
=mits =s
[(Dabs P(s)) O(0u,v: RS2 0 N2 O P(9)%y O(Du,v: R(S) 22 0 N

a,u,v a,u,v

true

Der Unterschied zwischerg undvcf liegt nur darin, daf3 ixcg die Spezifikationsvariables
nicht explizit quantifiziert, d.h. allquantifiziert sind undvaf existenzquantifiziert. Daf3 die-
ser Unterschied dafiur sorgt, defyy undvcf nicht aquivalent sind, wird durch folgendes Bei-
spiel gezeigt.

3. vcg # vcf : Beweis durch Gegenbeispiel eines korrekten Prozeduraufrufs, desf naber
nicht mitvcg bewiesen werden kann:

--1 Prox ki Oy k2;
--1'' R X k2 Oy k1;
procedure swap(x, y: in out integer);

Folgender Prozeduraufruf wird mvtf, jedoch nicht mitvcg bewiesen:

--1 V. a<=b;
swap(a, b);
--1'' N a>=b;

Die Vorbedingung fir Prozeduraufrufe aus [G81: 153] laR&t O(Ou,v: RYZ O NJ9).
Auf das Beispiel angewendet ergibt das die VC

[V O vcg]
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[asb0 a=klOb=k2O(Ou,v:u=k20v=k1l0 u=v)]

false

[V O vcf]

[asbO (kLk2:a=klOb=k2O(Ou,v:u=k20v=kLO u=vV))]
= one-point rule

[a<bO ([kLk2:a=k10Ob=k20Ok2=kl)]

= one-point rule

[a<bO b=a]

true

4. [vef O vcb]: um die Lesbarkeit des Beweises zu erhéhen, wird die Abhangigkeit der Pra-
dikateP undR vons explizit angegeben.

[(Os: P(s)5y O(Ou,v: R(s)sye O Nie)) O (C5: P(9)xy) 0@y, z: (Os: P(s)xy : R(s)3) 1 No9)

a,uVv

= Skolem|5|erung, gebundene Umbenennung

[(Os: P(s)sy O(@u,v:R(S) s O Ngv) O (01 P(s)x2) O(Qy, z: (0s: P(s') 5 1 R(S)2) 1 Np9))I
=mits = s

[(Os: P(s)sy O(@u,v: R8sy O Npe) O P(s)yy O(Qy, z: (0s: P() 57 1 R(S)X) : NJ9))]

a,u,v
= Skolemisierung, portation

[(Ox y,s:P(9)xy O(Ou,v:R(S) s O N&¥)) O(Os: P(s)5 tR(s)3) O NY$)l

O mit S=s,u=y,v=2
[(Ox,y,s:P(s)zp O(R(s); O NbC)D(P(s) O R(s);) O N 9]
0 2 mal modus ponens

true

5. vcf #vch: Beweis durch Gegenbeispiel eines korrekten Prozeduraufrufs, desbimatber
nicht mit vcf bewiesen werden kanaiét eine Spezifikationsvariable):

- Pr xsssy

procedure p(x: in; y: in out; z: out)

- R y>s s>z

Diese Prozedurspezifikation wird z.B. ven: = x-1; y := y+1 erfullt. Folgender Proze-
duraufruf wird mitvch, jedoch nicht mitcf bewiesen:

-- b =100

p(0, b, c);

- 0>b O b>c O ¢>100
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Mit vcb ergibt sich dieVC
[b=1000 ([k:0<s<b)d(Oy,z:(0s:0<s<b:y>sls>2):0>yy>z[0z>100)]
= Subgtitution, Logik
[((5:0<s<100) O(Oy,z: ([5:0<s<100: y<s<z)JO0>yOy>z[z>100)]
=mit s=0, Logik
[0<0<1000(y,z:0<sy<z<100:((:0<s<100:y<s< 2)]
=mit s=y
[(Oy,z:0<y<z<100:0<sy<1000y<y< 2)]
= Logik
true
aber mit vcf ergibt sichdieVC
[b=1000 ((k:0<s<bO(du,v:u>sOs>v:0>ulu>vOv>100))]
= Substitution
[((5:0<s<1000(0u,v:u>sds>v 0>ulu>vdv>100))]
= Kontraposition
[((5:0<s<1000(0u,v:0<su<v<100:us<s<v))]
= Logik

false

Die mit vcb gebildete VC [V O vcb] wird anhand einiger Beispiele erlautert, von denen eini-
ge aus [G81: 161-162] sind:

Beispide:
Beispid 1: Vertauschen von zwei Integervariablen:
Spezifikation:
--1 P x =kl Oy = k2;
--1' R x = k2 Oy = ki1;
procedure swap(x, y: in out integer);
Aufruf:
--1' Vi a=3*n0b=k - 2
swap(a, b);
--1 N a<k;
Beweis:
[V O vch]

[a=3n0Ob=k-20 ((kLk2:a=klOb=k2) O
(Ox,y: (OkLk2:a=klOb=k2O x=k20Oy =k O x<Kk)]

true
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Beispid 2: Potenzierung:

Spezifikation:

-- Py =Y,

--I Ry = x **Y;

procedure pow(x: in integer; y in out integer);
Aufruf:

- Ve o >=10t >= 3

pow(i +1, t);

--IPN o >=10t >= 8;
Bewels:

[V O vch]

[[210t=30 (OY:t=Y)O
Oy:@Y:t=YDO y=(@{+D**Y)0 i 210y = 8)]

true
Beispid 3:
Spezifikation:
--1 P true;
--l' R z=102z = 2
procedure p(z: out integer);
Aufruf:
--1Vv. ¢ QO{o,..., 10};
p(c);
--I' N ¢ = 2
Bewels:
[V O vcb]

[cU{0,...,10 0 (OUz:z=10z=20 z=2)]

false

Beispid 4: Absteigend ordnen:

Spezifikation:
ki Ob = k2;
max(kl, k2) Ob = mn(kl, k2);

L QO
1
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procedure desc(a, b: in out integer);

Aufruf:
--1 V. true;
desc(x, VY);
--IN x >=y;

Beweis:

[V O vch]

[((kLk2:x=k1Oy=k2) O
(Oa,b: (OkLk2: x=k1Oy=k2 0O a=max(kl,k2) Ob=min(kl,k2)) 0 a=b)]

true
Beigpid 5:
Spezifikation:
--1 Py =,
.-l R y=x0Ou=x-Y0Ov=x+Y,
procedure set(x: in integer; y: in out integer; u, v: out in-
teger);
Aufruf:
--1 Pre: b- 2>=3"* g
set(3* a+ 2, b, c, d);
--1 Post: d- c >=6* a + 4
Bewels:
[V O vch]

[b-2>3a0 (Ov:b=Y)O
(Oy,u,v:(OY:b=YO y=3a+20u=3a+2-YOv=3a+2+Y) v-u=6a+4)]

true

Beispid 6: Ganzzahlige Wurzel:

Spezifikation:
--1 P x >=0;
--I' R Z>=0DZ**2<:X<(Z+1)** 2:
procedure sqrt(x: in; z: out);
Aufruf:
--1V. 1 < a <= 2p’
sqrt(a, b);
--I' N 1 <=b <= p;
Beweis:
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[V O vch]

[l<a<2p0 a=200(0z:(a=200 zZ*<a<(z+D*0z=200 1<z< p)]

true
L]

Beispid 7: Korrekter, aber nicht verifizierbarer Aufruf:
Spezifikation:

--1'' R 2z
procedure p
begi n

y ©= y+L

z :=y-1;
end p;

Die Korrektheit des Prozedurrumpfes ergibt sich aus der VC

<
m 1
(y: inout; z: out) is

[mM-1<y<mO ysm<y+]]
[y=mOy=m-10 y<sms<y+]]
true

Aufruf:

--1''V:. b <O
p(b, c);
--I' N b +c <0

Mit Definition 3.29 ergibt sich als VC fir den Aufruf (mit Kenntnis des Rumpfes)
[b<00O 2b< Q] =true

Aber

[V O vch]

[b<00 (On:m-1<bsm)0(0y,z: (Om:m-1<bsm0 zsms<y)Od z+y<0)]

false
Beweis durch das Gegenbeispliet -1, z= -1,y = 2, womit sich ergibt

trueJ((Om:m-1<-1<m0 -1<m<2) 0 false)
= Logik
(On:m-1<-1<m0(-1>m0Om> 2))
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false
Mit vcb ist es moglich, alle korrekten Beispielaufrufe aul3er Beispiel 7 zu beweisen. Beispiel 7
zeigt explizit, dal’ auctch nicht die schwachste Vorbedingung fir einen Aufruf liefert. Der
nicht korrekte Aufruf aus Beispiel 3 kann nicht bewiesen werden, was auch so sein soll.
An dieser Stelle wird noch einmal zu den Schleifen zuriickgekehrt. Es geht um eine leistungs-
fahige Verifikationsregel fiir Schleifen im Kontext einer umgebenden Anweisung , wofir die
Beweisregel fir Prozeduren benutzt werden kann.

3.4.4 Eine Vorbedingung fir Schleifen im Kontext einer umgeben-
den Anweisung

Fur die Verifikation isolierter Schleifen gibt es die Regeln aus des Abschnitten 3.4.1 und
3.4.2. Falls eine Schleife z.B. innerhalb einer If-Anweisung vorkommt, sollte das keine weite-
ren Schwierigkeiten machen. Es gibt ja Regeln fir die Behandlung zusammengesetzter An-
weisungen. Daher wird dieser Fall in der Literatur nicht gesondert behandelt. Aber in diesen
Fallen (geschachtelte Schleifen, Schleifen in If- oder Case-Anweisung) kann es wegen der
Beweisregeln fur die auferen Anweisungen notwendig sein, die schwachste Vorbedingung
der Schleife zu berechnen. Im Falle einer While-Schleife in einer If-Anweisung

-V

if B then

while Cloop S; end | oop;
end if;
-- N

ergibt sich
[V O BOwp(while,N) O0-=-BON].
Da die Berechnung vomwp(while, N) im Allgemeinen nicht moglich ist, mul3 man statt des-

sen eine andere Vorbedingung verwenden. Man kénnte z.B. einfach die in der Spezifikation
der Schleife gegebene Vorbedingyng verwenden unter der Voraussetzung, paf die
NachbedingundN impliziert, wie im folgenden Beispiel:

--lprel: y>0 and x>=0;

if x<y

t hen
q:=1

el se
q .= 0;
r = x;

--lpre2: y>0 and x>=0 and x>=y and q=0 and r = Xx;
--lpost2: O<=r and r<y<=x and q * y +r X;
--linv: O<=r and O<y<=x and q * y +r =
--lterm r;
while r>=y | oop
r:=r -y,
q = q+l;
end | oop;
end if;
--lpostl: (x>=y and O<=r and r<y and q * y + r = X) or (x<y and
q=1);
Die isolierte While-Schleife ist korrekt (der Korrektheitsbeweis wird nicht aufgefuhrt), und es
gilt [post20 postl]. Fur die Korrektheit der Schleife im Kontext der If-Anweisung ergibt
sich die VC

X,

[preld B Owp(Then —Zweig, postl) (- B Owp(Else— Zweig, postl)]
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[y>00x=200 x<yO(xzy>r=200r<y0dy+r=x0x<Yy)
Ox=yOwp(q:=0;r:=xwp(while,x=y>r=00qy+r =x0Ox<yOdq=1)]

Da die While-Schleife korrekt ist und [ post2 [1 post]] gilt, kann man firwp(while, N) ein-
fachpr e2 nehmen, womit sich ergibt:

[x=y>00x=200 x=y>00x2=0]=true.

In diesem Fall funktioniert diese einfache Methode. Aber wie man siehtodaB® N impli-
zieren. Aber es gibt korrekte Programme, bei denen das nicht gilt, wie Beispiel 2 weiter unten
zeigt (Berechnung vorp =alb). Aber auch allein die Voraussetzung, gat2 N impli-

Ziert, ist nicht hinreichend, um den Korrektheitsbeweis fihren zu kénnen. Das fuhrt dann da-
zu, dal’ ein korrektes Programm nicht als korrekt bewiesen werden kann, wie im folgenden
Beispiel:

--lprel: i =nandj =m
if i >= 0 then
--lpre2: i =a =abs(n) and j = b =mand i >= 0;
--lpost2: i =0andj =a + b and a = abs(n) and b = m
--linv: i >>0andi + ) =a + b and a = abs(n) and b = m
--lterm i
while i>0 | oop
=L
i =10-1;
end | oop;
el se
I I
end if;
--lpostl: | = m+ abs(n);

Es gilt zwar[ post2 0 post]], aber als VC ergibt sich
[[=n0j=mOi200i=a=|n0j=b=m0i=00i <00j~i=m+|n]

Das kann nicht bewiesen werden, daria2 die Variablera undb vorkommen.

Ganz ahnliche Probleme treten bei Prozeduraufrufen auf. Daher liegt es nahe, die Ausfihrung
einer Schleife wie einen Prozeduraufruf zu behandeln. Dabei wird nur die Spezifikagon (

post) der Schleife betrachtet und nicht der Schleifenrumpf. Die Vorbedingung der Schleife ist
dann ein Pradikat, das von der Nachbedingdnnd statt vom Schleifenrumpf selbst von der
Spezifikation pre, post) der Schleife abhangt. Man kann deshalb eine &hnliche Beweisregel
verwenden wie fur Prozeduraufrufe. Es bestehen allerdings zwei Unterschiede:

1. bei Prozeduren gibt es 3 Parameterarten, naimlichh out undout . Das entspricht
in der Prozedur Variablen, die nicht verdndert werden, Variablen, die verandert wer-
den und Variablen, die bei Beginn des Schleifenrumpfes undefiniert sind und am En-
de des Schleifenrumpfes definiert. In der Schleife gibt es die letzte Art von Variablen
nicht. In Ada kann man zwar innerhalb einer Schleife in einem Deklarationsteil neue
Variablen definieren; diese sind aber nach Ausfiihrung der Schleife nicht mehr sicht-
bar.

2. bei Prozeduren und Aufrufen wird zwischen formalen und aktuellen Parametern un-
terschieden. Bei der Ausfuhrung einer Schleife, die &hnlich wie ein Prozeduraufruf
behandelt werden soll, gibt es diese Unterscheidung nicht.

Um eine Beweisregel herzuleiten, geht man von der fiir Prozeduraufrufe aus. Der Schleifen-
rumpf wird zum Prozedurrumpf, indem die Variablen in der Schleife und ihrer Spezifikation
umbenannt werden. Dann ist die Beweisregel fir Prozeduraufrufe anwendbar. Die Schleifen-
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variablen, die nicht verandert werden, heideimd die, die verandert werden, heilerSie

. . o . a’b a’b . .
werden inx bzw.y umbenannt. Die Spezifikation lautet da(pre;), post;)). Das in die

Vorbedingungvch fur Prozeduraufrufe eingesetzt ergibt die Vorbedingaadir die Kor-
rektheit der Schleife im Kontext einer umgebenden Anweisung:

(Ch(predy)xy) O(Oy:(Onm(predy)sy O (poste)s) O NY)
= Substitutionslemma
(Cmpre) O(Oy:(Ompre 0 posty) O Np)

Auf diese Vorbedingung kann man auch durch das eher intuitive und verbale Argument aus
[K96: 16] kommen. In der Beweisregel wird der Unterschied der Varidblaor und nach
Ausfihrung der Schleife widergespiegelt. Dazu werden in der Beweisregel eindeutige
Hilfsvariablen verwendet, die sonst nicht vorkommen und nur an dieser Stelle gelten. Dieses
Problem wird auch in [F89: 138-139] betrachtet. Das Ergebnis ist die Konsequenzregel II.
Wenn man in dieser Regel das schwachere Pradikatattvct verwendet, erhalt maoc.
Im Allgemeinen hat man im Laufe eines Beweises einer umgebenden Anweisung (Schleife
oder Fallunterscheidung) die folgende Situation gegeben:

- Vi

Si

-- Ni

- Z
D.h. die Zusicherung wurde mitwp-Regeln riickwarts berechnet und jetzt ist eine moglichst
schwache Vorbedingung der inneren Schieifegesucht. Vorausgesetzt ist die Korrektheit
der inneren Schleife, ald&i 0 wp(S, Ni)]. Falls die AnschluZbedingundNi (I Z] erfillt

ist, gilt wegen der Monotonie vomp [wp(S,Ni) O wp(S,Z)] und mit der Transitivitat er-
gibt sich[Vi O wp(S,Z)], so dalR man mki als einer mdglichst schwachen Vorbedingung

weiterrechnen kann. Mic ist man nicht auf die Anschlu3bedingung angewiesen. Diese Me-
thode zum Beweis von Schleifen im Kontext einer umgebenden Anweisung hat folgende
Vorteile:

1. Eine innere Schleife kann isoliert bewiesen werden. Im 2. Beispiel weiter unten dient
die innere Schleife dazp,uma zu erhéhen. Das kann einfach wie bei einer Proze-
dur spezifiziert werden, ohne sich um die AnschluB3bedingungen zu kimmern. Da-
durch ist es leichter, Anschlu3bedingungen zu finden.

2. Es kdnnen Schleifen bewiesen werden, die sonst nicht bewiesen werden kdnnen, weil
die Anschlu3bedingungen nicht erfillt sind. Zwar kénnte man die Anschlu3bedin-
gungen so gestalten, dal® sie erfullt sind, aber sie sind dann schwieriger zu finden,
und die isolierte Betrachtung der inneren Schleife (Vorteil 1) ist dann auch nicht
mehr gegeben.

Mit dieser Beweisregel ergibt sich fur das obige Beispiel die VC

[f=n0Oj=m0O i=200

(Ca,b:i=a=|n0j=b=m0Oi=0)0

(Ox,y:(Dab:i=a=|n0j=b=mOi=200 x=00y=a+bO0a=|nOb=m) 0 y=m+|n)
Di<00j~i=m+|n[

true
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Das 2. Beispiel zeigt die Verwendung dieser Beweisregel an einer geschachtelten For-
Schleife. Es wird das Produkt p der nicht negativen ganzen Zahlen a und b berechnet. Aul3er-
dem soll T, (alb) gelten, so dal’ die Typbedingung immer erfullt ist und im folgenden Be-

weis weggelassen werden kann.

-Va: a, b=00p=0
for i inl1l.. bloop
-Vi: p=cOa=0
for j inl1l.. aloop
p 1= pt+l;
-- Pi: p=c¢+j
end | oop;
- N: p=c + a
- Pas p=a*i Oaz=0
end | oop;

- N: p=a*b
1. Beweis der Korrektheit der inneren Schleife:
(D [1l<salp=cl p+l=c+]=true
(2)[2=s j<alp=c+j-10 p+l=c+j]=true
(3)[l=sallp=c+all p=c+a]=true
(4 [1>alp=cUa=00 p=c+a] =true

2. Beweis der Korrektheit der &uReren Schleife:
(D) [1<sbO0<alp=00 wp(innere Shleife, p=allla= 0)]

Die Nachbedingung der inneren Schlefe= ¢ +a impliziert nicht die Invariante der au3eren
Schleife p=allda=0, so da? man jetzt nicht mit der Vorbedingung der inneren Schleife
p =cla= 0 weiterrechnen kann. Mdc ergibt sich jedockrue

(2)[2<i<bOp=ali-1)0da=00 wp(innere Shleife,p=aliDa= 0)] =true
B)[1=sbOp=albOa=00 p=alb] =true

(4)[1>b00<a,bdp=00 p=alb]=true

Diese Methode eignet sich fur alle Anweisungen, fur die kemderechnet werden kann.
Man benutzt statt der Anweisung selbst ihre Spezifikation und betrachtet ihre Ausfihrung wie

einen Prozeduraufruf. In diesem Abschnitt wurde das fiir Schleifen gemacht. Diese Methode
zur Verifikation geschachtelter Schleifen ist in FPP implementiert.

3.4.5 Rekursive Prozeduren

Da rekursive Prozeduren eine induktive Implementierung induktiv definierter Pradikate dar-
stellen, liegt es nahe, solche Prozeduren durch Induktion zu beweisen. Der Induktionsanfang
wird dabei durch die Zweige (im Allgemeinen mehrere) der Prozedur gegeben, die keinen
rekursiven Aufruf enthalten. Die Induktionsannahme ist dann, dal3 die Prozedur fir die aktu-
ellen Parameter in den rekursiven Aufrufen korrekt ist. Unter dieser Annahme wird gezeigt,
daRR der Prozedurrumpf korrekt ist. Beispiele fur dieses Vorgehen findet man z.B. in [H92: 37-
44] oder [M83]. Diese Beispiele verwenden zwar das oben erwahnte allgemeine Schema, aber
kein rein mechanisches / algorithmisches Vorgehen, d.h. es ist noch einiges an menschlicher
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Intuition, Einfallen und , Tricks“ nétig. Doch zur vollstandigen Automatisierung des Korrekt-
heitsbeweises rekursiver Prozeduren ist ein rein mechanisches Vorgehen notwendig.

In [HM96] wird ein Verfahren zur automatischen Erzeugung von VCs fir indirekt rekursive
Prozeduren angegeben. Allerdings kann damit auch nur die partielle Korrektheit gezeigt wer-
den. Da die zugrunde liegende VC fur Prozeduren nicht die schwachst mdgliche ist, kénnen
die so erzeugten VCs fur gegenseitig rekursive Prozeduren auch nicht die schwachst mogli-
chen sein. Zudem wird in [HM96] auch kein Beispiel fur den Korrektheitsbeweis indirekt
rekursiver Prozeduren angegeben.

Nach dem Induktionsprinzip, aber rein mechanischydbt auch auf rekursive Prozeduren
anwendbar.

veb = (Cm: PY) O(Dy, z: (Cm: Ry 0 R O N2

Die prinzipielle Vorgehensweise wird zunachst an einem sehr einfachen Beispiel gezeigt,
namlich der Prozedurac(n, f), die die Fakultaf einer natirlichen Zah berechnen soll.
Um das Wesentliche zu zeigen, wird die Typprifung weggelassen.

procedure fac(n: in natural; f: out positive) is
- V:n>=0
-- N f =n!
begi n

if n=0then f :=1;

else fac(n-1, f);

f.=f *n

end if;

end fac;

Als VC ergibt sich
[Nn=00 wp(IF, f =n!)]
= |f-Regel
[n=00 n=001=n'Onz00wp(fac(n=-1,f); f = f [h, f =nl)]
= case analysis
[((n=00n=00 1=n) 0O
(n=00nz00 wp(fac(n-1,f); f =1 [n f=n))]
= Logik, Zuweisungsregel, Arithmetik
[n=200nz00 wp(fac(n-1,f), f =(n-1)]
0 Logik, Induktionsvoraussetzungsb
[n=210 n-1=00(Of :(n-1=200 f =(n-DH O f=(n-)H]
= Logik

true
Allerdings ist dies nur eine Beweisregel fur die partielle Korrektheit, da man damit auch die
Korrektheit einer theoretisch nicht terminierenden rekursiven Prozedur beweisen kann, wie
das folgende, leicht abgednderte Beispiel zeigt.
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procedure fac(n: in natural; f: out positive) is
- V:n>=0
-- N f =n!
begi n

if n=0then f :=1;

el se fac(n+l, f);

f :=f/(n+l);

end if;

end fac;

AlsVC ergibt sich
[n=00 wp(IF, f =n!)]
= |f-Regel
[n=00 (n=00 1=n)0OMNMz00 wp(fac(n+1, f); f:=f/(n+D),f =n!))]
= case analysis
[((n=00n=00 1=n!) O
(n=00nz00 wp(fac(n+1, f); f:==f/(n+1), f =nl))]

= Logik, Zuweisungsregel, Arithmetik

[n=200nz00 wp(fac(n+1, f), f =(n+1)!)]

0 Logik, Induktionsvoraussetzung, vcb

[n210 n+1=200(0f :(n+1=00 f=(n+)YH O f =(n+)]
= Logik

true

Dieses Beispiel zeigt, dal} Beweisregeln zum Beweis rekursiver Prozeduren ohne Terminie-
rungsbeweis nicht zulassig sind, da mit ihnen auch nicht korrekte Prozeduren bewiesen wer-
den kdnnen.

In [D92: 104-109] wird zum Beweis der Terminierung wie bei Schleifen eine Terminierungs-
funktiont verwendet. Diese ist nach unten beschrankt und wird durch jeden einzelnen rekur-
siven Aufruf im Prozedurrumpf kleiner. Die Beweisregel lautet:

[PO t=0]
[POt=T O wp(body, R)] unter Verwendung der Voraussetzung

[t < T OPY: O wp(proc(a,b,¢), R%Y)]

ab,c ab,c

fur jeden rekursiven Aufruf vopr oc innerhalb des Prozedurrumpfes mit den jeweiligen ak-
tuellen Parametera b, c.

Diese Beweisregel hat jedoch den Nachteil, dal3 man beim Beweis die Zusicherungen immer
auf die in der Regel geforderte Form bringen muf3, was nicht rein mechanisch machbar ist
oder gar nicht mdglich ist, wie das folgende Beispiel zeigt:
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procedure add(x: in out integer; y: in natural) is
- Pox c iy =0
- R x y + ¢
-ty
h: positive;
k: integer;
begi n

fh

end if;
end add;

AlsVC ergibt sich

[x=cOy=00 y=0]=true

[x=cOT =y=>00 wp(body,x=y+c)]

= |f-Regel

[x=cOT=y=200 wp(hk:=y+1x-1,

(h#£10 wp(add(k,h-2),k+2=y+c))

O(h=10 x=y+0))]

= Zuweisung

[x=cOT=y=200 (h#10 wp(add(k,h-2),k+2=y+c)))¥ , O(y+1=10 x=y+c))]
= Logik

[x=cOT =y=200h#10 (wp(add(k,h-2),k+2=y+c))}¥ ]

Induktionsvoraussetzung ist
[h-2<TOk=cOh=20 wp(add(k,h-2),k =h-2+¢)]

esist also zu zeigen

[(h-2<T Ok=cOh=20 wp(add(k,h-2),k =h-2+¢)) O]
(x=cOT =y=210h#10 (wp(add(k,h-2),k+2=y+c))™ )]

y+1,x-1
= Logik
[(h-2<TOk=cOh=220 wp(add(k,h-2),k=h-2+c)) Ox=cOT =y=210h#10
(wp(add(k,h=2),k +2=y+c))yii,,]
= 777?
An dieser Stelle kann der Ausdruck nicht weiter umgeformt werden. Die Substitutionen kon-

nen nicht durchgefiihrt werden, da die Voraussetzungen des Substitutionsle mwvgasidint
erfullt sind.

Daher wird die Beweisregel von Bijlsma um den Beweis der Terminierung wie in [D92: 104-
109] erweitert, was zu folgender Beweisregel flihrt:
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Die Prozedur procedure proc(x: in; y: in out; z: out) ist spezifiziert durch (P, R)
und die Terminierungsfunktion t. Dann muf3 gezeigt werden:

[PO t=0]
[POt=T O wp(body,R)], (T ist eine neue Variable)

wobei wp( proc(a,b,c), N) des rekursiven Aufrufs im Prozedurruniyody durch das starkere
Pradikat veb Oty <T approximiert wird ycbt im Folgenden).

Da es vorkommen kann, dafd in-out-Parameter und Spezifikationsvariablen wegen der Be-
weisregel von Bijlsma im Laufe des Beweises in einer Formel sowohl frei als auch gebunden
vorkommen kdnnen, werden diese Variablen (aus Sicht der Formel sind Parameter und Spezi-
fikationsvariablen syntaktisch Variablen) durch Anfligen eines Apostrophs (‘) umbenannt.
Das wird durch die Beispiele 2 und 3 erlautert. Damit ergibt sich

[PO t=0Q]
[P)m OT =t O wp(body), R):7)], (Mmsind Spezifikationsvariablen)

,m

Beispide:
Beispid 1. Fakultat:

procedure fac(n: in natural; f: out positive) is
- P n 0

- R f n!
--t:n
begi n

if n=0then f := 1;

el se fac(n-1, f);

f :=n* f;

end if;

end fac;

1wV

Als VCs erhalt man
1.[n=00 n=0Q] =true

: wp(body, f = n)

O vcbt

T>n-1200(0f :(n-1200 f =(n-)H O f =(n-1)!
Zu zeigen ist

[n=00n=T0O (n£200 T>n-1=z00(0f :(n-1=00 f=(m-DH) 0O f =(n-DN)]

true
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Das folgende Beispiel ist die nichtterminierende Prozedur von oben:

procedure fac(n: in natural; f: out positive) is
- P n>=0
- R f =nl
--t:n
begi n
if n=0then f := 1,
el se fac(n+l, f);
f :=f/(n+l);
end if;
end fac;

Als VCs erhalt man
1.[n=00 n=0Q] =true

: wp(body, f = )

O vcbt

T>n+1200(0f :(n+1=200 f=(n+YH O f =(n+D)!
Zu zeigen ist

[N=00n=T0O (n£200 T>n+1=200(0f : (n+1=200 f=(n+)H O f =(n+D!)]

false

Mit einer anderen Terminierungsfunktion kann Teil 2 gezeigt werden:

procedure fac(n: in natural; f: out positive) is

- V:n>=0

- N f =nl

-- t: -n

begi n
if n=0then f := 1,
el se fac(n+l, f);

f :=f/(n+l);
end if;
end fac;

Als 2. VC erhalt man
2.

wp(body, f =n!)

O vcbt

T>—-(n+) On+1=>00(0f : (n+1=200 f=(n+YH O f =(n+D)!
Zu zeigen ist

[n=00-n=TO (n200 T>—-(n+) On+1=00(0f : (n+1=00 f =(n+)H O f =(n+1)]

true

Allerdings ist hier Bedingung 1, die Beschréanktheit der Terminierungsfunktion nach unten,
nicht erfullt. Dieses Beispiel zeigt die Notwendigkeit dieser Bedingung.
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3 Verifikationsbedingungen

Mit Typprifung sieht das Beispiel so aus, wohéi0.. NMAX (=: ntyp) und f 01.2% -1(=:
ftyp):

procedure fac(n: in ntyp; f: out ftyp) is

- P n 0Ontyp
- R f =nl
--t:n

begi n

if n=0then f := 1;
el se fac(n-1, f)
f :=n* f;
end if;
end fac;

Als VCs erhalt man
1.[nOntyp 0 n=0] =true

: wp(body, f = n)

O vcbt

T>n-1z00(f :(n-10ntypOd f =(n=-DH O f =(n-)!0Onf O ftyp
Zu zeigen ist

[NnOntypOn=T 0O
(n200 T>n-1=00(0f :(n-10ntyp O f =(n-)H O f =(n-1D!0Onf O ftyp)]

Crue, fallsO< NMAX <20
0
false sonst

Beispid 2: Addition:

Dieses Beispiel illustriert die Verwendung von in-out-Parametern und Spezifikationsvaria-
blen. In den Formeln des Korrektheitsbeweises sind das Variablen, die sowohl Rair(th

R) als auch gebunden (durch die Beweisregel) vorkommen kdnnen. Die freien Vorkommen
werden deshalb durch Anflgen eines Apostrophs () umbenannt.

procedure add(x: in out integer; y: in natural) is

- P x=cl0y =0
- R x=y +c
.-ty
begi n
if y /=0 then
add(x, y-1);
X 1= X+1;
end if;
end add;

Als VCs erhalt man

[PO t>0]
[POt=T O wp(body, R)]

1.[X=clOy=00 y=0]=true
2. [x=cOy=00y=T 0O wp(body,.,xX=y+C)]
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wp(body ,x'= y+c)

O vebt

y=-1<TO([k:x=cOy-1=20)0

(Ox:(Oc:x=cOy-1200 x=y-1+c) 0 x+1=y-1+c)0Oy=00x=y+C
= mit ¢ = X', Logik

(y£00 y-1<TOy=210(0Ox(y=210 x=y+x-) 0 x+1l=y-1+c)) Ox=C

0 zu zeigen (*)

X=cly=00y=T

(*) Substitution
[y200 (y#200 y-1<yOyz210(0Ox:(y=210 x=y+x-) 0O x+1=y+ X)) OX=X]

true

Beispid 3: Addition, komplizierter:

Das folgende Beispiel ist die rekursive Prozedur von oben, die mit der Regel von Dahl nicht
bewiesen werden kann.

procedure add(x: in out integer; y: in natural) is

- P x=c0Oy =20
- R x=y +c
-ty
h: positive;
k: integer;
begi n
h = y+1;
k :=x-1;
if h/=1then
add(k, h-2);
X 1= X+1;
X = k+2;
end if;
end add;

Als VCs erhalt man

[PO t>0]
[POt=T O wp(body, R)]

1.[X=clOy=00 y=0]=true
2. [x=cOy=00y=T 0O wp(body,.,xX=y+C)]
wp(body;,,X'=y +C)
O vcbt
(y£200 y-1<TOy=210(Ox(y=210 x=y+x-2) 0 x+2=y+)) Ox=C
O zu zeigen (*)
X=cly=00y=T
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3 Verifikationsbedingungen

(*) Subgtitution
[y200 (y#200 y-1<yOy=210(0Ox:(y=210 x=y+x-2) 0 x+2=y+ X)) OX=X]

true
Beispid 4: McCarthy’s 91-Funktion [M83]:
Das ist ein akademisches Standardbeispiel fur eine rekursive Funktion, bei der man nicht
durch bloRRes ,Hinsehen“ erkennt, was die Funktion berechnet bzw. wie das zu beweisen ist.
Die in der Literatur vorkommenden Beweise sind alle mehr oder weniger ,trickreich”. Hier
wird ein rein mechanischer Beweis gezeigt.

procedure p(x: in integer; y: out integer) is

- P. MNNT <= x <= MAXI NT

- R x>1000y =x - 10 0x =100 0y = 91

- t: MAXINT - x

g:. integer;

begi n

if x>100 theny :=x - 10;

el se p(x + 11, q); p(q, y);
end if;
end p;

Als VCs erhalt man
[MININT < x< MAXINT O MAXINT —x= 0] =true

[t =T Otrued wp(body,x>1000y =x-100x<100 0y =91)]

wp(body,x >1000y =x-100x<100 0y =91)

O vcbt

t<TO(q=1000 x<101) 0(q>1000x>1000 g =x) 0(q>1000x <1000 g =101)
wp( p(x+11,q9),wp(p(g,y),x>1000y =x-100x <1000y = 97))

O vcbt

¥, <TO(x>890 t¥, <T)O(x<890 tX <T)Ox<100

x+1

Zu zeigen:
[t=T Ox<1000 t}

x+11

<TO(x>890 tX, <T)O(x<890 t} <T)Ox<100]

x+1

true

Beispid 5: Indirekte Rekursion:
Fur indirekt rekursive Prozeduren arbeitet das Verfahren genauso. Um die Korrektheit einer
der Prozeduren zu zeigen, mul3 die Korrektheit jeder verwendeten Prozedur gezeigt werden.

Beispid:
procedure even(n: in natural; b: out boolean) is
-- PP n>=0
- R b=(nnod 2 =0)
-- t:n
begi n

if n=0then b := true;
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el se odd(n-1, b);

end if;
end even;
procedure odd(n: in natural; b: out boolean) is
- P n>=0
- R b=(nnod 2 =1)
--t:n
begi n

if n=0then b := fal se;

el se even(n-1, b);

end if;

end odd;

Korrektheit von even
[n=00 n=0Q] =true
[T=n=00 (n=00 nmod2=0)0(n#00 wp(odd(n-1,b),b=(nmod2 =0)))]
O vcbt

[T=n=10 n-1<T0On-1=200(0b: (n-1200 b=((n-1)mod2=1) 0 b=(nmod2 =0))]

true

Korrektheit von odd (analog)

[n=00 n=0Q] =true

T=n=200 (n=00 nmod2#1) O(n#00 wp(even(n-1b),b=(nmod2 = 1)))
O vcbt

true
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

Dieses Kapitel stellt neue Techniken vor, mit denen unter bestimmten Bedingungen die Kor-

rektheit von Schleifen gezeigt werden kann, die nur durch ihre Vor- und Nachbedingung spe-

zifiziert sind, d.h. die ohne Invariante und Terminierungsfunktion gegeben sind. Ziel dabei ist,

VCs fur Schleifen genauso wie fiir andere Konstrukte zu generieren, bei denen die VC nur aus
den Anweisungen und der Spezifikation generiert wird. Dabei ist das Vorgehen fiur For- und
While-Schleifen sehr unterschiedlich. Bei For-Schleifen wird versucht, eine Invariante zu
erzeugen und damit die Korrektheit zu zeigen. Zu diesem Zweck wird versucht, die Heuristik
Ersetzen einer Konstante durch eine Variable zu automatisieren (Abschnitt 4.1). Bei While-
Schleifen wird nicht versucht, eine Invariante zu erzeugen, sondern gleich die schwachste
Vorbedingung (Abschnitt 4.2) berechnet.

4.1 Erzeugung von Invarianten fir For-Schleifen

Zwei in der Literatur z.B. [G81: 195-205] vorkommende Heuristiken zum Finden einer Inva
rianten sind Entfernung eines Konjunkts aus der Nachbedingung und Ersetzen einer Kon-
stanten durch eine Variable. Da es sich um Heuristiken handelt, sind diese Methoden nur
schwer zu automatisieren. Doch bei For-Schleifen funktioniert sehr oft die zweite Heuristik,
indem man die Schleifenobergrenze, die innerhalb der Schieife eine Konstante ist, durch die
Schleifenvariable ersetzt.
Damit das automatisierbar ist, muf3 die Schleifenobergrenze eine Variable sein, denn nur Va-
riablen sind in Ausdriicken ersetzbar. (Eine Variable im Sinne der Pradikatenlogik, d.h. auch
ein als Konstante definierter Bezeichner ist hier Variable; eine Konstante im Sinne der Pradi-
katenlogik ist ein Zahlenliteral.) Man ersetzt einfach die Schleifenobergrenze in der Nachbe-
dingung durch die Schleifenvariable und testet, ob das so entstandene Pradikat eine Invariante
fur die For-Schleife ist. Falls ja, ist die Schleife korrekt, falls nicht, ist das keine Invariante.
Das kann 2 Grinde haben: die Schleife ist nicht korrekt, und es gibt gar keine Invariante (Satz
3.27); oder die Schleife ist korrekt, und das Verfahren kann keine Invariante ermitteln. In die-
sem Fall muR3 eine Invariante angegeben werden.
Falls Vor- und Nachbedingung als Konjunktion vorliegen und beide Zusicherungen gleiche
gemeinsame Konjunkte haben, deren Variablen nicht im R@wefandert werden, so sind
diese gemeinsamen Konjunkte invariant. Das kommt besonders bei geschachtelten Schleifen
vor. Es kann vorkommen, dal3 diese Konjunkte die Schleifenobergrenze enthalten. Wenn die-
se dann durch die Schleifenvariable ersetzt wird, hat man im Allgemeinen keine Schleifenin-
variante mehr. Man darf die Ersetzung also nur in den Konjunkten der Nachbedingung vor-
nehmen, die nicht in der Vorbedingung vorkommen.
Diese Methode funktioniert also hdchstens, wenn die Obergbeeme Variable ist. Falls die
Obergrenze keine Variable ist, kdnnte man auf die Idee kommen, vor Ausfihrung der Schleife
h := b; einzufihren, und als Obergrenze dann die neue Hilfsvatiableverwenden. Das
funktioniert im Allgemeinen aber nicht, diein der Nachbedingung nicht vorkommt. Ersetzen
einer nicht vorkommenden Variablen ergibt denselben Ausdruck, so dal3 man die Nachbedin-
gung selbst als Invariante benutzen mifite, was in den meisten Fallen nicht geht.
Eine LOosung dieses Problems ist eine semantisch aquivalente Schleife, die als Obergrenze
eine Variable hat. Diese Schleife wird durch eine Verschiebdeg Laufbereichs der Schlei-
fenvariablen erzeugt, so dal3 die beiden For-Schleifen

-~V

for i ina.. b loop

S(i);
end | oop;
-- N
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und
-- Vv
for i int(a) .. t(b) loop
S(t();
end | oop;
- N

semantisch aquivalent sintist eine Funktion auf der Mengeder Terme der Ganzzahla-
rithmetik t: T +— T, undt' ist die zut inverse FunktionT ist wie Ublich definiert). Die ge-

naue Definition vort wird in den Definitionen 4.3 und 4.4 angegeben. Im Folgenden wird
schrittweise auf diese Definition hingearbeitet , um zu verdeutlichen, wie sie zustande kommt.
t muR3 folgende Eigenschaften erfillen:

1.tist aufa..b definiert und bijektiv, damit die inverse Funktion existiert

2. t(b) —t(a) =b—a, d.h. die Anzahl der Schleifendurchlaufe wird nicht verandert

3. (Oi, ra<i < j<hbit(i) <t(j)); tist streng monoton steigend, damit die Reihenfolge
der Schleifendurchlaufe nicht verandert wird

4. t(b) ist eine Variable

5. t(b) kommt inN undb vor (t(b) O free(N) n freg(b))

6.t enthalt keine Variablen, die in der Schleife ver&ndert werden

((OvO free(t) : trans(S,v)) )

Die ersten 3 Forderungen mussen erfillt sein, damit die transformierte Schleife zur urspriing-
lichen semantisch aquivalent ist. Die 6. Forderung ist wichtig fiir den Fall, dal’ eine Variable
im Schleifenrumpf zum ersten Mal einen Wert zugewiesen bekommt und somit vorher unde-
finiert ist. Dann wirde einen undefinierten Wert erhalten und Forderung 1 nicht erfallt sein.
Forderung 6 ist also eine Konsequenz aus Forderung 1, womit diese beiden Forderungen nicht
unabhangig sind. Bei der Aufstellung der Forderungen wurde auch nicht auf Unabhangigkeit
Wert gelegt, sondern auf Verstandnis fur den Grund der Forderungen.

Die Forderungen 4 und 5 sind flur die Erzeugung der Invarianten notwendig.

Satz 4.1: Die Eigenschaften 1., 2. und 3. sind erfullt, wenn gilt:
(Oira<i<bt(i+D-t@i) =1

Beweis:

Eigenschaft 2: a<b: seia+i =b0i = 0, Induktion Ubel:

i =0: t(b) -t(a) =t(a+i)-t(a)=t(a)-t(a) =0

- i+l Induktionsvoraussetzunifa +i) —t(a) =i
zu zeigent(a+i+1) —-t(a) =i +1

ta+i+l) —t(a) =1+t(a+i)—t(a) =1+i
(nach Voraussetzung des Satdés:a<i<b:t(i+1) —t(i)) =1 und Indukti-
onsvoraussetzung)
Falls a>b, gilt die Aussage wegen Allguantifizierung Uber den leeren Bereich.
Eigenschaft 1: t ist aufa..b definiert: wenrt nicht aufa..b definiert ware, ware mindestens
ein Teilausdruck von(i:a<i <b:t(i +1) —t(i) =1) nicht definiert, und somit wirde die
Voraussetzung des Satzes nicht gelten.
t ist bijektiv, d.h. injektiv und surjektiv:
e tist injektiv: zu zeigen(Ui, ja<i,j<b0Oi # j:t(i) #t(]))
angenommen, das gilt nicht, dii, ja<i,j <b0i # j:t(i) =t(j)) und somit
t(i) —t(j) =0. Nach Eigenschaft 2 ist ab#i) —t(j) =i—jz0furi £ j.
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e tist surjektiv: dat injektiv ist und der Definitionsbereich von t diskret und endlich ist,
folgt mit dem Schubfachprinzip, da@uch surjektiv und damit bijektiv ist.

Eigenschaft 3: t ist streng monoton steigend, d(hli, j;a<i < j <b:it(i) <t(j))
Seii +k = j Ok >0. Dann ist wegen Eigenschaft 2
t(j)-ti) =t +k)-t@)=i+k-i=k>0, d.h.t(i) <t()).

Satz 4.2: Die Schleifen

for i ina.. b loop
S(i);
end | oop;

und

for i int(a) .. t(b) loop
S(t();
end | oop;
wobei t eine Funktion mit den Eigenschaften 1, 2 und 3 ist, sind semantisch aquivalent.

Beweis: die operationelle Semantik der 1. Schleife ist
S(a); S(a+l); S(a+2); ... ; S(b-1); S(b);
die operationelle Semantik der 2. Schleife ist

S(t'(t(a))); S(t(t(a)+1)); S(t'(t(@)+2)); ... ; S(t(t(b)-1)); S(t'(t(b)))

= Eigenschaften von t

S(t(t(a))); S(t'(t(a+1))); S(t'(t(a+2))); ... ; S(t'(t(b-1))); S(b)

= Eigenschaften von t

S(a); S(at+l); S(a+2); ... ; S(b-1); S(b);

Da die Transformation nicht im Programm sondern nur mathematisch durchgefiihrt wird,
kann es keine Bereichsiuberschreitungen oder Seiteneffekte geben.

Wunschenswert ist auch, dal3 die Variatil®) nicht int vorkommt. Diese Eigenschaft sowie

die Voraussetzungen von Satz 4.1 sind Mamnabhéngig und erfullt, wenn die Obergrehze
geeignet ist.

Definition 4.3: Ein Term istgeeignet, wenn er linear und keine Konstante ist und mindestens
ein Koeffizient 1 ist, d. h. von der Form

n

C+ chvj (nz1,C,c; 0Z,c, =1 fureinkl<ks<n,v, verschiedene Variablen).
-

Dann istt eine Funktion, di®d nach v, auflést und folgendermafen definiert ist:

Definition 4.4:
t(b) :=b-C - icjvj

!:

JE
n

t'(X) ::x+C+chvj

1=
Ik
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Die Grunde fur die Einschrankungen beztiglich der Form eines geeigneten Terms in Definiti-
on 4.3 sind:

1. n=0 bedeutet, daB eine Konstante ist. Ein Term, der eine Konstante ist, kann nicht nach
einer Variablen aufgelost werden. Man kénnte eine Variablé&Naddieren undC subtra-
hieren, aber das ntitzt im Allgemeinen nichts. Beispiel:

- s=00n-<=10

for i inn.. 10 | oop
S:=s +i;
end | oop;

- s =sumij, n.. 10, j)
Mit t(b) =b-10+n erhalt man die semantisch aquivalente Schleife (bis auf eventuelle
Bereichsuberschreitungen, die aber nicht vorkommen kénnen)

- s=00n<=10

for i in 2n-10 .. n loop
S = s+i +10-n;
end | oop;

- s =sumij, n.. 10, j)
10
Als Invariante erhielte mam = z j » was nicht stimmt.
IE]

2. Wenn einc, =1 ist, dann ergibt die Funktiot(b) = v, undv, kommt nicht int

vor. t erfullt dann die Voraussetzung von Satz 4.1.
Falls keinc, =1, dann gibt es keine Funktiamit t(b) = v, , ohne dafd, int vorkommt.

Wenn z.B.b =2m ist, dann erreicht mam nur durch Subtraktion vom. Damit kommtm
in t vor. Division durch 2 wiirde die Voraussetzung von Satz 4.1 verletzen.

3. Wenn zwei gleiche Variablew und v; mit Koeffizient 1 vorkommen, so ist zwar rein
syntaktisch Punkt 2 erfullt, aber es gibt es keine Funktra t(b) = v, , ohne dafd/, int
vorkommt; ein Beispiel ism+m.

Forderung 5 lautet(b) [ free(N) n free(b). Falls free(N) n free(b) =0, ist keine Trans-
formation der Schleife mdglich (Beispiel 4). Falisee(N) n free(b) # [0, gibt es mehrere
mogliche Funktionen.

Sei free(N) n free(b) ={v,,...,v,},n=1, dann gibt esn Funktionen t,i=1..n mit
t.(b) =v,. Jede beliebige Teilmenge dieseiFunktionen kann zu einer Invarianten fuhren
durch Ersetzung vor, durch die Schleifenvariable M. Weiter unten werden Beispiele mit

n=2 fir jeden Fall angegeben, d.h. keine Funktion (Beispiel 5) bzw. genau eine (Beispiel 3)
bzw. beide (Beispiel 2) fuhren zu einer Invarianten.

Die Verifikationsbedingungen werden aus denen fir die For-Schleife mit gegebener Invari-
ante (Abschnitt3.4.2) hergeleitet. Folgende For-Schleife sei gegeben:

- vVaoG
for i ina.. bloop

S(i)
end | oop;
- NOG

G ist das gemeinsame Konjunkt von Vor- und Nachbedingung, wie auf S.97 ert(Bhnst

eine Variable irb undN. Die transformierte Schleife lautet dann
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-vQoOG

for i int(a) .. t(b) loop
S(t'(i)

end | oop;

-N 0OG

Die mdgliche Invariante ist danN® OG . Die Verifikationsbedingungen lauten

(1)
[V 0G Ot(a) >t(b) 0 N OG]

=t streng monoton steigend, Logik
[VOGOa>bO N]

? [V OG DOt(a) < t(b) O wp(S(E'(t(@)), (NI 0G)y(y))]
=t streng monoton steigend und bijektiv, SubstitutiddVar (G)
[VOGOas<bO wp(S(a),N;& OG)]
= Konjunktivitat vonwp, Logik
[VOGOasbO wp(S(a),Nia)l
(3) [t(@)+1<i<t(b) ON'Y OGO wp(S(t'(i)), N/™)]
4)

[t(a) <t(b) O(N{® DG),,, O NOG]
= Substitution,i OVar (G)

true

Die 4. VC ist schon auf Grund der Konstruktion erflllt und entfallt somit bei diesem Verfah-
ren. Falls die ersten 3 VCs bewiesen werden konnen, ist die Schleife korrekt. Falls nicht, ist
das konstruierte Pradikat keine Invariante. Dann mul3 man die nachste Transformation aus-
probieren (Beispiel 3). Da es sich bei dem Verfahren nur um eine Heuristik handelt, ist Kklar,
dal das Verfahren nicht immer eine Invariante liefern kann, auch wenn die Schleife korrekt
ist. Andererseits kann es vorkommen, dal3 eine Invariante auf eine andere Weise relativ ein-
fach gefunden werden kann und von diesem Verfahren nicht erzeugt wird.

Die Transformation der Schleife ist moglich, welmrein geeigneter Term ist. Aber das ist
keine wesentliche Einschrankung, da die Obergrenzen fast aller For-Schleifen diese Form
haben [GB91]. Meistens sind die Obergrenzen von For-Schleifen Variablen, eine Summe ei-
ner Variablen und einer Konstanten oder die Summe von 2 Variablen. Die Form der Unter-
grenze spielt keine Rolle. Die komplizierteste Obergrenze in [GB91] ist ein Term der Form

mo
B H

Beispiele
Beispid 1. Summation
-s =0
for i inl1l.. nloop
S:=s +i;
end | oop;

- s =sumj, 1 .. n, j)
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

Obergrenze ist Variable, kein gemeinsames Konjunkt, keine Transformation erforderlich;

einzige gemeinsame Variable ist n, Ersetzung von n durch i ergibt die Invariante s = Z J.
]:

Beispid 2: Summation
-- 'S
for i i
S I =
end | oop;
-s=sumj, 1 .. n+m j)
Obergrenze ist geeignet, kein gemeinsames Konjunkt, 2 gemeinsame Variablen, 2 Transfor-
mationen moglich

0
nl.. n+ mloop
S +i;

t,(X) = x-n,t,’(X) = x+n oder
t,(xX) =x-mt,’(X) =x+m

beide Transformationen ergeben eine Invariante.tMérgeben sich folgende VCs:

(1)

m+n

[s=001>m+n0 s= Zj]
J:

true
2
m+(1-m)
[s=001<sm+n0 wp(s:=s+1s= Z )
£
true
)

-1 mH
[I-m)+1<i<nOs= Zj O Wp(53:5+i+m’5=Zj)]
1= 1=

true

Beispid 3: Summation
-s=00n=20

for i inm.. m+ n |loop
S:=s +i;
end | oop;

-n=200s =sunj, 1 .. n, j) + nm(n+l)

Obergrenze ist geeignet, ein gemeinsames Konjunkt, 2 gemeinsame Variablen, 2 Transforma-
tionen mdglich

t,(X) = x-n,t,’(X) = x+n oder
t,(xX) =x-mt,’(X) =x+m

Die 1. Transformation fuhrt zunzODs:(Zj)H [{n+1). Das ist keine Invariante der
]:

transformierten Schleife.
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

Die 2. Transformation fihrt zun=00s= (Z j) +mU{i +1). Nur dasn in den nicht gemein-
]:

samen Konjunkten darf ersetzt werden. Das ist eine Invariante der transformierten Schleife.
Die VCs sind:

(1)) [n=z00s=00m>m+n0 s:(Zj)+mEQn+1)]Etrue
]:

(2) [n=00s=00m<m+n0 wp(si=s+ m,s:(nfj)+mEd(m—m)+1))] = true

3)
[m-m+1l<i< nDs:(f1 PD+Hmi-1+1) 0 wp(s:=s+i+ms=( I j) +mUi +1))]

true

Beispid 4: Summation

-s=00n>1

for i inl1l.. nloop

S =8 + 1,

end | oop;

- s >2
Keine gemeinsamen Variablen in der Obergrenze und der Nachbedingung. Keine Transfor-
mation ist erforderlich, da die Obergrenze eine einfache Variable ist. Da diese nicht in der
Nachbedingung vorkommt, andert eine ErsetzungrvomN durchi nichts arN. Aber s> 2
ist keine Invariante.

Beispid 5: Summation
- S

for i

S

end |

- S

Om=00n=0
1.. m+ n loop
+ i

S
(0]

0
n
p
sum(j, 1 .. n, j) +sunm(j, ntl .. m+n, j)

no

Die Obergrenze ist geeignet, 2 gemeinsame Variablen, kein gemeinsames Konjunkt, 2 Trans-
formationen maoglich:

t,(X) = x—-mt,’(X) = x+m oder
t,(x) =x-n,t,’(X) = x+n

Keine der beiden Transformationen flhrt zu einer Invarianten der transformierten Schleife.
Beispiel 6: Bubble - Sort

Mit diesem etwas komplexeren Beispiel konnen mehrere Verfahren illustriert und erlautert
werden. Es handelt sich um zwei geschachtelte Schleifen, bei der die Methode aus Abschnitt
3.4.4 verwendet wird. Daran sieht man erneut, da3 man sich bei der Spezifikation und beim
Beweis der inneren Schleife nur auf diese zu konzentrieren braucht, ohne die duf3ere Schleife
zu berucksichtigen. D.h. die innere Schleife kann relativ unabhangig betrachtet werden.

Die hier vorgestellte Methode zum Beweis einer For-Schleife ohne gegebene Invariante funk-
tioniert in dem Beispiel nicht fur die &uRere Schleife. Hier mufl3 also eine Invariante angege-
ben werden. Die innere Schleife kann ohne gegebene Invariante bewiesen werden.

AulRerdem kommt ein Prozeduraufruf mit Array-Parametern vor.
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

-Vaa. n>210a=A

for i inl1l.. n-11oo0op

- a=permA Osort(a(n-i+2 .. n)) Oa(n-i+2) =2 a(l .. n-i+l)
- Vi: 1 <i £n-1

for j inl.. n- i loop
if a(j) > a(j+1) then swap(a(j), a(j+1)); end if;
end | oop;

- N: a(n-i+l) =2 a(l .. n-i+l)
- Pa: a =permlA Osort(a(n-i+1 .. n)) Oa(n-i+l) 2a(l .. n -
)
end | oop;
- Na: a = perm(A) Osort(a(l .. n))

a= perm(A) =dasArray aist eine Permutation des Arrays A

sort(a(n..m)) =dasArray a ist von n bis m aufsteigend geordnet
e=a(n..m) =e= jedes Element des Arraysa von n bism

Korrektheit der aul3ere SchleifeDbergrenze ist geeignet, eine gemeinsame Variable, kein
gemeinsames Konjunkt, eine mogliche Transformation:

t(x) =x+1Lt'(x) =x-1

Das daraus resultierende Pradikat ist keine Invariante der inneren Schleife. Es besagt, dal3 die
ersteni Elemente vora geordnet sind. Eine Invariante ist: die letzidelemente vora sind
geordnet und grof3er oder gleich den ersten Elementen vora. Diese InvarianteP, muf3
angegeben werden.

Damit kann die Korrektheit der au3eren Schleife bewiesen werden. Hier erkennt man auch
einen wichtigen Zusammenhang zwischen der Methode aus Abschnitt 3.4.4 und dem automa-
tischen Erzeugen von Schleifeninvarianten. Denn nur durch Anwendung dieser Methode ist
eine Invariante fur die innere Schleife automatisch zu erzeugen. Ohne diese Methode mif3ten
[N, O P,] und[(P,)!, O V.] gezeigt werden. Damit das funktioniert, miuR¥erund N, so
geandert werden, dald sie nicht mehr unabhangigRosind. Das ist moglich, fuhrt aber da-

zu, daf3 fur die innere Schleife keine Invariante automatisch erzeugt werden kann.

Korrektheit der inneren Schleife;
Obergrenze ist geeignet, kein gemeinsames Konjunkt, 2 gemeinsame Variablen, 2 mdgliche
Transformationen

t,(X) =x+2i —n,t,’(x) = x—2i +n oder
t,(X) = xX+i,t,’(X) = x—i

t, fahrt zu einem Pradikat, das keine Invariante der inneren Schleife ist, Migibt sich
eine Invariante der inneren Schleife.

Fur abwarts zahlende For-Schleifen ergibt sich eine analoge Methode. Die VCs werden aus
denen fir die abwartszahlende For-Schleife mit gegebener Invariante (Abschnitt3.4.2.3) her-
geleitet. Folgende For-Schleife sei gegeben:

-VvVaoG

for i inreverse a.. b loop
S(i)

end | oop;

- NOG

G ist das gemeinsame Konjunkt von Vor- und Nachbedingyig) ist eine Variable ira
undN. Die transformierte Schleife lautet dann
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

- vQoOG

for i inreverset(a) .. t(b) Ioop
S(t'(i)

end | oop;

-N 0OG

Die mdgliche Invariante ist danN® OG. Die Verifikationsbedingungen lauten

(1)
[V 0G Ot(a) >t(b) 0 N OG]

=t streng monoton steigend, Logik
[VOGOa>bO N]

()
[V OG Dt(a) <t(b) O wp(S(t'(t(b)), (N DG)y)]

=t streng monoton steigend und bijektiv, SubstitutiddVar (G)
[VOGOa<bO wp(S(b), N OG)]
= Konjunktivitat vonwp, Logik
[VOGOas<bO wp(S(b), Nl
(3) [t(@) <i<t(b)-10N'@ OGO wp(S(t'(i)), N/ ®)]
4) [t(a) < t(b) O(N® DG)yy U N]
= Substitution,i CVar (G)
true
Beispid:

Die innere For-Schleife eines Bubble-Sort-Algorithmus, bei dem das geordnete Teilarray nach
jedem Durchlauf der au3eren Schleife von links nach rechts wachst, sieht so aus:

-1<i <n
for j inreverse i+l .. n |loop
if a(j) < a(j-1) then swap(a(j), a(j-1)); end if;
end | oop;
-a(i) =a(i .. n
t(X) =x-Lt'(x) =x+1
1) [VOGOa>bO N]
[I<i<nOi+1>n0 a(i) <a(.n)] =true
(2) [VOGOas<bO wp(S(b), Nl

[I<i<nOi+1<n0 wp(if a(n) <a(n-1) then swap (a(n),a(n-1)),a(n-1) <a(n-1..n))]

true
(3) [t(@) <i<t(b) 10N OGO wp(S(t'(i)), N/®)]
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

[f<jsn-20a(j+)<a(j+1.n)0
wp(ifa(j +1) <a(j) then swap(a(j +1),a(j));, a(j) < a(j..n))]

true

Einige zusammenfassende Bemer kungen:

1. Invarianten von For-Schleifen lassen sich manchmal relativ einfach aus der Nachbe-
dingung ermitteln. Dazu mul3 die Obergrenze der For-Schleife ein geeigneter Aus-
druck sein. Fur abwartszahlende For-Schleifen sollte die Untergrenze der For-
Schleife ein geeigneter Ausdruck sein. Falls beide Grenzen Konstanten sind, kann
man die Schleife durch loop-unrolling verifizieren.

2. Es gibt For-Schleifen, bei denen es darauf ankommt, ob sie aufwarts- oder abwarts-
zahlend sind, und es gibt For-Schleifen, wo das nicht der Fall ist. Im letzteren Fall
wird dann meistens eine aufwartszahlende For-Schleife verwendet. Bei aufwarts-
zahlenden For-Schleifen ist die Obergrenze meistens ein geeigneter Ausdruck. Bei
abwartszahlenden For-Schleifen kommt es oft vor, dal3 die Untergrenze eine Kon-
stante ist. Dann funktioniert diese Methode nicht.

3. Bei While-Schleifen funktioniert diese Methode im Allgemeinen nicht, da es keinen
allgemeinen Zusammenhang zwischen den einzelnen Teilen gibt. Mit gegebener
Terminierungsfunktion kann man eine While- durch eine For-Schleife darstellen.

-V
t

while B loop S end | oop
-- N

Da t >0 und mit jedem Schleifendurchlauf kleiner wird, d.h. um mindestens 1 ab-
nimmt, ist die Anzahl der Schleifendurchlaufe maximddamit ist eine semantisch
aquivalente For-Schleife

-V

for i inl.. t loop
if Bthen Sendif;

end | oop;

-- N

Dabei kann es vorkommen, daf/ariablen enthalt, die i$ gedndert werden. Um
das zu vermeiden, kann man tirSubstitutionen der Fornj durchfiihren, wobei

v=e Teil der Vorbedingung ist. Wenmkeine Variable ist, ist das kein Problem.
Falls e Variable ist, muf3 it so substituiert werden, dafnoéglichst keine Variable
enthalt, sie inS gedndert wird und die iN vorkommt. Die letzte Forderung ist fur
die Anwendung der oben vorgestellten Methode nétig.

Als Beispiele werden die While-Schleifen von [G81] untersucht. Es stellt sich her-

aus, dal3 auf diese Weise genau die While-Schleifen verifiziert werden kénnen, die
.verkappte" For-Schleifen sind. Das sind While-Schleifen, bei denen die genaue
(und nicht nur die maximale) Anzahl der Durchlaufe festliegt. Typischerweise sieht

eine ,verkappte“ For-Schleife so aus:

-VOn>00i =1
while i < n loop

S

=0+
end | oop;

N

Dabei gilt trans(S, n) Otrans(S,i) .
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

4.2 Berechnung der wp von While-Schleifen

Dieser Abschnitt beinhaltet eine neue Methode zur Berechnung der schwachsten Vorbedin-
gung von While-Schleifen, die ohne Invariante und Terminierungsfunktion gegeben sind, d.h.
es sind nur Vor- und Nachbedingung sowie die Schleife selbst gegeben. Damit ist es mdglich,
auch fur While-Schleifen eine exakte VC anzugeben und damit so zu behandeln, wie die An-
weisungen aus Abschnitt 3.2. Die Methode geht von dem Praslikiitr While-Schleiferaus
(Abschnitt 3.2.5). Nach [G81: 140] und [F89: 100] ist dieses Pradikat fur praktische Anwen-
dung wegen des gro3en Aufwands nicht geeignet. Doch gehen diese Aussagen von der An-
nahme aus, dal’ dg von Hand berechnet wird. Es wird gezeigt, dal? man dieses Préadikat
doch dazu benutzen kann, mechanisch mit Hilfe des Computers eine While-Schleife zu verifi-
zieren. Die Methode ist jedoch nur partiell in dem Sinne, dal3 sie nicht fur alle Eingabepara-
meter ein Ergebnis liefert. Die Eingabe besteht aus einer While-Schigifd einer Nachbe-
dingungN, die Ausgabe ist entwedevp(S, N) oder die Angabe, dafdp(S,N) nicht ermit-

telt werden kann. Es ist kein syntaktisches Kriterium der Eingabed&&h) bekannt, nach

dem entschieden werden kann,wp(S, N) ermittelt werden kann oder nicht.

4.2.1 Vorhandene Methoden zur Ermittlung einer Invarianten

Zunachst werden 3 Methoden aus [D92: 85-87] zur Ermittlung von Invarianten fir While-

Schleifen vorgestellt, von denen nur die 1. Methode funktioniert. Dal® die beiden anderen
Methoden nicht funktionieren, wird durch jeweils ein Gegenbeispiel gezeigt. AuRerdem wird
versucht herauszufinden, was an der verbalen Argumentation fur die Korrektheit der Metho-
den nicht stimmt. Schlie3lich wird eine Modifikation von Methode 3 angegeben, mit der eine
Invariante ermittelt werden kann.

In [D92: 85-87] werden 3 Methoden gezeigt, Invarianten zu finden. Sie basieren alle auf fol-
gendem Vorgehen:

1. Schritt: Konstruiere eine Sequenz von Pradik&gnP,, P, ...

2. Schritt: Finde ein allgemeines Pradik(i) , bei dem sich durch Einsetzen von 0, 1,
2, ... furi jeweils B,, P, P,, ... ergibt

3. Schritt: Die Invariante ergibt sich aus Existenz- oder Allquantifizierung Bpégr

Wie sich zeigen wird, funktioniert nur die erste dieser 3 Methoden. Diese Verfahren sind
teilweise automatisierbar, wobei sich hier Mensch und Maschine sehr gut ergdnzen. Der 1.
Schritt besteht im Wesentlichen in der Anwendung wpn oder sp-Regeln. Die Vereinfa-

chung der Pradikate erleichtert stark den 2. Schritt. Die Vereinfachung ist nur teilweise auto-
matisierbar. Der 1. Schritt besteht in der Anwendungwpnodersp-Regeln (strongest post-
condition [G81: 120], [DS90: 209-215p ist schwieriger zu berechnen und liefert kompli-
Ziertere Ausdriicke. Dgp in dieser Arbeit nicht weiter bendtigt wird, wird nicht weiter darauf
eingegangen). Der 1. Schritt ist fir den Computer ideal geeignet, da er rein mechanisch ist.
Fur den Menschen ist diese Aufgabe schlecht geeignet, da die Manipulation von komplizier-
ten Ausdriicken sehr fehleranfallig und zeitaufwendig ist.

Der 2. Schritt beinhaltet das Erkennen von gewissen gemeinsamen Mustern und Unterschie-
den in einer Sequenz von Pradikaten. Dabei kdnnen die Gemeinsamkeiten und Unterschiede
verschiedenster Natur sein. Es ist kein allgemeines Verfahren bekannt, diese automatisch zu
erkennen. Allerdings ist es fir den getibten Menschen oft méglich, sogar relativ einfach, diese
Muster zu entdecken. Dieser Schritt ist fir den Menschen einfach und fir den Computer sehr
schwer. Diese Aufgabe ist Gegenstand der Abschnitte 4.2.3-4.2.7.
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

Der 3. Schritt ist wieder leicht zu automatisieren. Es folgt ein Beispiel aus [G81: 147] zur
[llustration dieser 3 Methoden. Der Algorithmus berechnet Quotient q und Rest r der Division
von x durchyy.

- x200y>00qg=00r =x
r

-- term

while r >=y | oop
r:=r -y,
q 1= q+l;

end | oop;

-0<sr<yQdg*y+r =x

Methode 1, die einzige funktionierende Methode:

Die Sequenz von Pradikaten wird folgendermalRRen definiert:
P, ist die VorbedingungP,, steht mitP in der Relation
--P, OB
S
- P

also[P OB O wp(S,P,,)]. Dannist(Ci:i 20:P) eine Invariante.

Beweis: Eine Invariante ist ein Pradikat, das die 5 Eigenschaften aus Abschnitt 3.4.1 erfullt.
Da hier keine Terminierungsfunktion und keine Nachbedingung betrachtet werden, kann der
Zusammenhang zwischen diesen und der Invarianten nicht gezeigt werden. Man kann nur die
folgenden 2 Eigenschaften zeigen:

1. Die Vorbedingung impliziert die Invariante:
[P, O (D:i=0:P)]
=miti =0
true

2. Die Invariante gilt immer am Anfang des Schleifenrumpfes:
[BO@:i=0:R)0 wp(S,(0:i=0:PR))]
= Skolemisierung, gebundene Umbenennung
[Qi:i=z0:BOR O wp(S,(0:j=0:P))]
=mit j=i+1
[Li:i=20:BOP O wp(S,P,)]
O Definition P,
[Ji:i=20:BORP O BOR]

true

P., kann mit Hilfe der Funktiosp induktiv berechnet werden:

I:)i+:l. = Sp(R DB,S)
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Bemerkung: Die so berechnete Sequenz erfiillt die Relation[P OB O wp(S,P,,)]. Es kann
aber auch jede andere Sequenz verwendet werden, die die R¢RitioB [ wp(S,P,,)]

erfullt, z.B. eine durch Probieren gefundene. Die Sequengpmaii berechnen stellt aber ein
Verfahren zur mechanischen Ermittlung einer solchen Sequenz dar.

Fur das Beispiel ergibt sich die Sequenz
x=200y>00q9g=00r =x
x=200y>00qg=10r+y=x0r=0
P,=x=200y>00q=20r+2y=x0r=0
P,=x=200y>00qg=30r+3y=x0r =0

~0 S0
nm

Daraus erkennt man schon das allgemeine Pradikat
P(i)=x=200y>00qg=i0r+iy=x0r=0

Das wird durch Einsetzen in die Rekursionsformel Uberprift:
P,,=sp(x=200y>00qg=i0r+iy=x0r=200r2vy,S)
= Zuweisungsregel fisp
x200y>00qg=i+10r+y+iy=x0Or+y=00r+y2>y
= Arithmetik
x200y>00qg=i+10r+(+)y=x0Or+y=00r =0
= Subsumierung
x200y>00g=i+10r+(+)y=x0r=0

Damit ergibt sich als Invariante
(0=0:x=200y>00g=10r+iy=x0r 20)
= Logik
x=200y>00r=200(0=20:q=i0r +iy=Xx)
= one-point rule
x=200y>00r=00r+qy=x

Dal3 dieses Pradik&tsachlich eine Invariante ist, kann man leicht durch Einsetzen prufen.

M ethode 2 funktioniert nicht:
Q st die Nachbedingung. Fip, gilt
-- Q
S
-- =B 0O Q
FirQ,,, 121, gilt
-- Qu
S
--BO Q
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Damit ist Q, =wp(S,-BO Q) und Q,, =wp(S,BUO Q),i 21. Eine Invariante soll dann
(Oi:i 22Q) sein. Fur das Beispiel ergibt sich folgende Sequenz:
Q=0<sr<ylqy+r=x
Q=r<2yl y<rUgy+r=x
Q,=2y<r<3yl gqy+r=x
Q,=3y<r<4yl gy+r =X

Das allgemeine Pradikat ist
Q=Eiysr<(i+)yd qy+r=x,i=22

Uberpriifen durch Einsetzen in die Rekursionsformel ergibt
Qu=wp(Srzyl (iysr<(i+)yl ay+r =x)

wp(S,r2ydiysr<(i+DyOd gy+r =x)

wp(Siiysr<(i+)yd gy+r =x)

lysr-y<(@+)yd (q+)y+r-y=x

Ei+1)ysr<(i+2)yD gQy+r=x
Damit ergibt sich als angebliche Invariante
Oiz2:iy<sr<(i+)yd qy+r=x)0(r<2y0 y<rQgy+r =x)
= Logik
(=z2:iysr<(i+)y)0 gy+r=x)0(r<2y0d y<r)O(r<2y0d qy+r =X)
= Logik
(y>00r<2y0 gy+r=x)0(r<2yd y<r)

Durch Einsetzen zeigt sich, dal3 dieses Pradikat keine Invariante ist. Tatsachlich funktioniert
diese Methode nicht, wie das folgende einfachere Beispiel zeigt:
- x=00x=1
while x = 1 | oop
X 1= x-1;
end | oop;
- x=0

Die Korrektheit dieser Schleife kann mit der Invarianter 1[0x =0 und der Terminie-
rungsfunktionx gezeigt werden. Folgende Sequenz erflllt die Bedingungen fiir die Sequenz

Q:

Q=x=0
Q =x=20x=1
Q, =true
Q; =true
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

Damit soll x =10x =2 eine Invariante ein, was aber nicht der Fall ist, wie man leicht nach-
prufen kann.

In [D92: 85-87] befindet sich kein formaler Beweis flur die Korrektheit dieser Methode, son-
dern nur eine verbale Argumentation. Ein Teil der Argumentationskette ist folgender: ,Wenn
die Schleife nach =1 Iterationen terminiert, dann w& i mal hintereinandetrue und da-
nachfalse.“ Dieses Argument ist richtig. ,In diesem Fall zeigen die Eigenschafte@detal

B OQ, eine hinreichende Vorbedingung ist.“ Vorbedingung fur was? Vermutlich dafuB dai3
I mal hintereinanderue und danachialseist. D.h. es soll 0.B.d.A. fir=1 gelten

- QOB

- (-BO Q O-B

S

Die Nachbedingung ist aquivalent 2B [1Q. Das 1. Konjunkt der Nachbedingung gilt we-
gen der Konstruktion vor®Q,. Doch das 2. Konjunkt gilt im Allgemeinen nicht. Wenn vor
Ausfiihrung vors Q, OB gilt, so gilt nach Ausfiihrung va®nicht unbedingt-B.

M ethode 3 funktioniert auch nicht:
Q st die Nachbedingung. FIR, gilt
-- R
S
- -BOQ
Fir R,,, 121, gilt
-- Ry
S
- BOR
Damit ist R =wp(S,-BUQ) und R,, =wp(S,BOR),i 21. Eine Invariante soll dann
(0:i=21:R) sein. Fur das Beispiel ergibt sich folgende Sequenz:
R =y<sr<2ylgy+r =X
R,=2y<r<3ylgy+r=x
R, =r=22yU3y<r<4ylgy+r =x

R = (0] :és j<icjysn)Or<(i+)hydqy+r =x
Als angebliche Invariante erhalt man

(d=z1l:y=00iysr<(i+)y)dgy+r =x

= Logik

ry=>00qy+r =x

Das ist keine Invariante. Mit dem einfacheren Beispiel

x=00x =1

while x = 1 | oop

X :=x-1
end | oop;
- x=0

ergibt sich die Sequenz
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R =x=1
R,=x=2
R, = false
R, = false

Als angebliche Invariante erhalt manx = 10x = 2, was aber nicht stimmt.

Die verbale Argumentation fur diese Methode geht von der Gliltigkeit der angeblichen Invari-
anten aus. Dann wird mit Hilfe der Eigenschaften ®reine korrekte Kette von Implikatio-

nen hergeleitet. Damit hat die verbale Argumentation die Form ,Korrektheit der Mdithode
true®. Das ist aber kein gultiges Vorgehen. Allerdings kann diese Methode leicht modifiziert
werden, um eine korrekte Invariante zu erhalten. Die KonstruktioRdergibt

- BORs
S

- BOR
S

- BOR
S

- -BOQ

Daraus ergibt sich die Invarian@U(0 21: R) 0-BUQ.

Beweis: Da hier keine Terminierungsfunktion und keine Vorbedingung betrachtet werden,
kann der Zusammenhang zwischen diesen und der Invarianten nicht gezeigt werden. Man
kann nur die folgenden 2 Eigenschaften zeigen:

1. Die Invariante und die Negation der Schleifenbedingung implizieren die Nachbedin-
gung:

[(BO(O=1:R)0-BOQ)0U-BO Q]
= Distributivitat
[BO(O0=21:R)0-BO-BOQOI-BO Q]
= Logik
[false0-BOQO-BO Q]
= Logik
true
2. Die Invariante gilt immer am Anfang des Schleifenrumpfes:
[(BO(O=21:R)0-BOQ)UIB O wp(S,BO(H 21: R) 0-BOQ)]
= Distributivitat
[BO(0=21:R)IBO-BOQOBO wp(S,BO(H 21: R)I-BOQ)]
= Logik
[BO(O=1:R)Ofalsed wp(S,BO(0 21: R)0-BOQ)]
0 Logik, schwache Disjunktivitat
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[BOM21:R)0 (0 =21:wp(S,BOR)) Owp(S,-B Q)]

= Skolemisierung, gebundene Umbenennung

[(Ci21:BOR O (4 21:wp(S,BOR,)) Owp(S,~B Q)]

= [-gplit

[(Ciz2:BOR O (4 21:wp(S,BUR,)) Dwp(S,~BOQ))] O
[BOR O (0 21:wp(S,BUR;)) Owp(S,~B Q)]

= Definition R

[(Oi=22:BOwp(S,BOR_;) 0 (0 21:wp(S,BOR;)) Owp(S,~B1Q))] O
[BOwp(S,-BOQ) O (0 21:wp(S,BUR,)) Owp(S,-BOQ)]

=mit j =i-1, Logik

[(iz2:BOwp(S,BOR_,) 0 i—-1=10(wp(S,BOR_,) Owp(S,~BLQ)))] T
true

= Logik

true

Fur das Beispiel der Division ergibt sich als Invariagietr = xO(r 2 x=2 yO0<r <y).
Fir das andere Beispiel ergibt sich als Invariantel[1x = 0. Daf} diese Pradikatatsach-
lich Invarianten sind, kann man leicht durch Einsetzen prufen.

Bei diesen Methoden ist es notig, eine Terminierungsfunktion anzugeben. Die Invariante kann
durch Betrachtung der Sequenz der erzeugten Pradikate (vielleicht) gefunden werden. Der
groRte Aufwand steckt im Allgemeinen im Finden eines allgemeinen Pradikates aus einer

endlichen Anfangssequenz. Mit hdchstens gleichem Aufwand ist es aber méglich, mehr zu
erreichen, namlich die Berechnung der schwéachsten Vorbedingung einer Schleife

wp(LOOP, N).

4.2.2 Automatische Konstruktion von uf

Zur automatischen Konstruktion vopf , der schwéachsten Vorbedingung einer While-

Schleife (Abschnitt 3.2.5), wird versucht, das Vorgehen eines Menschlichen Bearbeiters zu
mechanisierenuf ist der kleinste Fixpunkt einer rekursiven Funktion. Die Ermittlung von

uf erfolgt durch ein induktives Vorgehen. Zunachst werden einige Werte explizit ausgerech-

net und aus diesen eine allgemeines Muster ,erraten”. Bezogen auf das hier vorliegende Pro-
blem heil3t das: zunachst wird rein mechanisch eine endliche Sequenz von Pradikaten erzeugt.
Anschlie3end wird versucht, darin ein Muster zu erkennen. Dieses Erkennen ist auch die we-
sentliche Schwierigkeit, denn es ist nicht bekannt, wie ein menschlicher Bearbeiter die Mu-
stererkennung durchfuhrt. Falls ein Muster erkannt werden kann, kann ein allgemeines Pradi-
kat berechnet werden. Zunachst wurde versucht, dieses Problem mit Hilfe von grammatical
inference zu I6sen, wie es am Ende dieses Abschnitts kurz dargestellt wird. Da sich dieser
Weg als nicht praktisch erwiesen hat, wird versucht, dieses Problem mit Hilfe von Unifikation
zu l6sen (Abschnitte 4.2.3- 4.2.7).
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

Der kleinste Fixpunkt uf einer monotonen und stetigen Funktion f Gber einem vollstandigen

Verband wird durch sukzessive Anwendung Yoawf das Infimuni] des Verbandes kon-
struiert, beginnend mitl. Das Infimum der Boolschen Algebra der Pradikatdalkse. Die
Schwierigkeit liegt darin, daf3 man nur endlich viele Anwendungenfanchfiihren kann

und man von vornherein nicht weil3, wie viele geniigen. Die erzeugte Sequenz der Pradikate
ist

false
f (false)
f ?(false)

PO
R
P2

Dann ist B, ir=s,; der kleinste Fixpunkt. D.h. wenn zwei aufeinanderfolgende Pradikate

aquivalent sind, hat man den kleinsten Fixpunkt. Wenn die Anwendund a&ber immer
nichtaquivalente Pradikate ergibt, heil3t das nicht, dafl3 es keinen kleinsten Fixpunkt gibt. Den
gibt es ja wegen der Monotonie und Stetigkeit folm diesem Fall ist der kleinste Fixpunkt

die kleinste obere Schranke aller. D.h. fur ¢/ mul3 gelten:
[P, 0 4]
[P O 4]
[P, O 4]

also
[i:i=20:P 0O uf]

[(O:i20:RP)0 uf]
uf =(0:120:R) erfillt diese Bedingung, und wegerist 4f sogar das kleinste Pradikat,

das diese Bedingung erflllt. (Miteinstes ist hier das kleinste Element im Verband gemeint;
auf Pradikate bezogen, bedeutet das starkste PradikatDald u4f tatsachlich ein Fixpunkt

vonf ist, mul3 noch gezeigt werden.
Satz 4.5 uf ist ein Fixpunkt vor.

Beweis: zu zeigen istf ((0:i 2 0:R)) = (0:i 2GPR).
f((O:i=0PR))
= Definition von P
f ((0:i =0 f'(false)))
= Definition vonf
-BON OB Owp(S,(0:i =0 f' (false)))
= starke Disjunktivitat, Lemma 3.11
-BON OBO(O:i 2 0wp(S, f'(false)))
= Logik
(0:i 20-BON OBOwp(S, f' (false)))
= Definition vonf
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(i 20 f (f'(false))

(C:i = 0 f **( false))
zu zeigen bleibt (0:i = 0. f '"**(false)) = (0:i = 0 f ' (false)) :

. (O:i =0 f"™*(false)) O (O:i =0 f'(false))
= gebundene Umbenennung
(O:i=0f"*(false)) 0 (g:j=0f(false))
= Skolemisierung
(Qici 20 f " (false) O (0:j =0 f ! (false)))
=mit j=i+1
(Oici 20 f™**(false) J i +1= 00 f " (false))
= Logik
true

U:

(O:i=0f'(false)) O (O:i 2 0 f " (false))

= gebundene Umbenennung

(O:i=0f'(false)) O (0:j =0 f " (false))

= Skolemisierung

(Qizi 20 f'(false) O (g:j = 0 f I*!( false)))

= Logik, [-split

(Qici 22 f'(false) O (0:j =0 f **(false))) O(f °(false) O (0:j =0 f " (false)))
=mit j=i-1

(Oizi 22 f'(false) 0 i —1=00f ' (false)) O(f°(false) O (g:j =0 f I**(false)))
= Logik

trueO(falsed (0:j =0 f '**( false)))

= Logik

true Odtrue

Die automatische Ermittlung des Pradikat@) stellt das gleiche Problem wie im vorigen

Abschnitt dar. Im Folgenden wird ein Verfahren zur partiellen Lésung dieses Problems vorge-
stellt. Damit ist gemeint, dal3 das Verfahren aus einer gegebenen endlichen Sequenz von Pra-
dikaten ein allgemeines Pradikat ermitteln kann oder keines findet und erfolglos abbricht. Das
Verfahren kann naturlich bei Weitem nicht alle Probleme dieser Art l6sen, genau wie ein
Mensch. Das bedeutet, dal es vorkommen kann, dal3 kein allgemeines Préadikat gefunden
werden kann. Das Verfahren kann irren genau wie ein Mensch. Das bedeutet, dal3 ein allge-
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meines Pradikat gefunden wird, das auf das betrachtete Anfangsstiick pal3t, aber nicht auf alle
folgenden. Ein solcher Irrtum ist aber entscheidbar, indem versucht wird, festzustellen, ob das
auf diese Weise gefundene Pradikat tatsachlich auf alle paf3t. Das ist ein Induktionsbeweis.
Formal sieht daBroblem des allgemeinen Préadikatesaus.

Gegeben ist eine endliche Sequenz von PradikatenP i > 0, die durchP = f'( false)
definiert ist. Gesucht ist ein PradikB(i) , so dafyUi:i 2 0: P(i) = P) und in P(i) darf
weder die Funktiom nochwp vorkommen.

Zur Losung des Problems wird die endliche Anfangsseq&ne, ,..., P, betrachtet. Es ist
klar, da3 es unendlich viele Pradikaii) mit (Ji:0<i<n:P(i))=P) gibt. Z.B. ist
P(@i)=(0:0<j<n:i=jOP,)0R() fur beliebigesR so eine Menge von Pradikaten.
0P, fallsi<n

Denn es giltP(i) = (i), fallsi > n

. Im Allgemeinen gilt aber nich{Ji:i 2 0. P(i) = P).

Man muf3 vielmehr versuchen, iR, ,P, ,...,P, ein gemeinsames Muster bzw. die Unter-
schiede zu entdecken.

Beispid (ganzzahlige Division):
P, = false
P, =0<r<ylgy+r=x
P, =0<r<2ylqgy+r =X
P, =0<r<3ylgy+r =x

Der Unterschied liegt im Koeffizienten von Man kann jetztP(i) =0<r <iy[gy+r = X
raten. Um das zu verifizieren, wird ein Induktionsbeweis durchgeflhrt.

i=0: P(O)=0<r<0ydqy+r =x= false

i - i+1:
P@i +12)

= Definition vonP

f ! (false)

f(f'(false))

= Definition vonP

f(P(0)

= Induktionsvoraussetzung

f(O<sr<iyOgy+r =x)

= Definition vonf

O<sr<yOqgy+r=xOr2y0wp(r =r-y;q==q+10<r<iylgy+r =x)
= Zuweisungsregel, Distributivitat

O<sr<ylysr<(i+)y)dgy+r =x
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= Logik
Osr<(i+l)ylqy+r =x

Nach Satz 3.16 und Satz 4.5 ist die schwachste Vorbedingung die Disjunktion tber die Menge
der PradikateP(i) . Damit ist

wp(LOOP,N) =(00 =20:0<r<iy)dqy+r =x

y=200r=>00qy+r =X

Und es qilt[x=00y>00qg=00r=x0 y=200r=>00qy+r =x]. Damit ist die Kor-

rektheit bewiesen.

Dieses Problem, in einer Sequenz von Pradikaten ein allgemeines Muster zu finden, ahnelt
entfernt dem Problem dgrammatical inference [F82: 349-410]. Es wurden verschiedene
grammatical-inference-Algorithmen ([F82: 367-370], [F82: 391-398] urf@Cw90: 191-

196]) daraufhin untersucht, ob sie zur Lésung des hier vorliegenden Problems geeignet sind.
Da sich keiner dieser Algorithmen als geeignet herausstellte, wurde dieser Weg nicht weiter-
verfolgt.

Die Ermittlung der schwachsten Vorbedingung beruht im Wesentlichen in der Entdeckung
des Musters bzw. der Unterschiede in der Sequenz der Pradikate. Die Pradikate in der Se-
guenz haben hier die gleiche Struktur, da sie sich nur in Konstanten unterscheiden. Jetzt stellt
sich die Frage, was es genau heif3t, eine Sequenz von Pradikaten ist strukturgleich und, damit
verbunden, wie man diese Strukturgleichheit einerseits und die Unterschiede andererseits fest-
stellt. Diese intuitive Vorstellung von Strukturgleichheit wird im Folgenden formalisiert.
S(P) heil3t, eine Sequerz von Pradikaten ist strukturgleich. Eine formale Definition von

Strukturgleichheit wird zwar erst in Abschnitt 4.2.5 gegeben, doch im Folgenden wird
schrittweise auf diese Definition hingearbeitet, wobei der Be@iffikturgleichheit und
S(P) ohne formale Definition verwendet werden.

4.2.3 Klassifikation des Problems

Ein anderes Problem, das sich mit so etwas wie Strukturgleichheit von Ausdriicken befal3t, ist
die Unifikation [S88]. Im nachstem Abschnitt wird gezeigt, wie man das Problem der Struk-
turgleichheit auf ein Unifikationsproblem reduzieren kann. Doch zunachst mul3 genau festge-
legt werden, was mit Unifikation in diesem Zusammenhang Uberhaupt gemeidt(Bx.

heil3t , eine Sequerizvon Pradikaten ist unifizierbar. Da hier semantische Eigenschaften von
Funktionssymbolen, wie z.B. Kommutativitat, berticksichtigt werden mussen, ist im Folgen-
den mit Unifikation, unifizierbar, Unifikator u.&. immer die sogenaititénifikation [BS94]
(equational unification) usw. im Gegensatz zur sogenannten freien oder syntaktischen Unifi-
kation gemeint. Die semantischen Eigenschaften der Funktionssymbole werden durch Axio-
me, die Gleichungen (equations) sind, beschrieBebezeichnet dann die Vereinigung der
Axiomenmengen der einzelnen nicht freien Funktionssymbole. Z.B. sind die Tiefxye 1

und 1+y nicht frei unifizierbar, jedoclC.-unifizierbar mit demC.-Unifikator y+ f(x),
wobeiC, commutativity bedeutet und die Axiomenmerdget b =b+a} bezeichnet. In die-
sem Fall istE =C, OO, . In diesem Zusammenhang wichtige Axiome sind:

1.C, ={f(a,b) = f(b,a)} (Kommutativitét)
2. A, ={f(a, f(b,c)) = f(f(ab),c)} (Assoziativitat)
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3. I, ={f(a,a) =a} (Idempotenz)
4.U, ={f(a,u) =a} (Einselement)
5 7, ={f(a,2) =2 (Nullelement)

Mit diesen Axiomenist EOCOAQO I OU OZ OE #0. Die E-Unifikation ist viel schwie-

riger, d.h. aufwendiger oder gar nicht I6sbar (abhdngigB)oals die freie Unifikation, die

man als einen Spezialfall dErUnifikation mit E=0 betrachten kann. Fur die freie Unifikati-

on gibt es effiziente (mit linearem bzw. quadratischen Aufwand) Algorithmen von Paterson,
Wegman [PW78] und Martelli, Montanari [MM82]. Die-Unifikation kann in die folgenden

3 Klassen steigender Schwierigkeit eingeteilt werden:

1. Die E-Unifikation hei3telementar, falls alle Funktionssymbole die Eigenschatha-
ben.

2. Die E-Unifikation hei3tmit Konstanten, falls neben Funktionssymbolen mit der Ei-
genschafe nur noch freie Konstanten, d.h. nullstellige Funktionssymbole, vorkom-
men.

3. Die E-Unifikation hei3tallgemein, falls neben Funktionssymbolen mit der Eigen-
schaftE noch beliebig viele freie Funktionssymbole mit beliebiger Stelligkeit vor-
kommen.

Das Problem der Strukturgleichheit wird auf ein allgemeémifikationsproblem zurick-

gefuhrt, da neben Funktionssymbolen mit semantischen Eigenschaften auch beliebig viele
freie Funktionssymbole vorkommen kénnen, z.B. Array-Bezeichner. Ein weiters Problem ist,
dal’ verschiedene Funktionssymbole verschiedene semantische Eigenschaften haben kdnnen.
Z.B. ist + assoziativ und kommutatid€), und ] ist assoziativ, kommutativ und idempotent

(ACI). Das fuhrt zum Problem der Kombination verschieddiéinifikationsalgorithmen

[BS94]:

Gegeben sindh Algorithmen fir E, -Unifikation, ..., E,-Unifikation. Wie kann man

diese zu einem Algorithmus fur dieUnifikation mit E = E, [--- O E, kombinieren?

Dieses Problem wurde zunéachst fur Theorien gelostatiiepse free undregular sind. Eine
Theorie istcollapse free, wenn sie kein Axiom der Formh=x enthalt, wobet ein echter
Term ist, d.h. keine Variable, umceine Variable. Die Axiom€ undA sind collapse free, die
Axiome I, U undZ nicht. Eine Theorie istegular, wenn fur alle ihre Axioméhs =rhs gilt:
free(lhs) = free(rhs). Die AxiomeC, A undl sind regular, die Axiom& und Z nicht. In

allgemeiner Form wurde das Problem zuerst von Schmidt-Schaul3 gelost [S89]. Allerdings
konnen mit diesem Verfahren nur die vollstandigen Mengen aller allgemeinsten Unifikatoren
berechnet werden, falls diese endlich sind. Eine andere und wesentliche bessere Lésung
stammt von Baader und Schulz [BS92], mit der es sowohl mdglich ist, einzelne Unifikatoren
zu berechnen als auch die Unifizierbarkeit zu entscheiden. (Durch die Berechnung der voll-
standigen Mengen aller Unifikatoren kann man zwar auch einzelne Unifikatoren berechnen
und die Unifizierbarkeit entscheiden, allerdings mit viel héherem Aufwand). Die hier nicht
frei vorkommenden Funktionssymbole sind-+ynd= mit den EigenschafteAC, sowiel], [,

min und max mit den Eigenschaft&&l. Da die Assoziativitdt nur bei mindestens 3 Argu-
menten auftritt und = immer mit genau 2 Argumenten vorkommt, kann man = auch mit der
EigenschaftAC betrachten. Die Axiomé& und Z brauchen nicht betrachtet zu werden, da
diese durch den in Analytica bzw. Mathematica vorhandenen simplifier bei der Generierung
der Pradikate sofort angewendet werden. Damit ergibt side-Einifikationsproblem mit

E=AC, JAC. JAC. OAC. OACI OACI,0ACl,, OACl,  O0.,.

117



4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

Dabei beinhaltet Rest alle anderen Funktionssymbole, insbesondere auch die Relationssym-

bole und Quantoren, die rein syntaktisch als 3-stellige freie Funktionssymbole ohne Semantik
betrachtet werden.

Da AC-Unifikation und ACI-Unifikation NP-vollstdndige Probleme sind, gilt das nach [BS94]
auch fur das hier vorliegendeUnifikationsproblem. Die NP-Vollstandigkeit eines Problems
bedeutet noch nicht die praktische Unlosbarkeit des Problems. Das Verfahren von [BS92]
wurde von [KR97] implementiert.

4.2.4 Uberblick Uiber das Verfahren

In diesem Abschnitt wird ein Uberblick Uber das Verfahren in Form eines Algorithmus in
Pseudo-Code gegeben. Dabei werden teilweise Begriffe und Funktionen verwendet, die erst in
den folgenden Abschnitten formal definiert werden. Beispiele zur Erlauterung des Verfahrens
befinden sich im letzten Abschnitt dieses Kapitels (Abschnitt 4.2.7.3)

Der folgende Algorithmus berechnep fir eine While-Schleife und eine Nachbedingung
oder gibtno_success zurlck, falls das nicht méglich ist. Dabei wird Unifikation an 2 Stellen
verwendet. Zunachst wird mit Hilfe der Unifikation festgestellt, wo eine Sequenz struktur-
gleicher Pradikate beginnt (Zusicherung Al). Falls es eine Sequenz strukturgleicher Pradikate
gibt, werden daraus wieder mit Hilfe der Unifikation mehrere Zahlensequenzen extrahiert
(Zusicherung A2). Zu jeder Zahlensequenz wird dann eine Formel erzeugt (Zusicherung A3).
Aus diesen Formeln und einem ausgezeichneten Pradikat wird ein Pradikat mit Parameter
erzeugt (Zusicherung A4) und schlief3lich induktiv gepriift, ob dieses Pradikat ein allgemeines
Pradikat ist (Zusicherung A5). Falls ja, wird aus dieggniberechnet und zurtickgegeben.

Durch Betrachtung der Stellen, an denensuccess zuriickgegeben wird, kénnen die Grin-

de dafur erkannt werden, dal3 der Algorithmpsicht berechnen kann. Diese sind:

1. es werden keine 2 aufeinanderfolgenden strukturgleichen Pradikate gefunden

oder 2. die Sequenz darPradikate, beginnend mit den ersten 2 strukturgleichen, ist nicht
strukturgleich

oder 3. die Sequenz darPradikate, beginnend mit den ersten 2 strukturgleichen, ist zwar
strukturgleich, doch kénnen aus den extrahierten Zahlenfolgen keine darauf passen-
den Formeln generiert werden

oder 4. die Sequenz derPradikate, beginnend mit den ersten 2 strukturgleichen, ist struk-
turgleich, und aus den extrahierten Zahlenfolgen kénnen darauf passende Formeln
generiert werden, doch das daraus generierte Pradikat ist kein allgemeines Pradikat
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| nput : whil e-1 oop while B loop S end | oop;
postcondition N
Qutput: wp(while-l1oop, N or no_success;

function wp_for_whil e(B: bool ean_expression; S: statenent;

N: predicate)

return result _type is

max_tries: constant := 4; -- Ende Abschnitt 4.2.5, Frage 1
n: constant :=5; -- Ende Abschnitt 4.2.5, Frage 2
Py, Pi, ... : predicate;
P(i): predi cate with _paraneter i;
m natural := 0;
var_num nat ural ;
S: array(l .. var_num 1 .. n-1) of integer;
f: array(1 .. var_nun) of formula;
begi n
P, : = fal se;
for i in 1..max_tries |oop
PP :==BONOBOW(S, P.1);
DNF(Pi) ;
make _si (P);
if S(P, Pi.1)
then m:=1i;
exit;
end if;
end | oop;

if mFO0 then return no_success; end if;
-- AL: min{k | S(P«, Pxs1)} =m- 1
for i inml .. mn-2 |oop
PP :==BONOBOW(S, P.1);
DNF(P:) ;
make _si (P);
end | oop;
-- Pmi1, ..., Pmn2isteine Sequenz von n Pradikaten
if not SP 1, ... P mn-2) then returnno_success; end if;
-P wi...,P men- 2 ISt €ine Sequenz von n strukturgleichen
-- Pradikaten

var_num := |Var(t3(P m )i
forj inm. m+n-2 | oop
foriinl.. var_num | oop
s(i, Jm+1) :=h i(MQu(t3(P m1), 1P §)));
end | oop;
end | oop;
-- A2: var_num Zahlenfolgen s(i) der Lange n-1
fori inl. var_num | oop
f(i) := generate_formula(s(i));
i f f(i) = no_success t hen return no_success; end if;
end | oop;

-- A3: var_num Formeln f(i) zu den Zahlenfolgen s(i)
P(i) := Definition 4.17;

-- A4d: P(i) might be a general predicate;

-- this must be checked by induction

if not (P(O)=P ¢andP(i+1) = =B ON OB Owp(S, P(®i))
t hen ret urn no_success;
end if;

-- A5: P(i) is a general predicate
return ( O =20:P(i));

end wp_for_while;
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Verwendete Typen, Funktionen und Prozeduren

bool ean_expr essi on

ein geeigneter Typ fur Boolesche Aus-
driicke

st at enent

ein geeigneter Typ fur Anweisungen

predi cate

ein geeigneter Typ fur Pradikate

predi cate with_paraneter i

ein geeigneter Typ fur Pradikate mit
dem Parametar

result _type

ein Typ bestehend aus Pradikaten jund
dem Literalho_success

formul a

ein Typ fir Formeln, wie sie in Ab
schnitt 4.2.6 generiert werden

function Var(p: predicate)
return set_of var

eine Funktion nach Definition 2.2

function t3(p: predicate)
return predicate

eine Funktion nach Definition 4.12

function t1(p: predicate)
return predicate

eine Funktion nach Definition 4.6

procedure DNF(p: in out predicate);

eine Prozedur zur Transformation eines
Pradikateg in DNF

procedure nake_si (P: in out predicate);

eine Prozedur zur Transformation eines
Pradikatep nach Abschnitt 4.2.7

function S(P: sequence_of predicate)
return bool ean

eine Funktion zur Feststellung der
Strukturgleichheit nach Definition 4.6

function ngu(P: sequence_of predicate)
return ngu_type

eine Funktion zur Unifikation nach
Definition 4.9

function hi(u: ngu_type)
return integer

eine Funktion nach Definition 4.15

Function generate_ fornul a(s: sequence_of i nteger)

return fornul a

eine Funktion, die zu einer Sequenz
von Zahlen eine Formal generiert nach
Abschnitt 4.2.6

4.2.5 Transformation der Terme und Reduktion auf Unifikation

Der Zusammenhang zwischeé®{P) und U (P) ist nicht so einfach. Genauer gesagt besteht
zwischenS(P) und U (P) keine der 12 einfachen aus folgendem regularen Ausdruck ableit-
baren Beziehunger:’="1’U(P)' ('O '|’0O"|'=")[ '="]'S(P)’. Dazu reicht es zu zeigen, dal3

keine der folgenden 4 Beziehungen gilt:

upP)o g(P) ; GegenbeispielP = (x>1,y >1)
uP)d =S(P) ; GegenbeispielP = (x>1,x>1)
-U(P)Od S(P) ; GegenbeispielP = (x>1y>2)
S(POUP) ; GegenbeispielP = (x>1,x>2)

Die Struktur eines Pradikates wird im Wesentlichen durch die Folge und die Beziehungen
zwischen den Funktions-, Relations- und Variablensymbolen bestimmt, nicht von den Kon-
stanten. Hier mufl3 man zwischen Konstanten als nullstelligen Funktionssymbolen und minde-
stens einstelligen Funktionssymbolen unterscheiden. Um die Unifizierbarkeit darauf anzu-
wenden, mufd man also die Funktions-, Relations- und Variablensymbole festhalten bzw. als
konstant betrachten und die Konstanten als variabel. Die Funktions- und Relationssymbole
sind konstant. Um die Variablen konstant zu machen, wird jedes Variablensymbtotch

120



4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

das Funktionssymbol 'v'(a) ersetzt, wobei a ein neues Variablensymbol ist. Damit wird ver-

hindert, da® z.BP = (x >1,y >1) strukturgleich sind. Dann nach dieser Transformation sieht

P so aus:P =(x(a) >1y(a) >1).

Um die Konstanten variabel zu machen, wird jede Zahl in jedem Préadikat der Sequenz bis auf
eines durch ein neues Variablensymboij ersetzt. Dabei istder Index des aktuellen Pradi-

kats undj der Index der aktuellen Zahl iR . Dadurch wird sichergestellt, daf3 auch gleiche

Zahlen durch verschiedene Variablensymbole ersetzt werden. In einem ausgezeichneten Pra-
dikat P, der Sequenz wird nicht diese, sondern eine andere Transformation durchgefihrt. In

P, wird dien. Zahl durchn ersetzt, so daf’ im transformierten Pradikat alle Zahlen paarweise
verschieden sind. AuB = (x> 2,x>4) wird durch diese beiden Transformationen (0.B.d.A.
ist s=0) P=(x(a) >1x(a) >h,,). Jetzt wird die Strukturgleichheit durch die Unifizierbar-
keit der transformierten Sequenz definiert.
Definition 4.6 (Strukturgleichheit): SeiP eine Sequenz von Pradikaten.
P hei3tstrukturgleich (S(P) ), genau dann wend (t(P)) gilt, also S(P) :=U (t(P)).
Dabei istt(P):= (t(R,),t(P).....t(R,)), t(P) :=t,(t,(P)),i =0...n,

t,(R):=(P),, fur jedes Variablensymbod, wobeia eine neue Variable ist, d.h.

v(a)
a0 J free(R).
i=0

pref (P,n) ist das Prafix des Pradika®sals String bis zum Zahlenliteral Die Funktiono:
PSx Z +— N mit o(P,n):=1+(N:z0OZ:z0O pref (P,n)) ordnet jedem Zahlenliteral in ei-
nem PradikatP die Zahlo(n) zu, so daf daso(n). Vorkommen eines Zahlenliterals &

ist. Im Folgenden wird das 1. Argument der Funkitioweggelassen, wenn es aus dem Zu-
sammenhang hervorgeht.

P):., falsi=s , , .
t,(R):= H(R)o , fur jedes Zahlenliteral, s0{0...n},i =0...n.
Phioo falsi#s

Beispid:
P =x>10y>1, PL=x>20y>2, P,=x>30y>4.
0.B.d.A. kann mars = 0 nehmen.
t(R) =x(a) >10y(a) > 2, t(R) = x(a) > h, Oy(a) > h,, t(R,) = x(a) > hy Uy(a) > h,
Es gilt U (t(P)) mit dem Unifikator{h, — 1, h, — 2,h,; = 1L h,, — 2} und damitS(P).

Lemma 4.7: Sist eine Aquivalenzrelation. FalRdie leere Sequerist oder nur 1 Pradikat
enthalt, gilt S(P) .

Beweis: Swird durch die Unifizierbarkeit definiert, die wiederum durch die Gleichheit defi-
niert ist, was eine Aquivalenzrelation ist.

S(¢)=(0R,P,O¢e: S(R,PR,)) =true
S((P)) = (OR,P, O(P): S(P,PR,)) =S(P,P) =true

Lemma 4.8: Die Folge der transformierten Pradikate enthélt keine Variable aus der Folge der
urspringlichen Pradikate, und zusatzlich enthalt die Transformation des ausgezeichneten Pra-
dikates keine der Variablen ;, d. h.
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

(OvOl free(R) :vO(  free(t(R))) O(i, j :h ; Ot(R.)).
i=0 i=0
Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus Definition 4.6.

Damit ist die Strukturgleichheit definiert. Jetzt geht es darum, die Unterschiede in den einzel-
nen Pradikaten herauszufinden, fa86P) gilt. Dazu wird ein allgemeinster Unifikatongu

(most general unifienyon t(P) berechnet. Dieser existiert, da diese Berechnung nur durchge-
fuhrt wird, falls S(P), d.h. U(t(P)) gilt. mgu ist eine Funktion von einer endlichen, nicht

leeren Folge von Pradikaten, deren Anwendung eine endliche Funktion von der Menge der
Variablen int(P) in die Menge der Termgliefert, d.h.

Definition 4.9: mgu:?:EPS - g_y free(t(P)) - Tg o =mau(t(R,),....,t(R,)),

o={h;—u;}0{ar u,}, wobeih

i,j1

a0 J free(t(R)) undu, OT.
i=0

Lemma4.10: {ar> u } 0o U u, =a.
Beweis durch Induktion tiber den induktiven Aufbau ven
InduktionsanfangP, sei Konstante;
P,=c,c UZ
(0 Definition Strukturgleichheit
t(P,) =1 (0.B.d.A)
0 Definition Unifizierbarkeit, Definition Strukturgleichheit
t(PR)=h,i#s
(0 Definition Strukturgleichheit
P=c,c,0Zi#%s
(1 Voraussetzung
all free(t(P,)) O free(t(P))
O Unifikation
{au} Do
0 Logik
{au 0o 0 u,=a

P, sei Variable;
P, =x
0 Definition Strukturgleichheit
t(R,) = x(a)
O Definition Unifizierbarkeit, Definition Strukturgleichheit
t(R)=h,0t(P)=x(u),i #sulT
(0 Definition Strukturgleichheit
P =cOP =x,izs,c0Z
(0 Definition Strukturgleichheit
t(R)=h,0tR) =x(a),i#s
(1 Voraussetzung
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

al free(t(P,)) O free(t(P))
O Unifikation
{aru,}0o 0Ou, =a

Induktionsschritt: P, sei f(u,,...,u,),u,,...,u,, 0T, P sei
f(S,--+1Sp)sSps---,S,, UT,i 25,0 =0...n und f sei ein m-stelliges Funktionssymbol;
Induktionsvoraussetzung {a~ u,} Omgu(t(u,),t(s,)) O--- O mgu(t(u,).t(s,)) C u, =a.
Zu zeigen

{ar u} Omau(t(f(u,,...,u)),t(f(s,....s,)) 0 u, =a

= Definition Strukturgleichheit

{au} Omgu(f(Uy,...,Up )y F(Sh i Sudve) O U, =@

=LemmaZ2.9

{aru,} Omgu(f (Ulz(a) ,---,Umz(a)), f(SlX(@ ""’sz(a))) Ou, =a

= Definition Strukturgleichheit

{ar u} Omau( f(t(u,),...,t(u,)), ft(s),....t(s,)) 0 u, =a

[ Definition Unifikator

{ar> u} Omou(t(u).t(s)) 0 Omgu(t(u,).t(s,) 0 u, =a

= |nduktionsvoraussetzung

true

Lemma 4.11: Die Anwendung vono auf alle transformierten Pradikate der Sequenz ergibt
t(P), d.h.(Di:0<i<n:ot(P)) =t(P)).

Beweis:
(Li:0<i,j=sn:ig(t(R)) =o(t(P,))) nach Definition voor
O mit j=s
(Li:0<i<n:o(t(P)) =o(t(P)))
= Definitiono
(0i:0<i<n:o(t(R) =t(R))"%)
=Lemma 4.8
Ti:0<i<n:o@(R)) =t(R)2)
= Lemma 4.10

(Li:0<isn:o(t(R)) =tR))
Definition 4.12: t,(R,) = (t(PS))ﬁff()c), d.h. int(P,) wird jedes Zahlenliterab(c) durch das
neue Variablensymboh’ o(c) ersetzt.

Das Pradikat,(P,) wird mit jedem Pradikat aus der Sequey@® ),i =0...n unifiziert. Das

ergibt eine Sequen¥IGU von Unifikatoren, aus denen die Zahlenfolgen extrahiert werden
kdnnen, in denen sich die einzelnen Pradikate der Seguamzrscheiden.

Definition 4.13: MGU = (mgu(t,(P,),t,(P)),i =0...n,i #s.
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

Lemma 4.14: Jedes Element der Sequenz MGU ist eine Menge der Form
{h O free(t,(P.)),m, O Z}
Beweis: sei g, = mgu(t,(P,),t,(P)),i =0...n. Nach Definition von mgu gilt dann
£i(t:(R) = £; (t,(R)), und zu zeigen ist p; ={h,, = m; [ h,, OVar(t;(R)),m; 0 Z}, d.h.

(R = (L(R)n"
= Definition 4.12, h,, Ot,(P)

o(c)

(P =t,(R)

= Subgtitutionslemma

PR =t (R)

= Leibniz, Strukturgleichheit

a(t, (t(P)N?) = a(t(R))

=Lemma4.11

a(t,((t(P)n?)) =t(R.)

= Definition Strukturgleichheit

(¢ (P)n) o) =t(P,)

= Subgtitutionslemma

a((t(P)om) =t(R.)

= da durch die Substitution o(m) an der gleichen Stelle wie o(c) steht, gilt
o(c)=o(m)

o(t(R)) =t(F,)

=Lemma4.11

true

o(c) = mj |ho(c)

Die Zahlenfolgen kénnen aus MGU extrahiert werden.

Definition 4.15;

tm., fallsh, — m 0O{h,, — m |h,, OVar(t;(P.))}
h.({h m. | hy OVar(t,(P)}) =0 “ J oo )1 e
k ({ ey > My |y (t;(PO)}) E undefiniert sonst

, d.h. diese Funktion extrahiert aus einegu diejenige Zahl, auf die die Variablg, durch
denmgu abgebildet wird.

Beispiel: h,({h, > 2,h, > 4,h, > 6}) = 4.

Zu jeder Zahlo(c) in t(P,) wird eine Zahlenfolges(o(c),i),i = 0...n definiert durch
Definition 4.16: s(o(c),i) == h, (MGU;) furi=0..n.

Jetzt wird aus der Sequesgo(c),i) eine Formels'(o(c),i) generiert, die an den Stellen @...
mit s(o(c),i) Ubereinstimmt. Fir jede endliche Zahlenfolge gibt es die triviale Formel, die

diese Bedingung erfullt, namlich die durch Fallunterscheidung. AuRerdem gibt es noch un-
endlich viele nicht triviale Formeln, die die+1 Punkte als Stltzstellen eines ganzzahligen
Polynoms betrachten. Doch diese beiden Ansatze liefern im Allgemeinen kein allgemeines
Pradikat. Hier wird das allgemeine Pradikat durch folgende Annahmen erzeugt:
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

Es wird angenommen, dal3 es sich um eine arithmetische Reihe handelt, wenn die Differenzen
1. Grades konstant sind. Es wird angenommen, dal3 es sich um ein ganzzahliges quadratisches
Polynom handelt, wenn die Differenzen 2. Grades konstant sind. Es wird angenommen, dal}
es sich um eine geometrische Reihe handelt, wenn die Quotienten konstant sind. Man kann
beliebige weitere Gesetzmaligkeiten dieser Art einbauen, aber damit kommt man fur die mei-
sten Falle aus, wenn es sich nicht um Schleifen in ausgesprochen mathematischen Algorith-
men handelt. Das allgemeine Pradili) ergibt sich aus Substitution der Zahlefc) in

t(P,) durch die Formek'(o(c),i). Die Konstruktion vors' ist Gegenstand des nachsten Ab-
schnitts.

Definition 4.17: Das allgemeine Préadikat fur alle Zahtg) in t(Ps) ist
P(@) =t (t((P.) doco)) »

wobei t;* die Umkehrtransformation vor) ist. Diese existiert und ist eindeutig, was direkt
aus der Definition der Strukturgleichheit folgt.

Lemma 4.18: Mit Ai aus Definition 4.13 und Lemma 4.14 gilt
o (ts(R)) = (t(Ps))g((gzc),i) .
Bewels
i (t5(F))
= Definition 4.13, Lemma 4.14
(ts(R))
= Definition 4.12
(GRS
= Substitutionslemma
(P
= Definition 4.15, Definition 4.16

(UG e

Satz4.19: (Ui:0<i<n:P(i)=PR).
Beweis:
P() =P,
= Definition 4.17
tl_l((t(Ps))g'((?(c),i)) =P
= Konstruktions
tl_l((t(Ps))g((gzc),i)) =P
= Definition Strukturgleichheit
(tZ(Ps))g((gzc),i)) =P
= Leibniz, Definition Strukturgleichheit
(t(Ps))g((gzc),i)) =t,(R)
=Lemma 4.18
£i(t5(R)) =t,(R)
= Definition Strukturgleichheit, Lemma 4.14,, O free(t,(P))
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

£i(t:(R) = £ (t.(R))
=Lemma4.14
true

Im Allgemeinen ist es so, daf? die betrachtete explizite Anfangssequenz nidht lmeigyinnt,
sondern mit einem spéteren Pradikat. Dazu ein kleines Beispielir

P, = false, Bb=x>0, R, =2x>0, P, =3x>0

Diese Sequenz ist nach der Definition nicht strukturgleich, da die einzelnen Elemente nach
der Transformation nicht unifizierbar sind. Wenn man jedoch die SequenzRnibeginnen

laRkt, erhalt man als allgemeines PradiRéit) =ix > 0. Nach Konstruktion pal3t dieses Pradi-

kat auf die betrachtete Sequenz, die hier Bitbeginnt. Man mul3 also noch prufen, BG)

auch auf die nicht betrachteten Pradikate, Rieund P, pal3t, was hier der Fall ist, wie man

leicht nachprufen kann. Das 1. Pradikat der zu betrachteten Sequenz ist das 1. Pradikat, das
strukturgleich zu seinem Nachfolger ist. Es hat den InaeXi|S(P,P,,)} . Es kann natir-

lich vorkommen, dal3 keine Sequenz strukturgleicher Pradikate entsteht. Damit ergeben sich 2
Fragen:
1. Wie lange soll man suchen, misn{i|S(P,P,,)} gefunden wird? Fur die in den Bei-

spielen betrachteten und einige weitere Schleifen gikt .

2. Wie viele Pradikate soll man betrachten? Das kommt auf die Komplexitat der zu er-
zeugenden Formal an. Wenn man eine Formel fur konstante Differenzen / Quoti-
entenn. Grades erzeugen will, mu3 ma+2 Pradikate betrachten.

4.2.6 Die Generierung der Formeln aus der gegebenen Sequenz

Gegeben ist eine Sequeng=(s,,...,S,), gesucht ist eine Funktions'(i)), so daf}
(Li:0<i<sn:s(i)=s) gilt (hier wird das 1. Argument vasiaus Definition 4.16 weggelas-
sen, da es in diesem Zusammenhang keine Rolle spielt, und das 2. Argument wird als Index
geschrieben). Unter den beliebig vielen Funktionen werden nur ganzzahlige Polynome bis
zum Grad 2, geometrische Reihen und Kombinationen daraus betrachtet, die im Folgenden
definiert werden. Das ist eine Heuristik, da sich an mehreren Beispielen gezeigt hat, daf3 die
erzeugten, endlichen Zahlenfolgen die Eigenschaften der folgenden Definition haben.
Definition 4.20:
1.D%9s)=(0i:0<i<n-1:s =s,)0nx>1, d.h.sist eine Konstante Sequenz
2. D(s)=(Ui:0<isn-2:2s,, =s +s,,) Un=2, d.h. die Sequenz der Differenzen
vonsist konstant. Dann igeine arithmetische Reihe.
3.D?*(s):=(0i:0<i<n-3:3(s,, —S.,) =S.s —S) On=>3, d.h. die Sequenz der Dif-
ferenzen der Differenzen varist konstant
4. Q%) =D’(s), d.h.sist eine Konstante Sequenz
5.Q()=(0i:0<isn-1:s% =s [3,,) On>2, d.h. die Sequenz der Quotienten von
sist konstant. Dann isteine geometrische Reihe.

6. Q*(s)=(0i:0<i < n—3:%g :E)Dnz\?, d.h. die Sequenz der Quotienten
Siva S

der Quotienten vonrist konstant

126
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7. DQ(s)=(0i:0<i<n-3:(S,, =S.) > =(S.;, =S )(S.5 —S.,)) On=3, d.h. die Se-
guenz der Quotienten der Differenzen von s ist konstant

8. QD(s):=(i:0<i sn—3:2£:ﬁ+ﬁ)ﬂn23, d.h. die Sequenz der Diffe-

Sa S22 S
renzen der Quotienten von sist konstant

Beispide:
1. (2,2,2) hat die Eigenschaft D°.
2. (3,6,9,12) hat die Eigenschaft D.
3.(2,4,7,11,16) hat die Eigenschaft D?.
4. (1,1,1) hat die Eigenschaft Q°.
5. (1,3,9,27,819) hat die Eigenschaft Q.
6. (2,4,16,128,2048) hat die Eigenschaft Q2.
7. (1,3,7,15,31) hat die Eigenschaft DQ .
8. (2,4,16,96,768) hat die Eigenschaft QD.

Die in den Definitionen auftretenden Konjunkte n>a,al1{1,2,3, sorgen dafir, dal3 nur ge-

nigend lange Sequenzen mit den entsprechenden Eigenschaften versehen werden. Denn es ist
z.B. sinnlos zu sagen, die Sequenz (2,4) hat die Eigendghafas rein formal ohnen > 2

gelten wirde, da dann in der Definition vdriiber den leeren Bereich allquantifiziert wirde.

Die in Definition 4.20 angegebenen Pradikate Uber einer Sequeinz relativ einfach zu
entscheiden. Dazu pruft man, stdie EigenschafE hat, wobeE die in Definition 4.20 ange-
gebenen Pradikate (in der Reihenfolge) durchlaufts leime der Eigenschaften hat oder alle
Pradikate gepruft sind. Im letzteren Fall endet das Verfahren erfolgloss Ealks der Eigen-

schaften hat, kann mit Hilfe des folgenden Lemmas die Fositi¢lerzeugt werden.

Lemma4.21.
1. D%(9) 0 s'(i) = s,
2.D(s)0 s(i)=(s,—s)i +5

3. DY@ 0 s()= 2T %2 TH TS,

S
4.Q(90 s() =5

5. Q(s) O s’(i):%slgﬁko

2 iy /soB?ziz s
6. 0 =

Q°(s) O s'(i) 512 ng‘sz (3,

7.DQ(s) 0 s'(i) = %E(% %)~ S
o o235

Beweis durch Einsetzen der rechten Seiten &) in die Formeln von Definition 4.20:
1.5, =5
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2. 2((s, = sp)(i +) +5)) = (S, = S)i + 5 +(S, — ) +2) + 5

3.
AP 497+ RO (4 g4, -
GBS g+ TR (g 4g)) -
@(i 132+ 5 +24Sl_52 (i+3)+s, -
(50—2;1+52i2+—350+4sl—52i+50)

4. s, =5,

i+2)? (i+2) i+3)2 (i+3)
dss, 0 [ s &g s [ s 5
2 53 % ] 2 3 %
6. D sl 0 2( 5 D — S.1. sO 2
(i+1)? i+ i2 i
D SO B;2 Sf &0 D s0 |32 Sf &0
ﬁ s? ss (5, ﬁ s S 05,
7.
+2 i+1
Z_Sl% (8 -%)~% - _Sl% (sl-so)-so@=
So So %

(|
& |
IIIIIII
w

|

9

|

W

IN|
& |»
II’I_I\II_
wm

|

L

|

W
EE

_%_L+3 _Sl_i+2 ﬁ
—H &%)~ o H 5T -sm
[t "0 U i

fiE-28-20 sfile-2d-2f 202

i 2_i'+i |+1%_%%+ E |—1%_%@+%E
S[IHE 2020 SHE 2028 SO -202
Um die Gleichheiten zu zeigen, sind umfangreiche algebraische symbolische Operationen
erforderlich. Dieses von Hand durchzufuhren ist milhsam und sehr fehleranfallig. Daher liegt
es nahe zu versuchen, die Gleichungen per Computer umzuformen und dann die syntaktische
Gleichheit der entstandenen Terme zu prufen. Das kann tatsachlich gemacht werden. Die
Gleichheiten 1. — 7. kdbnnen von Mathematica vollstandig gezeigt werden (Gleichheit 8 nur

teilweise, der Rest von Hand). Daher ist es nicht ndtig, die Umformungen explizit aufzufiih-
ren, und zwar nicht aus Platzgriinden oder weil es keine neuen Einsichten oder Erkenntnisse

| & e
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bezlglich Beweistechniken bringt (was hier auch zutrifft), sondern einfach, weil die Gleich-
heit rein mechanisch gezeigt werden kann. Das ist analog zu einer arithmetischen Gleichheit,
die leicht mit einem Taschenrechner gepruft werden kann und die auch jeder glaubt, ohne von
Hand nachzurechnen.

Beispid:
P, =y<-10b(y) <b(x)Ox+1=y
P, =b(y) <b(2x) Jy<00x-3=y
P, =b(y) <b(4x)Ox-7=y0y<3
P,=x-11=y0Ob(y) <b(8x) Oy<8
P, = x-15=y Oy <150b(y) < b(16x)
min{i|S(P, P,,)} =1, also beginnt die betrachtete SequenzRei
t,(R) =b(y(a)) <b(2x(a)) Uy(a) <00x(a) -3= y(a)
t,(F,) = b(y(a)) <b(4x(a)) Ox(a) -7 = y(a) Uy(a) <3
t,(R) = x(a) —11=y(a) Ub(y(a)) <b(8x(a)) Uy(a) <8
t,(P,) = x(a) -15=y(a) Oy(a) <150b(y(a)) < b(16x(a))
t(R) =b(y(a)) <b(1x(a)) Oy(a) <2Ux(a) - 3= y(a)
t(P,) =b(y(a)) <b(h,x(a)) Ox(a) —h, =y(a) Oy(a) <h,
t(Py) = x(a) —hy, = y(a) Ub(y(a)) <b(hy,x(a)) Oy(a) < hy
t(P,) = x(a) —h,, = y(a) Uy(a) <h,, Ub(y(a)) <b(h,x(a))
Es gt U(t(P,...,R,)), alsoS(R,...,P,) mit

mgu ={h,, —>1h,, > 3,h,; > 2,
h, — 3 h, > 1h; - 2,
h,—3h,—2h,—1
t;(R) =b(y(a)) <b(h, x(a)) Oy(a) <h, Ox(a) - h; = y(a)
MGU = ({h,~ 2,h, » 0,h, » 3} ,{h, > 4,h, > 3 h, > 7},
{h, »8h, > 8h, > 1% ,{h + 16,h, — 15h, > 15})
s(1,1..4) =(2,4816), Q(s), damit ists'(1,i) = 2'
s(2,1..4) =(0,3815), D?(s), damit ists'(2,i) =i* -1
sS(31..4) =(371115), D(s), damit ists(3,i) =4i -1
Fur das allgemeine Pradik&(i) ergibt sich

t; Y(b(y(a)) <b(2' k(a)) Oy(a) <i?-10x(a) —4i +1= y(a))

b(y) <b(2 X)Oy<i®?-10x-4i+1=y
Zu Uberprifen ist noch, oB(0) = R, gilt: P(0) =b(y) <b(x) Oy <-10x+1=y=P,.
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4.2.7 Behandlung von Sequenzen nicht strukturgleicher Pradikate

In diesem Abschnitt wird das Problem behandelt, dal? in der Sequenz der Pradikate keine
strukturgleichen aufeinander folgenden Pradikate vorkommen, was meistens der Fall ist. In
diesem Fall kann man versuchen, die Pradikate aquivalent umzuformen, so dald strukturglei-
che Pradikate entstehen.

4.2.7.1 Transformation in strukturgleiche Pradikate
Jedes PradikaP der SequenP wird in DNF umgeformt. Damit siel® so aus:

P, =D(01) O--- 0 D(0,d(0))

I:)n -E D(n,l) a..-0 D(n,d(n)) mit

DG, j) =K., ])0---0K,; ;, (G, J),i =L..n,j =1...d(i)), wobei d(i) die Anzahl der Dis-
junkte in P ist undk(i, j) die Anzahl der Konjunkte iD(i, j). Jedes Konjunkt ist ein Lite-

ral. Die Menge der Konjunkte eines Disjunkts wirdcifKlassen zerlegt, so dal3 alle Kon-
junkte einer Klasse strukturgleich sind. Dazu wird die Indexmdtge,k(i, j)} der Kon-

junkte eines Disjunkts in deMengenT, (i, j) O{L...,k(, j)},t =1...c zerlegt, so dal gilt:
1. UTt(i,j) ={1...,k(, )} O0(0a,b:1<a,b<scOazb:T,(i,j)nT,(i,j) =0) (Parti-
=1

tionierung)
2. (Ot:1<st<c:S(K, (0, ), kOT,(,j)) (Strukturgleichheit)

Die Partitionierung ist Gegenstand von Abschnitt 4.2.7.2. Mit dem Verfahren aus den Ab-
schnitten 4.2.5 und 4.2.6 kann dann fur jede Kldsgen strukturgleichen Konjunkten ein

allgemeines Konjunkt K. @, j,m) generiert werden, SO daf
kI;IKk(i, j) = (0m: m:1...|Tt(i, j)| :K.(,j,m)) qilt. Da jede Klasse von strukturgleichen
Konjunkten eine Menge ist, das Verfahren jedoch auf Sequenzen arbeitet, mufl3 die Menge
zuvor in eine Sequenz transformiert werden. Fur Klassen mit nur einem El&mnéni)
wird K, (i, j,m) =K, (i, j) definiert.
Beispidl (die KonjunkteK, (i, j) und die Mengef, (i, j) werden ohne die Argumenieind]
dargestellt, da sie immer gleich sind):

K, =8x>7,K, =b(1),K,=2x>3 K, =y=0,K;, =4x>5K, =b(2)

c=3T, ={135,T, ={2,6},T, ={4}

K, OK,; OK; =(0m:m=1...3: K,(m))

K, OK; =(@Om:m=1...2: K, (m))

K, = Kg(m)

mit K, (m) =2"x>2m+1, K, (m) =b(m)

Nach dieser Transformation gilc( ist die Anzahl der Klassen in Disjunki(i, j))

DG, j) = Dm: m=1.[T,G, ) K@, j,m)).
Wenn S(D(i, j), ] =1...d(i)) gilt, kann ein allgemeines Disjunkt mit dem Verfahren aus den
Abschnitten 4.2.5 und 4.2.6 generiert werden. Damit Karstargestelit werden als
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

(0:1<j sd(i):ngm:mzl...T(j):Kt(i,j,m))),

wobei c(j) bzw. T(j) die algemeinen Funktionen der Sequenzen c; bzw. |Tt(i,j)| sind.
Wenn die Sequenz P in dieser Form vorliegt, ist es eher moglich, eine Strukturgleichheit fest-
zustellen.

Beispid:

P, = false

P, =x=00b(2)

P,=b(Q)0Ox=1 0O b(2)Ox=20b(2)

P,=b()0Ox=2 0O b(2)Ox=30b1) O b(2)Ox=40b() Ob(3)

P,=b()) Ox=3 O b(2)Ox=40b@) Ob(2) Ox=50b(1) Ob(3) O b(2) Ob(4) Ox=60b(1) Ob(3)

Man versucht, im letzten, d.h. im Allgemeinen langsten, Pradikat eine Struktur zu finden, und
in diesem wieder im langsten Konjunk{2) [1b(4) Ox = 6b(1) Ob(3) . Dieses wird trans-
formiert in x=60(0i:1<i <4b(i)). Ebenso verfahrt man mit den restlichen Konjunkten

von P, und erhalt
P,=x=30(i:1<i<l:b(i)) O x=400i:1<i<2:b(i))0
x=50(0i:1<i<3:b(i)) O x=60(Ti:1<i<4:b(i))

Alle 4 Disjunkte sind strukturgleich, so d&f} dargestellt werden kann als
(0l j<dx=j+20(002<i < j:b(i)) .

Analog verfahrt man mif,... P, und erhalt
P=(0l<j<Ix=j-10(Ui1<i < j:b(i)))
P,=(0l<j<2x=j0O1l<i< jb(i)))
P,=(0l1< j<3x=j+10(0il<i < j:b(i)))
P,=(0l<j<4x=j+20(0il<i < j:b(i)))

Es gilt S(P,,...,P,). Als allgemeines Pradikat erhalt man
P(k)=(0l< jskx=j+k-20(0il<i< j:b(i)))

4.2.7.2 Zerlegung in Teilmengen mit Indizes strukturgleicher Konjunkte
Gegeben ist eine Menge vok Konjunkten {K,,K,,...,K,}. Gesucht sindc Mengen

T, O{1...,k},t =1...c, so daB gilt:
1. pk) = LCJ'I't ={1...,k} O(@a,b:1<sa<b<c:T, nT, =0) (Partitionierung) und
2.9 = (thﬁlst <c:S(K,),kOT,) (Strukturgleichheit)

Aus beweistechnischen Griinden werden noch folgende Pradikate definiert:

d=(ab:l<absclazb:T,nT, =0)
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un(i):ELCJTt ={1...,i}

nc(i) =i DLCJTt

Esgilt p(i) =un(i) Odj (Damit ist die Eigenschaft der Partitionierung in ein von i abhéngiges

und ein von unabhéngiges Konjunkt zerlegt).

Der folgende Algorithmus fuhrt die Zerlegung durch. Die Grundidee ist, jedes Konjunkt in
eine Klasse zu sortieren. Falls es schon eine Klasse mit zu diesem Konjunkt strukturgleichen
Konjunkten gibt, wird es in diese Klasse sortiert. Falls nicht, wird eine neue Klasse mit die-
sem Konjunkt als erstem Element erzeugt. Die (nicht deterministische) Funktion
one_element _of (T;) ergibt ein beliebiges Element als. Falls T; leer oder noch nicht

definiert ist, ist auch das Ergebnis undefinier}.(Das Ergebnis der Anwendung des Pradi-
katsS auf ein undefiniertes Element ergibtse.

- 1<Kk
c:=1;, T1 :={};
--PreF: 1<k Oc=10T1={}
--PostF: sg Odj O un(k)
--InvF : sg Odj Oun(i) O nc(i+1)

for i inl1l.. kloop
j =1
if T /= {}
then e := one_elenment_of (Tj);
else e =i;
end if;

--Prew: sg O0dj Oun(i-1) Onc(i) Oj =10

--PreW: (e in T OT ={})

--PostW sg Odj Oun(i-1) Onc(i) O(ein T OT ={})
--IlnvW: sg O0dj Oun(i-1) Onc(i) O(ein T OT ={})

--TermW c - |
while =S(Ki, Ke) O < c loop
I I
e := one_el enent _of (Tj);
end | oop;
-- Z: sg Odj Oun(i-1) Onc(i) O(einT OTf ={})
if S(Ki, Ke)
then Tj :=T) O{ i };
elsec :=c + 1;
Tc :={ i };
end if;
- sg Odj Oun(i) Onc(i+1)
end | oop;

Beweis der Korrektheit:

IF1 := 1. I-Anweisung

IF2 := 2. If-Anweisung

BodyF := Rumpf der For-Schleife
BodyW := Rumpf der While-Schleife

Initialisierung: es gilfl<k O wp(c:=1T,:=01<kOc=10T, =0)]
For-Schleife:
1. zu zeigen isfPreF 00 sg [Odj Oun(0) Onc(1)]
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[PreF OO sg Odj Oun(0) Onc(1)]
= Definition der Pradikate, Substitution

[1<kOc=10T,=00 S(K,kOO)O(Dab:1sabs<lOazb:T, nT, =0) 00 ={1...,0¢ 0100]

= leere Sequenz von Pradikaten ist strukturgldictiber leeren Bereich
[1<kOc=10T, =0 O trueUtrue Otrue]
= Logik

true

2. zu zeigen ist[sg Odj Oun(i —1) Onc(i) O wp(BodyF,sg Odj Jun(i) Onc(i +1))] . pazu
werden 2 Lemmata bendtigt.
Lemma 4.22:
wp(IFL, j =10(edT, OT, =0) Usg Udj Dun(i -1)) = j =10sg Odj Oun(i -1
Beweis:
wp(IFL, j =10(e0T, OT, =0) Osg Odj Dun(i - 1))
= If-Regel, Distributivitat
(T, # 0 O(one_element _of (T,)OT, OT, =0) 0T, =0 0G 0T, 0T, =0))0
j =10sg Odj Dun(i —1)
= Mengenlehre, Substitution
(T,#0 O(truedT, =0) 0T, =0 0@(00 00 =0)) 0 j =10sg Odj Dun(i 1)
= Logik
(T,#0 0T, =0) 0 =10sg Odj Dun(i —1)
= Logik
j=10sg Odj Dun(i -1

Lemma4.23: [Z O wp(IF2,sg Odj Oun(i) Onc(i +1)] .
Beweis:
[Z O wp(IF2,sg Odj Oun(i) Onc(i +2))]
= Konjunktivitat
[Z O wp(IF2,sg) Owp(IF2,dj) Owp(IF2,un(i)) Owp(IF 2,nc(i +1))]
Zunachst werden dievps einzeln ermittelt:
wp(IF2,s0)
= Definition sg, If-Regel
S(K;, Ke) Owp(T, =T, O{i},(Ot:1<st<c: S(K,,kOT,))) O
-S(K,,K,) Owp(c:=c+1T, :={i},(0t:1<t<c: K, ,kOT,)))
= [-split
S(K;, Ke) Owp(T, =T, O{i},(Ot:1<st<cOt # j: S(K,,kOT)) OS(K,,kOT;)) O
-S(K,,K,) Owp(c:=c+1T, ={i},(0t:1<st<c-1:S(K,,kOT,)) OS(K,,kOT,))
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= Zuweisungs-Regel

S(K;, K) O(Ot:1st<cOt # j: S(K,,kOT,)) OS(K,,kOT; O{i}) O
-S(K;,K,) O(@Ot:1<st<c:S(K,,kOT,)) OS(K,,k O{i})
= Sist Aquivalenzrelation;J-split, Mengenlehre

S(K;, Ke) O(Ot:1st<c: S(K,,kOT)) O(0adT, : S(K;,K,)) O
-S(K;,K,) O(Ot:1<st=<c:S(K,,kOT,)) OS(K;)
= Definition sg, Lemma 4.7 , Distributivitat, Logik
sy O((Ca 0T, : S(K;, K,)) 0-S(K;,K.,))

wp(IF2,dj)
= Definition dj, If-Regel
S(K;, Ke) Owp(T; =T, O{i},(Ua,b:1<abscUazb:T, nT, =0)) 0
- S(K,,K,) Owp(c:=c+1T, :={i},(Ha,b:1<a,b<scUazb:T, nT, =0))
= [-split
S(K;, Ke) Owp(T, =T, O{i},
(Oa,b:l1<absclazblaz jOjzb:T, nT, =0)0
(Da:lsascOaz j:T,nT, =0))0
- S(K,,K,) Owp(c:=c+1T, ={i},
(Oa,b:l<a,bsc-10azb:T,nT, =0)0(a:1sa<c-1:T, n T, =0))
= Zuweisungsregel
S(K;,K,)O(Oa,b:1<ab<scUazblOaz j0jzb:T,nT, =0)0
(Da:lsascUOaz j:T,n (T, O{i} =0)0O
-S(K;,K,)O(a,b:1<abscUazb:T,nT, =0)0a:1<sa<c:T, n{i} =0)
= Mengenlehre, LogikJ-split

S(K;,K,)O(Oa,b:1<abscUazb:T,nT, =0)0(Ha:1<a<cUaz j:i0dT,)O
- S(K;,K)O(Ma,b:lsa,bscla#zb:T, nT, =0)0(0a:1sa<scla# j:i0T,) 00T,
= Definition dj, Distributivitat, Logik
d O(Ja:l<sa<cOa# j:i0T,) O(S(K,,K,)OiOT))

wp(IF2,un(i))
= Definition un, If-Regel

S(K;,K,) Owp(T, =T, D{i},OTt ={1...,iH 0

- S(K,,K,) Owp(c:=c+1T, ::{i},LCJTt ={1,...,i})

= [-split
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S(K,,K.) Owp(T, =T, O{i}, T, O LCJTt ={1...,iH O

t=10t% |

-S(K;,K,) Owp(c:=c+1T, :={i},T. O DlTt ={L...,1})
= Zuweisungsregel -
S(K;,K,) OT, Ofi} O LCJTt ={1,...,i} O~ S(K,,K,) O{i} DLCJTt ={L...,i}
O O-gplit, Mengenlehrt;ml §
S(K;,K,) DLCJTt ={1,...,i-3 0-S(K,,K,) DLCJTt ={1,...,i-1
= Definition :El Distributivitat, Logik -

un(i —1)

wp(IF2,nc(i +1))
= Definition nc, If-Regel

S(K,, K,) OWp(T, :=T, O{i} i +1DOTt)D

t=1

- S(K,,K,) Owp(c:=c+1T,_ :={i},i +10 O'I’t)
t=1

= [-split
S(K;, K,) Owp(T, =T, O{i},i +10T, O (JT,)O

t=1t#]

c-1
~S(K;,K,) Owp(c:=c+L T, :={i},i +10T, OYT,)
t=1
= Zuweisungsregel

S(K;, Ke) Oi +10T, O{i} O LCJTt O-S(K;,K,) Oi +10{i} DLCJTt

t=1t#] t=1

= [-split
S(K;,K,) Oi +10{i} O T, O-S(K,,K,) Oi +10{i} DT,
t=1 t=1
= Mengenlehre, Definition nc, Distributivitat, Logik
nc(i +1)
Damit gilt
wp(I1F2,s9) Owp(I1F2,dj) Owp(IF 2,un(i)) Owp(IF 2, nc(i +1))
O
sg O((TadT,; : S(K;,K,)) O-S(K;,K,)) Oun(i =1) Onc(i +1) O
di 0(0aldT, :1sa<sc0a# j:i0T,) O(S(K;,K,) i OT))

= [}Subsumierungun(i —1) 00 nc(i +1), Logik
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sy 0(0a0T, : S(K,,K,) O S(K;,K,)) Oun(i -1) O
di 0(0a0T,:1sas<cDa# j:i0T,)0G 0T, 0 S(K,,K,))

Zu zeigen bleibt
[z 0O sg O(0adT,; : S(K;,K,) O S(K;,K,)) Oun(i —1) O
d 0(0alT, :1sa<scOaz j:i0T,)0300T, O S(K;,K,))]
= Definition Z
[sg Odj Dun(i —=1) Onc(i) O(eOT,; OT, =0) O
sg O(0adT,; : S(K;,K,) O S(K;,K,)) Oun(i =1) O
d 0(0alT, :1sa<cOa# j:i0T,)0G 0T, O $(K;,K,))]

= Logik

[sg Odj Oun(i —=1) Onc(i) O(edT,; OT, =0) O
(OadT,; : S(K;,K,) O S(K;,K,))O([alT,; :1sa<sclaz j:i0T,) 00 OT; O S(K;,K,))]
=wegen [nc(i) U (DalT, :1sa<cOa# j:i0T,)]

[sg Udj Oun(i 1) Onc(i) O(eOT, OT, =0) O

(CaOT, : S(K,,K,) O S(K;,K,) OG0T, O S(K;,K))]
= Logik
[(sg Odj Oun(i =1) Onc(i) DedT, O

(CaOT, : S(K,K,) O S(K;,K,) OG0T, O S(K,,K))N] O
[(sg Udj Dun(i =1) Onc(i) UT, =0 O

(HalT,; 1 S(K;,K,) O S(K;, K ) 0@ OT, O S(K;,K,)))]
= Mengenlehre
[(sg Odj Oun(i =1) Onc(i) OT, =T, O{e} O

(CaOT, : S(K,,K,) O S(K;,K,) OG0T, O S(K,,K))N] O
[(sg Udj Dun(i =1) Onc(i) UT, =0 O

(HalT,; 1 S(K;,K,) O S(K;, K ) 0@ OT, O S(K;,K)))]
= Substitution
[(sg Odj Oun(i =1) Onc(i) OT, =T, O{eg O

(Oa0T, O0{e: S(K;,K,) O S(K;,K ) O OT, O{et O S(K;,K )0
[(sg Odj Dun(i —1) Onc(i) O

(Da0d0:S(K,,K,) O S(K,, K )OG§00 O S(K,,K)))I
= Sist Aquivalenzrelation, Logik

true
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Jetzt kann [sg C0dj Oun(i —1) Onc(i) O wp(bodyF, sg (0dj COun(i) Onc(i +1))] gezeigt wer-
den:
wp(body, sg Udj Dun(i))

= Sequenzregel

wp(j =L IFLWHILE, wp(IF 2,sg Odj Oun(i)))

0O Lemma4.23, Monotonie

wp(j =1 IFLWHILE, 2)

O Monotonie, PostWLI Z

wp(j:=L1IFL j=10(e0T,; OT, =0) Osg Odj Dun(i - 1)
= Lemma4.22

wp(j =1, j =10sg Odj Oun(i —1))

= Zuweisungsregel

sg Odj Dun(i —1)

3. esqilt [sg Odj Oun(k) O sg Odj Oun(k)]

4. zu zeigen ist [1>k OPreF O PostF]
[1>kO1<kDOc=10T, =0 0 PostF]
= Logik, Arithmetik
falsed PostF
= Logik

true

While-Schleife:
1. [Prew O InvW]; esgilt
[sg Odj Oun(i =1) Onc(i) O j =10(e0T, OT; =0) 0O
sg Udj Oun(i 1) Onc(i) O(edT; OT, =0)]
2. [InvW O-(=-S(K,,K,) O] <c)) 0 wp(bodyW, InvW)]
[sg Odj Oun(i =1) Onc(i) O(eOdT,; OT, =0) O(S(K;,K,)Oj >c) O
wp(j = j+Le:=one_element_of (T;),sg Ldj Oun(i —1) Onc(i) O(edT,; OT, =0))]
= Zuweisungsregel
[sg Odj Oun(i =1) Onc(i) O(edT,; OT, =0) O(S(K;,K,)Oj >c) O
wp(j = j+1,sg Odj Oun(i —1) Onc(i) U(one_element _of (T,) UT, OT, =0))]
= Mengenlehre
[sg Odj Oun(i 1) Onc(i) O(eOT,; OT, =0) O(S(K;,K,)Oj>c) O
wp(j = j +1,sg Odj Oun(i =1) Onc(i) O(true 0T, = 0))]
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= Logik

[sg Odj Oun(i —=1) Onc(i) O(edT,; OT, =0) O(S(K;,K,)Oj>c) O
wp(j = j+1,s9 Odj Oun(i —1) Onc(i))]

=wegen j OVar(sg) OVar(dj) OVar (un(i —1)) O Var (nc(i))

[sg Odj Oun(i —=1) Onc(i) O(eOT,; OT, =0) O(S(K;,K,) O] >c) O sg Odj Oun(i =1) Onc(i)]
= Logik

true

3. [InW O-(-S(K,,K,)Oj<c)) 0 PostW]; esgilt
[sg Odj Oun(i —=1) Onc(i) O(eOT,; OT, =0) O(S(K;,K,)Oj>c) O
sg Udj Oun(i =1) Onc(i) O(edT,; OT, =0)]

Die Terminierung der While-Schleife ist leicht zu zeigen

Beispid: k =6,S(K,,K;,K;),S(K,,K;),S(K,), die Vorbedingung gilt

i cC T, T, T, | e

1 1 {} 1 1
{1}

2 2 {2} 1 0O

3 1 1

{2,3} 2 2

4 1 1

2 3

3 {4 3 0O

5 {1,5} 1 1

6 {1,5,6} 1 1

4.2.7.3 Beispiele
Beispiel 1: Multiplikation nach [AA78: 54]
--XxX=aly=b0Oz=00az=z00b=0
whiley /=0 | oop
if odd(y) theny :=y - 1, z :=2z + X,

end if;
y =yl 2, x :=2*Xx;
end | oop;
-z=a*hb
P, = false
P=y=00z=ab

P,=y=00z=ab0y=10z+x=ab
P,=y=00z=ab0Oy=10z+x=ab0y=30z+3x=ab0y=20z+2x=ab
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P,=y=00z=ab0Oy=10z+x=ab
y=30z+3x=abOy=70z+7x=ab0y=50z+5x=ab [l
y=20z+2x=abOy=60z+6x=abl0y=40z+4x=ab

PR=y=00z=abUy=10z+x=abl
y=30z+3x=abOy=70z+7x=ab0y=50z+5x=abl]
y=20z+2x=abOy=60z+6x=abldy=40z+4x=abl
y=90z+9x=abOy=150z+15x=ab ]
y=130z+13x =ab0y=110z+11x=abOy=80z+8x =ab
y=120z+12x=ab0y=100z+10x=abOy=140z+14x =ab

P,=y=00z=ab0y=10z+x=ab0O
y=30z+3x=ably=70z+7x=ab0y=50z+5x=ab[]
y=20z+2x=ablOy=60z+6x=abldy=40z+4x=abl
y=90z+9x=ab0y=150z+15x =ab [
y=130z+13x=ab0y=110z+11x=ab0y=80z+8x =ab
y=120z+12x=ab0y=100z+10x =abdy=140z+14x =ab
y=160z+16x=ab0y=170z+17x =ab
y=190z+19x=ab0y=230z+23x=ab0y=210z+21x =ab
y=180z+18x=ab0y=220z+22x=ab 0y =200z+20x =ab
y=250z+25x=ab0y=310z+31x =ab [
y=2900z+29x=abdy=270z+27x=ab0y=240z+24x=ab[]
y=280z+28x=aby=260z+26x=aby=300z+30x =ab

Man beginnt mit der Untersuchung von P, und stellt fest, dafd kein Disjunkt strukturgleiche

Konjunkte enthélt, d.h. die Klassen strukturgleicher Elemente sind einelementig. Die Dis-
junkte in P, bilden 3 Klassen strukturgleicher Disjunkte, namlich

T,={y=00z=ab}, T, ={y=10z+x=ab} und
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

T,={y=30z+3x=ab,y=70z+7x=ab,y=50z+5x =ab,
y=20z+2x=ab,y=60z+6x=ab,y=40z+4x = ab,
y=90z+9x =ab,y=1502z+15x = ab,
y=130z+13x=ab,y=110z+11x=ab,y =8[1z+8x = ab,
y=12[0z+12x=ab,y=100z+10x =ab,y =14 0z +14x = ab,
y=160z+16x=ab,y=170z+17x = ab,

y=1902z+19x =ab,y =2300z+23x =ab,y =21z + 21x = ab,
y=180z+18x=ab,y=22[0z+22x=ab,y =200z + 20x = ab,
y=25002z+25x=ab,y=310z+31lx=ab,
y=2900z+29x=ab,y=270z+27x=ab,y=240z+24x = ab,
y=280z+28x=ab,y=260z+26x =ab,y=3002z+30x = ab}

Um ein allgemeines Disjunkt in T, zu finden, werden die Disjunkte in T, 0.B.d.A. nach der
Zahl geordnet, die gleichy ist. Das ergibt sie Sequenz

T,=(y=20z+2x=ab,y=30z+3x=ab,y=40z+4x=ab,
y=5[z+5x=ab,y=60z+6x=ab,y=70z+7x = ab,
y=80z+8x=ab,y=90z+9x =ab,
y=100z+10x=ab,y=110z+11x =ab,y =12z +12x = ab,
y=130z+13x=ab,y=140z+14x =ab,y =150z +15x = ab,
y=160z+16x=ab,y=170z+17x = ab,
y=180z+18x=ab,y=19z+19x =ab,y =200z + 20x = ab,
y=21[0z+21x=ab,y=22[0z+22x=ab,y=230z+23x = ab,
y=24[0z+24x=ab,y=250z+25x = ab,
y=260z+26x=ab,y=270z+27x=ab,y=28[z+ 28x = ab,
y=2900z+29x=ab,y=300z+30x=ab,y =310z+31x = ab)

Das allgemeine Pradikat der Sequehz ergibt sich zu([0:2<i<3ly=i0z+ix=ab).

Damit lalt sichP, darstellen als
P,=y=00z=ab0y=10z+x=ab0(0:2<i<3Ly=i0z+ix = ab)

Analog ergibt sich fur die anderen Pradikate
P, = false

y=00z=ab

y=00z=abOy=10z+x=ab

y=00z=abOy=10z+x=abO([0:2<i<3y=ilz+ix=ab)

P,=y=00z=abUOy=10z+x=abO(02<i<7:y=i0z+ix = ab)

P=y=00z=ab0y=10z+x=ab0(0:2<i <15y =i 0z+ix=ab)

R
I:)2
P3

Es gilt S(R,...,P;) mit dem allgemeinen Pradikat
P(j)=sy=00z=ab0Oy=10z+x=abO(0:2<i <2/t -1y=iOz+ix=ab)

Das ist durch Induktion Gbg¢rzu beweisen, wobej = 3 den Induktionsanfang bildet.
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

j=3: P(Q=y=00z=ab0y=10z+x=ab0(0:2<i<2*'-Ly=i0Oz+ix=ab)= R,
j - J+1:zuzeigenist

P(j+)=y=00z=ab0y=10z+x=ab0(0:2<i<2' -Ly=i0z+ix=ab)

P(j+2

= Definition von P

f 1**(false)

f(f(false))

= Definition von P

f(P())

= |nduktionsvoraussetzung
f(y=00z=abOy=10z+x=abO(0:2<i <2/ -1y=iOz+ix = ah))

= Definition von f

y=00z=abl
yz00wp(S,y=00z=abOy=10z+x=abO(0:2<i <2 -Ty=iOz+ix = ab))

= Zuweisungsregel

y=00z=ab
y¢ODWp(IF,%E:ODz:abD%E:1Dz+2x:abD(Ei:25i521‘1—I%§:iﬂz+2ix:ab))
= |f-Regel

y=00z=abOy#00(

y-10 Oy -10
odd O =00z=abO =10z+3x=abO
Vg2 G2 0
G:2<ic2it-1: Y0 i s i +x=ab
( 92 F ( ) )

D—nodd(y)D(%E:ODZ:abD%E:1DZ+2x:abD(D 2<i<2it -1 %E:i Oz +2ix = ab)))
= Arithmetik

y=00z=abOy=10z=ab

y=30z+3x=ab0(0:2<i<2™-1y=2i+10z+ (2 +1)x = ab)
Oy=20z+2x=ab0(0:2<i <2/t -1y=2i Oz+2ix = ab))

= Arithmetik, Logik

y=00z=abOy=10z=ab0(0:2<i<2' —-1y=iOz+ix = ah))

Damit ist die schwéachste Vorbedingung der Schleife
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

y=00z=abOy=10z+x=abO(0:j=3(0:2<i<2'™-1y=i0z+ix =ab))
= Arithmetik, Logik
y=00z=abOy=10z+x=abO(0:i=22y=i0z+ix=ab)

= Arithmetik, Logik

(O:i=z0y=i0z+ix =ab)

Dennesgilt (O:i=2y=i0z+ix=ab)=(0:j=23(0:2<i <2/t -1y=iOz+ix=ah)).
Beweis:

U:

(O:iz20y=i0z+ix=ab) O (0:j=230(0:2<i <2 -10y =i Oz+ix = ab))

= Skolemisierung, gebundene Umbenennung

(Oiciz20y=i0z+ix=ab O (0:j230(Ck2<s k<2 -10y =k Oz+kx = ab)))
=mit kK =i

(Oiciz20y=i0z+ix=abO (0:j=302<i<2™"-10y =i Oz+ix = ah))

=mit j=i+1

(Oiciz20y=i0z+ix=abO i+1=2302<i<2 —-10y=i Oz+ix=ab)

true

U:

(0:j=230(02<i<2'*-10y=i0z+ix=ab)) 0 (0:i =20y =i Oz+ix =ab)
= gebundene Umbenennung

(0,i:j=302<i<2™-10y=i0z+ix=ab) 0 (kk=20y=kOz+kx=ab)
= Skolemisierung

(0j,i;j=2302<i<2?-10y=i0z+ix=ab0O (Ckk=20y =k Oz+kx = ah))
=mit kK =i

(0j,i;j=2302<i<2™-10y=i0z+ix=abO i 220y =i Oz+ix = ab)

true

Jetzt kann die Korrektheit der Schleife gezeigt werden. Es gilt
[x=aly=bOz=00a=200b=00 (L:i=0:y=i0z+ix=ab)]
= Substitution
[@a=00b=00 (0:i=0:b=i00+ia=ab)]

=miti=b
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

[a=200b=00 b= 00ba = ab]

true
Jetzt werden 2 kleine Beispiele nicht korrekter Schleifen gezeigt, einmal eine terminierende
nicht korrekte Schleife und einmal eine nicht terminierende Schleife.

Beispid 2: Nicht terminierende Schleife
-i=1

\_/vhilei > 0 | oop
=0+l
end | oop;
-- i =0
P, = false
P =i<0
P,=i<00i>00i+1<0=i<0

Damit ist wp(LOOP,i <0) =i <0 und die Verifikationsbedingung ist [i >0 i <0], was

nicht gilt, d.h. die Schleife ist nicht korrekt. An diesem Beispiel sieht man auch, daf3 die Ei-
genschaft Terminierung keine Eigenschaft der Schleife allein ist, sondern eine Eigenschaft
des Paares (Vorbedingung, Schleife).

Beispiel 3: Nicht korrekte, terminierende Schleife

-- 1 =1
while i > 0 |loop
i i=0-1;
end | oop;
-1 <0
P, = false
P15i<0

P,=i<00i>00i-1<0=i<0

Damit ist wp(LOOP,i <0) =i <0 und die Verifikationsbedingung idi =10 i <0], was
nicht gilt, d.h. die Schleife ist nicht korrekt.

Beispie 4. Ganzzahlige Division mit Rest (siehe S. 108)
P, = false
P =0<sr<yOgy+r=x
P,=0<r<2ylqgy+r =X
P,=0<r<3ylqgy+r=x
P,=0<r<4ylqy+r =X
P,=0<r<b5ylgy+r=x

min{i|S(R, P,,)} =2, also beginnt die betrachtete SequenzR)ei

t,(R,) =0=r(a) <2y(a) q(a)y(a) +r(a) = x(a)
t,(R,) =0<r(a) <3y(a) Ua(a)y(a) +r(a) = x(a)
t,(R) =0=r(a) <4y(a) Da(a)y(a) +r(a) = x(a)
t,(R) =0<r(a) <5y(a) Ua(a)y(a) +r(a) = x(a)
t(R,) =1=r(a) <2y(a) Ua(a)y(a) +r(a) = x(a)
t(R,) =hy, <r(a) <hyy(a) Ug(a@)y(a) +r(a) = x(a)
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4 Beweis von Schleifen ohne Invariante

t(R,) =h, =r(a) <h,y(a) Uq(a)y(a) +r(a) = x(a)
t(R) =h,, <r(a) <h,y(@) Da(a)y(a) +r(a) = x(a)

Esqilt U(R,,....R)).

t;(R,) =h <r(a) <h,y(@) Ua(a)y(a) +r(a) = x(a) .
MGU =({h, +— 0,h, » 2} ,{h, » 0,h, = 3 ,{h > 0,h, = 4} ,{h > 0,h, > 5)

(12..5 = (0,0,0,0), D°(s), damit ists (Li) = 0
(2.2..5) = (2345), D(s), damit ists (2,i) =i

Das allgemeine Pradikat i®t(i) =0<r <iyqy+r = x. Der Beweis, daf®(i) der indukti-
ven Definition vonP, genugt, wurde schon in Abschnitt 4.2.2 gefiihrt, ebenso die Ermittlung
der schwéachsten Vorbedingung und der Korrektheitsbeweis der Schleife.
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5 Falsifikationsbedingungen

Das Ziel der Programmentwicklung ist ein korrektes Programm. Die Korrektheit wird durch

den Beweis einer VC gezeigt. Doch falls die Korrektheit wéahrend der Entwicklung nicht ge-
zeigt werden kann, ist man daran interessiert zu wissen, ob und warum das Programm nicht
korrekt ist. (Die beiden Aussageine Korrektheit kann nicht gezeigt werden und das Pro-

gramm ist nicht korrekt sind nicht aquivalent!). In Analogie zur VC, die die Korrektheit im-
pliziert, ist eine Bedingung, die die Nichtkorrektheit impliziert, dtadsifikationsbedingung

FC. In diesem Kapitel wird zunéchst die automatische Erzeugung von FCs dargestellt, was
relativ einfach ist, da eine FC leicht aus einer VC hergeleitet werden kann (Abschnitt 5.1).
Das Ziel ist jedoch eine moglichst einfache FC, d.h. ein konkreter Anfangszustand, der eine
Zusicherung verletzt (Abschnitt 5.7). Durch die Lokalisierung der verletzten Zusicherung
bekommt man einen sehr guten Hinweis darauf, wo ein Programmfehler liegen kann. Dieses
Problem laf3t sich auf eiconstraint programming problem bzw. integer programming pro-

blem ipp (wenn man es, wie in dieser Arbeit, nur mit ganzen Zahlen zu tun hat) reduzieren.
Auch das Problem der automatischen Datenabhangigkeitsanalyse von Programmen mit
Arrayzugriffen a3t sich auf ein solches Problem reduzieren (mit einigen kleinen Unterschie-
den, Abschnitt 5.1). Daher werden zur Lésung des Problems, einen konkreten Anfangszu-
stand, der zu einer verletzten Zusicherung fuhrt, zu finden, Methoden der automatischen Da-
tenabhangigkeitsanalyse verwendet (Abschnitte 5.2-5.6). Einige Beispiele erlautern (Beispiele
1-6) bzw. zeigen die Begrenztheit des Verfahrens (Beispiele 7 und 8). Neu sind dabei nicht
die verwendeten Methoden, sondern die Erzeugung der FC und Vereinfachung der FC durch
Reduktion des Problems auf ein anderes Problem, das mit bekannten Verfahren gelost wird.

Bei der automatischen Verifikation von Programmen mit Spezifikation kommt es wéhrend der
Entwicklung vor, dal3 eine VC nicht bewiesen werden kann. Das kann prinzipiell 2 verschie-
dene Ursachen haben.

1. Die VC ist nicht gtiltig, d.h. Programm und Spezifikation passen nicht zusammen.
2. Die VC ist zwar gultig, aber kann vom Beweiser nicht bewiesen werden, was wieder-
um verschiedene Grinde haben kann.

Falls Programm und Spezifikation nicht zusammenpassen, wird in dieser Arbeit davon ausge-
gangen, dald das Programm nicht korrekt ist. Es ist oft sehr schwierig zu ermitteln, was im
Programm falsch ist. Aber um zu zeigen, dafl3 ein Programm nicht korrekt ist, genligt schon
ein Gegenbeispiel. Damit ist ein Anfangszustand gemeint, der wahrend der Ausfiihrung des
Programmes zu einem Zustand fuhrt, der eine Zusicherung verletzt.

Beispid:

subtype t is integer range 0..100;

X, y: t;

0<x=<10000<y<1000x =aly=0»>

X 1= X +y;

y :=X -y,

X 1= X - VY;

- 0=sx=<10000=<y <100 0x =b 0Oy =a
Die VC lautet

[0<x<10000<y<1000x=aly=b0O
0<y<10000<sx+y-y<100O0y=bOx=al0< x+y<100]

Sie kann vom Beweiser nicht bewiesen werden. Falls das Programm nicht korrekt ist, muf3 es
einen Anfangszustand geben, der zu einem Zustand fihrt, der eine Zusicherung verletzt. So
ein Anfangszustand ist z.Bc=1000y =1. Also ist das Programm nicht korrekt.
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In diesem Kapitel wird ein partielles Verfahren angegeben, mit dem aus einer nicht beweisba-
ren VC automatisch ein Gegenbeispiel erzeugt werden kann. Partiell heil3t, dal3 das Verfahren
nicht immer aus einer nicht beweisbaren VC ein Gegenbeispiel erzeugen kann. Das Verfahren

arbeitet nach folgendem Algorithmus:

function generate_counterexanple (VC. predicate)

return result _type is
FC
sol uti on:
ce:

begi n

if solution = {} then return no_success;
. = generat e_count erexanpl e(sol ution);

ce
i f exact (VO

then return ce;
elsif

there is a violation of
the programwth initial

then return ce;

constant predicate
constant solution_type :=
sol ution_type;

.= generate_FC(VQ);
sol (FO);

end if;

an assertion during execution of
val ues ce

el se return no_success;

end if;
end if;

end generat e_count er exanpl e;

Der Grund fur die Unterscheidung zwischen einer FC, die aus einer exakten und einer FC, die
aus einer approximierten VC erzeugt wurde, wird im nachsten Abschnitt (Abschnitt 5.1) an-

gegeben.
Verwendete Typen und Funktionen

predi cate

ein geeigneter Typ fur Pradikate

result _type

und dem Literaho_success

sol ution_type

ein geeigneter Typ fir eine Variablenbe
gung

function generate FC(VC. predicate)
return predicate

eine Funktion, die aus einer nicht beweis
ren VC eine FC generiert, siehe Definit
5.1

function sol (FC. predicate)
return sol ution_type

eine Funktion zur Ermittlung einer Var
blenbelegung, siehe Abschnitte 5.2-5.6

function generate_counterexanpl e
(solution: solution_type)
return sol ution_type

eine Funktion zur Ermittlung eines Geg
beispiels aus einer Loésung der FC, siehe
schnitt 5.7

ein Typ bestehend aus Variablenbelegungen

|e-

ba-
on

en-
Ab-

function exact(VC. predicate)
return bool ean

diese Funktion ergibt genau datmoe, wenn

die VC eine exakte VC ist

Das Verfahren hat folgende Eigenschatt:

Falls ein Gegenbeispiel gefunden wird, dann ist das Programm nicht korrekt. Falls keines ge-
funden wird, kann es sein, dal3 es keines gibt oder dal3 es wegen der Begrenztheit der Verfah-
rens nicht gefunden werden kann. Man kann also folgende Félle unterscheiden:

1. VC kann bewiesen werdéh Programm korrekt (bewiesen)
2. VC kann nicht bewiesen werdenGegenbeispiel gefundém Programm nicht kor-

rekt (widerlegt)

3. VC kann nicht bewiesen werdéhkein Gegenbeispiel gefundéh ??? (weder be-

wiesen noch widerlegt)
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Das Finden eines Gegenbeispiels erfillt also 2 Zwecke:

1. Beweis, dal3 ein Programm nicht korrekt ist
2. Hilfe bei der Beantwortung der Frage ,was / wo / warum nicht korrekt?"

5.1 Formalisierung des Problems
Alle VCs sind Implikationen, die im Laufe des Beweises in eine Konjunktiorkudlausein

K., umgeformt werden, alsvC = DKi. Falls eine VC nicht bewiesen werden kann, heif3t

i=1
das, da® mindestens eine Klause|,l<a<Kk, nicht bewiesen werden kann. Jede Klausel

und damit auchK, hat die FormL,[}--00L, O L, wobei die L, bzw.L Literale sind. Alle

Literale enthalten freie Variablen. (Falls ein Literal keine freien Variablen enthalt, hat es un-
abhangig von allen anderen einen Wahrheitswert, der fur dieses Literal substituiert werden
kann. Falls einL; =true, so kann es eliminiert werden. Falls din= false, so ist die ganze

Klauseltrue. FallsL = true, so ist die ganze Klaustble. Falls L = false, so kann eine neue

aquivalente Klausel ohrieerzeugt werden.)
Die freien Variablen sind allquantifiziert, als@!x: L, O---OL, O L), wobeix die freien

Variablen in der Klausel bezeichnet. g, nicht beweisen werden kann, geht man davon
aus, daf3 sie nicht gltig ist, daf3 als¢Ux: L, O---0OL, O L) gilt. Das ist aquivalent zu
(Ox:L, O--- 0L, O=L).

Definition 5.1: Eine Falsifikationsbedingug FC zu einer nicht beweisbaren exakten VC ist
definiert alsFC :=-K,, wobei K, eine nicht beweisbare Klausel der VC ist. Die Losungs-

menge Sol(FC) einer FC der Form (Cx:L, O---0L,0-L) st definiert als
Sol (FC) ={x|L, O---0L, =L O found(x) } . Dabei bedeutetound(x), dal? das in diesem

Kapitel beschriebene Verfahren (Abschnitte 5.2-5.6) die Werbterechnen konnte. Der
Grund dafir, daR’ die VC exakt sein muf3, wird weiter unten angegeben.

Lemmab.2: [VC O -FC].
Beweis:.
[VC O -FC]

= Form von VC, Definition FC
(0K, 0 ~(K,)]

= Logik

true

Lemmab.3: [Sol (FC) 20 O FC].

Beweis: falls das Verfahren eine Losung findet, hat die FC eine Losung, d.h. ist giltig. Das
Problem ist, daf3 die umgekehrte Richtung im Allgemeinen nicht gilt. D.h. falls das Verfahren
keine Losung findet, kann man daraus nicht schlieRen, daf3 die FC keine Lésung hat. Das liegt
an der Begrenztheit des Verfahrens.

Damit ist klar, dal3Sol (FC) =0 keine VC ist.Sol (FC) =0 ware nur dann eine VC, wenn
auch die Umkehrungen von Lemma 5.2 und Lemma 5.3 gelten wirden. (Denn damit héatte
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man [Sol (FC) =0 O =FC] und mit Lemma5.2 [Sol (FC) =0 O VC] und mit der Definiti-
on von VC und der Transitivitat bekdme ni&ol (FC) =0 O Korrektheit]).

AulRerdem impliziertSol (FC) # [0 die Nichtkorrektheit nur, wenisol (FC) aus einer exak-
ten VC erzeugt wird, wie Definition 5.1, d. h. es gilt

Lemma 5.4: Falls Sol (FC) aus einer exakten VC erzeugt wird, gilt
[Sol (FC) # 0 O -~ Korrektheit] .
Beweis:
Sol (FC) 20
U Lemma 5.3
FC
U Lemma 5.2
-VC
= Definition exakte VC
- Korrektheit

Bei approximierten VCs kénnte man statt des letztén Beweis nur eiril nehmen und der
Beweis ware nicht durchfuhrbar. Dennoch kann man mit einer aus einer approximierten VC
gewonnen FC arbeiten. Dazu wird aus der FC ein Anfangszustand ermittelt und mit diesem
das Programm ausgefiihrt. Wenn dann eine Zusicherung verletzt wird, ist bewiesen, dal3 das
Programm nicht korrekt ist (siehe auch Abschnitt 5.8 und die Beispiele in Abschnitt 5.8).

Das Problem, ein Gegenbeispiel zu finden, kann aufagistraint programming problem cpp

[C97: 2066-2093] zurlckgefuhrt werden. Auch das Problem der automatischen Bestimmung
von Datenabhangigkeiten von Arrayzugriffen in geschachtelten For-Schleifen kann auf ein
cpp zurtckgefuhrt werden [MHL91]. Zur L6sung des Problems, ein Gegenbeispiel zu finden,
kann man daher versuchen, die gleichen Methoden anzuwenden, wie bei letzterem Problem.
So wie die Gliltigkeit eines Satzes im Allgemeinen nicht entscheidbar ist, ist auch das cpp
nicht entscheidbar. Wenn man sich im Bereich der ganzen Zahlen aber auf die Presburger-
Arithmetik [D91: 108] beschrankt, so ist das Problem entscheidbar, aber mit einem Aufwand,

O(n)
2
der im schlechtesten Fall von der GrbBenordnﬁ%g ist [O78]. Fur das Beispiel ergibt
sich das Problem

(IX,y,a,bl0=s x<10000=< y<1000O0x =aly=bOx+y>100)

mit der Loésungx =1000y=10a=1000b =1. In diesem Fall hat man nur einen aul3eren
Existenzquantor. Probleme dieser Art gehéren zur Klissar integer programming lipp
[WO1]. Dafir gibt es relativ effiziente Algorithmen. Diese Klasse stellt jedoch eine ziemlich
starke Einschrankung dar. Die Einschrankungen sind:

1. Nur ein au3erer Existenzquantor erlaubt (siehe 5.5)

2. Nur Konjunktionen von constraints

3. Constraints sind lineare Gleichungen oder Ungleichungen (siehe 5.3)

4. Keine uninterpretierten Funktionssymbole (Arrays) (siehe 5.4)

5. Nur folgende Funktionen und Pradikate sind erlaubt: +, =, <, 2, [0, [, = (siehe
5.2)

Bemerkung: die Standarddefinition eines ipp ist:
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gesucht ist das grof3ke das die constraints erfillt, wobeein ganzzahliger Vektor ist. Das

hier auftauchende Problem, nur irgendeiru finden, scheint auf den ersten Blick einfacher

zu sein, doch nach [MHL91] haben beide Probleme gleiche Komplexitat.

Das Verfahren zur Losung dieses Problems besteht im Wesentlichen in der Transformation
auf ein lipp, das mit Hilfe deQ-Tests von Pugh und Wonnacott [P92] gelost wird. Dabei
wird jede der 5 Einschrankungen nacheinander eliminiert, und zwar im Wesentlichen mit den
Methoden, die von Pugh und Wonnacott im Bereich der Datenabhangigkeitsanalyse entwik-
kelt wurden. Nur die 2. und 5. Einschrdnkung kommen bei der Datenabhéngigkeitsanalyse
nicht vor (da sie sowieso erfullt sind), kdnnen aber leicht gelost werden. Die Eingabe des Ver-
fahrens ist ein ipp, die Ausgabe ist ein transformiertes Pra@#&ipp) . In Idealform stellt

Sol(ipp) eine Variablenbelegung bzw. einen konkreten Zustand dar, ist also von der Form

Dlvi =w,, wobeiv, die in Sol(ipp) vorkommenden Variablen sind ung O Type(v,). So

eine konkrete Variablenbelegung ist im Allgemeinen nur eine von mehreren Losungen. Es
kann vorkommen, daf3 durch Einfihrung von Hilfsvariablen im Laufe des Verfahrens das
Pradikat Sol(ipp) mehr Variablen hat als das urspriingliche ipp, also

free(Sol (ipp)) O free(ipp) .

5.2 Reprasentation von Pradikaten und Funktionen

Pradikate und Funktionen, die nicht Einschrankung 5 genigen, werden so transformiert, daf3
sie Einschrankung 5 gentigen.

a<b=ac<b-1
a>b=za=b+1
azb=za=b+10a<b-1
L(E/F)=(O,aLt)OtF+a=EOO0O<as<F -1,
wobeiE undF lineare Ausdricke sind
m=(MAX jl<j<nb(j)) =(0d< j<snmm=2b()) d(01l< j<nm=b(j))

Andere Pradikate (z.Borim) und Funktionen (z.Babs, ggt) missen entsprechend transfor-
miert werden.

5.3 Affinisierung bestimmter polynomialer constraints

Lineare constraints stellen eine starke Einschrankung dar. Damit ist z.B. schon die Multipli-
kation zweier Variablen ausgeschlossen. Zur Linearisierung wird die Methode aus [MP94]
verwendet. Sie geht folgendermal3en vor: ein polynomialer constraint wird ein eine aquiva-
lente Konjunktion linearer constraints und eines polynomialen der folgenden Form zerlegt:

Xy =C hyperbolische Ungleichung
Xy =cC hyperbolische Gleichung
ax®+by’ > ¢ elliptische Ungleichung
ax®+by® =c elliptische Gleichung

(Dabei sindx undy Variablen unda, b undc 0Z)

Das polynomiale constraint wird affinisiert. Dazu werden zunéchst die Relationen =<, >,
und < durch= ersetzt (Abschnitt 5.2). Der Algorithmus wendet dann die Schritte Faktorisie-
rung (Abschnitt 5.3.1) und Linearisierung (Abschnitt 5.3.2) an, solange es geht. D.h. jeder
dieser Schritte verringert den Grad des constraints um 1 oder 0. Der Algorithmus terminiert,
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wenn alle constraints linear sind (mit Erfolg) oder keine Verringerung des Grades mehr er-
folgt (kein Erfolg).

5.3.1 Faktorisierung

Ein constraint der Form ZaixR > ¢ wird transformiert in (Oy:y = Zai R Oxy =c). Dabei
1=1 1=1

sind a und c Zahlen, x eine Variable und R ein Produkt von Variablen oder 1. (common

term).

Ein congtraint der Form aZx* +b, x —a’ y —b,y+c =0 wird transformiert in
(Omnm=2aja x-2a;a,y+ba, —ba 0On=2a’ax+2ajay+ba, +ba,

282 2182 2,52
mn = a‘b; —a;b; —4a;a;c)

Dabei sind a, >0, a, >0, b, b, und ¢ Zahlen und x und y Variablen. Falls der Koeffizient

von x° keine Quadratzahl ist, muR der ganze Term mit einer Zahl multipliziert werden, so
daR der Koeffizient vorx® eine Quadratzahl ist. Falls danach der Koeffizient ybrkeine
Quadratzahl ist, ist Faktorisierung nicht moglidire@king quadratic equation)
Ein constraint der Forra, x* +b, x +a,y* +b,y +c >0 wird transformiert in

(Omn:m=2a,x+b, On=2a,y+b, Oam* +a,n* 2ab; +a,b; -4aa,c).
Dabei sinda, >0, a, >0, b,, b, undc Zahlen undk undy Variablen.

5.3.2 Affinisierung

Eine hyperbolische Ungleichung der Fomyg > c mit positiver Konstante wird transfor-
miert in
x=210y=>10

(Di:lsis@@—l@ine%i,g—g) <'+Lﬁ_ @ 0DIme§§§i>,<§i—1§i+l>§sO)D

x<-10y<-10
(Di:[@-+c[ki< —]:Iine%i,ga <| -1 %_—@@z omm%%@,@f—@ —1>§s 0)

Dabei istline((X,, y;).(X,,¥,)):= (% =X )(y = ¥2) = (¥, = ¥1)(X=X,).
Das ist ein Spezialfall des Affinierungssatzes (affinisation theorem [MP94] ). Eine hyperboli-
sche Ungleichung der Formy = ¢ mit nichtpositiver Konstante wird transformiert in

-(X'y'2C), wobeix'=-x, y=y undc=1-c>1.
Die Affinisierung elliptischer Ungleichungen ist @hnlich der Affinisierung hyperbolischer

Ungleichungen.
Eine hyperbolische Gleichung der Fopy = ¢ wird transformiert in

(Otd<t < [ld[Dtle(x =t Dy=%)m(x=%my=t)m(x:—t Dy:—%)m(x:—%myz—t)).
Elliptische Gleichungen werden ahnlich behandelt.
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Durch die Affinisierung werden polynomiale constraints in lineare constraints auf Kosten der
Anzahl der constraints transformiert. Die Anzahl der generierten constraints ist von der Gro-

Renordnungd(+/c) .

5.4 Uninterpretierte Funktionssymbole

Arrayzugriffe fihren zu Ausdriicken mit uninterpretierten Funktionssymbolen. Die Arrayva-
riablen werden als uninterpretierte Funktionssymbole bezeichnet, weil sie Funktionen sind,
Uber die man nichts sonst weil3, d.h. narj [0 b(i) =b(j). Presburger-Arithmetik mit un-

interpretierten Funktionssymbolen ist nicht entscheidbar [D72]. Man mul3 sich deshalb auf
eine eingeschrankte Klasse von constraints mit uninterpretierten Funktionssymbolen be-
schranken [PW95]. Eine Einschrankung ist die Linearitat der Argumente bzw. Indexausdrik-
ke. Durch folgenden Algorithmus werden uninterpretierte Funktionssymbole, die die Voraus-
setzungen der Schritte 1-3 erfullen, eliminiert. (Uninterpretierte Funktionssymbole, die keine
der Voraussetzungen der Schritte 1-3 erflllen, konnen nicht eliminiert werden.)

1. falls ein constraint nur ein uninterpretiertes Funktionssymbol enthalt, wird es durch
eine neue, skalare Variable ersetzt.
Beispiel: m>b(j) Om=1 wird ersetzt durchm>b;, Im=>1

2. falls ein constraint mehrere uninterpretierte Funktionssymbole enthalt, deren Index-
ausdrucke gleich sind, so werden sie durch eine neue, skalare Variable ersetzt. Ob
die Indexausdriicke gleich sind, ist nicht entscheidbar. Zwar sind die Indexausdriicke
linear, aber die darin enthaltenen Variablen kdnnen in einer Relation stehen, die es
nicht erlaubt, zu entscheiden, ob die Indexausdricke unter allen Belegungen der Va-
riablen gleich sind.

Beispid:
I=1=j+10b(i) <mOb(j+2) =1 wird ersetzt durch—1= j+10b <mOb =21

3. falls ein constraint mehrere uninterpretierte Funktionssymbole enthalt, deren Index-
ausdriucke verscheiden sind, so wird jedes uninterpretierte Funktionssymbol durch
eine neue, skalare Variable ersetzt. Hier gilt das gleiche wie im vorigen Punkt.
Beispid: i < j—-10b(i =) <mOb(j —-1) =1 wird ersetzt durch

i <j-10b <mOb, 21

4. Falls noch uninterpretierte Funktionssymbole tbrig bleiben, terminiert das Verfahren

ohne Erfolg.

5.5 Eliminierung innerer Quantoren

Um das Problem auf eine Form zu bringen, die Einschrankung 1 genigt, missen innere
Quantoren eliminiert werden. [PW93] betrachten constraints mit maximal 2 geschachtelten
alternierenden Quantoren.

Zu zeigen ist die FGx: L, [3--0L, O-L) (siehe 0) bzw (X L, 3--0L,), wobei dieL; Li-

terale sind. Falls di¢; keinen Quantor enthalten, gibt es nichts zu eliminieren.

Falls ein L, einen Existenzquantor enthalt, kann dieser eliminiert werden und die quantifi-
zierten Variablen unter den auf3ersten Existenzquantor geschoben werden. Das ist eine giltige
Transformation, da man durch gebundene Umbenennung die quantifizierten variablgn von
verschieden von allen anderen Variablen machen kann.

FallsL einen Allquantor enthélt, kann dieser durch Reinziehen der Negation in einen Existen-
zquantor transformiert werden.
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Falls ein L, einen Allquantor enthalt, kann dieser durch Rausziehen der Negation in einen
Existenzquantor transformiert werden. Nach diesen Transformationen hat man eine Formel
der folgenden Form

(D¢ L0 Ly O=(OyLy,) B (T2 L)

Dabei sind diel; Literale ohne Quantor. D.h. einige Literale sind mit einem Existenzquantor

versehen und negiert. Zur Eliminierung der inneren Existenzquantoren aus einer Formel die-
ser Form wird das Verfahren aus [PW93] verwendet. Die detaillierte Beschreibung des Ver-
fahrens geht Uber den Rahmen dieser Arbeit hinaus, doch die Grundidee wird kurz dargestellt.
Existenzquantifizierte Variablen werden durch Verwendungfldes- und ceiling-Operators
eliminiert. Die Negation kann daraufhin eliminiert werden. Allerdings ist dadurch Einschréan-
kung 5 durch didloor- und ceiling-Operatoren verletzt. Diese werden wieder durch Einfiih-
rung existenzquantifizierter Variablen eliminiert. Das Verfahren funktioniert fur Literale der

Form x=na und as<nxOnmx<b. Es qilt (Ea:x:na)E%ES%E und

(x:asnxOmx<b) = %Es é%g(falls a=10b=1, qgilt

%ES é’%gz am<bn, was in diesem Fall vorzuziehen ist). Constraints ftodr- und cei-

ling-Operatoren heiBequasi-linear. Die Negation eines quasi-linearen constraints ist ein
guasi-linearer constraint, z.B. ist(Cla: x=na) = %§> %E floor- und ceiling-Operationen
werden durch Einfihrung neuer existenzquantifizierter Variablen, sogenasiteard-

Variablen, eliminiert. Es gilt E(%a = ([c: E(c) Obc-b<as<hbc) und

E(%@ = (CF :bf <a<bf +b). Damit ergibt sich

=((a:x=na)=([k,f:c>fOnc—-n<x<ncOnf <x<nf +n). Im Beispiel 5 in Ab-
schnitt 5.8 wird dieses Verfahren innerhalb eines etwas gro3eren Beispiels noch einmal illu-
striert.

5.6 Eliminierung von [

Nach der Eliminierung der inneren Quantoren kann es sein, dal3 die Formel eine Disjunktion
enthalt. Der Ausdruck wird dann in DNF transformiert und hat folgende Form:

(Ox: Ky, O... 0Ky, 00Ky, O... 0K )

Dieser wird in eine Disjunktion von lipps transformiert:
(K, OOK, )OO K, O .OK g )

Das urspringliche lipp ist I[6sbar, gdw. eines der erzeugten lipps losbar ist.
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5.7 Lokalisierung einer verletzten Zusicherung

Eine verletzte Zusicherung wird durch Ausfiihrung des Programms aus einem Anfangszu-
stand lokalisiert. Ein Anfangszustand ist eine Belegung der Programm- und Spezifikationsva-
riablen vor Ausfuhrung des Programms, die die Vorbedinguaggrfillt.

Aus einer LosungSol (ipp) des ipp soll ein Anfangszustand ermittelt werden, der zu einer

verletzten Zusicherung fuhrt. Das ist nur moglich, we&oh(ipp) in Idealform vorliegt. In
diesem Fall enthalSol(ipp) eine Variablenbelegung. Diese kann im Allgemeinen nicht als

Anfangszustand verwendet werden, da sowera Variablen enthalten kann, die nicht in
Sol(ipp) sind und umgekehrt (siehe Beispiele). Daher missen die Variablen in der Menge

Add = free(Sol (ipp)) \ free(Pre) eliminiert und die Variablen in der Menge
free(Pre) \ free(Sol(ipp)) mit einem Wert belegt werden. Dazu werden die Werte der Varia-
blen ausSol (ipp) in Pre eingesetzt und das so entstandene ipp wird erneut gelost. Dieses ist

aber im Allgemeinen einfacher als das ursprtingliche ipp oder sogar trivial in dem Sinne, dal3
es schon eine Variablenbelegung darstellt. AnschlieRend werden die Konjunkte mit Variablen
ausAdd entfernt. Formal sieht das Verfahren so aus:

Es wird eine Funktio®M definiert, die einer Variablenbelegung eine Menge von Paa-
ren aus Variable und ihrem Wert zuordnet:
BM(Dlvi =w) ={(v,,w),i =1,....r}.

Ein Anfangszustand ist dann
BM ~((BM (Sol (ipp)) 0 BM (Sol (Preg ) \{(v;,wi),v, O Add}).

Die folgenden Beispiele erlautern die Ermittlung eines Anfangszustandes, der zu einer ver-
letzten Zusicherung fihrt.

5.8 Beispiele

Beispid 1: Lineare constraints mit einem auf3eren Existenzquantor

subtype t is integer range 0..100;
X, y: t;
X
+

IN
IN

1l
(e

100 OO 100 Ox = a Oy

y
X

y
X

1
ol ninox

IN X X X IA
N << IA

100 OO

IN
<
IN

100 O0x =b Oy

1l
QD

Die VC lautet
[0<x<10000<y<1000x=aly=b0O
0<y<10000<x+y-y<100O0y=bOx=al0< x+y<100]
Die nicht beweisbare Klausel lautet

[0<x<10000<y<1000x=aly=b0 x+y<100]
Das zugehorige lipp lautet

(IX,y,a,b0< x<10000<y<100O0x=ally=bOx+y=101)

Eine LésungSol (ipp) ist x=100a =10y =1000b =100. Ein Anfangszustand ist
BM ((BM (Sol (ipp)) U BM (Sol (Prey;, ) \{ (v, w;),v; O Add})
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BM *((BM (x=10a =10y =100 Ub =100) 0 BM (Sol (true))) \{ (v, ,w,),v, O })
x=10a=10y=1000b =100
Damit ist gezeigt, dal3 das Programm nicht korrekt ist.

Beispid 2: Nichtlineare constraints
--x200y>00g=00r =x
while r >=y | oop
-lnv: O<r Oy >00qy +r =x; term r+1
r:=r -y, q:=q+r;
end | oop;
-0<sr <ydgy +r =X
1.[v O I]=true
2.[-BOI O N] =true
3.[BOI O wp(S,1)]
[r=zyd0<rOy>00qy+r=x0 0<sr-yOy>00(q+r-y)y+r-y=x]

[r>y>00qy+r=x0 O<y<rOgy+ry-y?+r—-y=x]

[(r=y>00qy+r=x0 0<y<r)O
(rzy>00qy+r=x0 qy+ry-y*+r-y=x)]

rzy>00qy+r=x0 qy+ry—y2+r—y:x]

—

rzy>00 qy+ry-y>+r-y=qy+r]

[r2y>00 ry-y*-y=0]

—

Diese nicht beweisbare Klausel fuhrt zu folgendem lipp:
(Or,y:r2yOy>00ry-y? -y 2 0)
= Abschnitt 5.2
(Or,yr 2y0Oy=210(-12ry-y? -yOry-y* -y =21)
= Abschnitt 5.6
(Or,yr2y0Oy=210-12ry-y* —y) O(0F,y:r 2 yOy=10ry—y* —y=>1)

Es genlgt, die Losbarkeit eines Disjunkts zu zeigen, 0.B.d.A. des ersten. Nur Einschrankung
3 ist nicht erfullt, es mul3 also

(O, yor2yOdy=10-1=2ry-y* - )
affinisiert werden (Abschnitt 5.3) . Faktorisierung (Abschnitt 5.3.1) von
—-12ry-y? -y = —-ry+y*+y=>1ergibt((zz=1+y-r Ozy>1).

Die darin enthaltene hyperbolische Ungleichung mit positiver Konstante wird mit Abschnitt
5.3.2 transformiert in

z21y=210z<-10y<-1.
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Damit ist der constraint linearisiert und das 1. Disjunkt wird zu
(Cr,yr2ydy210(zz=1+y-r0(z=z10y=210z< -10y < -1))

= Abschnitt 5.5

(Cr,y,zr2yOy=210z=1+y-rOz=210y=210r>2y0dy=210z=1+y-r Oz<s -10y < -1))
= Abschnitt 5.6

(Cr,y,zr2yOy=210z=1+y-r0z=210y=1) O

(Cr,y,zr2yOy=210z=1+y-rdz< -10y< -1))

Es genlgt, eines der lipps zu lésen. Eine LosBoidipp) des 1. lipp istz=y=r =1. (Das
2. lipp hat keine Losung.) Ein Anfangszustand ist

BM ™ ((BM (Sol(ipp)) 0 BM (Sol (Pre, ) \{(v;,w,),v, 0 Add})

BM (({ (2D, (y,1), (r.D) 0 BM (Sol (x = 0 Ox =10q = 0))) \{ ()

x=10y=10r =10q9g=0

Da der Anfangszustand aus einer approximierten VC gewonnen wurde, muf3 man wegen
Lemma 5.4 das Programm damit noch ausfiihren. Die Nachbedingung wird verletzt. Damit ist
gezeigt, dald das Programm nicht korrekt ist. (Dieses gilt auch fur die folgenden Beispiele und
wird nicht mehr erwahnt.)

Beispid 3: Nichtlineare constraints
-z=000<a<100-10 <b <10

for i inl1l.. aloop
zZ =2z + b
-z=ib0O0<a<100-10 <b <10
end | oop;

-z =ab 0O0-100 £z < 10
Die Klausel, die nicht bewiesen werden kann, lautet

[0<a<100-10<b<100 ab<10].
Das fuhrt zu dem ipp

(Ca,b0<a<100-10< b<100ab > 11)

mit einer hyperbolischen Ungleichung mit positiver Konstante. Abschnitt 5.3.2 ergibt fur
ab>11:

a=10b=10line(<111>,<26>)=00ling(<111>,<6,2>) <00
ling(<2,6>,<34>)=>00ling(<6,2><43>) <00
ling(<34><43>)>00line(<4,3><34>)<00

a<-10b<-10ling(< =3,-4 >,< -4,-3>) 2 00ling(< —4,-3>,< -3-4>) < 00
ling(< —2,-6 >,< -3,-4>) 2 00ling(< —6,-2 >,< —4,-3>) <00
ling(<-1,-11>,<-2-6>) >00line(< -11,-1>,<—6,-2>) <0

= Definition vonline
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a=210b=2102-Y(b-1)-(6-1)(a-H=00(6-1)(b-)-(2-Y(a-1) <00
3-2)(b-6)-(4-6)(a-2)=200(4-6)(b-2)-(3-2)(a-6) <00
(4-3)(b-4)-(3-4H(@-3)=200(3-4)(b-3)-(4-3)(a-4) <00
a<-10b<-10(-4+3)(b+4) - (-3+4)(a+3)=200(-3+4)(b+3) - (-4+3J)(a+4) <00
(-3+2)(b+6)-(-4+6)(a+2)=200(-4+6)(b+2)—(-3+2)(a+6)<00
(-2+)(b+1) - (-6+1)(a+)=200(-6+1)(b+1) - (-2+D(a+1) <0
= Arithmetik
a=210b=10b+5a=160a+5b>160b+2a=>100a+2b>100a+b>70
a<-10b<-10-b-5a=2160-a-5b=>160-b-2a=>100-a-2b>100-a-b>7

Damit ergibt sich fuf[(a,bl0<a<1000-10<b<100ab>11) in DNF

(Ca,b:a=200102a0b=>-10010=2b
a=210b=10b+5a>160a+50=2160b+2a>2100a+2b>100a+b=>70
a=20010zallb=>-10010=b 0O
a<-10b<-10-b-5a=2160-a-5b=>1610-b-2a=>100-a-2b=>2100-a-b=>7)

= Abschnitt 5.6

(CA,b:a=200102a0b>-10010=2b 0
a=210b=10b+5a=160a+5b=160b+2a=2100a+2b=>100a+b=>7)0
(CA,b:a=20010=2a0b>-10010=2b 0
a<-10b<-10-b-5a=160-a-5b=>160-b-2a=>100-a-2b=>100-a-b=>7)

Damit ist das urspringliche Problem auf 2 lipps transformiert worden. Es genugt, eines da-
von zu lésen, 0.B.d.A. das erste. Eine Losungaistl00b =10. Ein zu einem Fehler fih-
render Anfangszustand ist daar= 100b=100z=0.

Beispid 4: Division (linearisierbare Nichtlinearitét)

--b=0

if a/100 >= b then a := a - 100*b;
else a := a + 100*b;

end if;

-az=0

Die nicht beweisbare VC lautet

[b>00 - >h0a>100b0— <bOa+100b>0].

100 100

Die nicht beweisbare Klausel lautet

[b>00-2 <b0 a+100b>0].

100
Das ipp lautet
a
(A,bb>00—<bJa+100b<0
( 100 08 )

= Abschnitt 5.2
(Ca,brcb=>000([%,r:200t +r =alr 2009921 Ob-1>t) 0-1=a+100b)
= Abschnitt 5.5
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(Ca,b,t,r:b=00100t +r =aldr 20099>r Ob-1>t [0-1=a+100b)

Damit hat man ein lipp. Eine Losung ist
a=-2000b=10t=-20r =0.
Ein zu einem Fehler fuhrender Anfangszustand ist danr200 (b =1.

Beispid 5: Innere Quantoren

-b=00x=alOy=b0z-=0
while y>0 | oop
--Inv: y =200z + xy = ab; term vy
if even(y) theny :=y/2;, x := 2*x;
elsey :=y-2;, z :=2z + X;
end if;
end | oop;
-z = a*b
Der nicht beweisbare Teil des Korrektheitsbeweises lautet

[y>00z+xy=ab even(y) D%20D2+2x%:abD
odd(y)Oy-2=200z+x+x(y—2) =ab]

Nach der Zerlegung dieser Formeln in Klauseln bleibt als nicht beweisbare Klausel

[y>00z+xy=abOodd(y)d y-2=0].
Der Beweiser wendet solange Transformationsregeln an, bis die Klausel entwedst
oder sich keine weitere Regel mehr anwenden laf3t. In diesem Fall kann der Beweiser den
Term mitz nachz auflésen una substituieren. Das ergibt

[y>00odd(y)d y-2=0Q].

Als ipp erhalt man
(Oy:y>000dd(y) Dy—-2<0)

= Abschnitt 5.2
(Oyyz10(0:y=21+1) 0-1=2y-2)
= Abschnitt 5.5
(Oy,i:y=210y=2i+10-1>2y-2)

Jetzt liegt ein lipp vor, das mit Hilfe désTests geldst werden kann. Als eine Losung erhalt
man y =101 = 0. Eine Vorbedingung, die zu einer verletzten Invariante am Ende des Schlei-

fenrumpfes fihrt, isk=y=a=b=10z=0.

--n=220p
for i in3 .. n-11oo0p
if nnmdi =0then p :=false; end if;
-p=(0: 2gj<i: nnod j #0)
end | oop;
- p = prin(n)

Die nicht beweisbare VC lautet
[n=20p0O3<n=-10 nmod3=00-(j:2< j<3:nmodj £0) O
nmod3z00p=(0j:2< j<3:nmodj #0)]
Die nicht beweisbare Klausel lautet
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[n=2203<n-10nmod3% 00 nmod2 0]

Das ergibt dasipp
(hn=203<n-10nmod 3#00nmod 2 =0)

= Abschnitt 5.2

(Chin=40-(0:3j =n) 0(0:2j =n))
= Abschnitt 5.5

(Ch, j;n=240-(0:n<3 <n)02j =n)
= Abschnitt 5.5

(Eh,i:n24D—|(%§s %a 02 =n)
= Abschnitt 5.5
(Ch, j:n24D%§> %EDZ] =n)

= Abschnitt 5.5

(Oh, j;n=40(k,f:3c-c<n<3clc>f O3f <n<3f +302) =n))
= Abschnitt 5.5

(Ch,j,c,f:n=2403c-c<n<3cUc>f 0O3f <n<3f +302j =n)

Damit hat man das ipp auf ein lipp reduziert und kann mit Hilfe des Q-Tests eine Losung fin-
den, z.B.i=20n=40c=10f =2. Ein Anfangszustand, der zu einem falschen Ergebnis

oder undefinierten Zwischenzustand fuhrt,rist 4 00 p =true.

Beispid 6: Uninterpretierte Funktionssymbole und innere Quantoren

- m= b(1)
for i inl1l.. nloop
if m>b(i) then m:=Db(i); end if;
- (0j: 1gj<i: m=2Db(j)) O0(O: 1gj<i: m=Db(j))
end | oop;
- (Oj: 1gjsn: m=b(j)) O(O: 1sf=sn: m= b(j))

Der nicht beweisbare Teil des Korrektheitsbeweises lautet
[2<isnO(:1<j<i-1I:m=b()))0(0:1<j<i-1.m=b(j)) O
m>b(i) O(0j:1< j<i:b(i)=b(j)) O
m<b(i) O(0j:1<j<i:m=b(j)0(0:1<j<i:m=Db(j))]
Von den Klauseln, in die diese Formel transformiert wird, ist eine der nicht-beweisbaren
[2<isnO00:1<j<i-1I:mz2b()) O : 1< j<i—-1:m=b(j))Om>Db(i) O
(Oj 1< j<i:b(i)=b(j))]
= Skolemisierung
[2<i<snO(j:1<j<i-1:m=b(j))01< j’<i-10m=b(j)Om>b(i) 01< j'<i O
b(i) = b(j")]
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= Substitution
[2<i<snO(0j:1<j<i-1:b(j)=b(j)01l< j'<si—=-10b(j’)>b(i)01< j”<i O b(i) =b(j")]

Zunachst wird(j:1< j<i-1bl<b20j # j') quantorfrei gemacht.

(Ol j<si-Ibl<b20j# )

= Logik

(Dl j=<i-10j # j)dbl<b2

= Logik

(01 j<i-10(j < j'0j>j") Obl< b2

= Logik

(Dl j<si-10j<jMl<j<i—-10j > ') Obl<b2

= Logik

(i jdl< j<i-10iz j+1l01l< j< 10200+l j<i—-10j'<s-101< j<i =)

Obl<b2

= Logik

(=01 j<i-)0Oiz j+10d 1< j<j-)0O
jzo0(0:j+1<j<i-DH0Oj)<-10(01=<j<i-T)

Obl<b2

= Abschnitt 5.5

(i<jOl<i-100 =2 j+101< j-10j'z00j+1<i-10j's -101<i-1) Obl< b2

Das zugehdrige ipp lautet

(Ci,n, i, i"2<i <n0(0jd< j <i-1b(j’) 2b(j)) O
1< j’<i-10b(j’) >b() O1< j’<i Ob(i) <b(j™))

(G,n, ', j"2<i<sn0jpls j<i—X(j=70) 2 1) db(j) =2b(j)) O
1< jp’<i=10b(j) >b(i) O1< jO(j'<i O =i) Ob(i) <b(j™))
= Logik, Abschnitt 5.6
(G,n,j,j"2<isnOd<j<i=Tjzj'b(j)=b(j))0Oj=jb(j)=b(j) O
1< j’<i=10b(j7) >b(i) O1< j70j<i Ob(i) <b(j’)) O
(G,n,j,j"2<isnOd<j<i=Tjzj'b(j)=b(j)0Oj=jb(j)=b(j) O
1< j’<i=10b(j) >b(i) O1< j’0Oj"=i Ob(i) <b(j™))
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(Ci,n, i, i"2<i<n0(0jl< j<i-1b(j’) 2b(j)Tj =) O
1< j’<i-10b(j’) >b() O1< j"0j"<i Ob(i) <b(j’")) O
(Ci,n, i, i"2<i<n0(0jl< j<i-1b(j’) 2b(j)Tj =) O
1< j’<i-10b(j’) >b(i) O1< j"0j"=i Ob(i) <b())

= Logik
(@,n,j,j2<isn0@l<sj<i=Ib(j)=2b(j))Oj=j)0O

1< j’<i=10b(j7) >b(i) O1< j70j<i Ob(i) <b(j’")) O
false
= Abschnitt 5.4 (b1=b(j’) Ob2 =b(j) Ob3=Db(i) Ob4 =b(j"))

(Ci,n, i, 7, bLb2,b3b42 <i <nO(0jl< j<i-Tbl>b20j = j’) O
1< j’<i-10b1>b301< j"0j"<i Ob3< bd)

= Logik
(G,n,j,j",bLb2,b3bd2<i<nO-(0l<j<i-Ibl<b20j#j)0O
1< j’<i-10b1>b301< j’0j"<i Ob3<b4)

Daswird negiert und wieder eingesetzt

1 <10j)200b12b20)'=001i =00b12b20)'=00i =10b1=2b20j'=10i =2 Ubl1> b2

Damit ist das Problem linearisiert und man erhélt 4 lipps.

(G,n,j,j",bLb2,b3b42<i<n0i<10j'>200b1=b20

1< j’<i-10b1>b301< j’0j"<i Ob3<b4) O
(G,n,j,j",bLb2,b3b42<i<n0j'=00i =00bl=b201

1< j’<i-10b1>b301< j’0j"<i Ob3<b4) O
(G,n,j,j",bLb2,b3bd2<i<n0i<10j'=00i =10bl=b2 1

1< j’<i-10b1>b301< j’0j"<i Ob3<b4) O
(G,n,j,j",bLb2,b3bd2<i<n0j'=10i =20bl=b20

1< j’<i-10b1>b301< j’0j"<i Ob3< b4)

falsed false O false O
(G,n,j’,j",bLb2,b3bd2<i<nOj'=10i =20bl=b2 0

Eine Losung ist
i=20n=20j'=10j)"=10b1=20b2=10b3=10b4 = 2.
Durch Rucksubstitution erhalt man Werte Ifir
i=20n=20j'=10j"=10b(j’) =20b(j) =10b@i) =10b(j") = 2.
Mit den Lésungswerten der Indizes ergibt sicar(d damitb(j) existieren nicht mehr)
i=20n=20j'=10j"=10b() =20b(2) = 1.
Ein Anfangszustand, der zu einer nicht korrekten Nachbedingung oder einem undefinierten
Zustand fuhrt, ist
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m=20n=20b(1) =20b(2) =1.
Falls das Verfahren keine Variablenbelegung zurlckliefert Yersagen), kann es das Problem
soweit wie moglich lI6sen und den Rest ungel6st zuriickgeben. Oft kann der menschliche Be-
trachter dann eine Losung erkennen.

Beispid 7: Versagen wegen nicht linearisierbarer Nichtlinearitat
--Xx=aly=b0Oaz=z00b=00z-=1
while y>0 | oop

-~ lnv: y200z* xY=a" term vy
if ynmd2=0theny :=y/2;, X := X * X;
else z .=z * x;
end if;
end | oop;
-z=a

Eine nicht beweisbare VC ist
[y>002¢ =a" [ even(y) 02 2002(<*)*'? = a"
2

odd(y) Oy =00z =a"]

Eine nicht beweisbare Klausel lautet
[y>00zx =a” Dodd(y) O zx¥* =a"].
Das entsprechende ipp lautet
(X,y,z,a,bry>00xY =a® O(0:y=2i +1) Ozx’*"* 2 a").

Es kann mit dem beschriebenen Verfahren nicht gelést werden. Doch man kann ,von Hand*
weiterrechnen: einen Anfangszustand, der zu einer verletzten Zusicherung fihrt, erhalt man
durch Konjunktion des ipp mit der Vorbedingung.

(x,y,zabx=aly=b0z=10a=00b>00y>00z" =a® O(0:y=2i +1) Ozx’" #a")

(X, y,z,a,b:x=aly=bOz=10a=00b>00a" =a” O(0:y=2i +1) 0a"" z a")

(X,y,z,a,bi:x=aly=b0z=10a=200b>00b =2 +10a"" #a")

Eine Losung istx=a=00y=b=10z=1. Damit wird die Zusicherung nach dem Rumpf

verletzt, die besagt, daf3 die Terminierungsfunktion nach Ausfihrung des Rumpfes einen klei-
neren Wert als vor Ausfiihrung des Rumpfes haben muf3.

>00x=aly=5b
o}

< <

- Inv: ggt(x, y) = ggt(a, b); term x+y+1

if x>y then x :=x - v;
elsey =y - x;
end if;
end | oop;

- X = ggt(a, b)
Die nicht beweisbare VC lautet
[x#yOggt(x,y) =ggt(a,b) Ox=00y=200 x>yOy>00x<yOx>0Q].

Eine nicht beweisbare Klausel (auch die einzige) lautet
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[x<yOgat(x,y) =ggt(a,b) Ox=00y=00 x>0].
Das fuhrt zu dem ipp
(Ix,y,a,bry = x+10ggt(x,y) = ggt(a,b) Ox=00y=00x<0)

(% y,a,bry = x+10ggt(x,y) = ggt(a,b) Hy=00Ux=0)

(%, y,a,b:y >109gt(0,y) = ggt(a,b) Ox =0)

(X y,a,bry=10y = ggt(a,b) Ux=0)

= Abschnitt 5.2

(Ix,y,a,bcy=10ylaOylb O(Ot:tfaOtb O t<y) Ox =0)

= Abschnitt 5.2

(X, y,a,by=210(0:yi =a) O(O:yi =b) O(0Ot:(H:ti =a) O(0O:ti =b) 0 t<y)Ox=0)
(Ix,y,a,b,k,l:y=210yk =alOyl =b O(0t,i, j:ti =altj =b 0O t<y) Ox =0)

= Abschnitt 5.5

(Ix,y,a,b,k,l:y=210yk =alyl =bO-([4,i, j;ti=alt =b0Ot =2 y+1) Ox=0)

Die nicht linearen Ausdriicke kdnnen nicht linearisiert werden. Eine Losung ,von Hand" ist
x=00y=10k =all =b. Ein zu einer Fehlersituation fuhrender Anfangszustand ist damit

x=00y=10a=00b=1. Er fuhrt zum gleichen Fehler wie im vorigen Beispiel.

Beispid 8: Versagen wegen zu komplexer Indexausdriicke

-- i =1
while i <= 100 and b(100 / i) > b(i) | oop
=0+ 1
-1<i <101
end | oop;
- b(100 / i) < b(i) Oi =101
Die nicht beweisbare VC lautet

[(i zlomb(l%o) <b(i)) O1<i <1010 b(l%o) <b(i) Oi =101].

Eine nicht beweisbare Klausel ist
bEP) < b(i) 01<i 101060 = by 0 i =101].
[ [
Sie fuhrt zu dem ipp

(D,b:b(g) <b(i) O1<i < 101Db(¥) > b(i) 0i # 10).

(D,b:b(g) <b(i) O1<i < 101Db(¥) > b(i) Oi # 101)
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= Logik
100
(Ei,b:b(i—) =b(i) 01<i <100)

= Abschnitt 5.2
(4i,b,t,a:b(t) =b(i) Oti +a=10000<a<i-101<i <100)
= Abschnitt 5.4

(0,b,t,a,st=il0s=sOti+a=10000<a<i-101<i<100) O
(4d,b,t,a,sl,s2t#idsl=s20ti +a=10000<a<i-101<i <100)

(O,b,t,at =i Ot* +a=10000<a<t-101<t <100) O
(40,b,t,a,sl,s2t#iJsl=s20ti +a=10000<a<i-101<i <100)

Damit hat man 2 lipps, die mit dem Verfahren nicht gelost werden kénnen. ,Von Hand“ kann
eine Losung des zweiten lipp berechnet werden:

i =10t =1000a = 00b(1) = b(100).
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Ausblick

In dieser Arbeit ging es um die Verifikation sequentieller Programme. Zu diesem Zweck wer-

den VCs und ein automatischer Beweiser zum Beweis der VCs bendtigt. Die Generierung
exakter VCs fur elementare Konstrukte sequentieller Programmiersprachen ist nichts Neues.
Fur Schleifen im Kontext umgebender Anweisungen und rekursive Prozeduren, fur die es nur
approximierte VCs gibt, wurden leistungsfahigere VCs vorgestellt. Der Schwerpunkt der Ar-
beit lag auf der Verifikation von Schleifen, die nur durch ihre Spezifikation und ihren Rumpf
gegeben sind. Fur For-Schleifen wurde ein Verfahren vorgestellt, das in gewissen Fallen au-
tomatisch eine Invariante erzeugt. Fir While-Schleifen wurde ein Verfahren vorgestellt, das
in gewissen Fallen die schwéachste Vorbedingung der While-Schleife berechnen kann. Fur
Programme, deren Korrektheit nicht bewiesen werden kann, wurden erstmals Falsifikations-
bedingungen eingefihrt. Damit kann zum einen explizit die Nichtkorrektheit des Programms
gezeigt werden und zum anderen ist es mdglich, automatisch einen Anfangszustand zu ermit-
teln, der zu einer verletzten Zusicherung fuhrt. Damit bekommt man viel mehr Information
zur Lokalisierung eines Programmfehlers als durch die einfache Aussage ,die Korrektheit des
Programms kann nicht bewiesen werden®.

Fortschritte in der Verifikation sequentieller Programme werden einerseits durch VCs fir
weitere Daten- und Anweisungstypen erzielt und andererseits durch Fortschritte in den Ver-
fahren, die die Programmverifikation benutzt. Das wichtigste davon ist automatisches Bewel-
sen. Die in dieser Arbeit vorgesteliten Verfahren zur Ermittlungwgefir While-Schleifen

und zur Ermittlung eines Gegenbeispiels fur nicht korrekte Programme benutz&n die
Unifikation und Methoden desteger programming. Die 3 Verfahren zum Beweis einer VC,

zur Ermittlung demp fir While-Schleifen und zur Ermittlung eines Gegenbeispiels fur nicht
korrekte Programme haben eins gemeinsam: sie sind partiell in dem Sinne, dal} sie als Einga-
be ein Problem bekommen und die Ausgabe aus einer Lésung des Problems besteht oder der
Angabe, dal3 das Problem wegen der Begrenztheit des Verfahrens nicht gelést werden kann.
Ein groRRer Flaschenhals des in FPP verwendeten Beweieggina ist die Erzeugung einer

DNF im Rahmen der Generierung der Klauseln. Es hat sich herausgestellt, dal3 schon bei re-
lativ kleinen VCs sehr viele Klauseln entstehen kdnnen, von denen die meisten gleich sind.
D.h. es gibt nur relativ wenige verschiedene Klauseln. Nutzlich wéare hier eine DNF-Routine,
die keine gleichen Disjunkte erzeugt. Das kdénnte man dadurch erreichen, dal3 man jedes neu
erzeugte Disjunkt daraufhin untersucht, ob es schon vorhanden ist. Doch diese Vorgehenswei-
se bringt nicht viel, da immer noch alle Disjunkte erzeugt werden mussen. Man braucht eine
DNF-Routine, die von vornherein nur verschiedene Disjunkte erzeugt.

Jeder Datentyp besteht aus der Menge der Werte und den darauf definierten Operationen. Um
VCs mit Variablen eines Datentyps beweisen zu kénnen, missen die fir diesen Datentyp gul-
tigen Axiome benutzt werden. Der hier verwendete Beweiser benutzt Axiome flir ganze Zah-
len und Wahrheitswerte, so dal’ die Datentyperger undbool ean behandelt werden kon-

nen. Um andere Datentypen behandeln zu kénnen, missen zunachst Axiome fir diese Da-
tentypen vorhanden sein. Das gilt z.B. fur FlieBkommazahlen, Aufzahlungstypen, Strings und
Verweistypen. Axiome fiir Aufzahlungstypen und Strings sind relativ einfach aufzustellen, da
sie nur wenige Operationen haben. Fur FlieRkommazahlen gibt einige Anséatze zur Axiomati-
sierung in [IEEE85] und [EP97]. Ob Zeigertypen Uberhaupt vollstandig axiomatisierbar sind,
ist nicht klar. Die wenigen Arbeiten auf dem Gebiet der Verifikation mit Pointern sind nicht
sehr vielversprechend. Mdglicherweise sind Programme mit beliebiger Verzeigerung gar
nicht verifizierbar, da die Verifikation eine statische Programmanalyse ist und der Zustand der
Verzeigerung etwas sehr dynamisches ist, und zwar viel dynamischer als z.B. der Wert einer
Variablen. Die Verifizierbarkeit von Programmen mit beliebiger Verzeigerung ist somit eine
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offene Frage, die entweder durch ein Verfahren positiv bzw. durch einen Beweis, dal3 sie

nicht durchfiihrbar ist, negativ beantwortet wird.

Neben einer Axiomatisierung von Datentypen ist es auch erforderlich, daf? der verwendete
Beweiser in der Lage ist, aus diesen Axiomen ableitbare Satze zu beweisen. Denn es genugt
nicht, dem Beweiser einfach nur Axiome zu geben. Dartber hinaus enthalten die VCs, die aus
Programmen mit verschiedenen Datentypen generiert werden, Ausdricke mit Variablen die-
ser Datentypen, d.h. gemischte Ausdriicke. Zudem gibt es Funktionen, deren Argumente und
Ruckgabewert verschiedene Typen haben kénnen.

Neben weiteren Datentypen sollten auch weitere Anweisungstypen, wie z.B. das exit-
Statement, und Merkmale moderner Programmiersprachen behandelt werden. Dazu gehéren
Generizitat, Ausnahmebehandlung und Objektorientierung.

Als Fazit kann man sagen, daf es noch ein langer Weg bis zur Verifikation eines realen, voll-
standigen Programmes ist, verbunden mit der Hoffnung, dal3 diese Arbeit einen kleinen
Schritt auf diesem Weg geleistet hat.
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