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0. ANLIEGEN DER ARBEIT

In vielen Bereichen der Praxis werden Signale gemessen, die charakteristische
Zustinde eines beobachteten Objektes widerspiegeln. Zur Beschreibung der Si-
gnale werden Modelle und Methoden aus der Theorie von Zeitreihen angewandt,
deren KenngréBen charakteristische Muster und Strukturen im Signal quantita-
tiv erfassen. Natiirlich beschreiben die Werte der Kenngrfen die Signaleigen-
schaften nur dann korrekt, wenn die Modellvoraussetzungen vom MeBsignal er-
fiillt wurden.

Da biologische Signale, wie z.B. Elektroenzephalogramm, -kardiogramm,
-myogramm u.a., stochastischen Charakter besitzen, kdnnen ihre KenngroBen mit
Hilfe von Schitzfunktionen, die sich aus der Analyse von =zufidlligen Prozessen
ergeben, bestimmt werden. Eine wesentliche Voraussetzung weit verbreiteter
Modelle ist die Stationaritit und Ergodizitat der Prozesse, d.h., ihre
charakteristischen Parameter sind =zeitinvariant und konnen aus einer
Realisierung des Prozesses geschitzt werden. Sie erlauben weiter die Analyse
der Zeitreihen im spektralen Bereich (vgl. z.B. [2], [31]), [1l, [16] wuw.a.).
Da sich aber die Zustinde eines biclogischen Objektes im allgemeinen mit der
Zeit verindern, kann eine Beobachtung des Signals nicht als Realisierung ei-
nes stationiren Prozesses aufgefaBt werden. In der Biosignalanalyse handelt
es sich liberwiegend um Signale mit einem stark instationiren Charakter. Wer-
den fiir ihre Beschreibung Parameter stationfirer Modelle angewandt, ergeben
die Schatzverfahren bei einer konkreten Anwendung nur mittlere Parameter, die
keine Informationen iiber einzelne Muster und Strukturen im Signal enthalten.
Andere Modelle nehmen oft eine bestimmte Art der Instationaritit an und
schrinken damit die Klasse der Signale, fiir die sie angewandt werden kdnnen,
ein (vgl. z.B. [63], [16], [1] u.a.). Aus diesen Griinden werden neue Methoden
bendtigt, die robust gegeniiber der Strukturvariabilitdt des Signals sind und
eine breite Klasse von Signalen sachgerecht beschreiben konnen. Die Entwick-
lung der MeB- und Rechentechnik, die eine immer schnellere Aufnahme von stdn-
dig wachsenden Datenmengen gestattet, stellt bei der Analyse der MeBsignale
zusdtzliche Anspriiche an die Effizienz der Auswertealgorithmen.

In dieser Arbeit werden Verfahren, die auf der Theorie der stochastischen Ap-
proximation aufbauen, untersucht. Fir stationdre schwach abhingige Prozesse

kénnen mit ihrer Hilfe Schitzfunktionen der wichtigsten statistischen Parame-



ter mit sehr guten Eigenschaften konstruiert werden (vgl. f151, [47]). Ihre
rekursive Berechnungsvor‘schrift ist von besonderem Vorteil. Die Werte der Pa-
rameter kénnen sehr schnell und effektiv berechnet und bei einer sequentiel-
len Messung stets aktualisiert werden. Bei Verzicht auf Konvergenz konnen
nach den Vorschligen aus [22] die Verfahren so gestaltet werden, daf3 die
Schatzfolgen einen dynamischen Charakter gewinnen und sich den Eigenschaften
der vorliegenden Zeitreihe anpassen. Ihr adaptives Verhalten erméglicht es,
Strukturbriiche im Signal zu erkennen. In stationdren Abschnitten befinden
sich die Schatzfolgen dennoch in der N&he der mittleren Werte. Somit kdnnen
die Verfahren filir die Auswertung beliebiger Signale angewandt werden. Ihre
Konstruktionsweise wird zur adaptiven Gestaltung der Schétzfolgen von stati-
stischen Parametern und zur Entwicklung neuer dynamischer KenngroBen genutzt.
Aufbauend auf Ergebnisse der Arbeiten [22], [23], [24] und [53] werden In
dieser Arbeit die Eigenschaften der Verfahren weiter untersucht. Im Mittel-
punkt steht die Entwicklung neuer adaptiver Algorithmen und die Bestimmung
der sogenannten Steuerfolge, welche die Eigenschaften der adaptiven Schétzun-
gen wesentlich beeinfluBt. Neben zahireichen allgemeinen Hinweisen zur Anwen-—
dung der entwickelten Verfahren in der Analyse von Biosignalen werden Lisun-
gen einiger ausgewahlter Probleme detailliert beschrieben.

Im ersten Kapitel werden Schitzverfahren, die aus der Theorie der stochasti-
schen Approximation abgeleitet werden konnen, dargestellt. Zu diesen Verfah-
ren gehdren auch die Algorithmen zur Schédtzung der Parameter eines ARMA-
Prozesses von Giinther [28). ARMA-Modelle, die Zeitreihen mit wenigen Parame-
tern erfassen, zihlen zu den wichtigsten Methoden zur Beschreibung von zufal-
ligen stationdren Zeitreihen und sind auch fiir die Analyse von Biosignalen
bekannt. Da der Algorithmus aus [28] bislang bzgl. seiner praktischen Effi-
zienz nur wenig getestet wurde, ist es erforderlich, ihn fiir die Zwecke der
Biosignalanalyse zu untersuchen. Von Bedeutung ist vor allem die Glite der
Schitzung fiir Modelle hoherer Ordnung. AnschiieBend wird anhand dieses Ver-
fahrens die ARMA-Modellierung von ausgewihlten Biosignalen demonstriert.

Im 2. Kapitel werden adaptive rekursive Verfahren behandelt. In [22] wird die
Adaptivitat der Verfahren der stochastischen Approximation erreicht, in dem
fiir sie eine Kkonstante zeitunabhingige Steuerfolge gewahlt wird. Ziel dieser
Arbeit ist es, Kriterien zur Wahl der Steuerkonstanten aufzuzeigen und zu un-

tersuchen. Das Ausgangsmodell wird erweitert, in dem fir die einzelnen Ver-



fahren Steuerfolgen konstruiert werden, die das gewlinschte, oben beschriebene
Verhalten der Schitzfolgen beglinstigen. Es wird angestrebt, durch geeignete
signalabhéngigé Steueralgorithmen die Linge der Adaptionsphase der Schatzfol-
ge sowie ihre Streuung in stationdren Abschnitten zu minimieren. Steuerfol-
gen, die von den Werten der Zeitreihe abhidngen, wurden fir die konsistenten
Verfahren zur Konvergenzbeschleunigung und Minimierung der Streuung der
Schitzfolgen konstruiert (vgl. [38], [47]). Ausgehend von diesen Methoden
werden solche Steueralgorithmen gesucht, welche die bekannten adaptiven Ver-
fahren in dynamische selbstlernende Operatoren iiberfithren. Eine solche Steu-
erung wird auch bei der Konstruktion eines adaptiven rekursiven Algorithmus
zur Schitzung der Parameter eines ARMA-Prozesses vorgenommen. Das Verfahren
wird bzgl. seiner Eigenschaften detailliert untersucht. Der Einfluf der ein-
zelnen Steuerparameter wird an zahlreichen Beispielen demonstriert.

Im 3. Kapitel werden L#sungen konkreter Aufgaben aus der Biosignalanalyse be-
schrieben, die durch die Anwendung der adaptiven rekursiven Verfahren er-
reicht wurden. Die adaptive Trendschitzung wird bei der Berechnung der Durch-
blutungsgeschwindigkeit in Gef#Ben am Augenhintergrund angewandt. Eine Ver-
besserung der adaptiven Segmentation von Langzeit-EEG-Messungen, alsoc die
Zerlegung der EEG-MeSBsignale in Epcchen, die gleichartige Muster und Struktu-
ren enthalten, wird durch die Anwendung der dynamischen rekursiven Kenngro-
Ben, die momentane Eigenschaften des Signals beschreiben, und durch die Kon-

struktion einer adaptiven Schwelle erreicht.

An dieser Stelle mdchte ich Herrn Prof. Gert GrieBbach fiir das Thema und die
Betreuung der Arbeit danken. Weiter danke ich dem Direktor des Instituts fiir
Medizinische Statistik, Informatik und Dokumentation, Herrn Prof. Herbert
Witte, fiir die Unterstiitzung bei der Erstellung der Arbeit. Mein besonderer
Dank gehrt Frau Dr. Barbel Schack, mit der ich zum Thema der adaptiven ARMA-
Modellierung zusammengearbeitet habe, und Herrn Dr. Viadimir Krajéa fiir zahl-

reiche Diskusionen zum Thema der adaptiven Segmentation.
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1 MODELLE DER STOCHASTISCHEN APPROXIMATION

Mathematische Methoden und Verfahren der Zeitreihenanalyse sind eine wesent-
liche Grundlage der Auswertung technischer oder biologischer MeBsignale. Da-
bei ist man an KenngroBen interessiert, die die charakteristischen Eigen-
schaften der Zeitreihe erfassen, sich mdglichst genau und effektiv bestimmen
lassen und gewissen statistischen Glitekriterien geniigen.

Aus der Theorie der stochastischen Approximation lassen sich sowohl fir ma-
thematische Stichproben als auch fiir schwach abhdngige stationdre Zeitreihen
zahlreiche Schitzfunktionen entwickeln, die die wichtigsten statistischen
KenngrioBen rekursiv bestimmen. Es sind z.B. Schitzfunktionen fiir den Erwar-
tungswert, Quantilwert oder flr die Parameter eines ARMA-Prozesses. Aufgrund
der rekursiven Berechnungsvorschrift kénnen die geschitzten Parameter in
ihrer Entwicklung beobachtet werden. Ihre Vorteile liegen in der gilinstigen
rechentechnischen Umsetzung, da die Berechnung aus dem letzten Sch&tz- und
dem aktuellen MeBwert erfoigt.

Die Schitzfolgen der Verteilungsparameter kdnnen aus dem Grundsatz der
stochastischen Approximation abgeleitet werden, wie Im n&chsten Abschnitt
gezeigt wird. Sie lassen sich einfach realisieren und liefern bei der
Anwendung an realen Signalen, die der Voraussetzung der Stationaritat genigen,
gute Schitzwerte. Die Anpassung von ARMA-Modellen an Biosignale ist bekannt.
Da aber bei der Modellierung realer Prozesse nur in den seltensten Fallen
Kenntnisse iiber die in den Modellen bendtigten theoretischen Voraussetzungen
vorliegen, sind in jedem Anwendungsgebiet Untersuchungen zur Modellwahi und
zur Giite der Schitzverfahren durchzufiihren. Die Moglichkeit, ARMA-Modelle mit
Hilfe des Algorithmus aus [28], der eng mit den Modellen der stochastischen
Approximation zusammenhingt, an Biosignale anzupassen, wird im zweiten Teil

dieses Kapitels untersucht.

1.1 Konsistente rekursive Verfahren zur Schitzung statistischer Parameter

Die Theorie der stochastischen Approximation beschaftigt sich mit der Bestim-
mung von Nullstellen einer Abbildung R: R"—— R", deren Werte nicht exakt be-
kannt sind, man hat nur eine zuf3llige Folge Y = {yt}'):__o zur Verfligung, fir

die Eyt = R[Xt]’ t € N, gilt. Unter speziellen Bedingungen an die Abbildung R



und die Folge Y kann eine rekursive zufiéllige Folge X = (xt}n;o konstruiert
werden, die mit Wahrscheinlichkeit Eins gegen die Nullstelle von R konver-
giert. Diese Heréngehensweise erméglicht fiir die wichtigsten statistischen
KenngroBen, wie z.B. Momenten-, Quantilwertschatzung oder Schitzung der Dich-
tefunktion, eine Entwicklung rekursiver Schéatzfunktionen, die sowohl auf ma-
thematische Stichproben als auch auf stark mischende stochastische Prozesse
anwendbar sind.

Die ersten Arbeiten zu dieser Problematik fiir den eindimensionalen Fall sind
z.B. [51]1, {67] oder [39]. Eine methodische Zusammenfassung der existierenden
Ergebnisse wurde von Nevelson und Chasminski [47] durchgefiihrt. Hier sind
auch die notwendigen Bedingungen an R und Y, die Konstruktion der Folge X und
der Beweis ihrer starken Konsistenz zu finden. Dieser Satz wurde von Borodin
{15] auf mehrdimensionale stark mischende zuf#llige Prozesse erweitert. Die
Konvergenz der Folge X mit Wahrscheinlichkeit Eins wurde mit Hilfe der Mar-
tingaltheorie und der Theorie der Markowschen Prozesse bewiesen. Fiir diese
Arbeit ist es ausreichend, den Satz iber die starke Konsistenz der rekursiven

Schitzung von Borodin fiir den eindimensionalen Fall zu formulieren.

Es sei {Et(w)}rf_o eine Folge stationirer ZufallsgréBen iiber dem Wahrschein-
lichkeitsraum [R,F,P] mit Werten in R. Die Folge sei stark mischend, d.h. der

MischungskoefTizient
alt) = sup  sup (P(ANB) - P(AIP(B}) (1.1)
20 Ae¥,Be ¥
konvergiert mit T —> ® gegen Null, wobei die Familien von o-Algebren SF:
durch 9:: = o*[ES,...,Et) definiert sind (Mit ¢ wird die bzgl. Es,...,Et klein-
ste c-Algebra bezeichnet).
Weiter seien R(x) eine reelle und G(t,x,w) eine zufillige Funktion mit Werten
inR. G sei fir t 2 0 und w € Q in jedem Punkt x meBbar. Es gelte
EG(t,x,w] = O fir x e Rund t = 0. (1.2}
Im weiteren werden folgende Bedingungen vorausgesetzt (C bezeichne eine in
den folgenden Formeln nicht notwendig gleiche Konstante).
i) Die Gleichung
R(x) =0 (1.3)

besitzt eine eindeutige Ldsung r.



iil) FEs existiert 8G/8x und und ein y > 0, so daB gilt:
¥ 3G
Esup|G(t,x,w}|® < C und Esup | —=(t,x,w)| < C. (1.4)
8%
xeR xeR
iii} Fiir alle x € R gelte

R(x) {x-r) = 0. (1.5)
und

|IR(x)| = Cll+]x][). (1.6)
iv) Fiir den Mischungskoeffizienten a«l(t) gilt

alt) = C (In 7y Hm2dishim me N (1.7

und alt) =c h > 0. (1.8)

Satz 1.1:
Sei R eine reellwertige Funktion auf R und Git,x,w} eine zufédllige Funktion

auf R, die fiir alle x meBbar ist. Es gelten die Bedingungen (1.2) bis (1.8)

und c, = ;—i— , ¢ = const. Dann konvergiert die Folge X = {xt}T_o, die mittels
X =X (x € R)
° (1.9)
x = x + c (R{x ) + Glt+l,x 0l )
t+1 t t t t

definiert wird, mit Wahrscheinlichkeit Eins gegen die Nullstelle r der Funk-

tion R.

In der allgemeinen Betrachtung von n-dimensionalen Prozessen wird in [15] die
Bedingung (1.5) viel schirfer formuliert. Fir den eindimensionalen Fall be-
deutet sie folgendes. Es existiert ein A > O, so daB fir alle x € R die Be-
dingung R(x) (x-r) < -A (x-r)° gilt. In [53] wurde der Satz in der Form, wie
er hier angegeben ist, bewiesen und fiir die Konstruktion einer rekursiven

Schatzung des Quantilwertes angewandt.

Satz 1.2:

Sei {Et(w)}f_o ein stark stationirer und stark mischender =zufidlliger ProzeB

ither dem Wahrscheinlichkeitsraum [Q,%,P)l. Fir den Mischungskoeffizienten gel-

Zk+1

ten die Bedingungen (1.7) und (1.8). Falls Ef;',t < o ist, dann existiert das

k-te Moment Moo= EE‘: und die Folge

m, = m
i .10
m = m +i{§ - m), ¢ = const. (1.10)
t+1l t t+l t+l t



konvergiert mit Wahrscheinlichkeit Eins gegen M wobei m ein beliebiger aber

fester Startwert ist.

Im Beweis wird die Funktion R als

R{x) = Moo X
definiert. Fiir die Korrekturfolge Y mit
— — k -
yt+l(mt,w) = R(mt) + G[t+1,mt,w) = Etﬂ(w) m

kénnen die Eigenschaften (1.2) bis (1.6) einfach nachgewiesen werden (vgl.

[22D).

Satz 1.3:
Sei {&'t[w})o:_o eine Folge stark mischender ZufallsgréBen mit der absolut ste-

tigen Verteilungsfunktion FE und der Dichtefunktion f&' Fiir den «-Quantil q,

» . oo s
von Fg gelte fE[qa] > 0. Dann konvergiert die Folge {qa[t])tzo’ die durch

9,0} =q

. (1.11)
q“(t+1) = qm(t) prweY [oc | (—m,qt(t))(gtﬂ)]

definiert ist, mit Wahrscheintichkeit Eins gegen q-
Beweis: [22], (53]

Es kann gezeigt werden, daB fiir ¢ = | die Momentenschatzung (1.10} nach t Re-
kursionsschritten dem empirischen Moment einer Stichprobe des Umfangs t ent-
spricht (vgl. [22]). Die Funktion (l.11) bildet eine neue Schdtzung der Quan-
tile, die im Vergleich zum empirischem Quantil rekursiv mit jedem neuen

Stichproben- bzw. ProzeBwert aktualisiert werden kann.
1.2 Schitzung der Parameter eines ARMA-Prozesses

Eine verbreitete und in der Biosignalbanalyse bekannte Klasse von Modellen
sind die linearen parametrischen Prozesse, unter denen autoregressive
Prozesse gleitender Summen eine zentrale Rolle einnehmen. Unter Verwendung
des zweiten Theorems von WeierstraB kann bewiesen werden, daB sie stationdre

Prozesse mit stetiger Spektraldichte hinreichend gut approximieren (vgl. [2],



S. 445). Erfahrungen weisen aus, daB derartige Annahmen auch filir Biosignale
getroffen werden kénnen und damit gute Anpassungen mdglich sind.

Bei der Anpassung‘von ARMA-Modellen an stationdre Prozesse st die wichtigste
Aufgabe, =zuverlissige Verfahren zur Schitzung der Modellparameter =zu
entwickeln. Fiir diese Arbeit sind die rekursiven Verfahren von Glnther ({28]
von Bedeutung, die in Anlehnung an Methoden aus der Theorie der
stochastischen Approximation entwickelt wurden. Im folgenden soll die Glite
der Parameterschitzung fiir endliche simulierte ARMA-Zeitreihen h&herer
Ordnung sowie die Giite der Schitzung der Spektraldichte fir simulierte
Signale und reale Biosignale untersucht werden. Im letzten Teil werden
Méglichkeiten zur Beschreibung ausgewdhlter Biosignale durch lineare
parametrische Modelle behandelt. Zuvor sollen dennoch die notwendigen
Definitionen, Bezeichnungen und Eigenschaften der ARMA-Prozesse

bereitgestellt werden.
1.2.1 Definition und Eigenschaften von ARMA-Prozessen

Betrachtet wird eine Folge von reellen ZufallsgrioBen E = {Et)utn_o iiber dem

Wahrscheinlichkeitsraum [2,%,P] mit folgenden Eigenschaften:

1. EEt = 0, fiir alle t € N,
2. Ec¢ =R (t-s)=c¢" 8 fiir t,s € N.
t s E £ t.s
Es seien p und q nichtnegative ganze Zahlen und 3 e, bo""bq e R mit:
P
a >0, a =0 (1.12)
a P
und b >0, b = 0. (1.13)
0 q
Weiterhin seien
P p-k 9 -1
P(z} = § az und Q(z} =¥ blzcl , zeC
k=0 1=0

zwel Polynome mit folgenden Eigenschaften:

aus P(z) = 0 folgt |z} <L, (1.14)
aus Qlz) =0 folgt lz| <1, (1.15)
aus P{z}) =0 und Q(z'}) = 0O folgt z =z, (1.16)
Satz 1.4:
Es seien p und q nichtnegative ganze Zahlen und (ao,..,ap) und (bo,..,bq)

zwei Folgen reeller Zahien mit den Eigenschaften (1.12) bis (1.16). Ist



{e )0:_0 ein ProzeR, fir den die Eigenschaften 1. und 2. gelten, dann wird

durch die Beziehung

nM~o

q

a x =Ybe t € N, (1.17)
Kt 1 t-1

k=0 =

- » - - . - o
ein schwach stationarer, invertierbarer und unverkiirzbarer ProzeB X = (xt)t;o

mit Ext = 0 und Var(xt) < « definiert und eindeutig bestimmt.

Zum Beweis vgl. z.B. [2], (1] oder [3].

Der ProzeB X ist ein autoregressiver ProzeB gleitender Summen oder kurz ein
ARMA(p,q)-ProzeB. Fir @ = 0 erhilt man eine sogenannte autoregressive Folge
der Ordnung p, kurz als AR(p)-ProzeB bezeichnet. Fir p = O ist X eine Folge
von gleitenden Summen der Ordnung g, kurz als MA(q)-ProzeB (moving average
process) bezeichnet. ARMA(p,q) ist das gemischte Modell, wobei p die Ordnung
des AR- und q des MA-Anteils ist. Zur Vereinfachung des Modells wird ohne

Beschrinkung der Allgemeinheit im weiteren a, = b0 = | gesetzt.

Eigenschaften:

1. Zu jeder gegebenen Autokovarianzfunktion eines ARMA-Prozesses gibt es
genau einen invertierbaren ARMA-ProzeB. (Siehe [2])

2 Ein ARMA-ProzeB, der den Bedingungen des Satzes 1.4 geniigt, besitzt eine
absolut stetige Spektralfunktion und damit eine Spektraldichte f, deren

Darstellung sich aus (1.17) herleiten laBt:

q iy 2
‘1 + Yb e lhk’
K
k=1
f{A) = fe(?l) . . , A e [-n,m), (1.18)
‘l + Ya -1k
k
k=1

wobel fc[}\} =0 2/2n die Spektraldichte des Prozesses E = {s } ist [1].

3. Nach dem Dekomp051t1onstheorem von Wold kanm ein bel1eb1ger ARMA(p,ql-,
bzw. MA(q)-Proze8 als ein AR-Proze8 moglicherweise unendlicher Ordnung
dargestelit werden. Ebenso 1aBt sich jeder ARMA(p,q)-, bzw. AR(p)-ProzeR
als ein MA-ProzeB mdoglicherweise unendlicher Ordnung darstellen {vgl. z.B.

[69] oder [i6}).

10



Nie Verwendung von ARMA-Modellen zur Beschreibung zufalliger Zeitreihen ist

im folgenden SaitZ begriindet.

Satz 1.5:
Sei g eine stetige Spektraldichte eines reellen Prozesses. Dann existiert fur

alle £ > 0 ein p und ein q, pq € N und ein ARMA(p,q)-ProzeB mit der Spek-

traldichte
q .
~ilA,z2
Gz I I.;Ob ° I
f{a) = . — .
2n P ikh,2
I Lace l
k=0

g0 daB fir alle A € [-n,m) gilt: lgA) - fia)l = &

Dieser Satz folgt aus dem zweiten Appr‘oxima’tionstheorem von WeierstraB8 (vgl

- B. [43]). Fir den Beweis vgl. [2].

Der Entwicklung zuverlassiger Verfahren zur Schitzung der Modellparameter
wurde in den letzten Janren groBe Aufmerksamkeit gewidmet. Die meisten der
Algorithmen ergeben sich aus der folgenden Auf gabenstellung.

Sei {xt}uz=o ein stationdrer Prozef und c € R* mit r = p + q ein Parameter-

T . . " .
yvektor, ¢ = [cl,..,c y'. Gesucht wird ein c® € R, fiir den gilt:
r T r

Ele (e)|” = min Elefe)l% (1.19)
t r r t r
c R
r
wobei
P q
e =X, + k{j} c X, T l);L © o1t (1.20)

ist. Wie bekannt, ist dafiir

grad Elet(c;}l =0 (1.21)
notwendig. Sei
. T

z = {x ,...,X ;=€ .., (1.22)

t t t-p+l t t-q+1
dann ist

e = x + <Cc,Z >, (1.23)

t t r t-1

2 b 2
Ele (c)1” = Elx | +2 Ex<c,z >+ Ec,z 2 (1.24)
t r t t r t-1 r t1
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und schlieglich

grad Ele(c)|z=2Exz + 2 E<c,z >z . {1.25)
tr t t-1 rt-1 t-1

Somit gilt nach (1.10) fiir ¢°
r

Exz +E<«®z >z =20 {1.26)
t -1 P M |
oder auch Ee(c’) z = 0. (1.27)
t o Tt
Ist (xt}O: o ein ARMA(p,q)-Proze8 mit dem Parametervektor @ = (al,..,ap;
= Psq

bl,..,bq), so bekommt man (1.26) durch Multiplizieren von (1.17} mit z und
durch die Bildung des Erwartungswerts. Somit nimmt die Gleichung (1.24) fiir

@ ein Minimum an und es gilt

£.q
min Ele(c )% = Ele |? = o’ (1.28)
r t r t 4
c €R
r
Fiir den Fall eines AR-Prozesses [q = 0) ist (1.26) &quivalent zu dem System

der Yule-Walker-Gleichungen
a =r
XX p XX
mit a = (a,.al), R_ = (R_(Ik-1])
P 1 P XX XX

wobei mit Rxx die Autokovarianzfunktion bezeichnet wird {vgl. [i], [i6],

p P _
CeLlel und ro = (Rxx(”""Rxx(p])’

*

[66], [75] uw.a.). Es kann mit dem Levinson-Durbin-Algorithmus sukzessiv ge-
lost werden (vgl. [37], [49], [16], [45], [20], [42] u.a.}. Das Verfahren be-
sitzt gute numerische Eigenschaften (vgl. [19]) und ist auch von theoreti-
scher Bedeutung (siehe [17], [44]).

Eine andere Moglichkeit zur L&sung der Gleichung (1.19) bieten iterative nu-
merische Verfahren, zu denen auch das rekursive Gradientenverfahren gehort.

Aus ihm ergibt sich die folgende Berechnung des Parametervektors
¢ (1) = ¢ (t-1) +k grad Ele {c (t-1)) 12 (1.30)
r T t t r

Aus (1.25), (1.27) und (1.30) folgt:
c(t) = c(t-1) + 2k Ez e {c (t-1)). (1.31)
r t t-1 t r

r

Die Konvergenz des Verfahrens wird fiir l-ct e (0,2/7tm 1() gewihrleistet, wobei
al

A der grdBte Eigenwert der Matrix Ezt_lz: . ist (vgl. z.B. [50]. Kap.2).

max

Die L&dsung der Gleichung (1.27) ist eindeutig, wenn die Matrix Eizt_lz.:_1 po-

sitiv definit ist. Diese Bedingung ist fir Prozesse mit Rxxw) > 0 erfiillt

(s. [16] Kap. 7L
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Fiir die Schitzung der Parameter bel einer unbekannten Kovarianzfunktion wur-
den zahlreiche .Verfahren mit unterschiedlicher statistischer Glite entwickelt.
Dabei sind sowohl der Parametervektor als die Modellordnung p und q zu schét-
zen. Am hiufigsten wird bei der Konstruktion solcher Verfahren der Levinson-
Durbin-Algorithmus als eine gemeisame Grundlage verwendet (vgl. z.B. [161],
[49], [37], u.a.). Im einfachsten Fall werden g = O gewihlt und fir die Auto-
korrelationsmatrix Rxx die empirische Schitzung ﬁxx mit den Koeeffizienten

- p Nt

Rxx[k’m = 5 Ekxt_k x, k <N (1.37)
verwendet. Fir ﬁxx(O’N] > 0 ist die Matrix ﬁxx positiv definit (vgl. [16]).
Der nach dem Levinson-Durbin-Algorithmus bestimmte Parametervektor an =
(él,..,én) hat die folgenden Eigenschaften. Wenn p die Ordnung des Prozesses
ist und n = p, dann gilt P{lim é.k = ak) =1, k =1,.,n wobel a = 0 fiir
p < k = n ist (siehe [44], S:;ma 1(h)). Die Schatzung g‘i des Parameters o-z

ist eine asymptotisch erwartungstreue und konsistente Schitzung (siehe [11).
Der Levinshon—Durbin-Algorithmus ist fiir eine gut konditionierte Matrix ﬁxx
{d.h. det[FXX) > 0) stabil (vgl. [19]). Numerische Instabilitdt tritt auf,
wenn det[RXX) ~ O ist. Dieser Fall liegt dann vor, wenn die untersuchte Zeit-
reihe eine Uberlagerung komplexer Sinusoide ist. Das Verfahren bendtigt O(nz}
Operationen. Fiir die Schitzung der MA-Parameter sind ebenfalls zahlreiche
Verfahren bekannt. Es ist dennoch wesentlich komplizierter, fiir diese Parame-
ter Schitzungen mit &hnlich guten statistischen Eigenschaften zu erreichen
(vgl. (16], [37], [49D).

In engem Zusammenhang mit der Gradientenmethode (1.3C) stehen die rekursiven
Verfahren aus {28] zur Schétzung der Parameter eines ARMA-Prozesses, die im
nichsten Abschnitt behandelt werden.

Fiir die Schitzung der Modellordnung sind zahlreiche Funktionen qu(k,l]
bekannt, die fiir k = p und 1 = @ mit N-w ihr Minimum annehmen (siehe [44]).
Diese Verfahren besitzen unterschi_edliche statistische Giite und es empf iehlt
sich, fiir eine konkrete Anwendung in Abhéngigkeit von der Linge der
Zeitreihen und dem Analyseziel die einzelnen Kriterien zu testen. Z.B. zeigen
empirische Untersuchungen, daB fiir endliche simulierte AR-Zeitreihen eines
kleinen Umfangs (N = 512) die konsistente Schiatzung von Hannan und Quin [33]

oft eine Ordnung ermittelt, die kleiner ist als die theoretische. Das
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AIC-Kriterium AIC(k) = N In G2 + 2k, k=l,..n, liefert fir diesen Fall die
richtige bzw. eine gréBere Ordnung (siehe {62} und [3]). Da fiir Schitzungen
mit einer Ordnung, die gréBer ist als die theoretische, positive statistische
Aussagen vorliegen (siehe [44]), empfiehlt es sich, fiir solche Zeitreihen das
AIC-Kriterium zu wihlen. Fir Schitzungen mit einer kleineren Ordnung als p
sind keine Aussagen iiber die Schitzungsgiite moglich (vgl. [44], Lemma 1). Fiir
die Ordnungsschitzung gemischter Modelle ist das konsistene Kriterium von

Hannan und Rissanen bekannt {siehe [341]).
1.2.2 Eigenschaften des rekursiven Schitzverfahrens

Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, daB der Parametervektor eines
ARMA-Prozesses die Nullstelle vom Gradienten des mittleren quadratischen
Fehlers ist, der im allgemeinen nicht bekannt sein mu8. In der Sprache der

stochastischen Approximation bedeutet das, daB die Funktion R als eine Abbil-

dung von R°™ auf R™™ mittels
Ric ) = grad Ele.(c )2
r t r
definiert wird. Nach (1.16) ist

grad Ele(c]iz=2Ee(c)z .
t r t r t-1

Es gilt weiter

y (& (t-1),) = el (t-1) z_ = (x - <c (t-1,z_>) 2,
t r t t r t-1 t r t-1 t-1

wobei {&t}fzo mit Et = (xt,zt_l) ein (p+q+l) dimensionaler Proze8 ist. Da er
nicht stationir ist, kann der Satz der stochastischen Approximation von
Borodin [16) nicht zum Beweis der Konvergenz der Schétzung angewandt werden;
deshalb ist ein eigenstindiger Beweis notwendig. Dieser Fall wurde von
Ginther (siehe [28] und [29]) vollstandig behandelt, die folgenden Satze
wurden bewiesen und einige Aussagen zur Konvergenzgeschwindigkeit sind

gemacht worden.

Zuerst werden einfache Kriterien fir die Stationaritdt und Invertierbarkeit
eines ARMA-Prozesses angegeben, die fir die Konstruktion der Schitzalgorith-

men von Bedeutung sind.
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Lemma 1.1:

i) Fir die Stationaritit eines ARMA{p,q)-Prozesses ist hinreichend, daB gilt

P q
¥ |a| < 1. Fir die Invertierbarkeit ist die Bedingung ¥ |b. | <1 hin-
y=1 7 =1’
reichend.
P )
ii} Fiir das Polynom P (8,2} =1 + } 9_2J mit 8 = (91, cey BP)T e RP und
P i
i=1
0 * 0 gelte P (8,z) # O fir |z| = L Dann gilt |6j| < (lj]
P
Sind fir die Parametervektoren {al,....,a) und (bl, ...... ,b ) die Bedingun-
p q

gen aus i) erfiillt, so geniigen sie auch den Bedingungen von ii).

Beweis: siehe [28].

Somit kann die Eigenschaft der Beschranktheit der Parameter vorausgesetzt und
in dem Schitzalgorithmus benutzt werden.

Die Parameter werden nach dem folgenden rekursiven Verfahren geschatzt:

e, = 0, t <1
(E)
P q
e 1= x * Zaj{t—l) x, ot ):bj(t—l) €y t=1
j=1 J=t
-ajm =0, fir t=j, j=1....,p,
d=a(t-1) -c,_ex , }d| < [p] (A)
R ] t-1 t t-j J
a(t) := ,
J [5’] sgn(d), sonst
fir t > j, i=1....,p
bj(t] := 0, fiirts=sj j=1,.....4,
d=b{t-1)-c ee , |d] <p (B)
~ I t-1 t t-] J
b (t} := ,
i ‘
pjsgn(d), sonst
fiir t > J-, j = ]-y---"q:
G2(t) 1= e2(t-1) - 1/t (¢2it-1) - e, t=12,.. . (S)
€ € £ 1
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Bemerkung: Wie aus (E) deutlich wird, haben die geschitzten Gleitmittel-
parameter im Vergleich zu (1.17) das umgekehrte Vorzeichen.

Fiir den Vektor (pl, ..... ,pq) gilt:
q
p >0 (j=l,..,q) und ¥ P, = 1,

3 oo
Die Folge {ct)l’:=1 steuert die Schitzung unter Beriicksichtigung des Vorhersa-
gefehlers e. Diese sogenannte Steuerfolge kann fir das angegebene . Verfahren
auf zwel Arten gewihlt werden.

Als erstes sei {ct}o:=1 eine Folge reeller Zahlen, die den folgenden Bedingun-
gen geniigt:

(1

9]
-

il

8

(1.32)
(i)

A
8

(9]
N

it18 &8

~
-

Satz l.6:

Sei X = (xt}u:=o ein ARMA(p,q)-ProzeB, fiir den die Bedingungen des Satzes 1.1
gelten. ZusHtzlich sei E = (Et}'lo eine Folge unabhingiger identisch verteil-
ter ZufallsgréBen rmit Est = 0, Var g = o*i und Ee: < . Dann konvergiert das
Verfahren (E), (A), (B) mit der deterministischen Steuerfolge {ct}T:o, die
nach (1.32) berechnet wird, im Quadratmittel gegen den Parametervektor
(al,..,ap;bl,...,bq) und die mittels (S} erzeugte Schitzfunktion ist eine

asymptotisch erwartungstreue Schdtzung von o'z.
Zum Beweis vgl. [29] sowie [28], Theorem 2.1 und Folgerung 2.1.

Eine in der stochastischen Approximation iiblicherweise benutzte Zahlenfolge,

die der Bedingung (1.32) geniigt, ist

c, = c/t, ¢ =const. t=12,..... {1.33)
Eine fiir die Konvergenzgeschwindigkeit gilinstige Wahl der Konstanten c¢ hangt
von den Eigenschaften des Prozesses {xt}':_0 ab, insbesondere von seiner

Streuung, und setzt einige Vorinformationen i{iber die Zeitreihe voraus. In Ab-
bildung 1.1 wird das unterschiedliche Verhalten der Schatzfolgen fir eine un-

giinstige und eine angepaBte Wahl der Konstante c dargestellt.
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Weiter betrachte man {ct}Q:_1 als eine Folge von ZufallsgréBen, definiert

durch

{1.34)

7
i
—
+
]
+
9]

Satz 1.7:

Sei X = {xt}io ein AR(p)-ProzeB. Weiter gelten die Bedingungen des Satzes
2.4.1. Wird die Steuerfolge nach (1.34) konstruiert, so konvergieren die Fol-
gen (A) und (S) mit Wahrscheinlichkeit Eins gegen die Parameter ai,...,ap und
3

Gilt =zus#dtzlich, daf Eei < w, dann konvergieren die Folgen (A) und (S) auch

>

mit deterministischer Steuerfolge (1.32) mit Wahrscheinlichkeit Eins gegen

die theoretischen Parameter.

Zum Beweis vgl. [28], Theoreme 2.2 bis 2.4 und die Folgerung Z.2.

Satz 1.8:

Sei X = {xt}n::0 ein MA(1}-ProzeB, wobei E = {et)'t;o eine Folge unabhingiger
identisch verteilter ZufallsgréBen mit Est = 0, Var e = 0‘:_ und Esf < w ist.
Dann konvergiert das Verfahren (E), {B) und (S) im Quadratmittel gegen die

Parameter b1 und (r:, wobei die Folge {ct}D:_0 nach (1.34) berechnet wird.

Zum Beweis vgl. [28], Theorem 2.5.

Die =zufillige Steuerfolge {ct}, definiert in (1.34), ist mehr an die Kkonkre-
ten Eigenschaften der Zeitreihe angepaBt. Es erweist sich, daB sie in einem
bestimmten Zusammenhang mit der deterministischen Steuerfolge c.= % steht.

Man kann namlich zeigen, daB

e = (t (¢(t)+e)) ! (1.35)
t X

gilt, wobei 5‘i(t) das zweite empirische‘Moment der Folge (xt}m: ist und da-
mit eine Schitzung der Varianz der zentrierten Zeitreihe. Aufgrund der Sta-
tionaritdt nahert sich E‘z[t] einer Konstanten flir geniigend groBSe t. Damit
entspricht die GridBe (&i(t)ﬂ:)_l niherungsweise dem konstanten Faktor im de-

terministischen Fall.

17



Mehrere Untersuchungen des Approximationsverfahrens an simulierten Daten und
Biosignalen ergaben, daf die Verwendung der deterministischen Steuerfolge be-
ziiglich der Konvergenzgeschwindigkeit und der Streuung der Parameterschatzun-
gen nicht problemlos ist. In Abbildung 1.2 sind die Schatzfolgen des Gleit-
mittelparameters bi eines MA(1)-Prozesses mit stochastischer und determini-

stischer Steuerfolge dargestellt.

Simulationsergebnisse

Zur Giite und Konvergenzgeschwindigkeit der Schitzungen der ARMA-Parameter
wurden konkrete Untersuchungen nach dem Verfahren (E), (A), (B} und (S} fir
simulierte Zeitreihen niedriger Ordnung (p = 1,2, q = 1) durchgeftihrt (vgl
[28]). Fiir Zeitreihen aus Wirtschaftsprozessen erweist sich eine Modellierung
mit AR-Prozessen mit niedriger Ordnung als ausreichend. Es ist aber bekannt,
daB fiir die Analyse von Biosignalen AR-Modelle der Ordnung p = 6 erforderlich
sind. Aus diesem Grund wurde das Verfahren an einer Vielzahl simulierter Da-
ten untersucht. Fiir die Untersuchungen wurden AR(p)-, MA(q)- und ARMA(p,q)-
Folgen simuliert, wobei CRUNTS als unabhingige gleichvertellte Pseudozu-
fallszahlen mit dem Computern erzeugt wurden. Nach dem oben eingefiihrten
Schitzalgorithmus wurden die entsprechenden Iterationen durchgefihrt und nach
10, 100, 256 und 512 Schritten ausgewertet. Voruntersuchungen, deren Ergeb-
nisse in den Abbildungen 1.1 und 1.2 demonstriert wurden, zeigen, daB das
Verfahren fir eine deterministische Steuerfolge (1.33] im aligemeinen zu
langsam konvergiert. Daher wurde in allen Untersuchungen die stochastische
Steuerfolge {ct} nach (1.34) gewdhit. Bei der Bewertung der Giite der Schat-

zung wurde die Abweichung der geschidtzten Werte von den theoretischen durch

den relativen Fehler

«,(6) = |——e—(—tl'—9—| (1.36)

beschrieben, wobei 8 der wahre Parameter und 6(t) die Schiatzung nach t Itera-
tionsschritten sind.

Der relative Fehler (1.36) gestattet eiﬁe Aussage nur iber die einzelnen Pa-
rameter, er vermittelt aber keine Information Uber die Schétzung der Spek-
traleigenschaften der Zeitreihe, die von Bedeutung sind. Als weiteres Krite-
rium zur Beschreibung der Anpassungsgiite wird also der Vergleich der auf den

geschitzten Parametern beruhenden parametrischen Spektraldichte mit der theo-
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retischen Spektraldichte und mit anderen spektiralen Schatzmethoden angewandt.
Die Schitzung der Spektraldichte mit Hilfe des Periodogramms ist in der Pra-
xis sehr verbreitet und kann als eine Standardmethode betrachtet werden. Als
eine zweite Vergleichsmethode wurde die Spektraldichtenschétzung aus der An-
passung von einem AR-Prozef mit Hilfe des Levinson-Durbin-Algorithmus und mit
der Ordnungsschitzung nach dem AIC-Kriterium gew#hlt. Diese Modellierung wur-
de in [3] ausfiibrlich dargelegt und fiir die Biosignalanalyse untersucht.

Fine Zusammenfassung der Ergebnisse wird im folgenden dargestellt. Die ein-

zelnen Simulationsergebnisse sind in [6] detailliert aufgefiihrt.

Schétzung der Parameter von AR-Modellen

Das Schitzverfahren erwies sich bei den Simulationsuntersuchungen als sehr
effizient. Oft konnte schon nach l00 Iterationsschritten die Giite der Schat-
zung als ausreichend betrachtet werden. Der relative Fehler lag nach 256 bzw.
512 Schritten unter 20%, oft unter 10%. Dieses Resultat wurde fiir sehr unter-

schiedlich gewishlte Konstanten ¢ in (1.34) und Streuungen des Prozesses E =

()" (01 = u*z < 10 000) erreicht. Die Untersuchungen wurden bis zur Ord-

t =0
nung 8 durchgefithrt. An dieser Stelle wird das folgende Beispie! ausgefiihrt.
Es wurde ein AR(7)-ProzeB mit den Parametern a = -0.1, a, = -0.2, a, = 0.1,
34 = 0.05, a5 = -0.06, ab = 0.2, a = -0.15 und 0‘2 = 200 simuliert. Die Er-

gebnisse der Schitzung sind in der nachstehenden Tabelle dargestellt:

t: 10 100 256 512
afa ): 125.0% 12.5% 51.2% 8. 9%
ala,): 15.4% 44 . 9% 22.8% 7.2%
ala,): 191.0% 36.0% 56.97% 25.57%
ala,): 193.0% 74 . 0% 24.4% 0.6%
ala )i 402.0% 22.3% 93.2% 3.2%
ala ): 79.5% 7.5% 15. 0% 16.0%
ala_):  260.0% 20.07% 0.5% 10.27%
oc(c‘i}: 60.0% 24 .0% 9.0% 11.0%

Tabelle 1.1: Relativer Fehler als Giitekriterium der rekursiven Schiatzung von

Parametern eines AR{7)-Prozesses

Zu diesem Beispiel ist ein Vergleich der Spektraldichteschdtzungen in der Ab-

bildung 1.3 dargestellt.
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Schitzung der Parameter von MA- und ARMA-Modellen

Fiir MA- bzw. ARMA-Modelle beliebiger MA-Ordnung g > 1 ist das rekursive Ver-
fahren nicht uneingeschrinkt anwendbar. Die Konvergenz des Verfahrens mit der
stochastischen Steuerfolge (1.34) wurde nur fiir q = 1 gezeigt (Satz L.8).
Praktische Untersuchungen zeigen aber, daf die Schitzung mit der determini-
stischen Steuerfoge (1.33) stark von der Wahl der Konstanten c abhangt. Zu-
sitzlich ist im Unterschied zu autoregressiven Parametern die Beschrénkung
der Folgen der zu schitzenden Parameter {Bk(t”E:o fiir g » 1 nicht allgemein
durch Algorithmen regelbar, flir die Konvergenz aber notwendig (vgl. [29]).
Trotz dieser Einschrinkungen wurden Simulationen fiir q > 1 durchgefiihrt, um
zu testen, ob sich fiir simulierte Daten die Folgen der Parameterschatzung
sehr schnell im eingeschwungenen Zustand befinden. Die Untersuchungen brach-
ten nur in den Fillen auswertbare Ergebnisse, in denen die Folge (et} ein
schnelles Konvergenzverhalten zeigte.

Bei MA-Modellen erster Ordnung fiihrten die rekursiven Schidtzungen zu sehr gu-
ten Ergebnissen. Die Parameter waren schon nach 100 [terationsschritten im
eingeschwungenen Zustand. Nach 256 Iterationen lag der relative Fehler bei
etwa 15%, nach 512 unter 10%. Fiir Modelle htherer Ordnung war der relative
Fehler gréBer, vor allem filr kleine Parameter (Ibkl < 0.1)., Wurde q = 2 oder
3 gewihlt, so lag der relative Fehler nach 256 Schritten bei etwa 45%, nach
512 bei 30%. Fiir hdhere Ordnungen fithrte der Schitzfehler in der Spektral-
dichteschitzung zur Verschiebung lokaler Extrema, bzw. zur Entstehung fal-

scher Extrema {vgl. [6]). Ein Beispiel ist in der folgenden Tabelle dar-

gesteilt.
n: 10 100 256 512
alb ); 124.3% 26.7% 22.1% 9.9%
«(b_): 108.8% 62.2% 25.7% 31.5%
oc(O'Z]: 24.6% 2.5% 1.0% 5.0%

Tabelle 1.2: Relativer Fehler der Schitzung der Parameter eines MA(2)-Prozes-
ses mit b = 0.4, b =0.3und O = 0.1.
1 2 4

Bei der Schitzung der Parameter von simulierten ARMA-Prozessen waren die

Schitzfolgen nach 512 Werten nicht unbedingt im eingeschwungenen Zustand und

der relative Fehler war dann dementsprechend gro8. Zum Vergleich der Spek-
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traldichten wurde der simulierten Zeitreihe zusitzlich ein AR-Modell mit Hil-
fe des Levinson-Durbin-Algorithmus angepa8t, wobei die Ordnung p aus dem AIC-
Kriterium ermittelt wurde. Die ARMA-Spektraldichte, die aus den nach dem Ver-
fahren (E), (A), (B), (S) geschitzten Parametern bestimmt wurde, lag meistens
niher an der theoretischen Spektraldichte als die AR-Spektraldichte, die aus
der Levinson-Durbin-Schétzung berechnet wurde (vgl. [8]).

Die Ergebnisse der Untersuchungen rechtfertigen die Anwendung des. rekursiven
Algorithmus (E), (A), (B) und (S) zur Auswertung von Biosignalen. Konkrete
Beispiele werden im nichsten Abschnitt dargestellt.

Es soll noch bemerkt werden, daf in den fritheren Arbeiten von Glinther der

Satz 1.6 fir die folgende Schitzung der MA-Parameter gezeigt wurde:

b(t) =0, fir tsj j=l...q,

d:=b (t-1) -~ e e _  und
i t t t-]
e 2o (B%)
d, wenn Y Ibk(tll + |dl + ¥ Ibk(t-1)| <1
b(t) := k=t k=il

b (t-1J, sonst
j
firt > j, j=1,..,q,

Im Beweis wurde aber zusitzlich angenommen, daB die Summe der Absolutwerte
der AR-Parameter kleiner als eins ist (siehe [30]). Ob diese Einschrinkung
von praktischen Bedeutung ist, kann aufgrund empirischer Untersuchungen ent-
schieden werden. Die Schitzung 1#8t sich praktisch einfach realisieren. Soll
sie aber bessere Ergebnisse bringen als die Schitzung (B), sind Vorunter-

suchungen zur Wahl der Konstanten c notwendig.

1.2.3 ARMA-Modellierung von Biosignalen

In der medizinischen Diagnostik und in der Therapieverlaufskontrolle werden
Biosignale unterschiedlichster Art wie z.B. EEG-, EKG- oder EMG-Signale auf-
genommen und im Zeit- und Spektralbereich ausgewertet. Die statistische Ana-
lyse solcher Signale iiber die Anpassung geeigneter linearer parametrischer

Modelle ist auf medizinischem Gebiet weit verbreitet. Biosignale, deren Lei-
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.stungsverteilung sich mit einer stetigen Spektraldichte charakterisieren
14Bt, kénnen mit Hilfe von ARMA-Prozessen modelliert werden. Nach dem Satz
1.5 kénnen stetige Spektraldichten mit der rationalen ARMA-
Spektraldichtefunktion beliebig gut approximiert werden. Ein wesentlicher
Vorteil dieser Modellierung besteht auch darin, daB ein ARMA-ProzeR durch we-
nige Parameter beschrieben werden kann. Sie erweisen sich dann als sehr giin-
stig, wenn fir die vorliegende Zeitreihe die geschétzten Parameter zu weite~
ren Untersuchungen bzw. zur Entwicklung neuer Kenngrifen dienen konnen. Die
parametrische Darstellung der Spektraldichte konnte zum Beispiel sehr effi-
zient zur Konstruktion eines Wiener Optimalfilters zur Trennung eines evo-
zierten Potentials und der Hintergrundaktivitit (eines EEG-Signals) genutzt
werden. Die spezifischen Eigenschaften einer ARMA-Spektraldichte, vor allem
die Stetigkeit und strenge Positivitdt, sicherten die Stabilitdt des Filters
(vgl. [7]). Hiufig sind spektrale KenngréBen, wie z.B. Effektivwerte bestimm-
ter Frequenzbinder, von einem besonderen diagnostischen Interesse. In der me-
dizinischen Diagnostik kommen zunehmend Mappingverfahren zum Einsatz, die die
topographische Verteilung bestimmter charakteristischer Parameter im Bild
wiedergeben, Zur Auswertung des EEG und EMG werden z.B. Spektralleistungsmaps
genutzt, die die rdumliche Verteilung der Hirn- bzw. Muskelaktivitdt darstel-
len. Diese Maps werden aus den Leistungen innerhalb eines Freguenzbandes an
den verschiedenen Elektroden berechnet (vgl. z.B. [72], (73], [74], [25D).

Die Anpassungsgiite der Modellierung eines realen Signals hdngt von den Eigen-
schaften der gewahlten Schiitzverfahren ab. Die untersuchten Signale missen
aber die Modellvoraussetzungen erfiillen, damit die geschitzten KenngréSen die
Signaleigenschaften sachgerecht widerspiegeln. Um ausreichende Ergebnisse zu
erzielen, ist also eine Datenvoruntersuchung und -vorverarbeitung notwendig.
Im vorliegenden Abschnitt werden dazu einige wesentliche theoretische Er-

kenntnisse und praktische Anwendungen fiir Biosignale dargestellt.

Die wichtigste Kenngrofe, die mit Hilfe der geschitzten Parameter bestimmt
wird, ist die Spektraldichte, welche. die Leistungsverteilung des Signals
widerspiegelt. Die Spektraldichte eines ARMA-Prozesses ist durch die Funktion
(1.18) gegeben. Die analytischen Eigenschaften dieser Funktion stehen im
engen Zusammenhang mit einigen Eigenschaften des Prozesses im Zeitbereich und

sollen ndher untersucht und dargestellt werden. Die Spektraldichte f ist eine
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stetige reellwertige rationale Funktion. Das beinhaltet, daB ARMA-Prozesse
nicht aus rein periodischen Anteilen bestehen. Nach dem zweiten Theorem von
Weierstra ldBt sich jede stetige Spektraldichte beliebig gut durch eine
ARMA-Spektraldichte approximieren (vgl. Satz 1.5). Aufgrund der Invertierbar-
keitsbedingung (1.15) ist die Spektraldichte f echt positiv, also in keinem
Frequenzpunkt ist sie gleich Null. Fir eine praktische Realisierung ist die

folgende Darstellung, die mit (1.18) &quivalent ist, von Nutzen.

Lemma 1.2:
Sei f die Spektraldichte eines ARMA(p,q)-Prozesses mit den Parametern
(l,al,..,ap;cz) und (1,b1,..,bq), 0 = p, g < w. Dann ist fir f die folgende
Darstellung richtig:

%b; cos ki

o-; k=0
f(A) = — , A € [-u,m) (1.38)
2N P
¥ a’ cos ka
k=0
o2
wobel b°=1+ )} b
¢ k=1 ko
- {1.39)
q-k
by =2 (b, + Lbb ) k=1l..g
j=1
p
und a’ = 1+ k}_:lak ’
B (1.40)
p-k
ar = 2 {ak + ¥ aJi aj+k), k =1,.,p

j=1
sind.

vgl. auch {49] oder [45], zum Beweis s. z.B. [9].

Von besonderem Interesse sind die lokalen Extrema der Funktion, da sie die
Frequenzen mit maximalem bzw. minimalem Leistungsanteil des ARMA-Prozesses
beschreiben. Die maximal mégliche Anzahl der Extrema ist mit den Werten von p
und g gegeben. Sie kann z.B. aus folgenden Betrachtungen bestimmt werden.

Die lokalen Extrema der Funktion f werden durch die Nullstellen ihrer ersten
Ableitung beschrieben. Man flihrt folgende Bezeichnung fiir die Darstellung

(1.38) eim:
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f(A) = A e [-mm),

AlA)
q P
mit A(A) = ¥} a’cos kA und B(A) = ¥ b;cos kA. Damit gilt fiir die erste Ab-
k=0 k=0
leitung der Funktion f:
2
£/(A) = E ., _AQIBTRA) - AT(IBQ) ., A€ [-mm). {(1.41)

e (A(A)] 2

Nach einer Umformung ergibt sich
A(A)B' (A) - A’ (A)B(A) = (1.42)

P q

Yy X [l a’ by sin (k-DA + (k-1) a° b} sin ka cos lh].

=0 1=0
In [9] wurde gezeigt, daB (1.42) im Intervall [O,m) hdchstens {p+q) Nullstel-
len besitzt. Im Fall p = q sind es hdchstens (2p-1). Wegen der Symmetrie der
Funktion sind es im Intervall [-m,m) 2(p+q) bzw. 2(2p-1}, wobei im Nullpunkt
immer ein Extremum liegt. Somit ist die maximale Anzahl der Extrema einer
ARMA(p,q)-Spektraldichte mit (p+q) und im Fall p = g mit (2p-1) beschrédnkt.
Aus der Darstellung der Funktion f lassen sich fiir hdhere Ordnungen (p +q >
3} keine allgemeinen Aussagen iiber Art und Lage der lokalen Extrema (Minimum,
Maximum oder Wendepunkt) machen, der Zusammenhang zwischen der Modellordnung
und der moglichen Gestalt der Spektraldichte wurde aber verdeutlicht. Eine
Zerlegung der Spektraldichtefunktion in ihre wesentlichen Anteile wurde mit
Hilfe der Zerlegung der Kovarianzfunktion in [76] durchgefiihrt und die Anwen-

dung in der Analyse von EEG-Signalen in [68] untersucht.

Finige Untersuchungsbeispiele

In den folgenden Beispielen werden angepaBte parametrische Spektraidichte-
schitzungen unterschiedlicher Biosignale {EEG, EMG) mit den entsprechenden
geglitteten Periodogrammen verglichen. Dafiir wurden Datensatze mit 512 Werten
untersucht. Es wurden zur Schiitzung der Parameter das Verfahren (E), (A), (B)
und (S) und der Levinson-Durbin-Algorithmus durchgefiihrt. Es wird weiter an
ausgewihiten Beispielen demonstriert, welehe Fehler auftreten konnen, wenn
die untersuchten Signale die Modellvoraussetzungen nicht erfiillen.

Als erstes betrachtet man EEG-Signale verschiedener Elektrodenpositionen, die
mit einer Abtastrate von 100 Hz aufgenommen wurden. Die Gehirnaktivitdt kann

vor allem im Frequenzbereich von 1.5 Hz bis 20 bzw. 25 Hz nachgewiesen
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werden. In der Abbildung 1.4 wird gezeigt, daB die parametrische
Spektraldichteschdtzung die gleichen inhaitlichen Interpretationen zuldBt wie
die Schitzung der Leistungsdichte iiber die Gldttung des Periodogramms. Die
lokalen Extrema der Spektraldichtefunktion beschreiben in analoger Weise die
charakteristischen Aktivititen im EEG-Bereich. Der Frequenzbereich von 1.5 Hz
bis 20 bzw. 25 Hz wird zur EEG-Analyse gewdhnlich in vier Spektralbander
unterteilt, in denen sich die charakteristischen Vorginge widerspiegeln. Die
Abbildungen 1.5 und 1.6 zeigen das o-Band (8-13 Hz) an der Elektrode OI,
wobei das EEG mit offenen und geschiossenen Augen jeweils in Ruhesituation
aufgenommen wurde.

In den folgenden Beispielen werden EMG-Signale analysiert, die die
Kaumuskelaktivitit (M.masseter) beim Kauen beschreiben. In der Abbildung 1.7
ist eine EMG-Registrierung dargestellt, die keine typische Muskelaktivitdt
enthilt und unter anderem dadurch gekennzeichnet ist, daB alle Frequenzen
relativ gleichmiBig auftreten. Die Schdtzung der Ordnung des angepaften
AR-Prozesses ergab niedrige Werte, p = 2. Im Gegensatz dazu liegt im Kanal 15
in den Frequenzbindern von 55 Hz bis 98 Hz und von 105 Hz bis 148 Hz eine
charakteristische Muskelaktivitit vor, die sowohl im Periodogramm als auch im
AR-Spektrum deutlich erkennbar ist. Die Schitzung der AR-Ordnung erhohte sich
auf p = 15 (siehe Abb. 1.8). Das entspricht den theoretischen Betrachtungen
des Zusammenhangs zwischen der Modellordnung und der moglichen Gestalt der
Spektraldichtefunktion.

In Abbildung 1.9 sind zwei EMG-Maps dargestellt, die zum einen aus der Schit-
zung der Leistung Uber das Periodogramm und zum anderen {ber die angepafbte
AR-Spektraldichte resultieren. Beide Verfahren erbringen die gleichen inhalt-
lichen Ergebnisse, die Maps sind optisch fast identisch. Zu bemerken ist da-
bei, daB die Berechnung der parametrischen Bandleistung direkt mit den AR-
Parametern erfolgt und damit eine enorme Datenreduktion erzielt werden kann.
Um Auswerteergbebnisse in der oben demonstrierten Qualitdt zu erreichen, mis-
sen die aufgenommenen Daten sachgerecht vorverarbeitet werden., Die Vorverar-
beitung der gemessenen Signale ist nofwendig, um sie als Realisierung eines
stationiren Prozesses mit stetiger Spektraldichte betrachten zu konnen. Als
Unstetigkeit wirkt sich im Bereich der niederfrequenten Wellen des Spektrums
eine Nullinienverschiebung (Unstetigkeit in der Frequenz Null} sowie ein

Trend im Signal (Unstetigkeit in der Frequenz ?\1} aus. Die Aktivitdt in die-
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sen Frequenzen ist von keiner diagnostischen Bedeutung und kann auf MeBfehler
zuriickgefiihrt werden. Sie kann mit Hilfe einfacher Verfahren {wie z.B. Zen-
trierung, exponentielle Glattung) eliminiert werden. Werden diese Fehler
nicht eliminiert, so kénnen die Verfahren eine falsche Schitzung liefern. So
konvergiert z.B. im Levinson-Durbin-Algorithmus die Schitzung R(O,N} bei rein
periodischen Signalen gegen Null. Damit wird das Gleichungssystem instabil
{vgl. Abbildung 1.10). Wird ein Signal mit stetigem Spektrum mit einem Signal
mit diskretem Spektrum (z.B. einem Trend) iiberlagert, so erhoht sich die ge-
schitzte Modellordnung wesentlich., Im Verfahren (E), (A), (B} und {S) wird
die geschiatzte Streuung des mittleren quadratischen Fehlers zu groB (siehe
Abbildung L.11 - 1.13).

Im folgenden Beispiel wird die Notwendigkeit einer sachgerechten Anpassung
demonstriert, um eine Fortpflanzung der inhaltlichen Fehler und eine damit
verbundene Verfilschung der Endlosung zu vermeiden. Von diagnostischem
Interesse sind FErhdhungen der Amplituden in langwelligen Bereichen des EEG
{(5- und @&-Frequenzbereich des EEG-Spektrums), die an eine gleichzeitige Ver-

minderung der hoherfrequenten Bestandteile (-, PB-Frequenzoereich) gekoppelt
sind. Eine solche dominante 8- oder ®- Aktivitdt l&8t sich z.B. bei Hirntumo-
ren nachweisen. Eine Lokalisierung wird {iber die topographische Darstellung
mittels Spektralmapping erméglicht. Die Abbildungen 1.14 und 1.1S zeigen das
Spektralmap im &-Band, berechnet aus dem Periodogramm bzw. (ber eine ARMA-
Anpassung, in dem ein Tumor analeg zum CT-Bild um die Elektroden C4 und P4
lokalisiert werden kann. Bei der urspriinglichen Messung ist im Kanal 14
(Elektrode T6) ein Trend deutlich zu erkennen (siehe Abbildung 1.16). Im
Spektrum ist er als Peak in der Frequenz )\1 deutlich. Verzichtet man in die-
sem Signal auf eine Trendeliminierung, so kann dies zur Verdeckung der diag-
nostisch wichtigen Aktivitit im &-Band an den benachbarten Elektroden fiihren,
wie es aus den Leistungsmaps in den Abbildungen 1.17 (Schatzung liber das Pe-
riodogramm) und 1.i8 (Berechnung der Spektraldichte aus geschitzten AR-
Parametern) deutlich wird. Da ARMA-Modelle eine stetige Spektraldichte appro-
ximieren, kann die Leistung dieées Trends ins &-Band “durchsickern”, auch
wenn der Peak auBerhalb des Leistungsbands liegt. Bei einer Schétzung der
Spektraldichte mit dem Periodogramm werden Glattungsverfahren angewandt {um
bessere Ergebnisse zu erreichen}, was bei dieser Schitzmethode zu gleichen

Effekten fiihren kann.
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2 ADAPTIVE VERFAHREN

Fine Voraussetzung fir die Nutzung von Methoden der stochastischen Approxima-
tion ist die starke Stationaritit der Zeitreihen. Es ist aber bekannt, daB
biologische Signale wie das EEG u.a. nicht stationdr sind, sondern nur im
Sprachgebrauch der angewandten Ingenieurwissenschaften stationdre Abschnitte
oder Epochen besitzen. Das Auftreten derartiger Instationaritdten, wie z.B.
die Verinderung der Frequenzband- oder Gesamtleistung des Signals oder der
Wechsel von langsamen und schnellen Wellen, filhrt zur Verfilschung der kon-
vergenten Anpassungsverfahren. Somit entsteht die Frage, ob es mdglich ist,
unter Verzicht auf die Konvergenz Anpassungsverfahren zu entwickeln, die die
inhaltlichen Sachverhalte richtig widerspiegeln, gleichzeitig auf qualitative
und quantitative Veranderungen der Zeitreihe reagieren und die Schitzung der
neuen Situation anpassen.

In (22] wurde gezeigt, daB die aus der stochastischen Approximation abgelei-
teten rekursiven Algorithmen sich mittels neuer Wichtung der Korrekturterme
zu giinstigen robusten Verfahren entwickeln lassen, die nicht mehr an die Sta-
tionaritit der Zeitreihen gebunden sind. Durch die Verwendung einer konstan-
ten zeitunabhingigen Steuerfolge wird erreicht, da8 die Schatzfolgen sich
schnell einer Anderung des gesuchten Parameters anpassen. In diesem Kapitel
wird diese Konstruktionsweise beschrieben, die bekannten Verfahren darge-
stellt und ihre Eigenschaften in Abh#ingigkeit von der Steuerkonstanten unter-
sucht. Es werden weiter flr die einzelnen Schitzoperatoren Steuerfolgen kon-
struiert, welche das dynamische Verhalten der untersuchten Zeitreihe beriick-
sichtigten und in die Schitzung eingehen lassen. Dafilr werden Verfahren zur
Beschleunigung der Konvergenz im konsistenten Fall betrachtet (vgl. [38]) und
fiir die adaptiven Schétzungen modifiziert. Ausgehend von den Untersuchungen
aus dem vorangegangenen Abschnitt wird eine adaptive Schitzung der Parameter
eines ARMA-Modells konstruiert und ihre Eigenschaften untersucht. Bei der Be-
stimmung ihrer Steuerfolge werden die Betrachtungen zur Konvergenz im konsi-
stenten Fall (Satz 1.5) berﬁcksichﬂgt. Fiir die Steuerung der adaptiven Quan-
tilschitzung werden Ansidtze numerischer Verfahren sowie ein Satz f{iber die
Konstruktion der wirksamsten Schitzungen aus [47] angewandt. Zuerst werden

zwei konsistente Verfahren mit einer fir jedes der Verfahren charakteristi-
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schen zeit- und signalabhéngigen Steuerfolge konstruiert. Sie kénnen unter
Verzicht auf die Zeitabhingigkeit der Steuerfolge zu selbstadaptierenden Ope-

ratoren iberfiihrt werden.
2.1 Wahl der Steuerfolge in rekursiven Schitzverfahren

In der Rekursionsvorschrift aus dem Satz 1.1

x, =x +c yt(xt_i,it(w))

bildet die Folge Y = {yt}, die durch
yt(xt_l,w) = R[xt_l) + G(t,xt_l.w)

definiert ist, einen sogenannten Korrekturterm. Sein EinfluB auf die Schatz-
folge wird durch die Folge (ct) bestimmt, die Steuerfolge genannt wird.

Man betrachte den Fall, wenn

yt(xt_l,w] = f(gt(w}] -x (2.1)

ist, wobei f eine meBbare Funktion, z.B. f‘(&t) = El:, k € N, bezeichnet. Dann

148t sich die geschétzte Folge in geschlossener Form darstellen:
t-1 t-1 t-1
x, = xﬂ_n (l-—cj} + z ., [ m (l—cj)] f'(Ei) + Ct-1f[€t)‘ (2.2)
j=0 i=1 j=k
Filr c, = c/{t+l), ¢ > 0, vereinfacht sich die Formel zu
t-1 . t-1 t-1

_ jrl-c c j+l-c c
X T xo‘ﬂo j+1 +_):1 i _le BRI fig). (2.3)
j= i= 1=

Ist ¢ = 1, so liefert die Schitzung die wohlbekannte empirische Grike

t

v f Eéjl), (2.4)
i=1

die fiir mathematische Stichproben die wirksamste Schiatzung der Grofe Ef (Et)

+|—

x =
t

ist.

Fiir den Fall ¢, = c/{t+1) kann rhan becbachten, daB8 der Korrekturterm einen
immer kleineren Einflu8 auf die Schatzung hat und damit die Folge langsam ge-
gen den theoretischen Parameter "sieht" und wenig Dynamik zeigt. Bei schlech-
ten Startwerten ist eine lange Stichprobe notwendig, um in die N&he des kor-

rekten Wertes zu kommen.
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Eine praktische Verbesserung der Konvergenz wurde von Kesten [38] vorgeschla-
gen und die Beibehaltung der starken Konsistenz der Schitzung bei der Be-
schleunigung bewiesen. Dabei wird die Steuerfolge nach der folgenden Vor-
schrift gestaltet:

c, = c/kit), t e,

wobei

=
Py
-
S
]

1, k{2) =2 (2.5)
und k(t) = o m{(x,l - xi_l) (xH - xl_zl].

Inhaltlich bedeutet das, daid ct nur dann verkleinert wird, wenn sich in der

|

[\

+
™~

Folge x die "Korrekturrichtung" verdndert.

Die Vorteile der rekursiven Gestalt der Schitzfunktionen liegen in der re-
chentechnischen Umsetzung der Verfahren. Mittels einfacher Rechenoperationen
wird aus wenigen Daten (der letzte Schitz- und der aktuelle Wert) die Schat-
zung in jedem Punkt berechnet. Die einzige aufwendige Operation ist die Di-
vision. Von GrieBbach [22] wurde vergeschiagen, sie durch eine angepaB3te Wahl

der Steuerfolge zu umgehen, wobei die Konsistenz der Schatzung nicht verletzt

wird. Sei .
) -p
ci = 2 mindk, 2 “}, p e N (2.6)
Das heiBt z.B. fiir p = 0
cD =1
o ‘o -1
c.=c =2
0 02 03 ) -2
cC =c =c =c¢_=2 etc.
4 5 6 7

Es gilt unter anderem, daB c , = cok ist, wobel r:‘L = 1/t. Damit wird die all-
2 2
gemeine Division durch die Division mit Zweierpotenzen ersetzt, die sich re-

chentechnisch mit einer Bitrotation realisieren 138t. Eine Beschleunigung der
Konvergenz durch (2.5) ist zusatzlich mdglich.

Aus den obigen Betrachtungen ist ersiqhtlich, daB die Qualitdt der Schitzung
wesentlich von der Gestalt der Steuerfolge abhingt. So entsteht die Frage, ob
sich iiber eine bestimmte Wahl der Folge {ct) ein robuster Algorithmus ent-
wickeln 148t, der auf die Anderungen in der Zeitreihe reagiert und die in-
haltlichen Sachverhalte richtig widerspiegelt. Diese Idee wurde von GrieBbach

[22] untersucht und es wurde vorgeschlagen, die Steuerfolge c, = ¢ konstant
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zu lassen. Eine Konvergenz im mathematischen Sinne liegt fiir diese Schatzung
nicht mehr vor, es kdnnen jedoch einige niitzliche Eigenschaften einer solchen
Schitzung beobachten werden. Wird die rekursive Schdtzung mit einer konstan-
ten Steuerfolge fiir eine simulierte Zeitreihe mit bekanntem Wert des gesuch-
ten Parameters realisiert, so schwankt die Schitzfolge um den theoretischen
Wert des Parameters, ihre Streuung bleibt aber konstant. Wird in der simu-
lierten Zeitreihe der Wert des geschitzten Parameters gedndert, Kkonvergiert
die Schitzfolge gegen den neuen Wert. Die Streuung der Schitzfolge nimmt mit
wachsendem ¢ zu, die Adaptionsphase nach einer Anderung des Parameterwertes
wird aber kiirzer. Dieses Verhalten wurde in [22] fir die Schitzung des Erwar-
tungswerts auch exakt beschrieben (vgl. Satz 3.3.8). Es kann fiir den allge-
meineren Fall, wenn sich der Korrekturterm ¥, nach (2.1) darstellen 1aBt,
ebenfalls gezeigt werden. Betrachtet man die Formel (2.2) fir e=rc = const.,

s0 enthilt sie die Form
t -
x, = (l-c)" %+ I c{l-c)*™ FIE ). (2.7)
i=1

Analog =zu [22] Satz 3.3.8 148t sich =zeigen, daB x, eine asymptotisch erwar-
tungstreue (fiir x, = f [EO) erwartungstreue} Schitzung der Funktion ET [Ej]
ist, wenn 0 < ¢ =1 ist:

Ex = (l—c]tEx + (1 - {1—c)t) Ef(€ ).
t 0 j

Ihre Varianz ist beschrinkt. Man betrachte folgende Spezialfille.

Satz 2.1:

Sei {Et}D::O eine mathematische Stichprobe und f eine meBbare Funktion mit
Var(f(&t)) < w. Dann konvergiert die GroBe E(xt - EIf(Et}}2 fiir O < ¢ < 1 und
fir jeden Startwert X der unabhingig von der Stichprobe ist, und es gilt

2= % var(f(g))

lim }:(xt - Ef(gl)] 5o Rt

t->00
Bewels:
Es gilt, daB

. -
{1-¢) + cll-c) " =1
)t t-j

j=1

ist. Die Groge Ef(fgl] kann also als
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t .
Ef() = (1-0)" Ef(€ )+ ¥ cli-¢)* Ef(€)
. it

dargestellt werden. Nach {2.7) kann gezeigt werden, daf

t . 2
E(x, - }:f(gl))2 = E[(ml‘ x, = Ef€) + T c(1-c} f(&j)]

=1
t
_ gt _ ot _ 2
= E[(l o) (x, - Ef(§)) + J}51(:(1 ) (f(§) Ef(f;'j))]

ist. Wegen Unabhingigkeit gilt

t
“
E(x, - Ef(£))* = (-0 E(x, - Ef€))" + .Elcz{l-c}Zt P(teg) - En€))°
J:

2 1 - (1-0)**
= (1) (% - Ef(€ N + ¢ — =" Var flg).
2 -c
. 2z _ ¢
Daraus folgt lim E(J‘ct - Ef{Et)) = 57 Var(f'(it)).
t>w [m]

Fiir stark mischende Prozesse lassen sich dhnliche Abschitzungen vermuten, de-

ren Herleitung jedoch einer spdteren Arbeit vorbehalten werden soll.
Bemerkung:
Fiir f(£) = Ef mit EEL_: =y und Eﬁ?k = < o jst

J J J k J 2k

: 2 c 2
lim E[xt - uk) = 5 {.qu - pk).

Ist fiir k = 1 die Varianz c‘é von Et bekannt, so gilt

. z2_ c 2
lim E(xt - )= 5o crE

t

(siehe auch [22], Satz 3.3.8).

He

Aus dem obigen Beweis ist ersichtlich, daB nach einer Einschwingphase der
EinfluR des Startwertes X, exponentiell abnimmt und die Schatzfolge {xt} um
den Wert des Parameters Ef [51} mit einer endlichen positiven Streuung
schwingt. Nach einem Strukturbruch liegt die gleiche Situation vor, wie bei

einer ungiinstigen Wahl des Anfangswertes, also der letzte Schétzwert ist ein
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schlechter Startwert fiir den neuen Abschnitt, aber er beeinflufit die Schat-
zung nur in einem beschrinkten Zeitintervall. Die Linge dieses Intervalls und
die Streuung der Schatzung hingen von der Wahl der Konstanten c¢ ab. Diese
Konstante wird im weiteren als Adaptionsfaktor bezeichnet. Fiir andere
Verfahren (z.B. die Quantilwertschitzug) kann ein solches Verhalten aus der
folgenden Gleichung erklirt werden. Fir die Folge {xt} aus dem Satz 1.1 gilt

aufgrund von (1.5)
20, X=r

E(xt— xtll xt1=x) = ctR(x){ ,
b - <0, x>r

wenn ¢ > 0 ist. Fir ¢, =¢= const. schwankt die Schitzfolge {xt} im Mittel
um den gesuchten Wert r, bel seiner Anderung zieht sie mit einer konstanten
Schrittlinge gegen den neuen Wert.

Mit der Wahl einer konstanten Steuerfolge in den rekursiven Algorithmen wurde
ein Konstruktionsprinzip definiert, mit dessen Hilfe Verfahren zur Bestimmung
verschiedener KenngrdBen von Zeitreihen entwickelt werden konnen, wobei die
Zeitreihen nicht unbedingt die strengen Voraussetzungen der S&tze der stocha-
stischen Approximation erfiillen miissen. Sie werden adaptive rekursive Verfah-
ren genannt. Die einzelnen Verfahren und ihre Eigenschaften wurden z.B. in
[23], [24], [26], [52], [55] u.a. beschrieben. Sie werden in den folgenden
Abschnitten dieses Kapitels dargesteilt, soweit sie fir diese Arbeit von Be-
deutung sind.

In allen Untersuchungen der Eigenschaften der adaptiven Verfahren und deren
Finsatzmoglichkeiten in der Signalanalyse ist es von Bedeutung, den Einfluf
des Adaptionsfaktors zu beschreiben und Kriterien fir seine Wahl zu bestim-
men. Diese sind meistens fiir die einzelnen Verfahren spezifisch. In diesem
Abschnitt werden zuerst allgemeine Hinweise fiir Verfahren mit dem Korrektur-
term y, nach (2.1) untersucht. Beim Vergleich der Formeln (2.4) und (2.7)
wird deutlich, daB im konvergenten Fall jede ProzeSkomponente Ek, k < t, in
der Schitzung das gleiche Gewicht L/t besitzt. Dagegen nehmen in dem adapti-
ven Verfahren die Gewichte exponentiell ab, der aktuelle Wert hat den stirk-
sten EinfluR und die “weit zuriickiiegenden" Ereignisse beeinflussen die
Schiatzung nicht mehr.

Sei X, = 0. Man betrachte eine positive reelle Zahl ¢ = O als untere Schranke
fiir das Gewicht c(l—c)k, es sei z.B. ©® die kleinste echt positive auf dem

Rechner codierbare Zahlendarstellung. Wenn ]‘:0 als
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k. = min k € N, cli-c)* < @}

definiert wird, dann ist bei einer rechentechnischen Umsetzung der Verfahren
(t—ko] der Zeitpunkt, der zur Zeit t die Schitzung nicht mehr beeinfluBt. Es
gilt, daR ko die kleinste natiirliche Zahl bestimmt, die groBer als

B = logl_c(ﬂ/c)

ist. Sei 9 eine linksbiindige Festkommazahl, d.h. & = Zl-p, wobei p -die Bitan-

zahl ist. Dann gilt fir B

l-p - logzc
B = . (2.8)
logz(l-c]
Fiir den Spezialfall, daB c = Z_d, mit d < p, eine Zweierpotenz ist, verein-
facht sich (2.8) zu
l-p +d

B = 3 .
logz(z -1) - d

c |l we | wa | w8 | e | w32 | 1764 | 17128
k| 15 ] 32| 3| 19| 219 | 39 | 707
0

Tabelle 2.1: Bestimmung von RD fiir verschiedene Werte von ¢ bei p = 16.

Im Regelfall sind der Grad der Adaptivitdt und das Konvergenzverhalten der
rekursiven Verfahren zwei sich gegenldufig beeinflussende Faktoren. Somit ge-
staltet man mit der konvergenten und der konstanten Steuerfolge zwel ver-
schiedene Verfahren. Die obigen Untersuchungen machen deutlich, daB ein ein-
mal festgelegter Adaptionsfaktor entweder die Adaptivitit oder die Streuungs-
eigenschaften des Verfahrens verbessert. Erstrebenswert wéire aber ein adapti-
ves Verfahren, das in Einschwingsituationen bzw. beim Ubergang von einem sta-
tioniren <Zustand zum nichsten stationiren Zustand eine schnelle Anpassung
bietet und innerhalb einer l3ingeren stationdren Phase die Schwingungen der
Schitzfolgenfunktionen dampft. Dafiir kann aber die Steuerfolge nicht konstant
sein, sondern sie muB sich in Abhingigkeit von den dynamischen Eigenschaften
des Signals und der abgeleiteten Schitzfolgenfunktion in entsprechender Weise
verdndern.

Unter diesem Gesichtspunkt betrachtet, ist folgende Bestimmung der Folge

0 . . 1 P . .
{Ct}t—o sinnvoll. Seien ¢  und ¢~ zwei Konstanten mit
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0<Clsc2<1
und . c2=cl+kc, ceR, kel

Weiter werden zwei Zzhlfolgen definiert. In der Funktion r, definiert durch

z
L

r(t) = j);: l{-w,0) [(xt"j_ Xt XKoot xt-j—z}]’

wird die Anzahl der Richtungswechsel in der Schétzung in den letzten z, Ite-
rationsschritten aufsummiert. Dagegen z&hlt

z
2

= j)=:1 I(0,00] [(xt_j— xt—j—l) (xt—J—i_ xt-i‘z)],

wie oft in den letzten z, Schritten kein Richtungswechsel der Schétzfolge

vorkam. Dann wird {ct)u:_o wie folgt berechnet:

1 2
c =¢c =¢c =.....=¢C = (c+c")/2
0 1 2 max{zl,zz}
und fiir t > max{zl,zz}
1
c - ¢, wenn r(t) =z und ¢ >c (2.9}
t-1 1 t-1 5
c = ¢ + ¢, wenn q(t) = z_und c <c
t t-1 2 t-1
c ., sonst.
t-1

Inhaltlich kann der Algorithmus so gedeutet werden, daB die Steuerfolge sich
um den Wert c¢ verkleinert, wenn die Schétzfolge zlwmal hintereinander die
Korrekturrichtung gewechselt hat, und sich um ¢ vergrifert, wenn sie in den
letzten zz—Schr'itten die gleiche Korrekturrichtung behielt. Die Konstanten ¢!
und c¢® driicken den Grad der Adaptivitét (c%) bzw. der Streuung (c") des Ver-
fahrens aus. Sie sind aus Voruntersuchungen zu ermitteln, ebenfalls die Zah-
len z, Z, und c.

Da in stationdiren Abschnitten die Steuergrofle c, immer kleiner wird, kann
eine statistisch gute Schitzung angestrebt werden. Bei einem Strukturbruch
liegt die gleiche Situation vor, wie bei einer ungiinstigen Wahli des Anfangs-
wertes. Da die Steuerfolge nicht nur konstant bleibt, sondern in solchen Ab-
schnitten auch zunehmen kann, hangt die Schatzung fir den folgenden stationd-
ren Abschnitt kaum von der Vergangenheit ab. Offensichtlich liegt auch hier
keine Konsistenz im mathematischen Sinne vor, dennoch werden die Lernféhig-

keit und die Anpassung des Verfahrens an die konkrete Zeitreihe begiinstigt.
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2.2 Beschreibung und Eigenschaften adaptiver rekursiver Algorithmen

Eine Wah! der konstanten Steuerfolge fiihrt zur Konstruktion robuster Verfah-
ren, die fiir Signale anwendbar sind, welche nicht mehr an die scharfen Bedin-
gungen des Satzes 1.1 gebunden sind. In einer groben Klassifizierung sollen
vor allem stochastische Signale, deterministische Signale, deterministische
Signale mit =zuf#lligen Stérungen, stochastische Signale mit Trend und tran-

siente Signale genannt werden. Somit kénnen die betrachteten diskreten Signa-

le als reellwertige Zahlenfolgen X = {xt}t_m und das Verfahren der all-
gemeinen Gestalt
S, = S {Startwert)
s =s +cKi(s,x ) (2.10)
t+1 t t t+l

mit ¢ > 0 als ein Operator ¥° im Raum der reellen Zahlenfolgen aufgefaBt wer-
den, wobei K ein Korrekturterm ist. Dieser Operator kann mit Hilfe eines

Biockschemas verdeutlicht werden:

{s }
_ 5 y’c __._._}.....,..)
Dabei bezeichnet ¥ mit V(X}(t} = X den Verzégerungsoperator (vgl. auch

[24]). Der Operator kann fiir die Bestimmung verschiedener KenngriéBen ange-
wandt werden, wobei jede KenngriBe sich durch einen charakteristischen Kor-
rekturterm auszeichnet., An dieser Stelle werden die Verfahren dargestellt,
die fiir die Beschreibung von Biosignalen von Bedeutung sind und in dieser Ar-
beit auch verwendet werden.

Als erstes wird der Operator (2.10) fiir die Mittelwertbestimmung betrachtet,

der als #° mit #°0)() = m, und

¢
e m+c(x  -m) (2.11)
t t t

+1

m = m {Startwert)
m
t+1

definiert wird. Wie in [22] Satz 3.3.8l gezeigt wurde, ist M° eine nichtkon-
sistente Schitzung des Erwartungswertes eines stationdren stark mischenden
Prozesses. Fir nicht stationdre Folgen kann M° als ein lernfahiger Operator
zur Anpassung der Mittelwertfunktion angewandt werden (vgl. z.B. [24]).

An dieser Stelle entsteht die Frage nach dem Einfluf des Adaptionsfaktors c
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auf die Anpassungsgiite der Schitzung. Eine Moglichkeit, ihn zu beschreiben,
ergibt sich aus der Untersuchung der spektralen Eigenschaften des Operators
M°. Aus der zu (2.11) dquivalenten Darstellung

m =cx +(l-¢) m,
tel el t

ist ersichtlich, daB ME ein lineares rekursives Filter erster Ordnung mit der
Ubertragungsfunktion

2z
£ () = _ < (2.12)
© 1 + (1-c}” - 2{i-c) cos{2rA/V)

mit A e [0,5/2] und der Abtastfrequenz v, realisiert (vgl. z.B. {40l oder
{48]). Die Funktion fc ist monoton fallend mit dem Maximum fC(O) = 1 und dem
Minimum fc(v/Z). Es handelt sich also um die Ubertragungsfunktion eines Tief-
paBfilters. Mit fallendem ¢ wird fc immer steiler (wenn <, < c, ist, dann ist
f'C (A) < fc (A) fir A e {0,vur2]), d.h. die Bandbreite des Filters wird klei-

1 2
ner und hohere Frequenzen werden stirker gedidmpft. Bei der Bestimmung der

Bandgrenze dieses Filters wird die folgende Definition verwendet. Wenn die
Bandgrenze ?\D durch die Gleichung
AO vs2
J' £ (A) A = D J' £ () dA (2.13)
0 0
definiert ist, wobei D eine Konstante mit 0 < D < 1 ist, dann enthilt das In-
tervall [O.AOI 100-D % der Gesamtleistung des gefilterten Signals. Nach
(2.12) und (2.13) kann die Bandgrenze fir den Adaptionsfaktor c aus

A = — arctan ( < tan TID) (2.14)
0 b4 2-c 2

errechnet werden. Um anderseits eine Filterung bis zur Bandgrenze ?‘o Zu rea-

lisieren ist der Adaptionsfaktor

2 tan (n?\.o/v]
(2.15)

tan {nho/v] + tan (nD/2)

zu wihlen {(vgl. auch [4] und [24]).
Eine Nullinienkorrektur kann mit dem Operator ¥° = % - M° beschrieben werden,
wobei mit # der identische Operator bezeichnet wird, d.h. HOXNL) = ht und

ht =X - m. Das zugehorige Blockschema wird dann wie folgt dargestellt:
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x [ ]e— E—>
R

L3 MC __T

Da das Verfahren (2.10) als ein Operator iiber Zahlenfolgen aufgefaBt wird,
ist eine Kopplung der verschiedenen Operatoren moglich. Mit K° wird ein Ope-
rator definiert, der ein einfaches HochpaBfilter realisiert (s. z.B. [40]).

Ein Bandpaffilter kann dann mit Hilfe der beiden Operatoren mittels
c c
41 2
th A H - M
1’2
konstruiert werden. Filr ein bestimmtes Frequenzintervall [Al,;\z] lassen sich
die Adaptionsfaktoren c und c, aus (2.15) bestimmen. Das Blockschema hat die

folgende Gestalt:

) : é L {bal’lz(t)}
c )

N

=
|

5

c c
Die Kopplung zweier Mittelwertoperatoren M Yo M 7 fithrt zur Realisierung ei-

nes rekursiven TiefpaBfilters zweiter Ordnung, das eine bessere Ubertragungs-
funktion besitzen kann (vgl. z.B. [48]). Zur Wahl der Konstanten c und c,

wurden einige Vorschlige in [4] gemacht. Es soll noch bemerkt werden, daf es
c c
bei der Anwendung des Operators [3‘ - Mo M 2] zu einer Verstdrkung der Fre-

quenzen an der Bandgrenze Al kommen kann.

In [55] wurde die Mdglichkeit der Anwendung der adaptiven Mittelwertschitzung
zur Detektion und Elimination eines linearen Trends untersucht. Es wurde da-
bei angenommen, daB das becbachtete Signal {yt}t=0,1,...SiCh als eine
Realisierung des Prozesses

yt=a-¢-bt+xt

mit Ext = 0 und a,b € R darstellen liBt. Es wurde gezeigt, daB ME(Y) eine
nicht erwartungstreue Schitzung der linearen Funktion ist und daB8 die Bezie-

hung

37



EAS(Y)(t) = a + bt - — b, (2.16)
gilt, wobei c¢ der "Adaptionsfaktor ist. D.h., der Trend wird mit einer Verzo-
gerung L geschitzt. Um diese Verschiebung zu eliminieren, wurde die

c
Schitzung
7% = M5+ (1-c) (H° - H*P) 217

{t}
t

X-—)M° T
[

_____:)) Mc/z __T

vorgeschlagen. Der Anstieg des Trends kann mit dem Operator

R® = M - 475 (2.18)
L
Y " LS p—
X _‘l’ {rt}
L —[ ]
= IS 17

bestimmt werden. Fiir die Schitzungen gilt
EJ°(Y)(t) = a + bt und ER(Y)(t) = b

(vgl. [551). Der EinfluB des Adaptionsfaktors c auf die Gilite der Trendschat-
zung wird in [55] an zahlreichen Beispielen demonstriert. Ein Kriterium zu

seiner Bestimmung wird im Zusammenhang mit einer konkreten Anwendung im 3.

Kapitel beschrieben.

Von groBem Interesse fiir die Auswertung von stochastischen Zeitreihen ist die
Spektraldichte, die die spektralen Eigenschaften des Signals beschreibt. Me-
thoden und Modelle zu ihrer Schiatzung nehmen die Stationaritdt der Zeitreihe
als notwendige Bedingung an. Wie bereits erwdhnt, wird dies von realen Signa-
len im allgemeinen nicht erfiillt. Damit erscheint eine dynamische Spektral-

analyse notwendig, die mittels Kurzzeitspektralanalyse oder mit Hilberttrans-
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formation realisiert werden kann (vgl. [71]). Beide Methoden ben&tigen den
Algorithmus der Fouriertransformation und es handelt sich um intervallbezoge-
ne Analysen. In [24] werden einfache KenngrdBen definiert, die die Spektral-
eigenschaften des Signals beschreiben und sich als Operatoren in der Form
(2.10) bzw. als eine Kopplung solcher Operatoren bestimmen lassen.

Die konsistente Schitzung des zweiten Momentes, die sich aus (1.10) (Satz
1.2) filr kK = 2 bestimmen l48t, ist eine Schitzung der mittleren Leistung des
Signals. Den Wert der mittleren Leistung bestimmen alle Mefwerte mit dem
gleichen Gewicht und unabhingig von der Zeit. Wird die Schitzung adaptiv ge-
staltet, gewinnt man eine Schitzung, die (2.7) mit f(x) = x° geniigt und die
ein Verhalten, wie es im vorangegangenen Abschnitt beschrieben wurde, be-
sitzt. Der aktuelle MeBwert hat den stirksten EinfluB, die Gewichte der zu-
riickliegenden MeBwerte nehmen mit der Zeit exponentiell ab und beeinflussen
den Wert der Leistung immer weniger. Auf diese Weise wird also eine dynami-
sche GroBe konstruiert, die die momentane Leistung des Signals charakteri-

siert. Die Aktualitdt der Schitzung hingt von ¢ ab. Der Operator der momenta-

nen Leistung wird mit #° bezeichnet, wobei £°(X)(t) = 1t und
10 =1
| =1 -cq -2 (2.19})
t+1 t t t+l

ist. Ein Vergleich mit der Momentanleistung aus der Hilberttransformation
wurde in [24] durchgefiihrt.

Wird die Hilberttransformation durch die Anwendung der Fouriertransformation
realisiert, ist eine Filterung des Signals méglich und damit auch eine Schit-
zung der momentanen Leistung in bestimmten Frequenzintervallen. Um eine adap-
tive momentane Bandleistung zu bestimmen, werden die Filtereigenschaften des
Mittelwertoperators ausgenutzt. Durch die Kopplung der Operatoren der Band-
filterung und der momentanen Leistung wird die adaptive momentane Bandlei-

stung mit dem Operator
c1 2
£ =B o LS=H oMo £ (2.20)

definiert, wobei die Konstanten ::1 und c:2 aus (2.15) zu bestimmen sind. Fir
¢, =¢c, = 1 wird die adaptive Momentanleistung berechnet. Nach dem folgenden
Blockschema kénnen also beide Operatoren realisiert werden: '
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. ' E‘-"—_ {17‘1’“2(”}
st iy s

Die normierte Bandleistung ergibt sich aus der folgenden Kopplung der

Operatoren

N N Al (2.21)

G
e

——”L {n}

RS

" E’dn_J—T

(vgl. [26]).

Eine zweite dynamische spektrale KenngréBe ist die momentane Frequenz. Bei
der Konstruktion des adaptiven Operators fiir ihre Bestimmung wurde eine ver-
allgemeinerte Definition der Frequenz angewandt (vgl. [24]). Ublicherweise
wird die Frequenz als ein Parameter sinusformiger periodischer Funktionen an-
gesehen, der die Anzahl der Perioden pro Zeiteinheit charakterisiert. Fir
diese Funktionsmenge ist die Frequenz aber auch gleichermafien bestimmt durch
die halbe Anzahl der Nulldurchgénge pro Zeiteinheit. Wird die nun zuletzt ge-
nannte Charakterisierung der Frequenz benutzt, muB die Definition nicht mehr
zwangslaufig auf sinusfdrmige und pericdische Funktionen eingeschrankt wer-
den. Dieses Konzept der Verallgemeinerung des Begriffes Frequenz wurde bei-
spielsweise erfolgreich fiir die Ordnung von Walshfunktionen eingesetzt, die
ihrerseits im Instrumentarium der Walsh-Hadamard-Transf ormationen fiir stufen-
férmige Signalstrukturen (meistens technischer Signale) erhebliche Bedeutung
fiir die Signalanalyse erlangten. Ausgehend von diesen {Jberlegungen wurde in
[24] als adaptive Momentanfrequenz ein adaptiver Mittelwert ilber die Anzahl
der Uberschreitungen {dividiert durch -wei) eines bestimmten Niveaus

definiert:
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f =1
£ (2.22)

0
— — - p— d - — d
i f't c [ft |{__m’()]((xt mt) (X“1 mt+1]]]

Als Niveau wurde allerdings nicht die Nullinie gew#hlt. Das hétte zu Folge,
daB ein immer positives, aber durchaus variierendes Signal kontinuierlich ei-
ne Momentanfrequenz Null zugeordnet bekommen wiirde. In Anlehnung an die dbli-
che Spektralanalyse, in der oft der Nullinie des Spektrums (die durch den
zeitlich gebildeten Mittelwert des Signals bestimmt wird) keine Beachtung ge-
schenkt wird, wurde in der Definition der adaptiven momentanen Frequenz als
Niveau ebenfalls ein =zeitlich gebildeter Mittelwert, der adaptive Mittelwert
des Signals, gewahlt. Die Konstante d in der Mittelwertschitzung bestimmt die
Lage der deterministischen Linie. Ist d = 0, so werden die Nulldurchgénge ge-
zihlt, sonst ist d aus (2.15) zu berechnen. Die Konstante c charakterisiert
die Aktualitidt der Schitzung.

Zur Beschreibung des zugehdrigen Operators wurden noch die Vergleichsoperato-
{x-y) definiert.

ren W1 mit wl{x,y) {x-y} und Wz mit Wz[x,y)

l(0,m) N

Dann wird die adaptive Momentanfrequenz mit dem Operator
F° = #° {w (W vV, W (s,md))] (2.23)
2 1 1

berechnet und dem zugehdrigen Blockschema rechentechnisch realisiert:

1 L—‘*“““

< . ()
(7] s« [

et ¥
S

b

In der Hilberttransformation wird mit der momentanen Leistung und der momen-
tanen Frequenz das Signal eindeutig beschrieben. In welcher Art sie sich mit
den entsprechenden adaptiven rekursiven KenngriSen vergleichen lassen wurde

in [24] untersucht.
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2.3 Konstruktion eines adaptiven Schitzverfahrens zur Anpassung

von ARMA-Modellen

Nach den Untersuchungen aus dem 1. Kapitel knnen stationare MeBsignale mit
Hilfe sachgerecht angepaBter linearer parametrischer Modelle effektiv  be-
schrieben werden. So entsteht die Frage, ob sich diese Modelle auch zur Be-
schreibung instationdrer Zeitreihen anwenden lassen. Die untersuchten Schatz-
verfahren aus dem Abschnitt 1.2.2 sind aber an strenge statistische Eigen-
schaften, die die vorliegende Zeitreihe erfiillen soll, gebunden. Ihre Verlet-
zung kann zu einigen Schwierigkeiten fithren, wie es im Abschnitt 1.3.3 demon-
striert wurde. Da sich das Verfahren (E), (A), (B) und (S) in die rekursiven
Methoden aus der stochastischen Approximation einordnen 148t (siehe die Satze
1.6-1.8),s0ll die Mdoglichkeit untersucht werden, ob durch eine adaptive Ge-
staltung der Steuerfolge aus dieser Rekursionsvorschrift ein robuster Algo-
rithmus konstruiert werden kann, der auf Strukturbriiche reagiert und sich
neuen Bedingungen anpafBt.

Die Simulationsergebnisse zum Algorithmus (E), (A), {(B) und (S) im Abschnitt
1.2.2 zeigen, daB bei diesem Verfahren nur dann eine ginstige Parameterschat-
zung erfolgt, wenn die Steuerfolge {ct} den Eigenschaften der Zeitreihe ange-
paBt ist (siehe (1.34)). Aus diesem Grund ist es nicht ausreichend, sich bei
der Konstruktion eines adaptiven Verfahrens auf einen konstanten Adaptions-
faktor zu beschrinken, wie es in den Verfahren im vorangegangenen Abschnitt
der Fall ist. Da sich ein Zusammenhang zwischen der Steuerfolge nach (1.34)
und der Varianz des Signals zeigen 148t (vgl. (1.35)), ist es angebracht, die

Steuerfolge in zwei Komponenten zu zerlegen.

Sei X = {xt)o:_o das beobachtste Signal. Die SteuergriBe c,» im weiteren als
Adaptionsvariable bezeichnet, wird dann in der f olgenden Form darstellbar
c = c (t)-d, (2.24)
t x

dabei realisiert der Ausdruck cx(t] die Anpassung an die vorliegende Zeit-
reihe und der Faktor d mit 0 < d < 1 ist flir die Steuerung von Adaptivitat
bzw. Konvergenz des Schitzverfahrens verantwortlich. In Anlehnung an die
Konstruktion (1.34) der Steuerfolge fiir das konvergente rekursive Verfahren
wird der Ausdruck cx(t) reziprok zur Varianzschdtzung der Zeitreihe gewihlt.

Dabeil kann man cx(t) in jedem Schritt anpassen
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c (1) = (&i(t))_l. t=12,. . (2.25)

Nach den Betrachtungen im Abschnitt 2.3 erfolgt die Schétzung der Varianz der

Zeitreihe {xt} adaptiv nach dem Algorithmus
40 = aXt-1) - c (2(t-1-xD), (2.26)
X x $ X t

wobel c eine aus Voruntersuchungen gewonnene Adaptionskonstante ist. (Wie
bei der Definition des Algorithmus (E), {A), (B) und {(S) wird hier angenom-
men, daB die vorliegende Zeitreihe zentriert ist und die Schatzung des zwei-
ten Momentes mit einer Schiitzung der Varianz ibereinstimmt.)

Analog wird die Streuung des Vorhersagefehlers nun adaptiv geschitzt:

22(1) = ¢2(t-1) - ¢ (Fi(t-1)-e), t=1,2,... . (2.27)
£ £ £ e t

An den folgenden Simulationsbeispielen werden einige charakteristische Eigen-

schaften der adaptiven Schdtzfolgen fir die Parameter von ARMA-Prozessen de-

monstriert und der EinfluB der Wahl von c (t) und dem Adaptionsfaktor d ver-
X

deutlicht.

Im ersten Beispiel werden die Parameter a = 0.3, l:Jl = 0.4 und crz = 100 eines
simulierten ARMA(l,1)-Prozesses nach dem beschriebenen Verfahren adaptiv ge-
schitzt. Dabei wurde c_ = 0.01 gewihlt, cx(t) nach Formel (2.25) berechnet
und der Adaptionsfaktor d = 0.0l konstant gelassen.

Es wird deutlich, daf nach einer kurzen Anfangs- oder Lernphase die Schatz-
folgen um den wahren Wert schwingen und ihre Umgebung nicht mehr verlassen
(vgl. Abbildungen 2.2 und 2.3). Die Adaptionsvariable c, verdndert sich dabei
stindig durch die Anpassung des Termes cx(t) an das Verhalten der Zeitreihe,
wie aus den Gleichungen (2.25) und (2.26) deutlich wird.

Diese Veridnderungen der im weiteren als Normierungsfaktor bezeichneten GriéBle
cx(t) sind aber nicht fiir die Schwankungen der Schétzfolgen der Parameter a
und b1 verantwortlich. L&8t man cx{t) nach einer geniigend langen Anfangsphase
konstant, so verhalten sich die Schidtzfolgen der Parameter dhnlich wie vor-
her. Abbildung 2.1 =zeigt die Folge der Adaptionsnorm cx(t] berechnet nach
(2.25) und (2.26) im Vergleich mit einer nach 100 Schritten konstanten Adap-

. . 2 .
tionsnorm, wobei crx(t), t = 100, rekursiv aus

olt) = o2(t-1) - (e2(t-1) - x )/t
X X X t

bestimmt wird.
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In Abbildung 2.2 werden die Schatzfolgen des Parameters a fiir den sich an-
passenden Normmierungsfaktor cx(t) und der konstante Normierungsfaktor cx(to)
miteinander verglichen. Nach einer kurzen Anfangsphase sind beide Kurven fast
identisch. In Abbildung 2.3 wird dieselbe Aussage fiir die Schétzfolgen des

Parameters b1 dargestellt.

Im folgenden Untersuchungsbeispiel wird deutlich, da8 der in die Adaptionsva-
riable c, eingehende Ausdruck cx(t) tatsichlich eine normierende Funktion
ausiibt und die Bezeichnung Normierungsfaktor zutreffend ist. Der auto-
regressive ProzeB AR(5) mit den Parametern a = 0.1, a, = -0.2, a, = -0.05,
a, = 0.1 und a = 0.4 wurde mit der Rauschstreuung 0‘:‘: = 100 und crz = 0.5 er-
zeugt. Fiir beide Prozesse wurden die autoregressiven Parameter mit c= d =
0.01 adaptiv bestimmt.

Trotz des groBen Unterschiedes der Rauschstreuungen und damit auch der Streu-
ungen der entsprechenden autoregressiven Prozesse sind die adaptiven Schatz-

algorithmen sachgerecht, wie es in der Abbildung 2.4 an den Schitzfolgen des

Parameters a5 der beiden Prozesse demonstriert wird.

In den bisherigen Beispielen wurden nur Untersuchungen zum Nermierungsfaktor
cx(t) vorgenommen. Daneben spielt der Adaptionsfaktor d eine steuernde Rolle
flir die Schnelligkeit der Adaption an den wahren Parameter bzw. des Schwin-
gungsverhaltens der Schitzfolge um diesen. Die Wirkung des Adaptionsfaktors d
wird an dem folgenden Simulationsbeispiel eines ARMA(l,1)-Prozesses mit den
Parametern a = 0.5, b1 = 0.5 und o*z = ] demonstriert. Die adaptiven Schat-
zungen wurden mit den Adaptionskonstanten c =c¢_ = 0.01 und mit den ver-
schiedenen Adaptionsfaktoren dl = 0.005, d2 = 0.01 und d3 = 0.02 durchge-
fihrt.

In den Abbildungen 2.5 und 2.6 sind die entsprechenden Schitzfolgen der Para-
meter a und b1 dargestellt. Beide Parameterschdtzungen bendtigen fir den
kleinsten Adaptionsfaktor d1 = 0.005 eine sehr lange Phase, um die Umgebung
des wahren Parameterwertes iiberhaupt zu erreichen. Dafiir zeigen die Schétz-
folgen ein sehr glattes Verhaiten, so daB nach erfolgter Konvergenz zum
wahren Wert kaum starke Abweichungen von diesem erfolgen. Umgekehrt erfolgt

die Einschwingung auf den wahren Parameter fir den gréBten Adaptionsfaktor
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d = 0.02 bei beiden Schitzfolgen sehr schnell, dafiir sind stédrkere Schwan-
kungen um den entsprechenden Parameter erkennbar.

Hier offenbart sich sichtlich der dynamische Charakter des adaptiven Schitz-
verfahrens, der allgemein adaptiven Schatzungen auch anderer ProzeBparameter
wie z.B. Mittelwert, Streuung, Quantilwerte u. a. zueigen ist (vgl. Abschnitt
2.1 bzw. 2.2).

Der EinfluB der einzelnen Komponenten der Steuerfolge {ct} wird auch aus der
Darstellung der Schitzfolgen der Parameter als Funktion der Steuerfolge und
der Zeitreihe bis zur Zeit t deutlich. Dabei lassen sich die Formeln {A) und

(B) (ohne die Randbedingungen) fir t > max {p,q} wie folgt darstellen:

. t-1 t-1 P, a,
a (t cxx + X X -c x e .
k() £tttk € m ™ m-k T_T [1 j( 3 j-i +); j ')]

|

N t-1 t-1 L i,
bk(t) =cxe o+ Z c x e i [1 -c(¥xT  +%Ye )]
m=q+1 j=m i= i=1

k=1,.q
Im Vergleich zu anderen rekursiven Verfahren, die sich &halich darstellen
lassen (vgl. (2.1) und (2.2)}, hingen die Gewichte

vt P 2 I 2
d =c T [l-c_[Zx..+}:e.‘)] (m > p, bzw m > g)
m J -1 j-i
j=m i=1 i=1
nicht nur von einer deterministischen Steuerfolge {c } ab, sondern auch von
m
den Werten der Zeitreihe. Wird in der adaptiven rekursiven Schétzung die
Steuerfolge {ct} als Produkt einer Konstanten und einer Normierungsgriobe ge-

wihlt (vgl. (2.24) und (2.25)), so gilt:

P2 i 2
. x x t-1 X X t-1 ij-x ¥ 2_:6]—'1
ak(t) = d- izt—k + d- —~———A'; m-k m [l B s ,\21*1 ] ,
o‘x(t) m=p+1 a‘x(m) j=m o (m)
k=1,..p
P 2 1 2
n t-1 X t-1 Exj—i *.Z €
bk(t) -4 ¢ tk o, 4. m m-k [1 _ g AZ;:l ]
o (t) m=p+t ¢ (m) j=m o (m)
* k=1,..qg
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Der Normierungsfaktor cx(t} = (a‘z(t))-1 fiihrt die Anpassung an die Zeitreihe
aus, wihrend der Adaptionsfaktor d die Dynamik der Parameterschatzung in
shnlicher Weise wie auch in anderen adaptiven Verfahren steuert.

Zur algorithmischen Beschreibung des Verfahrens werden folgende Operatoren

konstruiert. Man betrachte ein Zeitsignal X = {Xt}‘:_o. Fiir die Anpassung ei-
nes ARMA-Modeils mit dem Parametervektor @ = (al,..,ap,bl,..,bq) wird der
p!q
Operatorentripel (&,6,Z) folgendermaBen definiert: (8,6, Z2)(X}t) = (et,EJt,zt),
_ p+q
z, = (zk(t})k=1 und
(eD,E)D,zD] = (e,B8,zZ) {Startwerte) {2.28)
e =X + <B8,z>
t+1 t '
8 =8 -c e z (2.29)
t+l t tel tel Tt
— - T
z, = (Xt+1’21(t)""zp-1{t)’ et+1’2p+1(t)’"’2p+q-1(t))

wobei die Steuerfolge {ct} nach (2.24) berechnet wird. Weiter gilt, daB

c

5 M) = 2 X)) (2.30)
und

~2 e

o*e(t] = 2 T(E)t) (2.31)
sind, wobei mit E = {et}t~o1 die Folge des Vorhersagefehlers bezeichnet

wird. Die Bestimmung der ARMA-Parameter erfolgt nach dem folgenden Blocksche-

mas:
e | v
X [ d(fg s) >
I 7 {8}
L t,
54 l > G
—| V r > s
{c"(t)}
c £
s £7e >
2| 7z

Eine in dieser Weise konstruierte Anpassung des Gewichtsvektors © kann als

ein adaptives Filter betrachtet werden, wobei das Schiatzverfahren auch als

stochastisches Gradientenverfahren bekannt ist (vgl. [35], Kapitel 5).
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2.3.1 Vergleich der adaptiven Modellanpassung mit konsistenten

Schitzverfahren

Aus den untersuchten Beispielen wurde deutlich, daB sich bei einer sachge-
rechten Anwendung des adaptiven Verfahrens die Parameterschdtzungen schnell
in die unmittelbare Umgebung der wahren Parameter bewegen, aber eine Konver-
genz nicht vorliegt. Die Schitzungen liegen zwar in der Umgebung der wahren
Parameter, verindern sich aber stdndig, wobei die Schwankungsbreite wesent-
lich vom Adaptionsfaktor d abhingt. In der Studie i8], Abschnitt 4, wurde ge-
zeigt, daB die Genauigkeit der Schdtzungen ausreichend fiir die Darstellung
wesentlicher inhaltlicher Zusammenhdnge und der charakteristischen Eigen-
schaften der Zeitreihen ist und fiir endliche Abschnitte (die Anzahl der Werte
war 5i2) durchaus mit den Ergebnissen konvergenter Schiatzverfahren vergleich-
bar ist. Dazu wurden Realisierungen bekannter ARMA-Prozesse angewandt und die
Schitzfolgen des rekursiven adaptiven Verfahrens (2.28)-(2.31) mit denen des
rekursiven konvergenten Verfahrens (E), (A), (B), (S) verglichen. Fir q = 0
wurden die Endwerte (N = 512) der rekursiven Algorithmen mit den Parametern
aus der Losung der Yule-Walker-Gleichungen verglichen.

Im Gegensatz zur rekursiven Schitzung, bei der die KorrekturgroBen mit wach-
sender Wertezahl immer kleiner werden, kann die adaptive Folge unmittelbar
auf die Verinderung der Zeitreihe reagieren aber damit natiirlich nicht kon-
vergieren.

Nach dem Einzelvergleich der Parameterschitzungen wurde auflerdem ein Ver-
gleich der entsprechenden parametrischen Spektraldichteschatzungen vorgenom-
men. Als Beispiel wird in der Abbildung 2.7 ein Spektraldichtenvergleich zum
AR(5)-ProzeB mit den Parametern aus dem vorangegangenen Beispiel mit den wah-~
ren und den nach 512 Werten geschitzten Parametern dargestellt.

Die Form der Spektraldichte wird von allen Schitzverfahren richtig wiederge-
geben. Unterschiedlich ist die Hohe des gréBten lokalen Maximums. Die hier
sichtbare Abweichung bei der adaptiven Schédtzung ist in der Dynamik des Ver-
fahrens und dabei entstehenden Schwankungen begriindet. Neben den Untersuchun-
gen an simulierten Modellen wurden auch Spektraldichteschitzungen von Biosig-
nalen verglichen. Die Abbildungen 2.8 und 2.9 zeigen die Spektraldichteschit-
zungen eines EEG-Signals (Elektrode O1) eines Probanden im Ruhezustand mit

gedffneten und geschlossenen Augen. Deutlich ist bei allen Darstellungen der
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Leistungszuwachs im o«-Band {8-13 Hz) bei geschlossenen Augen zu erkennen. Da-
bei spiegelt die adaptive Schitzung nur eine kurze Vergangenheit wider und
ist daher innerhalb kurzer Zeitriume Schwankungen unterworfen. Hierzu ist es
angebracht zu untersuchen, inwieweit gldttende Verfahren solche Schiatzungen
stabilisieren.

Somit wurde gezeigt, daB bei sachgerechter Vorgehensweise die Ergebnisse des
adaptiven Verfahrens mit denen konsistenter Schétzverfahren, angewandt auf
endliche Zeitabschnitte, vergleichbar sind. Damit stehen adaptive parametri-

sche Methoden fiir die Analyse von Biosignalen zur Verfigung.

2.3.2 Adaptivitit und Konvergenzverhalten der adaptiven

ARMA-Modellierung

Im Unterschied zu bekannten konvergenten Anpassungsverfahren von ARMA-
Modellen kann die adaptive ARMA-Modellanpassung so gestaltet werden, daB sie
ein stark dynamisches Verhalten aufweist. Die adaptiven Parameterschitzungen
reagieren schnell auf Verdnderungen der stochastischen Signale, wie z.B. den
Ubergang von einer stationiren Phase zu einer neuen stationdren Phase oder
das Auftreten von Instationarititen, und passen sich der neuen Situation
selbstdndig an. Da die adaptive ARMA-Modellanpassung jeweils nur auf den
aktuellen Wert und eine kurze Vergangenheit der Zeitreihe zurilickgreift, kon-
nen die Parameter in Echtzeit berechnet werden.

Bevor die Analyse von Biosignalen aufgrund der adaptiven rekursiven ARMA-
Modellierung mit Hilfe von (2.28)-(2.31} durchgefiihrt wird, sollen das Adap-
tions- und Konvergenzverhalten des Verfahrens an simulierten Zeitreihen un-
tersucht werden. Dabei soll der Einflu8 der Adaptionsgrofien cs, c8 und des
Adaptionsfaktors d auf diese Eigenschaften deutlich gemacht werden.

Die Varianzschitzungen des Signales 5‘)2( und des Vorhersagefehlers 5‘2 stehen in
einem engen funktionalen Zusammenhang (vgl. (2.29) und (2.31)), aus diesem
Grund werden die Konstanten c, und . in gleicher Weise gewdhlt bzw. veran-
dert und somit im weiteren nur eine Konstante ¢ mit ¢ = c =cg betrachtet.

Es wurden die folgenden Simulationsbeispiele aus den aufeinanderfoigenden
Realisierungen zweier unterschiedlicher AR-Prozesse mit jeweils 256 Werten
untersucht. Bei gezielter Wahl der autoregressiven Parameter und der Streuung

0'2 im ersten und zweiten ProzeB, die eine deutliche Ver#inderung im Spektral-
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bereich bewirken, wird das Anpassungsverhalten der adaptiven ARMA-
Modellierung an der Sprungstelle im Zusammenhang mit dem Konvergenzverhalten

in den stationiren Teilbereichen beobachtet.

Im 1. Beispiel sei ):1,...,1-(256 die Realisierung eines AR(2)-Prozesses mit den

Parametern a = -0.5, a_ = -0.4, a‘2 =1 und X _,...,X Realisierungen ei-
1 2 £ 257 512

nes AR(2)-Prozesses mit den Parametern a = 0.5, a = -0.4, o= 1. Fiir die

Spektraldichten dieser Prozesse gilt, dafl

@ o=+ fir A e [0,n/4],
14 24

d.h., der Wechsel des ersten autoregressiven Parameters a von -0.5 zu 0.5
bewirkt den Ubergang von schnellen zu langsamen Schwankungen, wobei die Va-
rianz des Signals sich nicht verandert.

Die Untersuchungen zeigen, daB der Adaptionsfaktor d eine groBe Bedeutung fir
die Geschwindigkeit der Anpassung der Schatzfolge des ersten autoregressiven
Parameters a nach dem Sprung von -0.5 zu 0.5 hat. Die Anpassungsgeschwindig-
keit hingt stark von seiner Wahl ab, die Wahl der Adaptionsvariablen ¢ ist
hier kaum von Bedeutung (vgl. Abbildung 2.10). Die Schétzfolge des eigentlich
unveridnderten Parameters a, verindert sich in der Ubergangsphase ebenfalls,
da sie mit der Schatzfolge éltt) eng zusammenhingt (Abbildung 2.11).

Die Abbiidungen 2.10 und 2.1l zeigen, daB die Schétzfolgen der autoregressi-
ven Parameter fiir ein gréBeres d stirker schwanken. Ausdruck dafiir ist die
folgende KenngriéBe. Man betrachtet die Schétzfolge {@(t)}tzm des ARMA-

hper

Parametervektors. Sei k° € N mit 0 < k°= p+q, k* = k°(t) und
Iek,(t) - Bkg[t-l)l = max Iek[t) - Gk[t«-l}l fir t e N
C<k=p+qg
Dann wird mittels
k(t) = 8 (t) - Bk.(t-ll (2.32)

-

die maximale Parameterschwankung definiert. Fiir das [. Beispiel wird die Fol-
ge {ict}il in der Abbildung 2.12 fiir qie unterschiedlichen Adaptionsvariablen
dargestellt. Die Wahl des Adaptionsfaktors d wirkt sich wesentlich auf die
Endwerte der Parameterschatzungen (N = 5i2) aus. Sie sind in der folgenden

Tabelle zusammengefaBt:
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c o d &2(1\11 a (N) a,(N)
0.01 0.01 1.275 0.368 -0.298
0.03 0.01 1.434 0.341 -0.290
0.01 0.03 1.226 0.522 ~0.411
0.03 0.03 1.386 0.493 ~0.404

Tabelie 2.2: Adaptlve Schitzung der Parameter von 2 nacheinanderfolgenden

AR(2)-Prozessen mit verschieden Adaptationsparametern

Es zeigt sich, daB die Ver3nderung von a fiir d = 0.01 nicht vollstindig er-
faBt wird und die Wahl d = 0.03 wesentlich geeigneter ist. Die Erkennung der
Wanderung der Frequenzanteile mit hohen Leistungsanteilen von hohen zu nied-
rigen Frequenzen gelingt fiir d = 0.03, aber nicht vollstindig fir d = 0.0l
(vgl. Abbildung 2.13).

Eine Verstirkung des Signals kann durch VergrdBerung des Parameters a'z er-
reicht werden. Dabei bleibt die Form der Spektraldichte erhalten (vgl. z.B.
(1.18)). Bei geeigneter Wahl der Konstanten ¢ Kkann eine schnelle Anpassung
der Schitzfolge (&i(t)} an die neue Situation und damit eine stabile Schat-
zung der Parameter erreicht werden.

Man betrachte zuerst eine Folge {xt}, wobei Xl""’xzsa die Realisierung ei-
nes AR(Z)-Prozesses mit den Parametern a1 = 0.4, az = 0.2, 0‘2 = 1 und x257
X eines AR(2)-Prozesses mit den Parametern a = 0.4, a = 0.2, crz = 10

s -

sind. Das Signal wird also mit den gleichen autoregressiven Parametern er-
zeugt, aber die Leistung wird nach 256 Werten wesentlich erhdht.

Aus den Eigenschaften der adaptiven Verfahren ist bekannt, daB die Schatzung
des Normierungsfaaktors cx(t) = (c'f*::(t]]_1 sich mit ¢ = 0.01 nur z8gernd den
neuen Bedingungen anpassen kann. Fir c = 0.03 erfolgt die Reaktion der Schat-
zung auf den Leistungssprung wesentlich schneller, schwankt dann aber auch in
der stationiiren Phase stirker. Das Verhalten der Schitzfolgen der Varianz des
Vorhersagefehlers ist ganz analog. Dabei zeigt sich, daB die Wahl des Adap-
tionsfaktors d kaum eine Rolle spielt (siehe Abbildung 2.14).
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Die Schiatzfolgen él[t] und éz(t) schwanken nach der Einschwingphase um ihren
wahren Wert und zeigen nur eine kurze Reaktion an der Sprungstelle. Ein klei-
ner Adaptionsfaktor d bewirkt dabei in stationdren Abschnitten "ruhige”
Schitzfolgen, waihrend die Wahl von ¢ hier kaum einen Einflud auf diese Schat-
zungen hat. Betrachtet man die maximale Parameterschwankung (rct} fir unter-
schiedliche Adaptionsvariablen und Adaptionsfaktoren, so erkennt man, daf die
Wahl der Konstanten c¢ im Normierungsfaktor einen wesentlichen EinfluB auf die
Anpassungsgeschwindigkeit der Parameter in der {Ubergangsphase hat. Eine
gleichmiBig kleine Schwankung ist fiir eine giinstige Wahl von ¢ = 0.03 und
fiir einen kleinen Adaptionsfaktor d = 0.0l zu beobachten (vgl. Abbildung
2.15). Fiir andere Konstanten ist die Schwankung der Parameter an der Sprung-
stelle im Vergleich zu den stationdren Abschnitten merkbar groBer, da der
Normierungsfaktor zu klein ist.

Dieses Verhalten der geschitzten Parameter kann auch mittels eines Inter-
quantilintervalls um die Folge {Kt} bzw. mittels der Breite dieses Intervalls
zum Ausdruck gebracht werden. Diese KenngriBe kann aus (1.11) mit einer kon-
stanten Steuerfolge adaptiv bestimmt werden. Auch sie zeigt fir c = 0.03 und
d = 0.0l eine gleichmiBig kleine Schwankung und deutet auf eine gute ange-

paBte Verarbeitung der Sprungstelle hin (siehe Abbildung 2.16).

Eine #hnliche Wirkung der Konstanten ¢ und d kann bei einem Leistungsabfall

beobachtet werden. Im letzten  Simulationsbeispiel ist EIRTERE S die
Realisierung eines AR(3)} - Prozesses mit den Parametern a = 0.4, a, = -0.3,
a = 0.2, c° = 15 und x R 4 die Realisierung eines AR(3)-Prozesses
3 e 257 512 "

mit den Parametern a = 0.4, a, = -0.3, a, = 0.2, o, = 3. Das Signal wird

wieder mit den gleichen autoregressiven Parametern erzeugt, die Leistung
fillt nach 256 Werten stark ab. Im Signalveriauf sind damit die Amplituden-
schwankungen im zweiten Teil wesentlich kleiner. Die Anpassungsgeschwindig-
keit in der Ubergangsphase wird in der Folge {Kt} deutlich (Abbildung 2.17).
Die geringe GrdBe der maximalen Parameterschwankung nach der Sprungstelle
deutet darauf hin, daB die Korrektur der Parameter nur in eine Richtung er-
folgt, bis das gesamte System der Schitzungen wieder eingeschwungen ist. Da-

bei ist die Adaptionsvariable c fiir die Linge dieses Uberganges mafBgeblich
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2.4 Bestimmung der Steuerfolge in rekursiven Quantilschdtzungen

In die Familie der adaptiven rekursiven Verfahren 148t sich die adaptive GCe-
staltung der Schitzung von Quantilwerten aus Satz 1.3 einordnen. Dabei erhilt

die Vorschrift (1.11) die folgende Form:

qa(O} =q (Startwert)}
(2.33)

(x )],c>0

g (t+1) = q (1) +c [“ } i[—m,qa(t]) tel

wobel mit {xt} ein Zeitsignal bezeichnet wird. Sie wurde bei der Bestimmung
der Konfidenzintervalle in den Untersuchungen der Eigenschaften der adaptiv
geschitzten Parameter eines ARMA-Modells im vorangegangenen Abschnitt ange-
wandt. Die Eigenschaften des Schitzverfahrens (2.33) wurden an zahlreichen
Beispielen getestet, die Beschreibung der Untersuchungen und die detaillierte
Auswertung der Ergebnisse sind in der Studie {54] und in [23] dargestellt.
Sie zeigen, daB die Schitzung fiir mathematische Stichproben mit bekannter
Verteilung im Vergleich mit anderen Schdtzungen {(konsistente rekursive
Schitzfolge und empirische Quantilbestimmung) hinreichend gute Werte liefert.
Bei der Wahl des Adaptionsfaktors c wurde ein dhnliches Verhalten beobachtet,
wie es sich z.B. bei der Momentenschitzung explizit beschreiben 148t. Die
Schwankung der Schitzfolge um den theoretischen Wert fir ein konstantes c
wird mit wachsendem t nicht geringer, sie sinkt aber, wenn c verkleinert
wird. Dagegen nimmt bei Strukturbriichen mit wachsendem ¢ die Anpassungs-
geschwindigkeit zu. Anders als im Fall von Verfahren, die dem Satz 2.} genil-
gen, ist der funktionale Zusammenhang zwischen der Streuung der Schatzfolge
und der Streuung der Zeitreihe bzw. der Konstanten c¢ im allgemeinen nicht be-
kannt und zur Wahl des Faktors c liegen keine Einschrénkungen vor. Die Unter-
suchungen zeigen, daf die Streuung der adaptiven Quantilschitzung durch die
Streuung der vorliegenden Zeitreihe nicht beschrankt ist, und daB bei einer
ungiinstigen Wahl des Adaptionsfaktors c¢ die Schatzung durch ein zu starkes
Rauschen verdeckt werden kann. Aus diesen Griinden werden Methoden zur Kon-
struktion der Steuerfolge gesucht, welche die Eigenschaften der Zeitreihe in
die Berechnung einschlieBen. Als erstes konnte die Steuerung der Folge {Ct)
zwischen zwei Konstanten untersucht werden, wie es mit (2.9) beschrieben wur-

de. Da das adaptive Verfahren (2.33) der Schitzung von Quantilen an sich ein
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oszillierendes Verhalten aufweist (s. [23]), ist das in (2.9} verwendete
Steuerkriterium fiir die Quantilschitzung nicht geeignet. Andere Methoden er-
geben sich aus den folgenden Betrachtungen.
Aus der numerischen Mathematik sind fiir die Berechnung einer Nullstelle r der
reellen Funktion R: R - R verschiedene Sekantenverfahren bekannt. Es wird ge-
zeigt, dag die Folge {x)7_ mit
R(xt)
Fa = %7 A—R(?c?
unter gewissen Bedingungen gegen die gesuchte Nullstelle konvergiert, wobel
mit .’_\.R(xt) der Anstieg von R in einer Umgebung von X, bezeichnet wird (vgl.
2. B. [43]). Hier entsteht die Frage, ob es moglich wire, mit Hilfe einer
Schitzung des Anstiegs der Verteilungsfunktion I:"E in der Umgebung des aktuel-
len Schitzwertes qm(t] die Steuerfolge in der rekursiven Schitzung von Quan-
tilen zu bestimmen. Fiir die Schitzung des Anstiegs von Fg kann der folgende

Satz angewandt werden.

Satz 2.2:

Sei («Et(w}}(::o eine Folge stark mischender ZufallsgréBen mit der absolut
stetigen Verteilungsfunktion FE und der Dichtefunktion f&' Die Bedingungen
(1.7) und (1.8) seien erfiillt. Ein Intervall (a,bl wird in disjunkte Klassen
Ki =(a + (i-1}h, a + ih] zerlegt, wobei mit h = (b-a)/N die Klassenbreite und
i =1

3

.,N der Klassenindex bezeichnet sind. Zusatzlich werden die Klassen KO

= (-w,al und K= (bw} betrachtet. Die Folge {hi(t)}“:_g, die als

h(0) = ho’ 0= ho =1 (Startwert)
: (2.34)

— l -
h(t+l) = h(t) + [[Kl(gt) h‘(t)J

definiert ist, konvergiert mit Wahrscheinlichkeit Eins und es gilt

FE(a), wenni =0
lim h(t) = { F.la+ih) - F_(a+{(i-1)h), wemn i € {l,..,N} P-f.s. (2.35)
0 | g £

1 - Fg(b), wenn i = N+l
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Beweis:

Der Satz 1.1 wird fiir den Fall angewandt, daB

R(x) = P(§ € K) - x und  Glt+l,x0) = | (gm(u)) - P eK)

sind. Die Eigenschaften (1.2)-(1.6) kdnnen einfach nachgewiesen werden, denn

es gilt: E[ (Et(w)) = P(§ € K) und IR()| =1 +|x]. o
i

Mit Hilfe der Folgen {h (1)}, i 0,..,N+l, kann das relative Histogramm
1

=~
g B ]

H (x}) = h (t) |, (%) xR (2.36)
t i Ki

i=
als eine Schitzung der Klassenwahrscheinlichkeiten definiert werden. Fir t»
und h — O konvergiert Ht mit Wahrscheinlichkeit Eins gegen f £ (vgl. z.B.
[21}). Fiir jedes x € R ist das Histogramm eine Schatzung des Anstiegs von F ¢
in der Umgebung von x. Mit Hilfe des Histogramms wird zuerst eine Bestimmung

der Steuerfolge fiir eine konsistente Schitzung des Quantils gezeigt.

Satz 2.3:
Man betrachte die Folge {Et}fzo von unabhingig identisch verteilten Zufalls-
gréBen mit der absolut stetigen streng monoton wachsenden Verteilungsf unktion
FE. Die Verteilungsdichte fE ist also eine stetige positive Funktion. Wird in
der Folge {qa(t)}

0 .
, die als
t=0

qa(Ol =q (Startwert)
[

. (2.37)
T ltel) = q (U + o7y {“ B |(—m,qa(t))[€t+1)]

gegeben ist, die Folge {ct}u:“0 nach
——;——, wenn H (q (t)] > 1/he
H (g (1)) e
c = t Ve (2.38)
he (g > 1), sonst
bestimmt, so konvergiert {q(x(t]}'o:_0 mit Wahrscheinlichkeit Eins gegen das

o-Quantil 9 der Verteilungsfunktion FE.

Beweis:

Die Folge {qa(t),Ht} bildet einen zweidimensionalen Markow-Proze8 im Sinne

von [47] §2.3, {s. Theorem 3.1 und die Bedingung A).
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Fiir die Funktion Ht gilt, daB Ht(x) < 1/h fiir alle x e R ist. Wegen £ > 1
gilt fir alle t = 0, daB c, = h ist.

Fir den Markov-ProzeB {qa(t)} betrachtet man die Borel-meBbare nicht negative
Funktion V(t,q) = (q—qm)z. Fiir den erzeugenden Operator von {qa(t)} bzgl. der

Funktion V kann die folgende Ungleichung gezeigt werden:

L(V(t,q) = El(g (t+1) anZ - (g (t) - qalzlqa(t) =q} =
1 1 2z 2
o) (q—qa)Ect[a —|(_m’q)(€t)] o) Ect(a —I(_m’q)(ﬁtl] =
h (hs)2 2
T [q-qa}(cx - Fg(q]) + > {1+ (q—qa) ). (2.39)

(t+1)

Damit konvergiert nach [47] §2.7, Theorem 7.1, die rekursive Schatzung (2.37)

mit der Steuerfolge (2.38) gegen das a-Quantil q, von FE P-fast sicher. o

Fir die adaptive Gestaltung eines rekursiven Verfahrens ist es von Bedeutung,
den Korrekturterm so zu steuern, daf die Schitzfolge auf Strukturbriiche mdg-
lichst schnell reagiert, in stationiren Abschnitten dennoch eine gute Schéat-
zung liefert. Um diese Eigenschaft bei der Schitzung der Quantile mit einer
Steuerfolge, wie sie im Satz 2.3 bestimmt wurde, zu erreichen, werden die
adaptiven relativen Hiaufigkeiten wie folgt bestimmt:

h(i:(O) = 0 ({Startwert)

RE(t) = (1-¢)h(t-1) + c| (£) 240

i i Ki £’
i =0,. N+ und O < c < L. Analog zu (2.36) wird dann die adaptive Schatzung

des relativen Histogramms mit

N

c _ 1 c

H(x) = ):o hl{t] IKi(x) x € R (2.41)
i=

h

definiert. Ist {&'t} eine stark mischende Folge von ZufallsgréBen mit der Ver-

teilungsfunktion Fg, so gilt fur p = ?(gl 5 l(i}

t
ER(t) = ¢ T (1-e) ™ Ef () = (1 - (1-c)) p, (2.42)
k=1 i

(vgl. (2.7)) und somit auch
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Fg(a)/h, x € K

i:: EH (x) = { (Fglarih) - F€(a+(i-11h1)/h, x ¢ K und i€ {,.,N} (2.43)

0

(1 - Fg(b)]/h, X € KN+1

Sind die Zufallsgrdfen unabhingig, kann nach dem Satz 2.1 fiir die Varianz der

Schitzung gezeigt werden, daB

lim E(h° - p)?= s=— p(I-p), i = 0,1,..,N+1 (2.44)
i i 2-c Ui i
100
ist.
Fiir ein beliebiges Signal X = (xt} wird mit (2.40)} ein (n+2)-dimensionaler

Operator definiert, der die momentane Dichte der Werte von X in den Interval-
len Ki (i = 0,..,N+1) beschreibt.
Die Steuerfolge {ct} eines lernfihigen Operators fir den a-Quantilwert wird
mit
c, = d (2.45)
max {Hi(qa(t)),ﬁé}

definiert, wobei d € {0,1) und £ > 1 sind. Es gilt fir alle x € R, daB

N+1 t _ t-j (1 t
H o = §op S g ) | 0 = el o]
i=0 j=1 ™

=

ist (vgl. (2.7)). Durch eine feste Wahl der Konstanten c, d und h ist eine
untere Schranke der Steuerfolge gegeben: c, > h-d. Der Wert von <, liegt die-
sem Wert am nichsten, wenn die Werte der Folge X dicht um den aktuellen
Schiatzwert qa(t) schwingen. Mit wachsender Streuung von X nimmt die Steuer-
folge zu, die Streuung der Schétzung steigt an. Der maximale Anstieg der
Schitzfolge hde (c:t < hde), der mit der Wahl von e festgelegt ist, wird an
den Stellen der Strukturbriiche von {Xt} erreicht. Mit einer Steuerfolge (ct}
nach (2.45) gewinnt also die adaptive Schdtzung von Quantilen Zhnliche Eigen-
schaften wie die Schitzungen, in denen- die Folge c, zwischen zwei konstanten

Werten gesteuert wird, wie es mit (2.9) beschrieben wurde.

Fiir die Verfahren der stochastischen Approximation wurde ebenfalls der

Zusammenhang zwischen dem Anstieg der Funktion R in der Umgebung der Null-
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stelle r und der Schitzung dieser Nullstelle untersucht. In [47] wurde
gezeigt, daB die Varianz der rekursiven Schdtzung aus dem Satz 1.1 fir mathe-
matische Stichproben von der Wahl der positiven Konstante ¢ in c, = 5—} ab-
hiangt (vgl. §6.6). Sie ist am kleinsten, wenn ¢ = (R’ (r))" st {vgl. §7.5).
Fiir die Schitzung (1.10) des k-ten Momentes H, ist die Ableitung der Funktion
R(x) = p_- x konstant gleich -I und damit die Schitzung mit ¢ = = die
wirksamste. Im allgemeinen ist aber ein solches c nicht bekannt, es werden
jedoch Verfahren untersucht, in denen eine Schitzung fir R’(r) méglich ist.

Im folgenden wird ein Satz angegeben, dessen Anwendung zur wirksamsten Schit-

zung der Nullstelle r von R fihrt.

Satz 2.4:

Sei {Et}:;o eine Folge unabhingiger identisch verteilter ZufallsgrdBen. Fir
eine Funktion R geiten die Bedingungen (1.3) und (L.5). Es existieren zwei
reelle Zahlen -w < ro<r, < 0 mit r < R(x) < r Die zweite Ableitung R”
sei stetig und beschrinkt. Die zufillige Funktion G(t,%,w) genlige den Bedin~

gungen (1.2) und (1.4) und die Ungleichung
R%(x) + EGZ(t,x,w] <C(+x), C>0undx <R

sei erfiillt. Weiter sei eine reelle Folge {at}T_o gegeben, fir die gilt

a a
N R a,a >0, 0<esec<l/2 (2.46)
€ t £ U T2
t t
Man definiert die zufilligen Folgen Y = {y}~ , Z = {z}
t t=0 t =0
yt(x,m} = R(x) + Glt,x,w) (2.47)
y(x +a,0) -y (x-a,w
B t t t t
zt(x,w) = 54 (2.48)
t
und einen zweidimensionalen Markov-ProzeB W = {(vt,xt)}O:_D mit
v =0
0
x, = X (Starwert)
v =v o+t (z(x,0) -v ) (2.49)
t -1t et t-1
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{x + a ,w) + (x - a ,w
J'rt+1 t t’) Vi T ¢’ )

X=Xt e 2 (2.50)
t
und . { -y, v <0
v = t t
1, sonst. t =1,2,...

Der ProzeB W konvergiert mit Wahrscheinlichkeit Eins gegen (R’(r),r).

Fir den Beweis vgl. [47] §7.5, Theorem 5.2. In §7.6, Theorem 6.1 und 6.2,

wurde gezeigt, daB die Schitzung fiir £ > 1/4 die kleinste Varianz besitzt.

Dieser Satz kann sofort fiir die wirksamste rekursive Schétzung von Quantil-

werten angewandt werden.

Satz 2.5:
Man betrachte die Folge {Et}o:—o unabhingiger identisch verteilter Zufalls-
gréfen mit der absolut stetigen streng monoton wachsenden Verteilungsfunktion

¥ .. Die Dichtefunktion f sei differenzierbar, ihre erste Ableitung sei

£ £
stetig und beschrinkt. Es existieren zwei reelle Zahlen -« < fl < fz < 0 mit
m

f; < f&.(x) < fz fiir alle x.Dann konvergiert die Folge W = {(ft,qa(tJ)}t_o »

die fiir ein ¢ mit 0 < & < 1/2 mittels der Vorschriften

=0
o
qu(l) =q
und
1
Ff=0-2rF +—=] -e ey (£)) (2.51)
t 1 Tt 5t 1€ [qa(t]—t ,qa[t)+t ) t
a-1, €t+1 < qa(t} -t F
() = q (1) + —=d a- 4, gt} -t sg <qgly+t 5 (252
9y Ty tf: 2’ T =L S 9 ’
-£
o, qa(t) + = Et*-l,
f2=f"={ft' 720
1, sonst

definiert ist, gegen (fg(qa],qa) P-fast sicher.
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Beweis:

DaB die Funktionen R(q) = a - F&.(q) und Glt+l,q,w) = F&.(q) - 1(_m’q)(€t+l(w))
die Bedingungen (1.2) - (1.5) erfiillen, wurde schon im Beweis von Satz 1.3
gezeigt. Es gilt, daB Rz(q) + EGZ(t,q,w) < 2 < 2(1+x°) ist. Da FE streng mo-
noton wachsend ist, gilt fiir die erste Ableitung R‘{gq) = -fg(q) < 0. Die re-
elle Folge t-e, 0 < £ < 1/2 geniigt der Bedingung (2.46). Damit sind die Vor-
aussetzungen vom Satz 2.4 erfiillt. Die Folge Y, die in (2.47) definiert

wurde, ist mit
yt[q,w) = o - |(_m,q}(€t+1[wll

gegeben. Fir die Folge Z aus (2.48) ergibt sich in diesem Fall

g-t78, qt™%) (£, (w)
z (q0) = s
2t
und fiir den Korrekturterm in (2.50)
-€
_ - o -1, £ -q (t) < -t
v, (g (D+ 50) + y (g (1)-t % 0) e
t+1 T tel " O - o - l _t—E - E - g (t] < t—E
2 2’ T Tt «
-e
o, E’t+1 - qa(t] E
Die Konvergenz der Folgen (2.51} und (2.52) ist nach dem Satz 2.4 bewiesen. [

Nach den Uberlegungen zur adaptiven Gestaltung der Schatzung aus dem Satz 2.3
kénnen auch fiir die Schitzung aus dem Satz 2.5 &hnliche Eigenschaften er-
reicht werden, in dem sie wie folgt modifiziert wird. Seien c,d aus (0,1,
h > 0. Dann wird eine adaptive lernfihige Schitzung des Quantils folgender-

maBen definiert:

f,=0
q;(l) =q
und
c _ _ < E_
ft = C]ft-1 T 7n I[q;(t)—h, q:[t]fh] (gt)' (2.53)
« -1 Et+1 < q;(tJ - h
d _ d d 1 d < d
qa(t+1) = qa(t) + —}; @ - qa{t) -h= Em < qa[t) +h {2.54)
la, g +h=g
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wobei f: = max {f ) 2h ——} und £ > 1 sind. Es kann mit Hiife von (2.7) gezeigt
werden, daB ft < 1/2h ist:

c(l c) L l-t1=e)t 1

t
c - b —
fo= Lo '[q (-hgtien)' &) = T2m 7h -

Ahnlich wie in der Schatzung mit der Steuerfolge nach {2.45) sind bei einer

festen Wahl der Konstanten ¢, d, h und e eine untere und eine obere Schranke

der Steuerfolge gegeben: 2hd < c, = Zhde.

In beiden adaptiven Verfahren, in denen die Steuerfolge {ct} vom Signal ab-
hangig ist, steuert der Faktor d die Dynamik der Schitzung, wdahrend die
Schiatzung des Anstiegs die Anpassung an die Zeitreihe realisiert. Die Kon-
stante h ist in Abh#ngigkeit von der Streuung der untersuchten Zeitreihen zu
wihlen. Untersuchungen an simulierten Zeitreihen zeigen, daf der Faktor ¢ in
der Anstiegsschitzung nicht kleiner der Faktor d gew#hit werden soll. Dadurch
wird eine schnelle Anpassung der Sché#tzung nach einem Strukturbruch erreicht.
Ein #hnliches Verhalten wurde schon in der adaptiven Schitzung der ARMA-
Parameter im vorangegangenen Abschnitt beobachtet.

An einem Beispiel sollen die adaptiven Verfahren der Quantilschidtzung vergli-
chen werden. Dafiir wurde eine Folge von gleichverteilten Pseudozufallszahlen
{x }1000 simuliert, wobel x - X im Intervall [0,1], X - X im Inter-

1 230 231 730

vall [6,8] und x__ - x 00 im Intervall [2,5] ausgewiirfelt wurden. Danach

wurde das Interqzxgzirtilintervall, also das 1. und 3. Quartil, geschitzt. Die
Ergebnisse sind in der Abbildung 2.23 dargestellt. Fiir die adaptive Schdtzung
mit konstantem Adaptionsfaktor ¢ = 0.1 konnten in den stationdren Abschnitten
gute Ergebnisse erreicht werden. Dagegen erfolgte mit diesem Wert von ¢ die
Anpassung an einen neuen Abschnitt sehr langsam. In den Schdtzungen mit einer
lernenden Steuerfolge konnte nach einem Strukturbruch eine sehr rasche An-
passung erreicht werden, wobei in den stationdren Abschnitten eine gute
Schitzung erreicht wurde. Da in beiden Verfahren der Adaptionsfaktor d = 0.05
gewihlt wurde, besitzen beide Schitzungen in stationéren Abschnitten annd-
hernd die gleiche Streuung. Die Schitzfolgen (2.53) und (2.54) sind funktio-
nal verbunden und die Anpassung der Quantilschitzung (2.54) kann nur so

schnell erfolgen, wie schnell die Folge (2.53) an der Stelle eines Strukur-

bruchs gegen Null konvergiert. Dagegen erfolgt in (2.45) die Histogrammschat-
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zung unabhingig von der Schatzfolge des Quantils und eine Anpassung an den
neuen Abschnitt kann schneller erreicht werden.

Die empirischen Untersuchungen zeigen, daB eine dem Signal angepaBte Bestim-
mung der Steuerfolge c, die Eigenschaften der adaptiven Schitzung von Quanti-
len wesentlich verbessern kann. Werden die beiden Methoden verglichen, so ist
sofort ersichtlich, daB die adaptive Schitzung (2.53)-(2.54) sich rechentech-
nisch einfacher realisieren [48t. Untersuchungen an simulierten Zeitreihen
mit einer bekannten Verteilungsdichte zeigen aber, daB diese Schatzung stark
von der Wahl der Konstanten h abhingt. Mit wachsendem Wert von h wird zwar
die Streuung der Schitzfolge geringer, fir einen "zu groBen Wert" von h
schwingt aber die Schitzfolge um einen falschen Wert. Eine optimale Einstel-
lung muB aus Voruntersuchungen fir jedes a bestimmt werden. Dagegen bringt
eine Schitzung mit der Steuerfolge nach (2.45) schon fir wenige Hiufigkeits-
klassen gute Ergebnisse. In der Abbildung 2.22 wird ein Vergleich der Schéat-
zung mit einer konstanten Steuerfolge und mit der Steuerfolge nach (2.45) fiir

Biosignale dargestellt.
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3 EINSATZMOGLICHKEITEN ADAPTIVER VERFAHREN
IN DER BIOSIGNALANALYSE

Die praktische Relevanz der adaptiven rekursiven Verfahren konnte bei der Lo-
sung verschiedener Aufgaben aus der technischen Diagnose nachgewiesen werden
(vgl. [22]). Ihre Anwendung bei der Analyse verschiedener Biosignale wurde im
vorangegangenen Kapitel sowie in den Arbeiten [23], {551, [24], [27] u.a. an-
gesprochen. Einige Losungen konkreter Aufgaben werden in diesem Kapitel ge-

nauer beschrieben.
3.1 Einsatzmdglichkeiten der adaptiven ARMA-Modellierung

Ankniijpfend an die Untersuchungen aus dem Abschnitt 1.2.3, die der ARMA-
Modellierung von Biosignalen gewidmet wurden, ksnnen die bekannten Auswerte-
methoden auf die dynamische Analyse von Zeitreihen erweitert werden. Die
adaptive rekursive Schatzung von ARMA~Parametern ermoglicht es, die spektra-
len Eigenschaften eines Signals in ihrer zeitdynamischen Entwickung zu beo-
bachten und zu analysieren. Da mit der dynamischen ARMA-Modellanpassung 2Zu
jedem Zeitpunkt ein vollstindiges Modell eines beliebigen Signals zur Verfi-
gung gestellt werden kann, lassen sich mit Hilfe der Operatoren (2.28)-(2.31)
unterschiedliche Parameter sowohl im Zeit- als auch im Spektralbereich gewin-
nen. Die Effektivitdt der verschiedenen Parameter Zzur Losung konkreter Aufga-
benstellungen muB jedoch im einzelnen erprobt und untersucht werden.

In der Abbildung 3.1 wird das Spektrum des Signals aus der Abbildung 2.19 in
der ersten Ruhephase am 200., in der Kauphase am 400. und in der darauf fol-
genden Ruhephase im letzten MeBpunkt dargestellt. Die typische Kauaktivitat
im Frequenzband von 55 Hz bis 98 Hz ist im mittleren Spektrum iiber die gesam-
te Zeitreihe, das mit konvergenten Verfahren bestimmt wurde, deutlich {vgl.
Abb. 1.8). Sie ist im dynamischen Spektrum am Fnde der Kauphase eindeutig er-
kennbar, am Ende der Messung verschwindet sie allm&hlich.

Im Abschnitt 1.3.4 wurde die Mappingtechnik als eine bildgebende Auswerte-
methode eingefiihrt und in der Abbildung 1.9 an der hier erwahnten Muskel-
aktivitit im KauprozeB veranschaulicht. Mit Hilfe adaptiver Verfahren 148t

sich die dynamische Entwicklung vom Aufbau der Kauphase bis zur Riickkehr in
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die Ruhephase detailliert in den aufeinanderfolgenden Maps zeigen (siehe
Abbildung 3.2).

Die Berechnung der Spektraldichte in jedem Zeitpunkt (bzw. in sehr nahe lie-
genden Zeitpunkten) filhrt zu einer dreidimensionalen Darstellung des Signal-
spektrums in der Zeit-Frequenz-Ebene. In [52] wurde ein Beispiel der Mikro-
zirkulationsmessung mittels Laser-Doppler-Flowmetrie bearbeitet. Dabei wurde
ein dreidimensionales Spektralgebilde gewonnen, in dem die Verdnderung typi-
scher Rhythmen zu erkennen ist (vgl. Abbildung 3.3).

Der mittlere quadratische Vorhersagefehler eines ARMA-Prozesses kann zur De-
tektion von Instationarititen im Signal verwendet werden. Benutzt man zu sei-
ner Schitzung die adaptive Berechnungsformel {2.31), so reagiert die Folge
{;z(t)} auf abrupte Anderungen im Signal mit starkem Zuwachs, bei allmé&hli-
chen Anderungen bzw. nach einem Strukturbruch verlduft sie konstant (vgl.
[(56]). Die Geschwindigkeit der Reaktion und der Anpassung kann mit dem Adap-

tionsfaktor gesteuert werden.

Bei der Anwendung eines adaptiven rekursiven Verfahrens ermdglicht die Wahl
des Adaptionsfaktors bzw. der Adaptionsfaktoren die Robustheit und Adaptivi~
tit des Verfahren zu steuern und ihn an die Eigenschaften der untersuchten
Zeitreihe anzupassen. Fir eine konkrete, méglicherweise automatisch gesteuer-
te Anwendung muB die Einstellung der Adaptionsfaktoren weiteren Untersuchun-
gen unterzogen werden. Dabei soll der Zusammenhang zwischen den Eigenschaften
der Zeitreihe und dem Verhalten des gewihlten Verfahrens iiberpriift werden.

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, wie die Anwendung der adaptiven Trend-
schitzung bei einer Berechnung der Durchblutungsgeschwindigkeit am Augenhin-
tergrund gegeniiber aufwendigen Methoden zu sehr guten Ergebnissen filhren
kann. Nutzt man die Spektraleigenschaften des Trendoperators aus, so kann ein
giinstiger Adaptionsfaktor exakt berechnet werden. Das ermdglicht, geeignete
L3sungsalgorithmen fiir eine automatische Auswertung zu entwickeln.

Die Erkennung von einzelnen Mustern und Strukturen, die im MeRBsignal charak-
teristische Vorgiinge am untersuchten Objekt widerspiegeln, ist eine wichtige
Aufgabe in der Signalanalyse. Die Anwendung der dynamischen KenngroBen, die
im Abschnitt 2.3 beschrieben wurden, und eines adaptiven Schwellenoperators
bei der adaptiven Segmentierung von Langzeit-EEG-Signalen wird im letzten Ab-

schnitt untersucht.
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3.2 Anwendung der adaptiven Trendschitzung zur Berechnung

der Durchblutungsgeschwindigkeit in retinalen GefdBen des Auges

Zur Messung der arteriellen Blutgeschwindigkeit in den kleinen Arterien des
Auges findet unter anderem die Indikatortechnik Anwendung. Ein fluoreszieren-
der Farbstoff wird intravenss injiziert und erscheint nach einigen Sekunden
in den Netzhautgefifen. Die Passage des Farbstoffes durch die NetzhautgefidBe
kann photoelektrisch aufgezeichnet werden. Registriert man iiber einem arte-
riellen Netzhautgef3B8 mit zwei MeSBflichen im Abstand As voneinander den zeit-
lichen Verlauf des die Indikatorkonzentration repréasentierenden Fluoreszenz-
lichtes, ergeben sich zwei MeBkurven.

Die komplexen Zusammenhdnge zwischen einer mittleren Blutgeschwindigkeit und
den Zeitdifferenzen zwischen gleichen Signalwerten der MeBkurven wurden in
einem Modell unter Beriicksichtigung nichtlinearer Strémungsverhdltnisse,
Absorption von Erreger- und Fluoreszenzlicht durch verschiedene Blutbestand-
teile, der Indikatorverteilung und anderer EinfluBgréBen erfaBt {vgl. [&5]).
Experimentelle Untersuchungen belegen, daB die Beziehungen zwischen Zeit-
differenzen in den beiden MeBkurven und in der mittleren Blutgeschwindigkeit
zwischen den beiden arteriellen MeBstellen eine unerwartet gute N&hrung der
realen Verhiltnisse darstellen. Uber die Modellbeziehung kann fiir beliebige
MeBbedingungen aus ermittelten Zeitdifferenzen zwischen gleichen Signaiwerten
beider MeBkurven die mittlere Blutgeschwindigkeit berechnet werden.

Aus dem diskutierten Modell folgt, daB bei normalen Injektions- und MeBSbedin-
gungen im Bereich des Signalanstieges ein in ausreichender Ndhrung linearer
Anstieg existiert, dessen Zeitdifferenzen zwischen gleichen Signalwerten der
beiden aufeinander im Signalmaximum normierten MeBkurven in einem groBem Si-
gnalbereich (Signalwerte etwa zwischen 207 bis 80%) konstant sind und in ei-
nem definierten Faktor zu der iber den GefiBquerschnitt mittleren Zeitdiffe-
renz aller Blutbestandteile stehen. Aus diesem Zusammenhang a8t sich die
mittlere Blutgeschwindigkeit zwischen d‘en MeBflichen berechnen. Die Aufgabe
des Auswerteverfahrens fiir die MeBkurven besteht nunmehr darin, die Zeitdif-
ferenz zwischen den Signalwerten im Bereich dieses linearen Anstieges zu
bestimmen.

Die zeitlichen Veriiufe der photoelektrisch erfaBten Fluoreszenzlichtstrome

werden aber durch Stdrsignale iiberlagert. Die MeBkurven erhalten konstante
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Anteile, die die Signale gegen die Nullinie verschieben. Sie werden mit un-
terschiedlichen Faktoren gestaucht und mit fiir beide Signale verschiedenen
zufilligen Rauschsignalen iiberlagert. Die Stérsignale verzerren die MeBkurven
und iiberdecken die gesuchten Zeitdifferenzen zwischen den gleichen Signalwer-
ten beider MeBkurven. Zudem wird es problematisch, den Normierungsfaktor zu
bestimmen. Konventionelle Methoden der Signalauswertung wie Mittelwertbil-
dung, Regressionsrechnung, Filter u.a. sind nur bedingt oder nicht verwendbar
und vor allem fiir die Zielstellung einer objektiven automatischen Auswertung
der MeBkurven ungeeignet (vgl. z.B. [65]).
Nachfolgend werden adaptive Methoden der Signalverarbeitung untersucht, mit
denen die Auswertung der Zeitdifferenz mit linearem Anstieg der MeBkurven er-
méglicht wird. Vorgeschlagen wird die Anwendung der adaptiven rekursiven
Schitzung eines linearen Trends aus dem Abschnitt 2Z.3. Zu diesem Ziel wird
eine mathematische Beschreibung der MeBkurven hergeleitet.
Betrachtet werden zwei Kurven, von denen jede bis zu einer bestimmten Zeit
konstant verlduft, ab diesem Zeitpunkt dann einen positiven Anstieg hat. Aus
der Modellbeschreibung folgt, daB dieser Zeitpunkt sowie der Anstieg fiir bei-
de Kurven verschieden sind. Es wird dennoch angenommen, da8 die beiden Kurven
yom Verlauf her den gleichen Charakter haben. Gesucht wird die zeitliche Dif-
ferenz zwischen beiden Kurven im Anstiegsbereich. Man bezeichnet die Reak-
tionszeiten mit t1 und tz' wobei 0 < t1 = t2 < T gilt. Mit T wird die MeB-
dauer bezeichnet, bzw. die Zeit, in der sich die MeBkurven gemas dem Modell
verhalten, d.h. sie besitzen gleichen Verlauf, sind nur zeitlich verschoben,
das Verhiltnis der Anstiege ist konstant. Der charakteristische MeRabschnitt
im Intervall [0,T] kann folgendermaBen modelliert werden. Es seien f1 und f2
zwei stetige reellwertige Funktionen, flir die gilt:

lim fl(t) =0 und lim fz(t) = 0, {3.1)

tht 1,

fl(t) = A fz(t + At), {3.2)

wobei A eine Normierungskonstante und At = tz- t1 eine Zeitverschiebung sind.
Die Storungen, die im MeBvorhang entstehen, werden durch stationdre zuféllige

Prozesse X1 und Xz beschrieben, fiir die Ex (t) = 0 (i=1,2) gilt.
L
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Zur Erfassung der unterschiedlichen Nullinien der Me8kurven werden die reel-
len Zahlen k1 und k2 eingefiihrt. Die Indikatorlésungskurven kénnen als Rea-

lisierungen der zufilligen Prozesse Y1 und Yz mit

y () =k + £ (t) J[tl’ﬂm + xl(t)

(3.3}

yz(t) t)

K+ £ (1) |[t2,T](t) + x

betrachtet werden.

Zur Bestimmung der Indikatorlaufzeitdifferenz At wird angenommen, daB es im
idealen Fall Intervalle [t,,t°] bzw [t.+At , t°+At] mit t1 < t, < t< T gibt,
in denen sich die Funktionen f1 bzw. f2 durch lineare Funktionen ausreichend

genug approximieren lassen, d.h., die Messung kann in diesem Abschnitt mit

yl(t] blt + kl + xl(t) fur t « [t,,1°]

bzw. (3.4)

I

y ) =bt+k + xI(t) fiir t e [t,+At,t°+At]
2 2 2 2

erfaRt werden. Diese Moglichkeit der Vereinfachung wurde in [65] nachgewie-
sen. Aus den Gleichungen (3.2) und (3.4} folgt, daB in diesem Intervall

b1 =4 bz (3.5)
und Kk - Ak

1 2
At = _____.-bl (3.6)

gilt.

Zur Hervorhebung der Funktionen f . und f2 aus den MeBkurven ¥, und ¥, wird
vorgeschlagen, den Operator 9° zur adaptiven Schitzung eines linearen Trends
nach (2.17) anzuwenden. Von wesentlicher Bedeutung sind die Eigenschaften der
Signale S'C(Yll und 9C(Y2) und die Frage, welchen Einfluf die Wahl des Adap-
tionsfaktors c auf die Schitzung der Differenz At im Intervall [t,,t°] hat.

Da die Trendschitzung erwartungstreu ist (vgl. [55]), gilt

EETC{Yll(t] bt+k
und 1 t e {t, t°].
EF°(Y )(t +At) =bt + b At + k
2 2 2 2

Unter Beriicksichtigung der Beziehungen aus der Formel (3.5) erhdlt man fiir

die Differenz At aus (3.6):
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k - Ak
EATS(Y Jt+at) - EIS(Y )(t) = 4o, ~— 2+ Ak -k =0, teltt]
2 1 2 b1 2 1

Diese Gleichung gilt fiir jeden Dbeliebigen Adaptionsfaktor ¢, 0 < ¢ < L D.h.,
die Zeitverschiebung der Trendschdtzung der beiden MeBkurven wird von der
Wahl des Adaptionsfaktors nicht beeinfluBt.

Nutzt man diese Eigenschaft der adaptiven Trendschatzung aus, so mufl der
Adaptionsfaktor ¢ nicht so gewahlt werden, daB die Trendschitzung sehr
schnell den wahren Trend erfaBt, sondern man kann versuchen, das Stérsignal
jeweils méglichst stark zu unterdriicken und den Trend so gut wie moglich her-
vorzuheben. Dazu werden fir die Wahl eines glinstigen Faktors c die Spektral-
eigenschaften des Operators g% untersucht. Da er sich als lineare Kombination
des Operators M° darstellen 138t (siehe (2.17)), kann er genauso wie dieser
als ein rekursives Filter betrachtet werden. {iber seine Ubertragungseigen-

schaften gelten folgende Aussagen.

Satz 3.1:
Die Ubertragungsfunktion des Filters ¢ vesitzt die Darstellung:

b - b cos(2mA/v)
0 ! (3.7)

h:(A) = ,

a_ -2 cos (2aA/v) + azcos(cm?\/v)

wobei die Koeffizienten durch

b0 = c°(18 - 18c + 5¢7),

b, = 28 - 18¢ + 4c)),
a0=4+(4—30]2+(2—c}2(l-c]z,
a = 2 (4- 3c) (4 - 3c + cz),
a2=4(2—c)[1-c)

gegeben sind.

Beweis:
Der Operator der adaptiven Mittelwertschatzung M° beschreibt ein rekursives
Filter erster Ordnung, dessen z-Transformierte durch

c

e MrEEl

H}:(z] =
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gegeben ist (vgl. =z.B. [40], [48]). Aus der Darstellung (2.17) ergibt sich

aufgrund der Linearitét fiir die z-Transformation des Operators g°

T, _ (2-¢)e _  ({l-clc_ ¢ ({3-c) - (3-2c)z)
H(2) = 1—"ios " 7= ooo)z ~ 3 - (63017 + (Z=oiaz ~ =%

Seine Ubertragungsfunktion ist dann die quadratische Norm der z-Transforma-
tion auf dem Einheitskreis, also

hl() = |Hzte‘2“”‘/")|2, A e [0,0/2],

wobel v die Abtastfrequenz ist. Aus den obigen Betrachtungen resultiert nach

mehreren Umformungen die Darstellung {3.7). o

Der Verlauf der Funktion h: wird in der Abbildung 3.4 verdeutlicht. Aus der
Kurvendiskussion ergibt sich, daB die Frequenzen aus dem Intervail (O,AO)
verstarkt werden und am Rand des Intervalls unverédndert bleiben. Dabei ist 7\0

die Losung der Gleichung

die ungleich Null ist. Wird fiir h' die Darstellung aus (3.7) eingesetzt, so
o}

gilt fur 7\0 ebenfalls die Gleichung

%

(b~-a-a)+{b-alcos(2mr /v) - 2a cos (2rA /v) = 0.
o o 1 11 0 2 0

Da eine der beiden Lsungen gleich Null ist (was aus (3.8) leicht zu zeigen
ist), kann fir die Frequenz ho gezeigt werden:
2WA a - b
0

cos = -1
v 2a
2

und nach einigen Umformungen dann

v c
?\D = 5 arccos (- 2—). (3.3)

Die Frequenz mit der griSten Verstarkung A liegt im lokalen Maximum der
Ubertragungsfunktion und sie 14Bt sich aus der Gleichung
(h')’ () = o,
c .
bzw.
(ba-ba-ba)+ 4bacos(2mA/v) - 2b a_cos (2mA/v) = O. (3.10)
01 10 12 o 2 o2

bestimmen, wobei fir die Ldsung Icos(erA*/v)t < 1 giilt,
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Aus dem Modellansatz in [65] kann fiir die Funkticnen f . und f'2 angenommen
werden, daB sie sich im Analyseabschnitt wie lineare bzw. quadratische Funk-
tionen verhalten. Fir die gilt, daB sich ihr wesentlicher Leistungsanteil in
der ersten Spektrallinie konzentriert. Die praktische Spektralanalyse der In-
dikatorldsungskurven bestidtigt diese Annahme und zeigt Spektren, die ihr Ma-
ximum ebenfalls im ersten Spektralwert haben. Einige Beispiele wurden in [10]
ausgefihrt.

Um den zugrundeliegenden Trend hervorzuheben, ist der Adaptionsfaktor c nun
so zu wihlen, daB das lokale Maximum der Ubertragungsfunktion hz in der
ersten Spektrallinie liegt, die sich als AA = 1/T aus der Spektralauflésung
der Fouriertransformation im Analyseintervall ergibt. Die Berechnung eines
optimalen Adaptionsfaktors c erfolgt aus (3.10) flir A = AA, ist aber nur mit
Hilfe aufwendiger numerischer Methoden realisierbar. Eine gute Approximation
wird erreicht, wenn das Verstirkungsintervall auf das Spektralintervall
[0,2AA] beschrinkt wird, d.h.:

h  (283) = L (3.11)
opt
Dann wird der erste Spektralpunkt als eine Approximation der Frequenz mit der

gréBten Verstirkung betrachtet. Aus (3.9) und (3.11) ergibt sich

copt = 1/2(1-cos{4n/T)). (3.12)

AbschlieBend soll die Varianz der Trendschitzung untersucht werden. Man be-
trachte eine Zeitreihe {yt} mit

y, = a+ bt + x,
mit E)ct = 0 und a,b € R. Es ist ersichtlich, daB die Varianz von y, und x,

identisch ist. Weiter gilt, daB

THYIt) = a + bt + T(X)(t)

ist und somit
E(7°(0) - Ey)® = E@FT0W)*% (3.13)

Ist {xt} unkorreliert, so kann die Folge {7°(X)(t)} flUr ein geniigend groBes t
z

als ein ARMA(2,1)-ProzeB mit der Spektraldichtefunktion (:— h: und der Varianz

Z Vv
var (7°X)(1)) = —— J R (A)dA, (3.14)
o
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betrachtet werden, wobei mit ¢ die Varianz von x, bezeichnet wird. Beziiglich
(3.13) und (3.14) gilt flr die asymptotische Varianz des Operators g°, der
auf eine mit unkorreliertem Rauschen iiberlagerte lineare Funktion angewandt

wurde, die folgende Formel

lim E(F°Y)(t) - Ey)* = c[gz - 3‘_‘_C1a~2 x oo’ (3.15)

Um die Differenz At aus den gefilterten Signalen 3’c{y1) und Sfc(yz) bestimmen
zu kénnen, ist es notwendig, die Konstanten k1’ k?_ und A zu schitzen. Fir
dieses Ziel konnen die spektralen Eigenschaften der Indikatorlésungskurven in
folgender Weise genutzt werden. Unterscheiden sich die gemessenen Kurven nur
durch eine zeitliche Verschiebung, sind ihre Spektraldichtefunktionen iden-
tisch. Die unterschiedlichen Nullinien spiegeln sich in einer unterschiedli-
chen GroBe der nullten Spektrallinie. Der quadratische Quotient beider An-
stiege ist Aquivalent zum Quotienten beider Spektraldichten.

Seien z und zZ, die Modellfunktionen nach der Trendfiltration und der Zent-

rierung im Analyseintervall:
z (1) = FHY N - m, (3.16)

wobei m, das arithmetische Mittel von F°(Y) bezeichnet (i = 1,2). Durch die
1

Zentrierung wird fiir die Fouriertransformation 2. von z
1 1

ZI(O] = 22(0) =0 (3.17)

erreicht und damit auch der Wert Null in der nullten Spektrallinie fir beide

MeBkurven. Damit gilt fiir die Nullinien k1 und kz der zentrierten Kurven

k = Ak . (3.18)
1 2

SchlieBlich gilt auch fiir die Signale z und z, die Beziehung
Ezl(t] = Ezz(t+At]. {3.19)

Zusatzlich gilt aufgrund der Linearitdt der Fouriertransformation und der

Zeitinvarianz der Spektraldichtefunktion die Gleichung
2 2 2
iZl(AH = A4 IZZ(AH ) A e (0,v/2). (3.20)

Die Konstante A kann also aus dem Quotienten beliebiger Paare von Fourier-
koeffizienten bestimmt werden. Wie schon erwihnt wurde, ist die wesentliche
Leistung der Indikatorl§sungskurven in der ersten Spektrallinie konzentriert.

Durch die Filtration ° wird die Leistung in dieser Frequenz {fir beide Kur-
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ven gleich) hervorgehoben, die restliche Leistung wird geddmpft. Um nume-
rische Fehler zu vermeiden, empfiehlt es sich also, die Konstante A aus

|Z {AA)]
1

A= (3.21)

IZZ[AA)I
zUu bestimmen.
Die Schitzung von At kann mit den Methoden, die in [10] dargelegt und disku-
tiert wurden, als mittlere Zeitdifferenz der Signale z, und Az2 ermittelt
werden. Ein Beispiel der Auswertung von einer Indikatorlaufzeitmessung (siche

Abbildung 3.5) nach diesem Verfahren wird in der Abbildung 3.6 demonstriert.
3.3 Adaptive Segmentation von Langzeit-EEG-Signalen
3.3.1 Aufgabenstellung, bekannte L8sungsansitze

Bei gewissen Erkrankungen, z.B. Schlafstdrungen, Epilepsie u.a., ist die Un-
tersuchung von Langzeit-EEG-Messungen von Bedeutung. Es handelt sich um mehr-
kanalige Signalaufnahmen von etwa 20 Minuten bis zu mehreren Stunden, deren
Abtastrate zwischen 100 und 200 Hz liegt. Die Auswertung solcher Aufnahmen
wird iblicherweise von einem erfahrenen Neurologen durchgefiihrt, indem er vi-
suell nach diagnostisch interessanten Mustern und Strukturen sucht. Eine sol-
che Analyse ist sehr milhsam und stark subjektiv, da sie von den empirischen
Erfahrungen aber auch von dem Konzentrationsvermdgen des Arztes abhfngt. Eine
automatische Vorverarbeitung solcher Aufnahmen kann diesen Prozef unterstit-
zen und objektivieren, wenn dem Arzt die in der Aufnahme enthaltene Informa-
tion in einer komprimierten und iiberschaubaren Form angeboten wird. Die diag-
nostische Beurteilung der Daten wird weiterhin dem Arzt {berlassen. In [13]
wurde ein Konzept der automatischen Auswertung entwickelt, in dem das EEG-
Signal in sogenannte quasistationdre Abschnitte aufgeteilt wird, &ahnliche Ab-
schnitte zusammengefaBt und statistisch ausgewertet werden. Es wurde von vie-
len Autoren weiter verfolgt und die .einzelnen Verarbeitungsschritte metho-
disch verbessert. In diesem Abschnitt werden nur die Methoden der Zerlegung
von EEG-Signalen, die in der Literatur als adaptive Segmentation bezeichnet
sind, untersucht. Es wird gezeigt, wie dabei die adaptiven rekursiven Verfah-

ren angewandt werden konnen.
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In der Prozedur der adaptiven Segmentation wird vorausgesetzt, daB ein
EEG-Signal die Realisierung eines zufilligen Prozesses ist und sich mit Hilfe
statistischer Methoden beschreiben 158t. Weiter wird angenommen, daf dieses
Signal aus einzelnen Abschnitten besteht, die sich durch ein konstantes Kurz-
zeitspektrum auszeichnen, und daB zwischen den einzelnen Abschnitten eine
sprunghafte Anderung der charakteristischen KenngriBen erfolgt. Man spricht
von einmem stiickweise- oder quasistationdren Verhalten (vgl. auch [14]). Bei
der Auswertung eines Langzeit-EEG-Signals ist es von Bedeutung, die einzelnen
Abschnitte voneinander 2zu trennen, damit sie in weiteren Untersuchungen an-
hand von passenden Strukturmodellen bewertet werden konnen. Statistische Me-
thoden, die die Stationaritét der gesamten Zeitreihe voraussetzen, kénnen bei
dieser Aufgabe nicht eingesetzt werden, da sie bei einer konkreten Auswertung
nur gemittelte KenngrdBen liefern, in denen Informationen iber die einzelnen
Muster verloren gehen. Es erweist sich aber als sinnvoll, einzelne Signalab-
schnitte als Realisierung eines stationiren Prozesses zu betrachten und zu
ihrer Charakterisierung die bekannten Methoden anzuwenden.

Bei der Aufgabe, ein stiickweise stationdres Signal X = (xt} in einzelne sta-
tionire Abschnitte zu zerlegen, hat sich die folgende Methode als erfolgreich

erwiesen. Gesucht werden eine Schitzfunktion

G =Gk N N {3.22)
1N t-N+1 t

die das Signal in dem Intervall [t-N+i,t] beschreibt und eine symmetrische

Vergleichsfunktion

Vit t) = v[c G ] (3.23)
1" 2 tl,N tZ.N

mit V = O und V{tl,tz) = V{tz,tl), die den Unterschied zwischen zwei Ab-
schnitten gleicher Lénge zum Ausdruck bringt. Da sich ein quasistationérer
Abschnitt durch ein konstantes Kurzzeitspektrum auszeichnet, kann G als eine
Schitzung der Spektraldichtefunktion (s. (13], [6l]) bzw. der Kovarianzfunk-
tion (s. [14]) gewdhit werden. In einem quasistationdren Abschnitt sind die
momentane Leistung und die momentané Frequenz ebenfalls konstant und so kann

G aus
T

’

G =(E ,F (3.24)

)
t,N N tN
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zusammengesetzt werden, wobei EltN die mittlere Amplitude bzw. die mittlere

Leistung und FtN. die mittlere Frequenz des Signals im Intervall [t=N+1,tl

beschreiben (s. [46], [64]). Dann ist

V[G , G ] = g V[E , E ] + g V[F » F ], (3.25)
t Nt N E t NN F t,N Ot N
1 2 1 2 1 2

wobei der Einfluf der Amplituden- und der Frequenzénderung durch die Gewichte
g, und g, gegeben ist. Wahrend in den frilheren Arbeiten ein fester
Referenzabschnitt [t1 = t* N) mit einem Vergleichsabschnitt (t2 = t+
N+l,...) verglichen und ein signifikanter Zuwachs der Funktion V gesucht
wurde (s. [13), [46], [i4]), wird in [61] und [64] vorgeschlagen, Zwel
nacheinander folgende disjunkte Abschnitte zu beobachten. Dann besitzt die

Funktion

W(t) = V(t,t+N), teN (3.26)

einen Verlauf, in dem sich die Strukturbriiche im Signal als lokale Maxima der
Funktion W widerspiegeln (vgl. [61]). Die Werte der Funktion W schwanken
innerhalb eines stationdren Abschnittes nahe Null. Liegt in dem aktuellen
Vergleichsintervall [t-N+],t+N] eine Strukturinderung vor, nimmt W signifi-
kant zu, wobei sie an der Bruchsteile ein lokales Maximum erreicht. Da es
sich aber um eine zuf allige Funktion handelt, die zahlreichen Schwankungen
unterliegt, besitzt sie auch in stationdren Abschnitten keinen monotonen Ver-
lauf. Fiir die Segmentation sind dann nur die lokalen Maxima der Funktion W
von Bedeutung, die sich signifikant aus ihrer Umgebung herausheben.

Die Konstruktion der Schatzfunktion G und der Vergleichsfunktion V ist der
Gegenstand vieler Studien (vgl. 2.B. [13], [46], [14}, [sll, (641, [12]
u.a.), wobei zwei gegeneinander wirkende Kriterien die Giite der Methode
bestimmen. Zum einen ist es die Detektionsfahigkeit des Verfahrens und zum
anderen die Geschwindigkeit der Berechnung. Dabei muB bei der gewidhlten
Methode eine mehrkanalige parallele Auswertung mdglich sein. Und schlieBlich
kann die Wahl eines Sehwellwertes, der die natlirliche Schwankung der
Funktionswerte W(t) von den signifikanten Anderungen  trennt, die
Segmentierungsprozedur wesentlich beeinflussen. In den vergleichenden Studien
von Kra jéa et al. {siehe [41]) wurde eine Kombinatien der erwidhnten Verfahren

ausgewdhlt, bei der eine ausreichende Detektion der sprunghaften Anderungen
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in EEG-Signalen gew#hrleistet ist, wobei eine schnelle Verarbeitung von
langen mehrkanaligen Datenaufnahmen méglich ist.

Die KenngrdBen aus [14] lassen sich in das obige Schema wie folgt einordnen.
Man bezeichne mit XtM die Schitzung der _Spektraldichte und mit Rt.N die

2

Schitzung der Kovarianzfunktion im Abschnitt [t,t-N+1]. Dann ist

N/ 2 K

. 2 2
) [xmm - X, ) L [Rt,N{k) - R“N’N(k)]
W(t) = j;fz — | k=K . 32D
, . R (0)R (0)
Y Xt’N(_]]' bX Xt+N,N(J] t,N t+N,N
j=0 j=0

Die Funktion W bringt die relative Anderung im Signal zum Ausdruck. Die Nor-
mierung ermiglicht, einen festen Schwellwert k zu wihlen, so daB ein signifi-
kanter Unterschied zwischen den Abschnitten dann vorliegt, wenn die Kurzzeit-
spektren sich mindestens um den Faktor x unterscheiden, wobei auf der Stelle
des lokalen Maximums iiber der Schwelle der Strukturbruch liegt. Die Methode
ist gegen Anderungen bei schwacher Leistung besonders empfindlich, sie wird
aber robuster, wenn man eine minimale Leistung zu den geschitzten Werten
addiert. Bei einer giinstigen Anzahl der Kovarianzkoeffizienten konnen mit
dieser Methode sowohl fiir simulierte Beispiele als auch fiir reelle Daten sehr
gute Segmentationsergebnisse erreicht werden. (Von den Autoren wurde K = 4
vorgeschlagen.) Ahnlich wird im Verfahren aus [61] das Spektrum beider Ab-
schnitte verglichen. Da hier der mittlere relative Unterschied zwischen den

Spektralkoeffizienten nach

2
i= Xt,N[‘j).XtH\[,N[‘jJ
betrachtet wird, muR demzufolge in jedem Schritt die Spektraldichte geschitzt
werden. Dagegen kodnnen in (3.27) die Kovarianzkoeffizienten, die sich rekur-
siv aktualisiert lassen, zum Vergleich der Spektren angewandt werden. Auf-
grund der rechentechnisch aufwendigen Vergleichsfunktion wird aber auch hier
die Geschwindigkeit des Algorithmus trotz einer schnellen Berechnung der Ko-
varianz beeintrichtigt.
Fine wesentlich einfachere und sehr schnelle Methode liefert die Anwendung

der KenngréBen aus [64], die durch
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t,H k
k=1 ~N+1
t-1 (3.28)
F = X - X
t,N E I k+1 kl
k=1-N+1

definiert sind. Als Vergleichsfunktion wird

wit) = lEt,N - Et+r¢,nl +p IFt,N - Ft+N,N| (3.29)

betrachtet, wobei p = 7 fir EEG-Signale empirisch ermittelt wurde. Da die
Funktion W explizit von der Amplitude des Signals abhéngt, wird eine Schwelle
entweder empirisch am Anfang der Auswertung gesetzt oder als ein Teil des
Mittelwertes der Werte von W iber ein langes Intervall abschnittsweise defi-
niert. Eine gute Detektion von Strukturbriichen in beliebigen stochastischen
Signalen konnte mit (3.28)-(3.29) nicht erreicht werden. Eine der Ursachen
besteht darin, da8 die Varianz der Funktion W(t) nach (3.29) mit der Varianz
des Signals wichst. Das fiihrt bei der Segmentierung mit einer konstanten
Schwelle zu falschen Detektionen im Bereich hoher Signalleistung. Fir die
Segmentierung spezieller EEG-Signale zeigt sich dieser Vergleich als aus-
reichend (vgl. [41]) und wird wegen der einfachen und sehr schnellen Berech-
nung bevorzugt,

Die Untersuchungen zeigen, daB die Leistungsdnderung im Signal relativ ein-
fach mit Hilfe der Varianz erkannt werden kann. Die Kenngr&Ben zur Detektion
der Frequenziinderung sind aber entweder rechentechnisch auf wendig oder wenig
wirksam. In Anlehnung an die Definition der Momentanfrequenz im Abschnitt 2.3
wird vorgeschlagen, die Funktion Ft,N als mittlere Anzahl der Nulldurchgénge
des zentrierten Signals nach

t-1

F =_l_

e = N-T X N)-[ X X ), (3.30)

{x -
|(-w,0] k+1 t, t,N
k=t -N+1

2zu gestaltet, wobei ;:tN den empirischen Mittelwert im Intervall it-

»

N+1,t] bezeichnet. Mittels (3.30) wird eine einfache, dennoch im Gegensatz
zur Schitzung nach [64] von der Amplitude des Signals unabhingige Schiatzung

der Frequenz, erreicht. Die Funktion E.”1 wird nach

1

E =

t
. P x -x )2, (3.31)
3 st

N+1

2~

k
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berechnet. Bei der Konstruktion der Vergleichsfunktion VE kann die folgende
{Uberlegung niitzlich sein. Fiir den speziellen Fall, daB {xt} die Realisierung
einer Folge unabhdngiger identisch  verteilter ZufallsgréBen mit dem
Erwartungswert p und der Varianz o’ ist, gilt fiir die Schatzfunktion (3.31)
var(E, ) = 2" N-1)/N® (vgl. z.B. [21], Abschnitt 9.5). Wurde die Ver-
gleichsfunktion als absolute Differenz zwischen EtN und E“NN definiert, so

wire Var‘lEt N-Et l“[l = 40:)"4(N—1)/1\I2 direkt abhingig von der Varianz der Zeit-
¥ + £

reihe. Andererseits gilt unter der zusidtzlichen Annahme der Normalverteilung

von x , daB die Funktion E N/E die F-Verteilung besitzt und ihre Va-
t £, N T t+N,N

rianz nur von N abhingig ist. Aus dieser Uberlegung und in Anlehnung an die

Methoden aus [46] wird fir die Vergleichsfunktion die folgende Berechnungs~

vorschrift vorgeschlagen:

max {E , E }y + E
t N,N 4]

t+

, E Y+ E '
t+N,N 0

N (3.32)

VE(t’t+N) ~ min {E
t,N

wobei durch die Addition einer konstanten Leistung Eo die Stabilitat und Ro-

bustheit der Schatzung erreicht wird. Denn fir min {EZt W Et NN} = E0 gilt

max {E , E }
1 N teNN

2 |min {E -1
t

V (g,t+N) - 1 =
E )

E
N t+N,N

Der relative Vergleich wird auch fiur die Schitzfunktionen der Frequenz ge-
wihlt, um Unterschiede im nieder- und hochfrequenten Bereich gleichermafBen zu

erkennen:

max {F ,
t,N

)

++N,N

min (F , F Yy (3.33)
t.N t+N,N

VF(t,t+N) =

Die Stabilitdt der Schitzung ist durch die Vorfilterung der MeRBdaten im medi-
zinisch relevanten Spektralband 1.5 - 30 Hz gegeben. Die Funktionen VE und VF

liegen im Intervall [1,@). Mit der Funktion W, die als
W(t) = max (VE(t..t+N). VF(t,t+N)} -1 (3.34)

definiert wird, ist ein schérferes Ma8 der Unterschiede im Signal gegeben als
mit dem mittleren Wert nach (3.25). Ein lokales Maximum einer der beiden
KenngréBen bleibt erhalten, solange der Unterschied in der anderen GroBe

nicht hoher liegt. Eine Wichtung der beiden GroBen ist weiterhin méglich. Die
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Funktionen (3.30) und (3.31) liefern eine zuverlissige Schétzung der Leistung
und der Frequenz, wobei die Berechnung schnell genug erfolgt. Da die Fre-
quenzschétzung eindimensional ist, kann auch die Vergleichsfunktion effizient
berechnet werden.

Die Methoden kénnen an einem Beispiel verglichen werden (siehe Abbildung
(3.7)). Wihrend die Folge (3.29) sehr zufédllige Reaktion aufweist, ist der
Verlauf der Funktionen (3.27) und (3.34) #hnlich. Die Unterschiede in der
Frequenzschitzung fiihren lediglich zum erhéhten Rauschen von W. Ein zusitz-
liches Problem, das sich bei dem Vergleich der Methoden ergibt, ist die Wahl
der Schwelle. Die Detektion der Sprungstellen mit einem konstanten Schwell-
wert kann nur schwer automatisch erfolgen. Da ein EEG-Signal bzgl. Personen-
gruppen und Krani(heitsbilder‘n spezifisch ist, sind die im Signal auftretenden
Unterschiede allgemein nicht bekannt. AuBerdem hédngt die Varianz ven W von
der Linge N der vergleichenden Abschnitte ab. Die Konstruktion einer adapti-

ven Schwellwertfunktion, die sich den Signaleigenschaften anpaft, ist daher

notwendig.
3.3.2 Konstruktion adaptiver Schwellen

Die Detektion einer signifikanten Anderung im Signal ist ein allgemeines in
der Signalanalyse sehr oft auftretendes Problem. Soll die Erkennung automa-
tisch erfolgen, muB das Verhalten des Signals apriori bekannt sein. Z.B. kann
bei bekannter Verteilung der einzelnen MeBwerte, bzw. der beobachteten stati-
stischen GriBe ein fester Quantilwert dieser Verteilungsfunktion als Schwell-
wert angewandt werden. Es ist aber nur in den seltensten Fillen moglich, eine
Aussage {iber die Verteilung eines Zeitreihenparameters zu machen. Wird ein
«-Quantil aus den MeB- bzw. Schitzwerten approximiert, so erreicht man im
konkreten Fall eine Schwelle, bei der 100:(l-a) % der Werte der Schatzfunk-
tion groBer als diese Schwelle sind, wobei die Grige dieser Werte die Schat-
zung nicht beeinfluft. Es kann dazu filhren, daB in stationdren Abschnitten
falsche Werte als Instationaritdten (Ausreiﬁer) detektiert werden. Ein ge-
schatzter Quantilwert kann trotzdem zur Detektion von Instationaritdten ange-
wandt werden, wenn die absolute Gré8e der Werte beriicksichtigt wird. Dabei
ist auch flir nichtsymmetrische Daten der Interquantilabstand ein gutes MaB

flir die Bereichsspanne der MeBwerte.
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Sei q, eine Schatzfunktion des «-Quantils. Eine Schwelle wird mit

s =4, + (g2 ~ Y0-p1r2) (3.34]

definiert, wobei mit s fiir & = 1/2 und y > O eine cbere und filr @ = 1/2 und
y < O eine untere Schwelle gegeben sind. Wahrend mit « der prozentuale Anteil
moglicher AusreiBer gegeben ist, bestimmt die Wahl von ¥ die Hohe der
Schwelle beziiglich der Bereichspanne, die als der Interquantilabstand

kg = Qaepirz ~ u-pr2
angenommen wird. In der beschreibenden Statistik charakterisiert =z.B. der
Interquartilabstand ko.s = 9 . T 945 die Variabilitit der mittleren
Hialfte der Beobachtungswerte. Als nicht typisch (Ausreifer] werden dann die
Werte betrachtet, die gréBSer als 95 + 1.5 ku.s bzw. kleiner als Do0s -
1.5 Jko.5 sind (vgl. [36]). Diese Beschreibung einer Stichprobe ist als "box
and whisker plot" bekannt. Fiir eine konkrete Anwendung in der Signalanalyse
ist es dennoch notwendig, die Einstellung von «, 8 und y der Aufgabenstellung
anzupassen. Eine Schwelle, die nach der Formel! (3.34) konstruiert wird, paft
sich den Eigenschaften der Zeitreihe bzw. des aus ihren Werten geschatzten
Parameters an, so daR nur die Werte als Instationaritdten erkannt werden, die
sich aus der Zeitreihe deutlich hervorheben.
Zur Schitzung des Quantils einer i.a. nicht bekannten Verteilungsfunktion
kann z.B. die rekursive Vorschrift (1.11) aus dem Satz 1.3 angewandt werden.
Fiir Funktionen, die ein quasistationires Verhalten aufweisen, flhrt eine
adaptive Gestaltung des Algorithmus, wie es im Abschnitt 2.5 vorgeschlagen
wurde, zu Schitzungen, die sich dem dynamischen Verhalten der zufédlligen
Funktion anpassen. Man bezeichne mit Qa einen adaptiven Operator zur Schat-
zung der Quantilwerte, dann kann der Operator zur Bestimmung einer Schwelle ¥
der Folge Y = {yt} (der MeBwerte bzw. ihrer Funktionswerte) wie folgt defi-
niert werden:

Pt} = Qa(Y)[t] + 7 K, (Y)(t), t = 0,1,.. (3.35)

B

wobei mit K, der Operator

B
Hg = max {Q(1+m/2 " Qu-piz Ko}
gegeben ist. Der Schwellenoperator ¥ wird gleichzeitig wihrend der Schitzung
von Y bestimmt und dessen Uberschreitung (fiir ¥ > 0} bzw. Unterschreitung
(fiir ¥ < 0) sofort detektiert. Konvergiert die Folge Y = {yt} gegen einen

konstanten Wert, so konvergiert K_(Y)(t) gegen Null. Fiir diesen Fall ist es

B
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notwendig, eine minimale L&nge des B-Interquntilintervalls Ko > 0 zu definie-
ren, damit der Schwellenoperator seine Eigenschaften behidlt. Bei der Wahl der
Adaptionsfaktoren ist es wichtig, die Adaptivitit des Operators ?(B gegeniiber
ch zu beglinstigen, um eine schnelle Anpassung zu erreichen. Die praktische
Relevanz der auf diese Weise konstruierten Schwellen konnte erfolgreich bei
der Detektion von GCefifen in Bildern des Augenhintergrundes gezeigt werden
{vgl. [57]), wobei hier eine konstante Steuerfolge bei der Schitzung der
Quantile verwendet wurde. Fiir die komplexe Aufgabe der adaptiven Segmentie-

rung soll die Schitzung der Quantilwerte lernf dhig gestaltet werden.

3.3.3 Anwendung adaptiver rekursiver Algorithmen im

Segmentationsverfahren

Die Prozedur der adaptiven Segmentation wie sie am Anfang dieses Abschnittes
beschrieben wurde, kann durch die Anwendung adaptiver rekursiver Verfahren an
verschiedenen Stellen verbessert werden. Die Umsetzung der Frequenzdefinition
aus dem Abschitt 2.3 in der Formel (3.30) kann die Prozedur beschleunigen.
Durch die Anwendung des Operators ¥ nach (3.35) fiur die Konstruktion einer
Schwelle wird eine bessere automatische Erkennung von lokalen Maxima der
Funktion W méglich, indem sich die Hohe der Schwelle dem Verlauf von W an-
paBt. Durch die Adaption der Schwelle werden die lokalen Maxima erkannt, in
deren Umgebung die Funktion W einen scharfen Anstieg besitzt. Sie treten als
kurze Instationarititen von W auf, denen sich die Schwelle nicht anpaBt. Da-
mit werden redundante Segmente vermieden, die z.B. durch zufillige Schwankun-
gen oder durch eine dicht aneinander folgende Frequenz- und Leistungsdnderung
entstehen konnen. Im Verfahren (3.28)-(3.29), in dem die Differenz der Kenn-
groBen betrachtet wird, kann durch die Adaption der Schwelle erreicht werden,
daB auch im Bereich der hohen Leistung nur die lokalen Extrema von W detek-
tiert werden, die einer deutlichen Anderung im Signal entsprechen.

Filr eine automatische Erkennung soll die Schwelle kanal- und patientenunab-
hingig konstruiert werden. D.h., bei einer festen Einstellung der Abschnitts-
linge N, bleiben die Schwellenparameter (a, B, 7, Ko und die Adaptionsfakto-
ren der Steuerfolgen) sowohl fiir alle Kandle einer Messung als auch fir alle
Messungen einer Art konstant. Zahlreiche empirische Untersuchungen zeigten,

daB eine solche Einstellung moglich ist, wobei die Steuerfolgen bei der adap-
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tiven rekursiven Bestimmung der Quantile nach der Formel (2.45) gewihlt wur-
den. Fiir die Histogrammschétzung wurden 2-5 Klassen im Intervall [1,D] gebil-
det. Fir W nach (3.27) und (3.34) wurde D = 10 gewidhit, fiir W nach (3.28)
konnte D aus dem maximalen mdglichen MeBwert und der Linge N des Analyseab-
schnitts ermittelt werden. Bei der Wahl der Adaptionsfaktoren mufl beriicksich-
tigt werden, daf mit wachsendem N der Anstieg von W kleiner wird. Dementspre-
chend ist die Adaption der Schwelle mittels eines kleineren Adaptionsfaktors
zu verlangsamen. In der Abbildung 3.8 wird die Segmentation nach (3.34) mit

einer adaptiven und konstanten Schwelle verglichen.

Das Ergebnis der Segmentierung nach der beschriebenen Methode hangt wesent-
lich von der Linge der Analyseabschnitte ab. Fiir ein groBes N ist der Anstieg
der Funktion W sehr klein, weniger deutliche Anderungen werden nicht erkannt.
Liegen zusdtzlich zwei und mehrere Strukturbriiche im Analyseabschnitt, miissen
nicht alle erkannt werden, bzw. das Maximum der Funktion W liegt dann nicht
unbedingt an der Stelle des Bruches. Andererseits bewirkt ein kieines N ein
héheres Schwanken der Funktion W, so daf ihre lokalen Maxima durch ein Rau-
schen verdeckt werden. Das Verhalten der Funktion W wird an einem simulierten
sinusférmigen Signal demonstriert, in dem das Grundmuster durch ein anderes
Segment, dessen Linge kleiner als N ist, unterbrochen wurde (irm Beispiel wur-
de die Amplitude erh&ht, siehe Abbildung 3.9a). Die Funktion bleibt konstant,
solange das kurze Segment vollstindig in einem der Beobachtungsabschnitte
liegt. In diesem Fall kSnnen die Segmentgrenzen nicht eindeutig erkannt wer-
den. Mit wachsendem N wird die konstante Phase von W ldnger, ihr Wert in die-
ser Phase kleiner. Ein eindeutiges lokales Minimum entsteht erst, wenn N
kleiner oder gleich der Linge des Abschnitts ist. {In der Abbildung 3.9b wird
das gleiche Verhalten von W fiir eine Folge unabhingiger gleichverteilter Zu-
fallsgréBen demonstriert.) Liegen in den Vergleichsabschnitten mehrere Mu-
ster, bekommt W den Verlauf einer stufenartigen Funktion, wobei nur fir spe-
zielle Werte von N sich eindeutige lokale Extrema ausbilden (s. Abb. 3.9c).

Der EinfluB der GréBe N auf das Segmentationsergebnis kann abgeschwé&cht
werden, indem die Berechnung von E.t und F . dynamisch gestaltet wird. Man be-

trachte im Zeitpunkt t die folgende Schitzung der momentanen Leistung
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ED =0
(3.36)

E +¢ (:a-:2 -E ), t=12,...,T

E
t t-1 t t-1

]

und der momentanen Frequenz
Fo =0 (3.37)
F

l

P (I(-m.O)(Xt-Xt—l) -F b t=b2end

aus den vorangegangenen MeBwerten und die Schdtzung

E_’r =0
5 (3.38)
E’=EFE +cl(x"™=E ) t = T-1,T-2,...,0
t t+1 t t+l
Fp=0 (3.39)
FF=F +c x «x )-F ) t=T-1,T-2,...,0
t t+l (m,0} t  t+l t+l

aus den darauffolgenden MeBwerten, wobei ¢ € (0,1) und T die Linge der

Messung bzw. eines Messungsblocks sind. Dann wird mit der Vergleichsfunktion

-1 (3.40)

max {Et, E; 1) + EO max {Ft, F
W({t) = max - 3

)
min {Et, E',m} + E0 > min {Ft, :“1}
ein Segmentationsverfahren konstruiert, mit dem die Signale aus der Abbildung
3.9 fiir verschiedene Werte des Faktors c eindeutig segmentiert werden (siehe
Abbildung 3.10). Die Verbesserung wird dadurch erzielt, daB nicht der mittle-
re Unterschied von zwei benachbarten Abschnitten verfolgt wird, sondern die
MeBwerte abhingig von der Entfernung zum aktuellen Zeitpunkt betrachtet wer-
den. Wahrend in der ersten Methode zum Zeitpunkt t genau N MeSwerte aus der
Vergangenheit und ebenfalls N MeBwerte aus der Zukunft in die Schatzung
gleichmiRig mit dem Gewicht ¢ = /N (k = 1,..,N) eingegangen sind, werden in
der Berechnung (3.36)-(3.39} die Werte X und X, (k = 0,1,..) mit C,

= cli-e)* exponentiell gewichtet. Sei ¢ = d/N, d > L Dann gilt fir j < N mit

o(l-¢c)’ = I/N, daB
In(d)}

J = nIN/N=d) (3.41)
ist und sich durch
In{d) In{d) _ In{d) 1
g N < N < 3 < =~ 0.368.

abschitzen 148t. Weiter kann fiir ein geniigend groBes N gezeigt werden:
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-d
k d dlk de "
C[l—C) = N [1 - N] > N fir kK < N
und : 4 (3.42)
k _ d dik _ de™ . _
cll-c) = N [l ﬁ) = —5 fiir k = N

(fir N gilt (1 - ci/[\l]N ~ ¢ %). Wurde also in der ersten Methode ein N gefun-
den, so daB die Linge der Analyseabschnitte mbglichst klein ist, um alle An-
derungen zu erkennen und dennoch groB genug, um ausreichende Schitzergebnisse
zu bekommen, erreicht man fiir 1.5 = d < 10, da8 die Gewichte von etwa dem
ersten Drittel der Werte gréBer, die restlichen kleiner als 1/N sind (s. Ab-
bildung 3.11). Am deutlichstem werden die MeBwerte X, und X mit Cy = % > %
gewichtet, das Gewicht der Werte X vt und X N wird durch ch de-d/N < l/eN
abgeschitzt. Andererseits kann man aus (3.41) und (3.42} fir jeden Faktor c

den EinfluB der MeBwerte xt und xt N mit d = cN bestimmen. Die GrdBen
- +

N+1
(3.36)-(3.39) lassen sich mit Hilfe der Operatoren £° und %° bestimmen (vgl.
Abschnitt 2.3, Formel (2.19) und (2.22)), wobel die Funktionen E; und F;

durch die Anwendung der Operatoren auf die Folge x; = X k=0,..,T-1, er-

reicht wird. Eine einfache Korrektur der Nullinienverschizgu:{lg, eines Trends
und ein Unterdriicken der Wellen im Bereich der Stdrsignale kann aufgrund der
Filtereigenschaften der adaptiven Mittelwertschitzung (siehe (2.12)-(2.1S})
rekursiv gleichzeitig mit der Auswertung erfolgen. Wird die adaptive momenta-
ne Leistung aus (2.19) durch die adaptive momentane Bandleistung (2.20)
ersetzt und in der Schitzung der adaptiven momentanen Frequenz eine optimale
deterministische Linie gewihlt, so ist eine Datenvorverarbeitung nicht mehr
notwendig. Die KenngriBen werden {iber Signalabschnitte mit der Lange T {die
von den rechentechnischen Mbglichkeiten abhingig ist) bestimmt. Diese
Abschnitte iberlappen sich um ko—MeBwerte, um eine korrekte Schitzung von E;
und F’T am Ende eines Abschnittes zu bekommen. Dabei wird ko aus (2.8)
berechnet.

Die Segmentierung von reellen EEG-Signalen mit Hiife der Methode (3.36)-
(3.40) wird am Abschnitt aus einem Kanal iilber 48 sec (Abtastrate 128 Hz, 6144
MeBwerte) gezeigt und mit der Segméntierung nach (3.30)-(3.34) verglichen
(siehe Abbildung 3.12). Dazu wurde flir beide Verfahren die beste empirisch
ermittelte Einstellung der Parameter gewihlt. Fir die Segmentierung Uber
feste Signalabschnitte wurde N = 100 in der adaptiven Schitzung der Kenngra-

Ben ¢ = Q.03 bestimmt. Die weiter diskutierten Segmentgrenzen wurden in den
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Abbildungen 3.12a (adaptive Schitzung) und 3.12b (feste Abschnitte} mit nume-
rierten Pfeilen gekennzeichnet. Mit 1 und 3 werden zwei Stellen markiert, an
denen kurze (etwa 50 Punkte lange} aber deutliche Wellen mit Hilfe adaptiver
Verfahren erkannt wurden. Im Verlauf der =zugehérigen Vergleichsfunktionen
(Abbildung 3.12c) ist das Bild aus dem Beispiel iiber ein simuliertes Signal
wieder zu finden (vgl. Abb. 3.9a und 3.10a). Wihrend sich in der Schatzung
nach (3.34) iiber dem Muster zwei Plateaus bilden, kénnen mit (3.50) die Seg-
mentgrenzen eindeutig bestimmt werden. Es ist erkennbar, da8 der Zuwachs der
Funktion W in beiden Fillen um so gréBer ist, je deutlicher sich das Muster
aus der Umgebung hervorhebt (vgl. Verlauf von W fiir Pfeil I und Pfeil 3). Bei
der adaptiven Schitzung aber konnen die Grenzen durch ein eindeutiges lokales
Maximum exakt detektiert werden. Bei der Segmentierung iiber feste Abschnitte
hingt die Position der Grenze von =zufilligen Einflissen und von dem sich
adaptierenden Verhalten der Schwelle ab. In der Abbildung 3.14d wird nochmal
deutlich, daB sich auch bei lingeren Abschnitten mit der adaptiven Schatzung
die Segmentgrenzen eindeutig bestimmen lassen (Pfeil 2). Da die Funktion W
zufillig ist, kann ihre Anstiegsphase durch mehrere Peaks begleitet werden,
als Segmentgrenze wird die Stelle des griéBten lokalen Maximums erkannt (Pfeil
4). Die Untersuchungen zeigen, daf mit Hilfe adaptiver Schétzung der Leistung
und der Frequenz alle Muster erkannt werden, wobei die Lage der Grenzen zwi-
schen den Mustern und Strukturen sich exakt durch eindeutige lokale Maxima
der Vergleichsfunktion bestimmen 188t. Weiter wird das Verhalten der Ver-
gleichsfunktion gezeigt, wenn sich das Signal anndhernd wie eine gedampfte
Schwingung verhilt oder wenn sich die Frequenz stetig verindert. Ein Segment-
ende kann erst dann erkannt werden, wenn es zu einer sprunghaften Anderung
einer der KenngréBen kommt. Man kann beobachten, daf beide Methoden die Seg-
mentgrenzen unterschiedlich definieren. So verschiebt sich z.B. die Grenze 11
(Abb. 3.12b) bei der Schitzung liber feste Signalabschnitte an die Stelle der
Grenze 6 (Abb. 3.12a) in der adaptiven Schidtzung. Im gleichen Zusammenhang
kénnen moglicherweise auch die Grenzen 3 und 8 betrachtet werden. Die Seg-
mentgrenzen 5 und 7 in der Abb. 3.12a haben kein Gegenstick in der Abb.
3.12b, was sich mindestens bei der Grenze S als Nachteil auswirkt {vgl.
Abb.3.12e). In der Schitzung iiber feste Abschnitte kann ein Anstieg von W be-
obachtet werden. Da sich hier aber kein eindeutiges Extremum ausbildet, paBt

sich die Schwelle diesem Verlauf an. SchiieBlich kann in der Abb. 3.12f wie-
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derholt die unterschiedliche Lage der ersten Segmentgrenze auf die nicht ein-
deutige Lage des lokalen Maximum von W nach (3.34) zuriickgefiihrt werden. Das
Fehlen der Grenzen 9 und 10 in der adaptiven Schidtzung entsteht durch die
Adaption der Schwelle iiber einer Reihe flacher lokaler Maxima im Verlauf der
Funktion W.

Die Eigenschaften der Segmentierung kdnnen durch die Wahl der Parameter be-
einfluBt werden. Die Methode ist fiir einen kleinen Faktor ¢ robust gegeniiber
kurzen Anderungen. Dabei sind die Anstiegsphase in der Umgebung eines lokalen
Maximums von W linger und der Anstieg kleiner, der Wert von W an der Stelle
des lokalen Maximums ist ebenfalls klein. Mit wachsendem Faktor ¢ wird die
Methode empfindlicher gegen kurze Anderungen, der Verlauf von W ist stdrker
verrauscht, die Ilokalen Maxima aber deutlicher. Ahnliches Verhalten zeigt die
Funktion W auch beim Vergleich von zwei Abschnitten fester Linge, wenn die
Lange N gréBer wird. Die Funktion W bekommt aber mit wachsendem N den Verlauf
einer stufenartigen Funktion und die Lage der lokalen Maxima wird immer un-
deutlicher. Durch den Parameter der adaptiven Schwelle kann die Segmentation
folgendermaBen beeinfluft werden. Durch den Parameter y und durch den minima-
len Schwellenwert KO kann die Hshe der Schwelle gesteuert werden. Mit der
Wahl des Adaptionsfaktors wird der Anstieg von W bestimmt, bei welchem die
lokalen Maxima detektiert werden und bei welchem sich die Schwelle dem Ver-

lauf von W anpaBt.
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Abb.2.11: Schiitzfolgenfunktionen d,(t) mit unterschiedlichen AdaptionsgréBen. 1: ¢ =0.01,
d=0.01; 2: ¢=003,d=0.01; 3: ¢=0.01,d=0.03; 4: ¢c=0.03,d=0.03
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Abb.2.12: Maximale Parameterschwankung k(t) fiir unterschiedliche Adaptionsvariablen.
1:¢=001,d=0.01;2:¢=0.03,d=0.01;3: ¢=0.01,d =0.03; 4: ¢ = 0.03, d=0.03
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Abb.2.13: Spektraldichten mit den theoretischen Parametern und den Endwerten der adaptiven
Schiitzungen. 1: theoretische Spektraldichte des ersten AR-Prozesses; 2: theoreti-
sche Spektraldichte des zweiten AR-Prozesses; adaptive Schiitzung mit 3: ¢ = 0.01,
d=0.0l; 4: ¢=0.03,d=00I; 5 ¢=001,d=0.03; 6: ¢=0.03,d=003
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Abb.2.14: Signal mit Leistungssprung und adaptive Schiitzfolgen des mittleren quadratischen
Vorhersagefehlers G:. I c= 0.01,d=0.01; 2;: ¢=0.03,d=0.01; 3: ¢=0.01,
d=003; 4. ¢=0.03.d=0.03
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Abb.2.15: Maximale Parameterschwankung x(t) mit unterschiedlichen Werten von cund d .
1:¢=0.01,d=0.01;2:c=0.03,d=0.01; 3: ¢ =0.01,d =0.03; 4: ¢ =0.03, d=0.03
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Abb.2.16: Breite adaptiver Interquantilintervalle um die maximale Parameterschwankung.
1:c=001,d=001;2:¢=0.03,d=001;3: ¢ =0.01,d =0.03; 4: ¢ = 0.03, d=0.03
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Abb.2.17: Maximale Parameterschwankung x(t) mit unterschiedlichen Werten von cund d .
1:¢=0.01,d=0.005; 2: ¢=0.04,d=0.005; 3: ¢c=0.01,d=0025; 4. ¢=0.04,
d=0.025
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Abb.2.18: Breite adaptiver Interquantilintervalle um die maximale Parameterschwankung.

I:c=0.01,d=0.005; 2:¢c=0.04, d = 0.005;

d =0.025

3:c=001,d=0.025; 4:c=0.04,
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Abb.2.19: EMG-Signal eines Kauprozesses und die Folgen der adaptiven Varianzschitzung
des Signals fiir den Adaptionstaktor ¢ = 0.01 (1. Kurve) und c = 0.04 (2. Kurve)
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Abb.2.20: Maximale Parameterschwankungen des angepaliten AR(12)-Prozesses 1: ¢ = 0.01,

d=0.01;

2:¢=004,d=0.01; 3:¢=0.01,d=0.025; 4:¢c=0.04,

d=0.025
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Abb.2.21: Breite adaptiver Interquantilintervalle um die maximale Parameterschwankung fiir
verschiedene Werte der Faktorencund d. 1: ¢=0.01, d=0.01; 2: ¢ =0.04,
d=0.01; 3: ¢c=001,d=0.025 4. ¢=0.04,d=0.025
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Abb.2.22: Adaptive Quantilwertschitzung, o = 80%. Signal: Verlauf der momentanen Fre-
quenz. eines EEG-Signalabschnittes. 1: Schitzung mit konstantem Adaptionsfaktor
¢ = 0.01, 2: Schiitzung mit der Steuerfolge ¢, = d/H'(g (1)), d = 0.01, Histogramm-
klassen in [0,20], h = 2, ¢ = 0.05, 3: Verlauf der zugehorigen Steuerfolge c,
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b) Adaptive Schitzung mit der Steuerfoge nach (2.71) mit dem Adaptionsfaktor d = 0.05
und der Histogrammschitzung mit 10 Klassen im Intervall [0,8] und dem Adaptions-
faktor ¢ = 0.05.
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¢) Adaptive Schiitzung nach (2.79)-(2.80) mitc=d =0.05,h = 0.1 und € = 50

Abb.2.23: Vergleich von adptiven Schiitzungen der Quantilwerte am Beispiel des 50%-
Konfidenzintervalls fiir eine simulierte Zeitreihe von unabhingigen gleichverteil-
ten Pseudozufallszahlen
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a) Laser-Doppler-Flowmetrie-Signal vor und nach der Trendeliminierung

b) Dynamische Spektralanalyse wihrend einer schrittweisen Verdnderung der Mikro-
zirkulation: A - Atmungsrythmus, B - rhythmische Komponente des Blutdruckes
bedingt durch den Herzschlag, C - 2. Harmonische des Atmungsrhythmus

Abb.3.3: Mikrozirkulation auf der Kortexoberfliche fortlaufend registriert (Tierexperiment).
Durch Abklemmen der linken und rechten Arterie carotis communis konnte die
Beeinflussung der Mikrozirkulation vorgenommen werden. Die Wiederherstellung
normaler Bedingungen wurde nach Offnen der linken (t,) und der rechten (t,) Arterie
mit Hilfe der dynamischen Spektralanalyse untersucht.
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Abb.3.5: Beispiel einer Messung von Indikatorlosungskurven (Ausschnitt 1(.- 44. sec)
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Abb.3.6: Indikatorlosungskurven nach der Vorverarbeitung (Filterung, Zentrieren, Normie-
ren)
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Abb.3.7: Verlauf der Funktion W fiir verschiedene Segmentationsverfahren am Beispiel
eines EEG-Abschnitts tiber 8 sec (1600 MeBwerte), Linge der Vergleichsabschnitte
N = 100, 1: Schiitzung nach (3.34); 2: Schitzung nach (3.27) (K = 4); 3: Schiitzung
nach (3.29)
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Abb.3.8: Adaptive Segmentation eines EEG-Signalabschnittes liber 8 sec mit Hilfe der
Funktion W aus (3.34) bei der Anwendung einer adaptiven Schwelle (Bild oben)
und einer konstanten Schwelle k¥ = 2 {Bild unten). Die Parameter der adaptiven
Schwelle sind o = 70%, § = 40%, v = 1, K, = |. Fiir beide Quantilwertfolgen
wurden die gleichen Parameter gewihlt: Adaptionsfaktor d = 0,005, Histogramm-
klassen im Intervall [1,10], h = 3, Adaptionsfaktor ¢ = 0,025.
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b) Signal: {x_} ist eine Folge unabhingiger gleichverteilter Zufallszahlen.
Fiir n =0,..,270, 331,...,700 liegen die Zahlen im Intervall [-0.5, 0.5],
fiir n =271,..,330 im Intervall [-1.5, 1.5]
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¢) Signal: x, = 0.5sin(27n/32), n = 0....270,311,...350,391..,600;
x, = 1.5sin(2nn/32), n = 271,...310, 351,..390

ADbb.3.9: Verlauf der Funktion V nach (3.32) fiir simulierte Zeitreihen, in denen die Ampli-
tude in kurzen Abschnitten auf das Dreifache erhéht wurde
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b} Signal: {x,} ist eine Folge unabhiingiger gleichverteilter Zufallszahlen.
Fiir n = 0,..,270, 331,..,700 liegen die Zahlen im Intervall [-0.5, 0.5],
fiirn = 271,..,330 im Intervall [-1.5, 1.5]
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c) Signal: x, = 0.5sin(2rwn), n =0,..,270,311,..,350,391..,600;
x, = 1.5sin(2Zrwn), n = 271,..,310, 351,.390

Abb.3.10: Verlauf der Funktion W nach (3.50) fiir simulierte Zeitrethen, in denen die Ampli-
tude in kurzen Abschnitten auf das Dreitache erhoht wurde
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Abb.3.11: Die Gewichte bei der adaptiven Schéitzung der momentanen Leistung und der
momentanen Frequenz fiir verschiedene Werte des Adaptionsfaktors c im Vergleich
zu Gewichten bei Berechnung der mittleren Parameter in einemn Intervall der Linge
N =100



2

&

i | 5 zl’ :
W““W“’W”ﬂ'\m-’" w\m*fb Lﬂf“o;l I@“ o J\WM/UWMJ\ﬁ”W

a) Segmentation nach (3.46)-(3.49), adaptive Schitzung der Parameter mit Faktor ¢ = 0,03
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b) Segmentation nach (3.30)-(3.33), Schiitzung der Parameter Giber Abschnitte der Lange
N = 100

Abb.3.12: Adptive Segmentation von einem EEG-Signal tiber 48 sec. (1 Kanal), 8 sec. (1024
MefBpunkte) pro Zeile. Parameter fiir adaptive Schwelle in beiden Fillen: o = 70%,
B=40%. v = |, K, = |. Fiir beide Quantilwertfolgen wurden die gleichen Parameter
gewihlt: Adaptionsfaktor d = 0,02, Histogrammklassen im Intervall [1,10], h =3,
Adaptionstaktor ¢ = 0,1 (Im Vergleich zur Abbildung 3.10 wurden die Adaptions-
faktoren vergroBert, da die Signale mit einer kleineren Abtastrate aufgenommen
wurden)




Abb.3.12¢c-f: Verlauf der Funktion W fiir ausgewiihlte Abschnitte aus dem vorangegangenen
Signal: 1. Zeile: Signalabschnitt
2. Zeile: Verlauf von W fiir Segmentation mit adaptiver Schitzung der
Parameter
3. Zeile: Verlauf von W fiir Segmentation, in der die Parameter tiber
feste Abschnitte geschétzt wurden
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